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1. Ubungsblatt

1. Beweisen Sie fiir Entscheidungsregeln p basierend auf einem statistischen Ex-
periment (X, F, (Py)yee) mit Verlustfunktion I:

(a) Ist p minimax und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere Minimax-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuléssig.

(b) Ist p zuldssig mit konstanter Risikofunktion, so ist p minimax.

(c) Ist p eine Bayesregel (bzgl. ) und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. 7) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuléssig.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum mit Borel-o-Algebra
Fo. Ist p eine Bayesregel (bzgl. ), so ist p zuléssig, falls (i) Rr(p) < oc;
(ii) fir jede nichtleere offene Menge U in © gilt 7(U) > 0; (iii) fiir jede
Regel p' mit Rr(p') < Rr(p) ist ¥ — R(¥,p’) stetig.

2. Es sei Xi,..., X, eine mathematische N (9, 1)-verteilte Stichprobe mit ¥ € R
unbekannt. Mit R(9,9) = Ey[(¥ —9)?] werde das quadratische Risiko bezeich-
net.

(a) Beweisen Sie mit dominierter Konvergenz, dass die Abbildung J
R(9,9) fir jeden Schétzer ¥ mit R(¥,9) < oo fiir alle ¥ € R stetig
ist.

(b) Folgern Sie mit Aufgabe 1(d), dass der Bayesschiitzer

no?  _ 1

Voo = X
@ 14+ no? + 1+n02a

beziiglich der a priori-Verteilung m = N(a,0?), a € R, o > 0, zulissig ist.

3. Truncated normal means. Es sei Xi,...,X, eine mathematische N(¥,1)-
verteilte Stichprobe sowie ©; = [Jp,00) und O2 = [—m,m] Parameter-
mengen fiir 99 € R, m > 0. X = %Z?:l X, bezeichne das Stichproben-
mittel. Lesen Sie Example 5.2.9 auf Seite 327 in Lehmann/Casella https:
//link.springer.com/book/10.1007/b98854 und beweisen Sie vollstandig:

(a) In beiden Fillen ¥ € ©1 und ¥ € Oy ist X nicht zulissig.
(b) Im Fall ¥ € O ist X minimax, im Fall 9 € O ist X nicht minimax.


https://link.springer.com/book/10.1007/b98854
https://link.springer.com/book/10.1007/b98854

4. Beweisen Sie das Lemma von Stein (1972):
Eine reellwertige Zufallsvariable X ist N(u,o?)-verteilt genau dann, wenn

E[(X — u) f(X)] = o* E[f'(X)]

fiir alle absolut-stetigen (schwach differenzierbaren) Funktionen f : R — R
mit E[| f/(X)]] < oo gilt.
Anleitung fiir eine Richtung: Fir die N(0, 1)-Verteilungsfunktion ® und z € R
betrachte ,

fol) = 21e® 28 (z)(1 — ®(2)), fiir z < 2,

. 2me”’ 2B (2)(1 — ®(x)), fiir @ > 2.

Dann folgt aus der Identitét fiir f, und p =0, 0 = 1, dass X N(0, 1)-verteilt
ist. Betrachte im Anschluss die Identitét fiir Y = (X — u)/o.

Hinweis: Dies ist Ausgangspunkt der méchtigen Steinschen Methode.

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 5.5.22.
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2. Ubungsblatt

1. Gegeben sei X ~ N(u,02Ey) mit o > 0 bekannt und g € R? unbekannt.

(a) Zeigen Sie: Soll in einem statistischen Experiment g(¢) € R durch §
geschétzt werden, so gilt die Bias- Varianz-Zerlegung:

Esllg — 9(9)1] = |Es[g] — g(9)I* + Eg[lg — Ey[g]1*]

(b) Bestimmen Sie die Bias-Varianz-Zerlegung fiir i, = aX, a € R, und
zeigen Sie, dass aQrakel ' = 1 — Mg% das quadratische Risiko minimiert,
falls p der wahre Parameter ist. Erklidren Sie das Verhalten fiir d — oo
bei konstantem ||

(c) Weisen Sie nach, dass |X|? ein erwartungstreuer Schiitzer von |u|? + o2d
ist, und setzen Sie & := 1 — %.

Var(|X|?), dass Ve, R > 03K > 0:
K
>

e > Vi

Folgern Sie, dass |& — aorakel| = Op(d—'/?) fiir d — oo und lu] < R gilt,
das heifit Ve, R > 03K’ > 0 :

Schliefen Sie durch Berechnen von

(X]* |l +o%d
o2d o2d

><a, Vd > 1 Yu € R mit |u| < R.

Pu(|& — aorakal| > K'd"Y?) <&, Vd>1VYp e R mit || < R.

2. Es sei Xi,...,X,, eine N(u,Ey)-verteilte mathematische Stichprobe. Der
James-Stein-Schitzer mit positivem Gewicht ist definiert als f1j54+ = (1 —
d—2
n|X|?
Risikovergleich mit dem klassischen James-Stein-Schétzer:

) +Y. Beweisen Sie fiir alle d > 3 und pu € RY schrittweise folgenden

Eulliisss — ul?] < Epulliss — pl?)-

(a) Die Abschétzung ist korrekt fiir g = 0.

(b) Die Abschitzung folgt aus der Ungleichung E,,[1; X|G|1g<oy] > O fiir

Gzl_nd\%72 und alle ¢ = 1,...,d mit u; # 0.

(c) Fiir @ > 0 und p; # 0 gilt E, [ X | (X:)? = a?] = ap, tanh(nap;) >
0. Dies ergibt die Ungleichung in (b) durch Einfiigen einer auf
(X1)2,...,(Xq)?) bedingten Erwartung.



3. Es sei Xq,..., X, eine N(u,1)-verteilte mathematische Stichprobe mit p € R
unbekannt.

(a) Geben Sie das zugehorige statistische Experiment auf X = R" an und
zeigen Sie, dass es vom Produktmaf N(0,1)®" dominiert wird.

(b) Bestimmen Sie die Likelihoodfunktion fiir das dominierende Maf in (a).
Welcher Wert 1 € R maximiert die Likelihoodfunktion zu gegebenem x €
R™ (dies ist der Maximum-Likelihood-Schétzer bei Beobachtung X = z)?

4. Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage, dass folgende Verteilungen Expo-
nentialfamilien bilden. Bestimmen Sie gegebenenfalls den natiirlichen Parame-
terraum.

(a) Multinomialverteilung (M (po, - - -, Ps;1))o<p<1,5 ps=1;
(

(c) Gleichmifige Verteilung (U([0,9]))wy>0;

)
b) Poissonverteilung (Poiss(\))xso;
)
(d) Gammaverteilung (I'(a, b)) 4 p>0-

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 12.5.22.
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3. Ubungsblatt

1. Ein Physiker untersucht die Radioaktivitit bei zwei verschiedenen Préparaten.
Die unabhéngig gemessene Zahl der Zerfille in einer Zeiteinheit bei Praparat
1 sei X1,..., X, (m1 Messungen), bei Préparat 2 Y1,...,Y;, (ma2 Messun-
gen). Geben Sie eine verniinftige Regel an, um zu entscheiden, welches Prépa-
rat stérker radioaktiv ist. Begriinden Sie dazu, weshalb die Annahme einer
Poissonverteilung gerechtfertigt ist, und geben Sie ein Suffizienzargument.

2. Es sei Xy,..., X, eine gleichmiflig auf den Rechtecken R, = [z1,21 + 71] X
[x2,x2 4+ 19] C R? verteilte mathematische Stichprobe mit z € R? und r €
(R™)? unbekannt. Bestimmen Sie eine suffiziente Statistik T(X1, ..., X,,) € R?
und beschreiben Sie diese auch geometrisch.

Zusatzaufgabe: Konnen Sie den Fléacheninhalt von R, , erwartungstreu
schitzen?

3. Essei (X1,...,X,) eine Poiss(\)-verteilte mathematische Stichprobe mit A >
0 unbekannt.

(a) Zeigen Sie, dass das Stichprobenmittel X eine suffiziente Statistik ist.

(b) Finden Sie mittels des Satzes von Rao-Blackwell einen erwartungstreuen
Schéitzer von A, der kleinere Varianz als A\ = X7 besitzt.

(¢) Finden Sie mittels des Satzes von Rao-Blackwell einen erwartungstreuen
Schiitzer von ¥ = e, der kleinere Varianz als v; = 1(X; = 0) besitzt.

4. Eine suffiziente Statistik 7™ heifit minimalsuffizient, wenn es zu jeder suffizien-
ten Statistik 7" eine messbare Funktion h gibt, so dass T* = h(T') Py-f.s. fiir alle
¥ € O gilt. Beweisen Sie, dass jede R%-wertige, suffiziente und vollstéindige Sta-
tistik minimalsuffizient ist, sofern eine minimalsuffiziente Statistik tiberhaupt
existiert. Gilt die Umkehrung fiir R%wertige Statistiken?

Hinweis: Man kann zeigen, dass minimalsuffiziente Statistiken fiir dominierte
Experimente auf separablen Messriaumen (wie (R, ZRa)) stets existieren.

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 19.5.22.
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4. Ubungsblatt

1. Erkldren Sie im Detail den Beweis der Cramér-Rao-Ungleichung unter . klas-
sischen Bedingungen“ in Theorem 3.3 von J. Shao, Mathematical Statistics.
Wieso muss dort eine Bedingung (3.3) an den Schitzer gestellt werden und bei
uns nicht?

2. Zeigen Sie im Detail, dass die score-Funktion und die Fisher-Information bei
Hellinger-differenzierbaren Modellen unabhéngig vom dominierenden Mafl p
sind.

3. Betrachten Sie fiir eine Lebesguedichte f : R — [0, 00) das Lokationsmodell ei-
ner mathematischen Stichprobe X7, ..., X,,, die gemif f(e —1) mit ¥ € R un-
bekannt verteilt ist. Zeigen Sie, dass diese Verteilungsfamilie L?-differenzierbar
ist, wenn f € C}(R), f > 0 und [ f'(z)?f(x) 'dx < oo gilt, und bestimmen
Sie die Fisher-Information I,,(9).

Koénnen Sie die Bedingungen so abschwichen, dass auch die L?*-
Differenzierbarkeit im Fall der Laplace-Verteilung f(x) = %e‘m folgt?

4. Bestimmen Sie die Fisher-Informationsmatrix fiir eine N (u,o?)-verteilte ma-
thematische Stichprobe X7, ... Xy mit unbekannten Werten ;1 € R und o2 > 0
sowie fiir X ~ Bin(n,p) mit p € (0,1) unbekannt und n bekannt. Finden Sie
jeweils einen erwartungstreuen Schétzer fiir p und fiir p, der die Cramér-Rao-
Schranke erreicht. Bestimmen Sie einen erwartungstreuen Schitzer fiir o2 bei
N > 2 Beobachtungen, der zumindest asymptotisch fir N — oo die Cramér-
Rao-Schranke erreicht (bei Reskalierung in N).

Abgabe vor der Vorlesung am Montag, dem 30.5.22.
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Korrektur und Losung zu Aufgabe 4.3

Betrachten Sie fiir eine Lebesguedichte f : R — [0, 00) das Lokationsmodell einer
mathematischen Stichprobe Xi,..., X, die gemifl f(e — ) mit ¢ € R unbekannt
verteilt ist. Zeigen Sie, dass diese Verteilungsfamilie L?(Py, )-differenzierbar ist, wenn

fe€CYR), f>0und fsup|h|<€ f/(x+h)f2&{(x+h)2 dxr < oo fiir ein € > 0 gilt.

Die Likelihoodfunktion beziiglich Py, ist

V) n
Ly, (9,z) = foz_%) zeR™ YeER.

Es gilt (klassische Differenzierbarkeit in ¢ fiir jedes x € R")

n

L’L90 19 27 Z L’L90(Q9 LE)
P flx; — )

und fiir ¥ > 9

Ly, (9) = Ly, (o) — Lo, (90) (¥ — o) 1

U
_ L / _L !
,19_190 19_190 /90( 190(19) ﬁo(ﬁo))d'ﬁ

sowie mit vertauschten Integralgrenzen analog fiir ¢ < ¢g. Wegen stetiger Differen-
zierbarkeit von f gilt fﬂo fq;’; (Ly, (¥, x) — Ly, (Y9, x))dd" — 0 fiir ¥ — Jp und jedes
r € R™. Mit dominierter Konvergenz folgt also die L?(Py, )-Differenzierbarkeit

H Ly (9) — Ly (90) — Ly (90) (9 — o) ‘
¥ —

— 0 fiir 9 — Jo,
L2(Py,)

wobei eine integrierbare Majorante fiir alle [ — ¥y| < € gegeben ist durch

- (X — 99 — h)?

sup (L, (9o + h) — Ly, (90))> < 4n ) _ sup Ly, (0 + h, X)?,
hi<e ’ ; nj<e f(Xi =00 —h)2 """
wobei

f1(X; — 0o — h)? 2

f’(xi — g — h)2 — h)2
s / mer J@i—00)? ‘MI/ E‘ff 7@ —1%) flag = o) dey < oo
<& ! J#i €
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5. Ubungsblatt

1. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle P, Q auf demselben Raum (X, .%) bezeich-

net
12,0 = [ (Vola) - Va@)) i)

den quadrierten Hellinger-Abstand, wobei i ein Maf ist, das P und Q dominiert
(z.B. p =P+ Q), und p, q die entsprechenden p-Dichten bezeichnet. Zeigen Sie:

(a) Der Hellingerabstand H ist unabhéngig vom dominierenden Maf} x4 und
definiert eine Metrik.

(b) Es gilt HA(P,Q) = 2 - 2 [ v/p(@)a(e) u(da) € [0,2]
(c) Fir ProduktmaBe P = @ ; P;, Q = @I ; Q; gilt

e =2(- [ (- FG)) < )

1=

(d) Es gilt H*(P,Q) < [y|p(z) —q()| p(dz) = 2||P — Q||py mit dem Totalva-
riationsabstand |P — Q|lry = supycz|P(A) — Q(A)| (eine der Le-Cam-
Ungleichungen).

2. Es sei (X,.7,(Py)yco) ein statistisches Modell mit © C R*, k > 2, das die
Voraussetzungen an die Cramér-Rao-Ungleichung erfiillt mit strikt positiv-
definiter Fisher-Informationsmatrix I(1).

(a) Zeigen Sie, dass stets (I(09))11(1(9)" )11 > 1 gilt.
Tipp: Schreiben Sie den ersten Einheitsvektor e; = " (e1,v;)v; in einer
Orthonormalbasis (vy, ..., v) von Eigenvektoren von I(9).

(b) Schlielen Sie, dass die Cramér-Rao-Schranke fiir g(¢) = g(1,...,9,) =
Y1 stets mindestens 1/(1(1))11 betrégt. In welchen Féllen gilt Gleichheit?

(c) Interpretieren Sie dieses Ergebnis statistisch, indem Sie mit dem Modell
vergleichen, wo nur 9 unbekannt ist, wihrend o, ..., ¥, bekannt sind.



3. Es sei (X,Y)" bivariat normalverteilt mit E[X] = E[Y] = Var( ) =
Var(Y) = 02 und Cov(X,Y) = o2p, wobei ¥ = (02,p) € RT x(—1,1) der
unbekannte Parameter sei.

(a) Weisen Sie nach, dass fiir 62 = $(X2+Y?) gilt E[6?] = 0% und Var(6?) =
(14 p*)o*

(b) Nehmen Sie nun an, dass p bekannt ist, und konstruieren Sie einen er-
wartungstreuen Schétzer 5’3 mit Var(&g) = o* < Var(6?) im Fall p # 0.
Tipps: Diagonalisieren Sie die Kovarianzmatrix ¥ von (X,Y)" und be-
trachten Sie die Beobachtung in der Eigenbasis von ¥ ("whitening’, ’decor-
relation’). Alternativ bestimmen Sie direkt einen Maximum-Likelihood-
Schétzer.

(c) Weisen Sie nach, dass die Varianz von 5% die Cramér-Rao-Schranke bei
bekanntem p erreicht.

(d*) Bestimmen Sie die Cramér-Rao-Schranke fiir 02 im Fall von unbekanntem
p (Einsatz von Mathematik-Software bei Angabe von Zwischenergebnis-
sen gestattet).

4. Zeigen Sie, dass im Lokationsmodell mit Produktdichte f(z) = [T, fi(z:)
der Pitman-Schétzer 9 fiir die angegebenen Dichten folgende Form besitzt:

22
(a) fl(x) = \/;76_2”727 v =X;

(b) fi(z) = (1_11[,%7%}(33) fiir @ > 0, 0=
(C) fl(l') = )\67)\(m+1)1[_17 )( ) fir A > 0 19 X(l) +1- 7.

X(1>+X<n).

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 9.6.22.
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6. Ubungsblatt

1. Zeigen Sie fiir die Kullback-Leibler-Divergenz:

(a) Sie ist additiv fiir Produktmafe:
KL(P1®P; [ Q1 ®Qy) = KL(Py | Q1) + KL(P2 | Q).
(b) Sie ist groBer als der quadrierte Hellingerabstand:
H(P,Q) <KL(P | Q).
Tipp: Verwende log(z) > —2(z~ /2 — 1), 2 > 0 (Beweis?).

2. Ein Teich enthélt eine unbekannte Anzahl ¢ von Karpfen. Zur Schéitzung von
¥ werden zunéchst w Fische gefangen, markiert und wieder freigelassen. Wenn
sich die markierten Fische wieder gut verteilt haben, werden n Fische gefangen,
von denen x markiert sind.

Modellieren Sie die Schétzung des Fischbestandes 99 durch ein statistisches
Experiment mit hypergeometrischen Verteilungen und bestimmen Sie einen
MLE, diskutieren Sie dabei den Fall x = 0 separat.

3. Sei X1,...,X, eine mathematische Stichprobe beziiglich der Lebesguedichte

_1=9 /0 |z =9
@) = 255) (1 o0)

wobei ¥ € [0,1) und ¢ : [0,1] — [0,1] eine stetige, fallende Funktion mit
©(0) =1und 0 < p(W) < 1 -0 fir 9 € (0,1) ist. Setze weiterhin fi(x) =
%1[,171}(@. Ziel ist es, fiir geeignetes ¢ zu sehen, dass fiir alle ¥ € © = [0, 1]
jeder MLE fast sicher gegen Eins konvergiert und insbesondere inkonsistent

>+ + gl[—m] (z), z€R,

ist. Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein Maximum-Likelihood-Schétzer J,,.

(b) Fiir 9 < 1ist fy(z) < 1/p(¥) + 1/2 und daraus folgt, dass fiir die Logli-
kelihoodfunktion ¢,, bei n Beobachtungen und fiir jedes o < 1

0n(0) <l 1 N 1 -
max Llog | —— + = 00
0<W<a 1 8 ola) 2

~

gilt. Um zu beweisen, dass lim,_,o, ¥, = 1 f.s. fiir alle ¥ € [0, 1], reicht es
maxo<y<1 In(9)/n — oo f.s. zu zeigen.



(c) Mit X,y = max{Xy,..., X,} gilt fs.

ma @) n=1 (X)) 11 Xy
0 ~ n B\ T2 n o8 o(Xwy) )

(d) Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt n'/4(1 — X)) — 0 fs. fiir
¥ = 0 und auch fiir alle ¥ € [0, 1]. Mit () := (1 —9) exp(—(1—19)"*+1)
folgt liminf,, 00 (1/n)log((1 — X))/ (X)) = oo f.s. und damit die
gewiinschte Aussage.

4. Es sei (X, .7, (Py)oeo) ein statistisches Modell mit Likelihoodfunktion L (1)
und MLE 9 sowie g : © — ©' eine injektive Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass 9 := g()) MLE ist fiir das reparametrisierte Modell mit
Verteilungen (Py-1(y))yeg(o) (Plug-in-Prinzip)

(b) Betrachten Sie nun (R", Brn, (N (u,1)®"),cr) mit MLE f, = X. Zeigen
Sie fiir g(u) = p?**!, k € N, dass pﬁ’”\l = (fin)?**!1 MLE, aber nicht
erwartungstreu ist. Finden Sie durch Biaskorrektur von //ﬁ einen erwar-
tungstreuen Schitzer //ﬁ von 3, der einen kleineren quadratischen Fehler
als //ﬁ besitzt und UMVU ist. Vergleichen Sie asymptotisch fiir n — oo

die quadratischen Fehler von 3, 3 und die entsprechende Cramér-Rao-
Schranke.

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 16.6.22.
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7. Ubungsblatt

1. Beweise: die Bedingungen (A1), (A2) zur Konsistenz des M-Schétzers 4,, unter
5, konnen ersetzt werden durch die eine Bedingung (d sei Metrik von T")

(A1) : Ve >0 “ gi(%g))>6K(z90,7) > K (99, 9(9))-

Anleitung: Weise | K (Jo, 4n) — K (Y0, 9(J0))| < 2sup,ep|HKn(y)—K (o, 7)| nach,
betrachte Py, (d(Yn, g(¥9)) > €) und verwende (A3).

2. Fiir eine R-wertige mathematische Stichprobe X1, ..., X, mit Ey[X?] < oo, sei
9(0) =Eg[X1], T =R, Kn(y) = 3, T (Xi —7)?, K (Yo,7) = Ego (X1 —7)7]-

(a) Bestimmen Sie den zugehorigen M-Schitzer 4;,.

(b) Verwenden Sie Aufgabe 1 sowie eine geeignete Version von Lemma 3.33
im Skript von Martin Wahl, um die Konsistenz von 4, nachzuweisen (I"
ist nicht kompakt!).

3. (freiwillig) Bearbeiten Sie Aufgabe 2 diesmal mit der Kontrastfunktion
K (Yo,7) = Ey,[| X1 — 7|] und entsprechendem Kontrastprozess K.

4. Betrachten Sie fiir ¥ € © := C([0, 1]) das Regressionsmodell
Y,=9(/n)+e, i=1,...,n,

mit ¢; i.i.d., E[e;] = 0, E[e}] < co. Es bezeichne I' = {Zizo cpx®} C O die
Menge aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich d sowie g(9) = IIp¢ die
Orthogonalprojektion von © auf T' in L2([0, 1]).

(a) Zeigen Sie, dass K, (7) := 13" (Y; —~(i/n))?, v € I, ein Kontrastpro-

T n
zess ist zur Kontrastfunktion

K(90,7) = [[9o — Hrdol 7201y + ITrdo — ¥lI72j0.1)) + Ele7]-

(b) Schlieflen Sie, dass der Kleinste-Quadrate-Schiitzer der Polynomregres-
sion 4, = argmin cp > (Y; — 7(i/n))* M-Schitzer ist und gegen die
Orthogonalprojektion g(do) P, -stochastisch konvergiert.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst eine kompakte Umgebung I'g C I' von
g(¥o) und zeigen Sie dann Py (9., ¢ I'o) — 0. Alternativ kann wie in
Aufgaben 1-2 argumentiert werden.

(c*) Weisen Sie /(3 — g(99)) % N(0,V2UVL) unter P}, nach mit U =
2E[2]V, V = 2(f01 2*2ldx)ocr 1<q (in der Basis der Monome).

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 23.6.22.
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8. Ubungsblatt

1. Essei Xq,...,X, eine N (¢, 1)-verteilte Stichprobe mit 9 € [0, 1] unbekannt.

(a) Bestimmen Sie den MLE 4,,.

(b) Weisen Sie fiir 99 € (0,1) die Bedingungen des Satzes zur MLE-
Asymptotik nach und folgern Sie v/n(d, — 9) 4 N(0,1) fir n — oo
unter N (dg, 1)®".

(¢) Untersuchen Sie die Asymptotik von /n(d, — 9p) im Fall 9y € {0,1}.
2. Supereffizienz. Fiir eine N (u, 1)-verteilte Stichprobe X1, ..., X, sei
)X, falls [X] > n~1/4
Hn= N aX,  falls [X] < 0V

der sogenannte Hodges-Schitzer mit |a| < 1. Zeigen Sie

~ d
Vit — 1) % N0, 0()
mit v(p) = 1 fiir g # 0 und v(0) = a? < 1, wihrend die Fisher-Information
bei einer Beobachtung I(u) =1 fiir alle u € R betrigt.

3. Beweisen Sie: Jeder beste Test im biniren statistischen Modell fiir Hy : 9 =0
gegen Hy : ¥ = 1 besitzt Py-fast sicher und P;-fast sicher die Form eines
Neyman-Pearson-Tests.

Tipp: Untersuchen Sie, wann Gleichheit im Beweis des Neyman-Person-
Lemmas gilt.

4. Beweisen Sie das verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma:
Es seien (X, %, (Py)yeco) mit © = {0, 1} ein binéres statistisches Modell, pg, p1
die entsprechenden Dichten und T € L'(Pj) eine reellwertige Statistik. Ein
Test der Form

1, falls p1(z) > kpo(z) + IT(x)po(x)
o(x) =40, falls p1(x) < kpo(z) + IT(x)po(x)
v, falls pi(x) = kpo(x) + 1T (z)po(zx)
mit &,/ € R und v € [0, 1], der fiir & € [0, 1] die Nebenbedingungen
Eolpl =a und Eo[Ty] = aEy[T]

erfiillt, maximiert die Giite Eq[g] in der Menge aller Tests, die diese Nebenbe-
dingungen erfiillen.

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 30.6.22.
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9. Ubungsblatt

1. Betrachten Sie das Testproblem Hy: p = 1/2 gegen Hy : p € (0,1) \ {1/2} bei
Beobachtung von X ~ Bin(n, p).

(a) Geben Sie fiir n = 10 zum Niveau a = 0.05 einen gleichméiBig besten
unverfilschten Test an.

(b) Beweisen Sie allgemein, dass es keinen gleichméfig besten Test unter al-
len Tests vom Niveau « gibt, indem Sie die Giitefunktion der besten
einseitigen Tests studieren.

2. Basierend auf einer mathematischen Stichprobe Xi..., X, ~ N(0,0?) mit
o > 0 unbekannt, soll Hy : 0 = 0¢ gegen Hy : 0 # oy fiir gegebenes o9 > 0
getestet werden. Bestimmen Sie die Bedingungen fiir einen gleichméfig besten
unverfilschten Test zum Niveau a € (0,1).

Freiwillig: Bestimmen Sie diesen Test numerisch im Fall @« = 0.05 und o9 =1
fiir verschiedene Werte von n € N. Sind die Ablehnbereiche des Tests symme-
trisch um og?

3. BEs seien Xi,...,X,, ~ N(p1,0%) und Yi,...,Y,, ~ N(u2,03) zwei un-
abhingige mathematische Stichproben mit w1, s € R und 01,09 > 0 unbe-
kannt. Zeigen Sie, dass der Likelihood-Quotienten-Test fiir Hy : 01 = 09 gegen
H, : 01 # o9 bei beliebigen 1, uo sich durch die Statistik s% / s% ausdriicken

lasst mit
2 1 & o\ 2 2 1 & 12
= Y- X = S - 1)
R i:l( l o g —1 i:l( Z )

Begriinden Sie, weshalb die Verteilung von s?/s3 unter Hp nicht von den kon-
kreten Werten von p1, o, 01 abhéngt. Wie kénnte man daher einen Test zum
Niveau a durch einfache Simulation gewinnen?

4. Ein Zufallszahlengenerator erzeugt bei 1 000 Aufrufen die Ziffern 0,1, ..., 9 mit
folgenden Haufigkeiten:

Ziffer 0 1 2 3| 4 ) 6 7 8 9
Anzahl || 103 | 91 | 105 | 93 | 89 | 110 | 108 | 105 | 90 | 106

Testen Sie mittels y2-Test die Nullhypothese, dass eine Multinomialverteilung
mit Zifferwahrscheinlichkeiten 1/10 vorliegt, zum asymptotischen Niveau o =
0.05.

Abgabe vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 7.7.22.
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10. Ubungsblatt

1. Zeigen Sie, dass fir Q, = N(up,1) und P, = N(0,1) Kontiguitit Q, <P,
vorliegt, falls (u,) € R eine beschriankte Folge ist. Gibt es auch eine unbe-
schriinkte Folge (uy,), so dass Q,, <P, gilt?

2. Esseiv:(—1,1) — H eine Hilbertraum-wertige Abbildung mit ||v(¢)|| = 1 fiir
alle t € (—1,1), die bei t = 0 differenzierbar sei mit Ableitung 0(0). Zeigen Sie:

(a) Es gilt 0 = 2(v(0),v(t) — v(0)) + |lv(t) — v(0)|? fiir alle t € (—1,1), und
dies impliziert (v(0),v(0)) = 0 sowie

(v(t),v(0)) = 1 — ||0(0)||*t* + o(t?) fiir t — 0.

Insbesondere ist f(t) := (v(t),v(0)) zweimal differenzierbar bei ¢t = 0 mit
£7(0) = —[lo(0)[>.

(b) Ist L(¥) = % die Likelihoodfunktion in einem bei ¥y € int(®) C R
Hellinger-differenzierbaren Modell (X,.%, (Py)geco), so folgt mit v(t) =

VL +t) € L*(u) und Hi}(O)H%Q(M) = 2I(¥) fiir den quadrierten Hel-
lingerabstand:

L H*(Pyy,Py)|9=0, = O, dcf,%H%PﬂoaPﬁ”ﬂ:ﬂo = 11(d).

Die Fisher-Information gibt also die Kriimmung im quadrierten Hellin-
gerabstand an.

3. Erklaren Sie folgende Begriffe:

Statistisches Modell, Verlustfunktion, Risiko, zuldssig, minimax, Bayes-
optimal, erwartungstreu, Likelihoodfunktion, suffizient, vollstdndig, Fisher-
Information, Hellinger-differenzierbar, Momentenschitzer, Delta-Methode,
MLE, M-Schétzer, beobachtete Fisher-Information, Neyman-Pearson-Test, un-
verfilschter Test, Likelihood-Quotienten-Test, LAN, Kontiguitéit

4. Geben Sie jeweils Beispiele und ggf. Gegenbeispiele zu den Objekten in 3. Was
kénnen wir iiber diese aussagen?

Abgabe von Aufgaben 1und 2 vor der Vorlesung am Donnerstag, dem 14.7.22.



