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1. Ubungsblatt

1. Beweisen Sie:

(a)

(b)

()

Fiir eine Zufallsvariable J € L2(P) und ¢ € R gilt die Bias- Varianz-
Zerlequng X R X
E[(J — 9)?] = (E[J] — 9)? + Var (D).

Fiir eine N(p,o?)-verteilte mathematische Stichprobe Xj,..., X, und
o > 0 besitzt der Schitzer 63 := 25> " (X; — X)? den mittleren
quadratischen Fehler (MSE)

E, »2 [((33 — 02)2] = (a— 1)204 + o2 Var,, ,2 (6’%).

Begriinden Sie, weshalb Var, ,2(61) = ¢*V,, mit einer Konstanten Vj,
unabhiingig von ;o und o? gilt. SchlieBen Sie, dass der MSE minimal ist
fiir a = (1 + V,,) L. Bestimmen Sie V,.

2. Essei (X, F, (Py)yeco) ein statistisches Modell sowie 7 eine a-priori-Verteilung
auf (O, Fg), so dass Py die pu-Dichte fXIT=9 fijr alle ¥ € © und 7 die v-Dichte
fT besitzen beziiglich o-endlichen Mafien 1 und v. Zeigen Sie fiir (F ® Fg)-
messbare Dichten (z,9) — fXI7=%(z) € [0, 00):

(a)

Fir fX(z) = [g FXT=9(2) T (9)v(d9) in (0,00) definiere fTIX=2(y)

durch — fX\T:ﬂ(x)fT(ﬁ)
FIX () = g

und sonst durch fTX=2(9) .= fT(9), ¥ € ©. Dann ist fTIX=* ecine v-
Wabhrscheinlichkeitsdichte fiir alle x € &.

9 € 0O,

Es seien X und T Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteilung
P(dz,d9) = Py(dz)r(d9). Die Funktion g : X x © — R sei
(F ® Fe)-messbar. Ist g nichtnegativ oder ist Ez[|lg(X,T)|] < oo,
so ist f@g(:v,ﬁ)fﬂxzm(ﬂ)y(dﬁ) eine Version der bedingten Erwartung
Ez[g(X,T)|X = z]. Speziell ergibt sich fir A € Fg die a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit:

B(T € A|X =) == Es[L(T € A)|X = a] = / FTIX=2(9)(d).
A



3. Beweisen Sie fiir Entscheidungsregeln p basierend auf einem statistischen Ex-
periment (X, F, (Py)yeo) mit Verlustfunktion I:

(a) Ist p minimax und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere Minimax-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuléssig.

(b) Ist p zuléssig mit konstanter Risikofunktion, so ist p minimax.

(c) Ist p eine Bayesregel (bzgl. ) und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. ) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuldssig.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum mit Borel-o-Algebra
Fo. Ist p eine Bayesregel (bzgl. ), so ist p zuléssig, falls (i) Rr(p) < oc;
(ii) fiir jede nichtleere offene Menge U in O gilt 7(U) > 0; (iii) fiir jede
Regel p/ mit R;(p') < R(p) ist ¥ — R(1, p’) stetig.

4. Es sei Xi,..., X, eine mathematische N (9, 1)-verteilte Stichprobe mit ¥ € R
unbekannt. Mit R(9, ) = Ey[(¥ —9)?] werde das quadratische Risiko bezeich-
net.

(a) Beweisen Sie mit dominierter Konvergenz, dass die Abbildung ¢ +—
R(9,9) fir jeden Schétzer ¥ mit R(¥,9) < oo fiir alle ¥ € R stetig
ist.

(b) Folgern Sie mit Aufgabe 3(d), dass der Bayesschitzer

no?  _ 1

= X
14+ no? + l—i—naQa

~
Va0

beziiglich der a priori-Verteilung m = N(a,0?), a € R, o > 0, zulissig ist.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 28.4.26.
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2. Ubungsblatt

1. Es sei Xy,...,X, eine N(u, Ey)-verteilte mathematische Stichprobe. Der
James-Stein-Schitzer mit positivem Gewicht ist definiert als fij54+ = (1 —

d—2
n|X|?

) +Y. Beweisen Sie fiir alle d > 3 und pu € RY schrittweise folgenden

Risikovergleich mit dem klassischen James-Stein-Schétzer:

Eulliisss — ul?] < Epulliss — pl?)-

(a) Die Abschétzung ist korrekt fiir g = 0.

(b) Die Abschitzung folgt aus der Ungleichung E,,[1; X|G|1{g<oy] > O fiir

G:I—n‘i‘%TQ und alle ¢ = 1,...,d mit u; # 0.

(c) Fiir @ > 0 und p; # 0 gilt E, [ X | (X:)? = a®] = ap, tanh(nap;) >

0. Dies ergibt die Ungleichung in (b) durch Einfiigen einer auf
(X1)2,...,(Xq)?) bedingten Erwartung.

2. Gegeben sei X ~ N(u,0%FE;) mit o > 0 bekannt und 1 € R? unbekannt.

(a)

Bestimmen Sie die Bias-Varianz-Zerlegung fiir i, = aX, a € R, und
zeigen Sie, dass aorakel := 1 — WT% das quadratische Risiko minimiert,
falls u der wahre Parameter ist. Erkliren Sie das Verhalten fiir d — oo
bei konstantem |z|.

Weisen Sie nach, dass | X ]2 ein erwartungstreuer Schétzer von | MP 102
3 . ~ 2
ist, und setzen Sie & := 1 — &7'%_

Var(|X|?), dass fiir alle &, R > 0 ein K > 0 existiert mit
K

E”“( > Vi

Folgern Sie, dass |& — aorakel] = Op(d~?) fiir d — oo und |p| < R gilt,
das heifit Ve, R > 03K’ > 0 :

Schlielen Sie durch Berechnen von

[ X[* |u*+0%d
o2d o2d

)gg, Vd > 1 VYp € R mit |u| < R.

Pu(|é — aorakel| > K'd7V/?) <e, Vd>1Vue R mit |u| < R.



3. Es sei Xq,..., X, eine N(u,1)-verteilte mathematische Stichprobe mit p € R
unbekannt.

(a) Geben Sie das zugehorige statistische Experiment auf X = R" an und
zeigen Sie, dass es vom Produktmaf N(0,1)®" dominiert wird.

(b) Bestimmen Sie die Likelihoodfunktion fiir das dominierende Maf in (a).
Welcher Wert 1 € R maximiert die Likelihoodfunktion zu gegebenem x €
R™ (dies ist der Maximum-Likelihood-Schétzer bei Beobachtung X = z)?

4. Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage, dass folgende Verteilungen Expo-
nentialfamilien bilden. Bestimmen Sie gegebenenfalls den natiirlichen Parame-
terraum.

(a) Multinomialverteilung (M (po, - - -, Ps;1))o<p<1,5 ps=1;
(

(c) Gleichmifige Verteilung (U([0,9]))wy>0;

)
b) Poissonverteilung (Poiss(\))xso;
)
(d) Gammaverteilung (I'(a, b)) 4 p>0-

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 5.5.26.
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3. Ubungsblatt

1. Es sei Xiq,..., X, eine gleichmaflig auf den Rechtecken R,, = [z1,y1] X
[z2,72] € R? verteilte mathematische Stichprobe mit z,y € R? unbekannt,
die 1 < w1, 19 < yo erfiillen. Bestimmen Sie eine suffiziente Statistik
T(X1,...,X,) € R* und beschreiben Sie diese auch geometrisch.
Zusatzaufgabe: Konnen Sie den Flicheninhalt von R, , erwartungstreu
schéitzen?

2. Ein Physiker untersucht die Radioaktivitéit bei zwei verschiedenen Praparaten.
Die unabhingig gemessene Zahl der Zerfélle in einer Zeiteinheit bei Praparat
1 sei X1,..., X, (m1 Messungen), bei Préparat 2 Y1,...,Y;, (ma2 Messun-
gen). Geben Sie eine verniinftige Regel an, um zu entscheiden, welches Prépa-
rat stérker radioaktiv ist. Begriinden Sie dazu, weshalb die Annahme einer
Poissonverteilung gerechtfertigt ist, und geben Sie ein Suffizienzargument.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 12.5.26.
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4. Ubungsblatt

1. Es sei (Xi,...,X,) eine Poiss(\)-verteilte mathematische Stichprobe mit A >
0 unbekannt.

(a) Zeigen Sie, dass das Stichprobenmittel X eine suffiziente Statistik ist.

(b) Finden Sie mittels des Satzes von Rao-Blackwell einen erwartungstreuen
Schétzer von A, der kleinere Varianz als \; = X7 besitzt.

(c¢) Finden Sie mittels des Satzes von Rao-Blackwell einen erwartungstreuen
Schiitzer von ¥ = e, der kleinere Varianz als 97 = 1(X; = 0) besitzt.

2. Eine suffiziente Statistik T™ heifit minimalsuffizient, wenn es zu jeder suffizien-
ten Statistik 7" eine messbare Funktion h gibt, so dass T* = h(T') Py-f.s. fiir alle
¥ € O gilt. Beweisen Sie, dass jede R%-wertige, suffiziente und vollstéindige Sta-
tistik minimalsuffizient ist, sofern eine minimalsuffiziente Statistik iiberhaupt
existiert. Gilt die Umkehrung fiir R%wertige Statistiken?

Hinweis: Man kann zeigen, dass minimalsuffiziente Statistiken fiir dominierte
Experimente auf separablen Messraumen (wie (R?, %)) stets existieren.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 19.5.26.
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5. Ubungsblatt

1. Erkldren Sie im Detail den Beweis der Cramér-Rao-Ungleichung unter . klas-
sischen Bedingungen® in Theorem 3.3 von J. Shao, Mathematical Statistics.
Wieso muss dort eine Bedingung (3.3) an den Schitzer gestellt werden und bei
uns nicht?

2. Zeigen Sie rigoros, dass die score-Funktion und die Fisher-Information bei
Hellinger-differenzierbaren Modellen unabhéngig vom dominierenden Maf p
sind.

3. Betrachten Sie fiir eine Lebesguedichte f : R — [0,00) das Lokationsmodell
einer mathematischen Stichprobe Xi,...,X,, die gemé f(e — ) mit J €
R unbekannt verteilt ist. Zeigen Sie, dass diese Verteilungsfamilie LQ(I%O)—
differenzierbar ist mit Ableitung

n

L'l90 19 LU Z -[/7.90(19 l‘)
=1 Li

wenn f € CH(R), f > 0 und [ supj<. f/(ﬁh);(j;{(ﬁh)zdx < oo fiir ein & > 0
gilt. Bestimmen Sie die Fisher-Information I,,(¢).
Konnen Sie die Bedingungen so abschwichen, dass auch die LQ(P%)—

Differenzierbarkeit im Fall der Laplace-Verteilung f(z) = %e_m folgt?

4. Bestimmen Sie die Fisher-Informationsmatrix fiir eine N(u, 0?)-verteilte ma-
thematische Stichprobe Xi,...X, mit unbekannten Werten p € R und
0% > 0. Finden Sie einen erwartungstreuen Schitzer fiir y, der die Cramér-
Rao-Schranke erreicht. Bestimmen Sie einen erwartungstreuen Schétzer fiir
0% bei n > 2 Beobachtungen, der zumindest asymptotisch fiir n — oo die

Cramér-Rao-Schranke erreicht (bei Reskalierung in n).

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 26.5.26.
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6. Ubungsblatt

1. Es sei (X,.Z,(Py)yeco) ein statistisches Modell mit © C R, k > 2, das die
Voraussetzungen an die Cramér-Rao-Ungleichung erfiillt mit strikt positiv-
definiter Fisher-Informationsmatrix I(?).

(a) Zeigen Sie, dass stets (I(9))11(I(9) )11 > 1 gilt.
Tipp: Schreiben Sie den ersten Einheitsvektor e; = )" (e1,v;)v; in einer
Orthonormalbasis (vy, ..., v) von Eigenvektoren von I(9).

(b) Schlielen Sie, dass die Cramér-Rao-Schranke fiir g(9) = g(¥1,...,9,) =
¥ stets mindestens 1/(1(19))11 betrégt. In welchen Féllen gilt Gleichheit?

(c) Interpretieren Sie dieses Ergebnis statistisch, indem Sie mit dem Modell
vergleichen, wo nur vy unbekannt ist, wahrend o, ...,9J; bekannt sind.

2. Es sei (X,Y)" bivariat normalverteilt mit E[X] = E[Y] = 0, Var( ) =
Var(Y) = 02 und Cov(X,Y) = o2p, wobei ¥ = (02,p) € RT x(—1,1) der
unbekannte Parameter ist.

(a) Weisen Sle nach, dass fiir 62 = %(X2 +Y?) gilt E[6?] = 02 und Var(6?) =
(1+ %)t

(b) Nehmen Sie nun an, dass p bekannt ist, und konstruieren Sie einen er-
wartungstreuen Schiitzer 5;2; mit Var(&%) = 0% < Var(6?) im Fall p # 0.
Tipps: Diagonalisieren Sie die Kovarianzmatrix ¥ von (X,Y)" und be-
trachten Sie die Beobachtung in der Eigenbasis von ¥ (*whitening’, ’decor-
relation’). Alternativ bestimmen Sie direkt einen Maximum-Likelihood-
Schétzer.

(¢) Weisen Sie nach, dass die Varianz von 53 die Cramér-Rao-Schranke bei
bekanntem p erreicht.

(d*) Bestimmen Sie die Cramér-Rao-Schranke fiir % im Fall von unbekanntem
p (Computer-Einsatz bei Angabe von Zwischenergebnissen gestattet).

3. Zeigen Sie, dass im Lokationsmodell mit Produktdichte f(z) = T, fi(z:)
der Pitman-Schétzer 9 fiir die angegebenen Dichten folgende Form besitzt:

.’1/'2 A
(a) filz) = e 27,0 = X;;
(b) fi(z) = 66_11[7%7;]( ) fiir a >0, 9 =
(c) f1(ac) = )\e*)\(x+1)1[_1700) (x) fiir A > 0, 9= X(l) +1— nil)\

X+ .
2 bl



4. Tm Skalenmodell besitzt X = (Xi,...,X,) die Dichte J*TLJ‘(?1 ) fiir
eine bekannte Dichte f : R” — R und ¢ > 0 unbekannt 62 ist ein (unter

Multiplikation) dquivarianter Schitzer, wenn 62(rX) = r26%(X ) fiir alle r > 0
2

gilt. Betrachte den Verlust £(02,62) = (%) der ((r?02,r%62) = ((0?,62)
(Invarianz) erfiillt. Beweisen Sie, dass beziiglich ¢

2 fooo r”+1f(rX1, e, rXp)dr
O T IR Xy, r Xy dr

bester dquivarianter Schétzer im Skalenmodell ist.

Hinweis: Folge dem Beweis im Lokationsmodell. Im Fall einer N(0,0?)-
verteilten Stichprobe ergibt sich iibrigens 2 = n%ﬂ Sy XZ?, im Gegensatz
zum UMVU-Schitzer 1 3" | X2 (Example 4.14 in Shao).

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 2.6.26.
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7. Ubungsblatt

1. Betrachten Sie die Momentenschétzer S\kn im Exponentialmodell basierend auf
der Momentenfunktion 1 (x) = 2* aus der Vorlesung. Bestimmen Sie die asym-
ptotische Verteilung des Schétzfehlers S\kn — A fiir jedes k € N. Fiir welchen
Wert von k ist die asymptotische Varianz minimal?

2. Belesen Sie sich zur Anscombe- Transformation fiir Poisson-Daten, z.B. bei
Wikipedia. Beschreiben Sie kurz ihre Zielsetzung und erklédren Sie, inwiefern
es sich um eine Varianz-stabilisierende Transformation im Rahmen der A-
Methode handelt.

3. Es sei (X, .7, (Py)oeco) ein statistisches Modell mit Likelihoodfunktion L (1)
und MLE 9 sowie g : © — ©' eine injektive Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass ¥’ := g(9) MLE ist fiir das reparametrisierte Modell mit
Verteilungen (Py-1(9)) g eg(o) (Plug-in-Prinzip)

(b) Betrachten Sie nun (R", B, (N (u, 1)®™),er) mit MLE i, = X. Zeigen

!

Sie fiir g(u) = p?**1, k € N, dass p2+! = (f1,)?**1 MLE, aber nicht
erwartungstreu ist. Finden Sie durch Biaskorrektur von //ﬁ einen erwar-
tungstreuen Schitzer p3 von u3, der einen kleineren quadratischen Fehler
als p3 besitzt und UMVU ist. Vergleichen Sie asymptotisch fiir n — oo

die quadratischen Fehler von 3, 3 und die entsprechende Cramér-Rao-
Schranke.

4. Ein Teich enthélt eine unbekannte Anzahl ¥ von Karpfen. Zur Schéitzung von
1 werden zunéchst w Fische gefangen, markiert und wieder freigelassen. Wenn
sich die markierten Fische wieder gut verteilt haben, werden n Fische gefangen,
von denen x markiert sind.

Modellieren Sie die Schitzung des Fischbestandes ¥ durch ein statistisches
Experiment mit hypergeometrischen Verteilungen und bestimmen Sie einen
MLE, diskutieren Sie dabei den Fall x = 0 separat.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 9.6.26.
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8. Ubungsblatt

1. Beweise: die Bedingungen (A1), (A2) zur Konsistenz des M-Schétzers 4,, unter
5, konnen ersetzt werden durch die eine Bedingung (d sei Metrik von T")

(A1) : Ve >0 i gi(1119£))>6K(190,’y) > K (99, 9(00)).

Anleitung: Weise | K (o, ) — K (Y0, 9(90))| < 2sup,ep|Kn(v)—K (Jo, )| nach,
betrachte Py, (d(Yn, g(¥0)) > €) und verwende (A3).

2. Es sei Xi,..., X, eine N(¢,1)-verteilte Stichprobe mit ¥ € [0, 1] unbekannt.

(a) Bestimmen Sie den MLE 9,,.
(b) Weisen Sie fiir ¥y € (0,1) die Bedingungen des Satzes zur MLE-

Asymptotik nach und folgern Sie \/n(¢, — %) 4 N(0,1) fir n — oo
unter N (g, 1)®".

(¢) Untersuchen Sie die Asymptotik von v/n(d,, — 9g) im Fall 94 € {0,1}.

3. Supereffizienz. Fiir eine N (9, 1)-verteilte Stichprobe X7, ..., X, sei

3 = X, falls | X|>n"/*
" laX,  falls [X| < nol/4

der sogenannte Hodges-Schitzer mit |a| < 1 deterministisch. Zeigen Sie
Vb, —9) % N(0,v(9))

unter Py mit v(9) = 1 fiir ¥ # 0 und v(0) = a? < 1, wihrend die Fisher-
Information bei einer Beobachtung I(¢) = 1 fiir alle ¥ € R betrigt.



4. Sei X1,...,X, eine mathematische Stichprobe beziiglich der Lebesguedichte

19/ |z
fo@) = 2o) (1 2(0)

wobei ¥ € [0,1) und ¢ : [0,1] — [0,1] eine stetige, fallende Funktion mit
©(0) =1und 0 < p(W) < 1 -0 fir J € (0,1) ist. Setze weiterhin fi(x) =
%1[_171}(.%). Ziel ist es, fiir geeignetes ¢ zu sehen, dass fiir alle ¥ € © = [0, 1]
jeder MLE fast sicher gegen Eins konvergiert und insbesondere inkonsistent
ist. Zeigen Sie:

Y
) + 511 (@), zeR,
L2

(a) Es existiert ein Maximum-Likelihood-Schétzer J,,.

(b) Fiir ¥ < 1ist fy(z) < 1/¢(¥) + 1/2 und daraus folgt, dass fiir die Logli-
kelihoodfunktion ¢,, bei n Beobachtungen und fiir jedes o < 1

0,(0) <l 1 N 1 -
max Llog | —— + = 00
0<W<a 1 s ola) 2

gilt. Um zu beweisen, dass lim, o, ¥, = 1 f.s. fiir alle ¥ € [0, 1], reicht es
maxo<y<1 In(9)/n — oo f.s. zu zeigen.

(c) Mit X,y = max{Xy,..., X,} gilt fs.

max gn(’lg) > n—1 o X(n) —|—llo 1 _X(n)
oot - on e\ 2 n 08 o(Xwy) )

(d) Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt n'/4(1 — X)) — 0 fs. fiir
¥ = 0 und auch fiir alle ¥ € [0, 1]. Mit (1) := (1 —9) exp(—(1—19)"*+1)
folgt liminf,, 00 (1/n)log((1 — X))/ (X)) = oo f.s. und damit die
gewiinschte Aussage.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 16.6.26.



