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1. Übungsblatt

1. Schätzung im Poisson-Modell.

(a) In einem Krankenhaus gab es in den vergangenen n Tagen
N1, . . . , Nn Geburten. Begründen Sie, weshalb N1, . . . , Nn nähe-
rungsweise als unabhängig und Poiss(λ)-verteilt mit unbekann-
tem Parameter λ > 0 angesehen werden können. Geben Sie das
entsprechende statistische Modell formal an.

(b) Belesen Sie sich zur Momentenmethode 1.14 im Buch und kon-
struieren Sie im Modell aus (a) Momentenschätzer λ̂1, λ̂2 von λ
basierend auf dem Erwartungswert Eλ[Ni] = λ sowie auf der Va-
rianz Varλ(Ni) = λ. Bestimmen Sie außerdem die Likelihood-
funktion im Modell und den MLE λ̂3.

(c) Simulieren Sie in 1000 Monte-Carlo-Iterationen die Beobachtun-
gen N1, . . . , Nn für n = 30 und λ = 1 und stellen Sie die Er-
gebnisse für die Schätzer aus (b) jeweils in einem Boxplot dar.
Können Sie die unterschiedliche Qualität der Schätzer mathema-
tisch begründen?

2. Für eine N(µ, σ2)-verteilte mathematische Stichprobe X1, . . . , Xn be-
trachte den Schätzer σ̂2

α := α
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 von σ2, wobei α > 0

frei gewählt wird.

(a) Zeigen Sie für den mittleren quadratischen Fehler (MSE)

Eµ,σ2 [(σ̂2
α − σ2)2] = (α− 1)2σ4 + α2 Varµ,σ2(σ̂2

1).

(b) Begründen Sie, weshalb Varµ,σ2(σ̂2
1) = σ4Vn mit einer Konstanten

Vn unabhängig von µ und σ2 gilt. Schließen Sie, dass der MSE
minimal ist für α = (1 + Vn)−1.

(c) Bestimmen Sie Vn. Sie dürfen 1
n

∑n
i=1(Xi−X̄)2 = ( 1

n

∑n
i=1X

2
i )−

X̄2 sowie Var(X2) = 2 für X ∼ N(0, 1) verwenden.

3. ChatGPT behauptet manchmal, dass der MLE im Binomialmodell
minimax ist (s. Rückseite) und manchmal nicht. Finden Sie heraus,
was stimmt, und erklären Sie dies im Detail.



Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 27.10.25.
Klausurtermin: Freitag 13.2.26, 9-11 Uhr.
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2. Übungsblatt

1. Unter N Wahlberechtigten gibt es NAfD AfD-Wähler sowie jeweils
N/2 Männer und Frauen.

(a) Für gerades n ∈ N ziehe jeweils zufällig (mit Zurücklegen) n/2
Männer und n/2 Frauen und bestimme jeweils die Anzahl Xm

bzw. Xw von AfD-Wählern/innen in den Stichproben. Formali-
sieren Sie das statistische Modell und zeigen Sie, dass p̂m/w :=
Xm+Xw

n ein erwartungstreuer Schätzer von p = NAfD/N ist, des-
sen MSE nicht größer ist als der von p̂ = X

n , wenn sich X AFD-
Wähler unter n geschlechtsneutral gezogenen Wahlberechtigten
befinden.

(b) Angenommen die Anzahl der AfD-Wähler unter den Männern
ist etwa doppelt so groß wie der unter den Frauen. Wie können
Sie durch geeignete Stichprobenzahlen einen erwartungstreuen
Schätzer von p konstruieren, der noch kleineren MSE als p̂m/w
besitzt? (Stichwort: stratified sampling).

2. Es sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fY bezüglich ei-
nem σ-endlichen Maß ν auf (R,BR). Zeigen Sie:

(a) m := inf{q ∈ R |
∫ q
−∞ f

Y (y)ν(dy) > 1/2} minimiert E[|Y − r|]
über r ∈ R.

(b) M := argmaxy∈R f
Y (y)ν({y}) (dies möge existieren) minimiert

E[1(Y 6= r)] über r ∈ R.

Folgern Sie die Aussage zu Bayesschätzern unter absolutem und 0-1-
Verlust aus der Vorlesung.



3. Bayesklassifizierer. Es sei (X ,F , (Pϑ)ϑ∈{0,1}) ein binäres statistisches
Modell sowie π eine a-priori-Verteilung auf P({0, 1}). L(ϑ, x) bezeichne
die Likelihoodfunktion bezüglich einem dominierenden Maß µ.

(a) Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung von ϑ.

(b) Charakterisieren Sie die Bayes-optimalen Schätzer bezüglich 0-
1-Verlust `(ϑ, r) = 1(ϑ 6= r) und berechnen Sie das zugehörige
Bayesrisiko. Welche einfachen Entscheidungsregeln (zwischen 0
und 1) ergeben sich für π({0}) = π({1})?

4. Es seiX1, . . . , Xn eineN(µ,Σ)-verteilte mathematische Stichprobe mit
µ ∈ Rd unbekannt und Σ ∈ Rd×d bekannt. Betrachte die a-priori-
Verteilung π = N(a,B) für µ mit a ∈ Rd, B ∈ Rd×d.

(a) Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung von µ.

(b) Zeigen Sie, das der Bayesschätzer µ̂a,B bezüglich quadratischem
Risiko als Konvexkombination von X̄ und a dargestellt werden
kann. Diskutieren Sie den Einfluss von n, Σ und B auf die Ge-
wichtung.

(c) Wenn ein Maß π, das kein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, formal in
die Berechnung des Bayesschätzers eingesetzt wird, spricht man
von einem improper Bayes estimator. Zu welchem Maß π ergibt
sich der MLE X̄ als improper Bayes estimator?

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 3.11.25.
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3. Übungsblatt

1. Es werde eine Pϑ-verteilte mathematische Stichprobe X1, . . . , Xn be-
obachtet mit ϑ ∈ {ϑ0, ϑ1}, 0 < ϑ0 < ϑ1, unbekannt. Bestimmen Sie die
Form der Neyman-Pearson-Tests für H0 : ϑ = ϑ0 gegen H1 : ϑ = ϑ1

in folgenden Modellen:

(a) Pϑ = N(ϑ, 1),

(b) Pϑ = Exp(ϑ),

(c) Pϑ = U([0, ϑ]).

2. Einseitiger Gaußtest. Es sei X1, . . . , Xn eine N(ϑ, 1)-verteilte ma-
thematische Stichprobe und ϑ0 ∈ R. Zeigen Sie, dass der einseitige
Gaußtest ϕα = 1(X̄ > cα) mit geeignetem kritischen Wert cα ∈ R
gleichmäßig bester Test (UMP-Test) vom Niveau α für H0 : ϑ 6 ϑ0

gegen H1 : ϑ > ϑ0 ist. Verwenden Sie dazu Aufgabe 1(a), um zunächst
die UMP-Eigenschaft für H0 : ϑ = ϑ0 gegen H1 : ϑ > ϑ0 zu erhal-
ten. Schließen Sie dann mit der Monotonie der Gütefunktion auf die
UMP-Eigenschaft auch allgemeiner für H0 : ϑ 6 ϑ0.

3. Recherchieren Sie den Begriff des p-Wertes eines Tests (z.B. im Buch).
Bestimmen Sie für die folgenden Datensätze den p-Wert für einen
zweiseitigen Test unter der Nullhypothese, dass die Wahrscheinlich-
keit für männlich und weiblich gleich groß ist. Die Binomialverteilung
darf durch die Normalverteilung approximiert werden. Klären Sie je-
weils, ob die Nullhypothese zu den Niveaus α = 0, 05 bzw. α = 0, 01
akzeptiert oder abgelehnt wird.

(a) 2015 wurden in Berlin 19 614 Jungen und 18 416 Mädchen gebo-
ren.

(b) In der 4. Coronawelle gab es in Berlin 51 949 Neuinfektionen,
darunter 50, 2% weibliche und 48, 4% männliche Personen (beim
Rest ist das Geschlecht unbekannt oder divers).



4. Es werde eineN(µ, σ2)-verteilte mathematische StichprobeX1, . . . , Xn

beobachtet mit σ > 0 bekannt und µ ∈ R unbekannt. Für welche a, b >
0 ist C = [X̄−a, X̄+b] mit Stichprobenmittel X̄ ein Konfidenzintervall
für µ vom Niveau 1 − α, α ∈ (0, 1)? Für welche dieser Werte von a, b
besitzt C minimale Länge?

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 10.11.25.
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4. Übungsblatt

1. Lesen Sie Kapitel 1 Grundlagen der Statistik im Buch und finden Sie
mindestens drei Fehler. Die Angabe von Fehlern kann auch gerne durch
konkrete Verbesserungsvorschläge zur Darstellung oder Erklärung er-
setzt werden.

2. Betrachten Sie das lineare Modell Y = Xβ + ε mit normalver-
teilten Fehlern ε ∼ N(0,Σ) mit bekannter positiv-definiter Matrix
Σ ∈ Rn×n. Weisen Sie nach, dass der Kleinste-Quadrate-Schätzer von
β Maximum-Likelihood-Schätzer ist. Diskutieren Sie auch, wann die
Schätzer existieren und wann sie eindeutig sind.

3. Betrachten Sie das gewöhnliche lineare Modell Y = Xβ + ε mit
ε ∼ N(0, σ2En). Bestimmen Sie den Likelihood-Quotiententest für die
Nullhypothese H0 : β = β0 gegen H1 : β 6= β0 zum Niveau α ∈ (0, 1).
Hierbei seien X ∈ Rn×p, β0 ∈ Rp, σ > 0 bekannt.
Tipp: Stellen Sie den Test über die Teststatistik |ΠXY −Xβ0|2 dar.

4. (Polynomregression) Wir beobachten

Yi = β0 + β1xi + · · ·+ βp−1x
p−1
i + εi, i = 1, . . . , n,

wobei x1, . . . , xn ∈ R bekannte Designpunkte sind und εi ∼ N(0, σ2)
i.i.d. gilt.

(a) Schreiben Sie die Beobachtungen als ein lineares Modell Y =
Xβ + ε mit einer geeigneten Designmatrix X ∈ Rn×p und wei-
sen Sie nach, dass für p 6 n und paarweise verschiedene xi
die Designmatrix vollen Rang p besitzt (Tipp: Vandermonde-
Determinante).

(b) Für n = 100, xi = (i − 1)/(n − 1), εi ∼ N(0; 0, 1) simuliere
Beobachtungen Yi = sin(πxi) + εi, i = 1, . . . , n. Für Dimensio-
nen p = 1, 2, 3, 5, 10, 50 bestimme jeweils das Regressionspolynom
f̂p(x) =

∑p−1
i=0 β̂ix

i mit Kleinste-Quadrate-Schätzer β̂. Zeichnen

Sie f , alle f̂p und die Beobachtungen Yi in ein gemeinsames Ko-
ordinatensystem. Diskutieren Sie das Ergebnis.

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 17.11.25.



Vorlesung Methoden der Statistik
Wintersemester 2025/26
Humboldt-Universität zu Berlin

Prof. Dr. Markus Reiß
MSc. Shanshan Meng

5. Übungsblatt

1. Betrachten Sie das lineare Modell Y = Xβ+ε, wobei die εi unabhängig
und gemäß der Laplaceverteilungsdichte f(x) = λ

2 e
−λ|x|, x ∈ R, für ein

λ > 0 verteilt seien.

(a) Weisen Sie nach, dass der Maximum-Likelihood-Schätzer für β
Lösung des folgenden Minimierungsproblems ist:

β̂ML = min
b∈Rp

n∑
i=1

|Yi − (Xb)i|.

(b) Schließen Sie, dass im Fall p = 1 und X = (1, . . . , 1)> ∈ Rn×p
jeder Stichprobenmedian von Y1, . . . , Yn Maximum-Likelihood-
Schätzer ist.

(c) Betrachten Sie den Fall in (b). Zeigen Sie Var(β̂KQ) = 2
λ2n

für

den Kleinste-Quadrate-Schätzer β̂KQ. Vergleichen Sie den MSE

von β̂KQ und β̂ML in Simulationen für n = 99 und β = 0, λ = 1.

(d**) Beweisen Sie
√
n(β̂ML−β)

d−→ N(0, λ−2) für n→∞ in der Situa-
tion von (b).

2. Zeigen Sie für die stochastische Ordnung: Xn = OP (an), Yn = OP (bn)
impliziert Xn + Yn = OP (an + bn), XnYn = OP (anbn).

3. Zeigen Sie für den MSE des Ridge-Schätzers β̂λ = (X>X +
λEp)

−1X>Y im gewöhnlichen linearen Modell:

E[|β̂λ − β|2] = |(nλΣn + Ep)
−1β|2 +

σ2

n
trace

(
(Σn + λ

nEp)
−2Σn

)
mit Σn = 1

nXX
>. Diskutieren Sie das Verhalten für λ ↓ 0 und λ ↑ ∞.

Betrachten Sie das sogenannte spiked covariance model Σn =
diag(1, . . . , 1, ε, . . . , ε) mit k Eigenwerten 1 und p − k Eigenwerten
ε ∈ [0, 1]. Von welcher Größenordnung sollte man λ = λ(ε, n) min-
destens wählen für n → ∞ und ε ↓ 0, damit der Fehler beschränkt
bleibt?



4. Betrachten Sie das statistische Modell

Yi = f(xi) + εi, i = 1, . . . , n,

mit n verschiedenen Punkten xi ∈ R, f : R → R beliebig und un-
bekannt sowie E[ε] = 0, Cov(ε) = σ2En. Unter der polynomiellen
Regressionsannahme f = qda mit

qda(x) = a0 + a1x+ · · ·+ adx
d

sei â = (â0, . . . , âd) der Kleinste-Quadrate-Schätzer sowie qdâ(x) die
Vorhersage des Funktionswerts an der Stelle x ∈ R. Zeigen Sie unter
der Verwendung der empirischen Norm ‖g‖2n := 1

n

∑n
i=1 g(xi)

2:

(a) Unter der Annahme f = qda gilt Eqda [‖qdâ − qda‖2n] = σ2

n (d+ 1).

Tipp: Betrachten Sie ‖Xβ̂ −Xβ‖2 allgemein im linearen Modell.

(b) Für f beliebig im Modell ergibt sich die Bias-Varianz-Zerlegung

Ef [‖qdâ − f‖2n] = min
qda

‖f − qda‖2n +
σ2

n
(d+ 1),

wobei sich der Bias durch den kleinsten Abstand von f zum Raum
der Polynome vom maximalen Grad d in empirischer Norm ergibt.

(c) Gilt für jedes quadratische Polynom f , dass der MSE Ef [‖qdâ −
f‖2n] für d = 1 größer als für d = 2 ist?

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 24.11.25.
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6. Übungsblatt

1. Es seien X1, . . . , Xn unabhängige N(0,ΣX)-verteilte Zufallsvektoren
im Rp und Σn = 1

n

∑n
i=1XiX

>
i .

(a) Zeigen Sie für jeden deterministischen Vektor v ∈ Rp, dass

E[|(Σn − ΣX)v|2] = 1
n E[|(Σ1 − ΣX)v|2]

= 1
n(〈ΣXv, v〉 trace(ΣX) + |ΣXv|2)

gilt. Schließen Sie |(Σn − ΣX)v| = OP (
√
p/n), sofern ‖ΣX‖ und

|v| beschränkt bleiben.
Hinweis: Sind Z1, Z2 gemeinsam normalverteilt mit Erwartungs-
wert Null, so gilt Var(Z1Z2) = E[Z2

1 ]E[Z2
2 ] + E[Z1Z2]2.

(b) Die Frobeniusnorm (auch Hilbert-Schmidt-Norm) ‖M‖2 einer Ma-
trix M ∈ Rp×p ist gegeben durch

‖M‖22 =

p∑
k,l=1

M2
kl =

p∑
k=1

|Mek|2

mit kanonischen Einheitsvektoren ek. Weisen Sie mit Teil (a)

E[‖Σn − ΣX‖22] = 1
n

(
trace(ΣX)2 + ‖ΣX‖22

)
nach. Welche stochastische Ordnung hat also ‖Σn − ΣX‖2 in n
und p für ‖ΣX‖ beschränkt?

2. Es gelte ‖Σ−1/2
X ΣnΣ

−1/2
X −Ep‖ = OP (

√
p/n). Beweisen Sie im Detail,

dass dann für p/n → 0 die Wahrscheinlichkeit, dass Σn invertierbar

ist, gegen eins konvergiert und ‖Σ−1/2
n ΣXΣ

−1/2
n − Ep‖ = OP (

√
p/n)

gilt.
Hinweis: Arbeiten Sie dazu die Begründungen nach Satz 2.31 in der
neuen Buchfassung aus.

3. Stellen Sie die Quantile qt(k),1−α/2 für k = 1, . . . , 100 und α ∈
{0, 01; 0, 05; 0, 10} graphisch dar (vergleiche Aufgabe 4). Gegen die
Quantile welcher Verteilung konvergiert qt(k),1−α/2 für k →∞?



4. Im linearen Modell Y = Xβ + ε mit ε ∼ N(0, σ2En) sei ρ = 〈v, β〉
für ein v ∈ Rp \{0} ein abgeleiteter Parameter. Zeigen Sie für das
Testproblem H0 : ρ = ρ0, σ > 0 gegen H1 : ρ 6= ρ0, σ > 0, dass

ϕα := 1
(
|ρ̂− ρ0| > σ̂

√
〈(X>X)−1v, v〉qt(n−p),1−α/2

)
mit ρ̂ = 〈v, β̂〉 Likelihood-Quotienten-Test zum Niveau α ∈ (0, 1) ist.

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 1.12.25.
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7. Übungsblatt

1. Lesen Sie Kapitel 2 Das lineare Modell im Buch und finden Sie min-
destens drei Fehler. Die Angabe von Fehlern kann auch gerne durch
konkrete Verbesserungsvorschläge zur Darstellung oder Erklärung er-
setzt werden.

2. Gegeben sei das lineare Modell Y = Xβ + ε mit ε ∼ N(0, σ2En).
Wir testen auf signifikanten Einfluss der ersten Kovariablen auf die
Responsevariable: H0 : β1 = 0, σ > 0 gegen H1 : β1 6= 0, σ > 0 für
β = (β1, . . . , βp)

> ∈ Rp und 1 < p < n.

(a) Stellen Sie diese Hypothese in der Form H0 : Kβ = c mit geeig-
neter Kontrastmatrix K und mit einem Vektor c dar.

(b) Arbeiten Sie den Beweis von Satz 2.42 durch und vereinfachen
Sie ihn im vorliegenden Fall (z.B. durch Verwendung konkreter
Einträge von Vektoren und Matrizen).

(c) Konstruieren Sie die zugehörige F-Statistik und bestimmen Sie
ihre Verteilung.

3. Betrachten Sie die lineare Hypothese H0 : Kβ = 0 und den auf H0

eingeschränkten Kleinste-Quadrate-Schätzer β̂H0 . Zeigen Sie im Fall
von orthogonalem Design X>X = nEp mit der expliziten Formel für

β̂H0 :

(a) β̂H0 = (Ep −ΠK>)β̂;

(b) β̂H0 ist die Orthogonalprojektion von β̂ auf den Kern ker(K) =
{β ∈ Rp |Kβ = 0} von K.

(c) Interpretieren Sie im Fall orthogonalen Designs RSSH0 −RSS =
|X(β̂ − β̂H0)|2 geometrisch.

4. Analysieren Sie die Klimadaten im Januar analog zu den Julitempera-
turen von Beispiel 2.45 im Buch, indem Sie auch dort Polynomregres-
sion bis zum Grad 4 durchführen und geeignete Hypothesen testen.

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 8.12.25.
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8. Übungsblatt

1. Ein Smartphone wurde in drei europäischen Ländern zu folgenden
Euro-Preisen verkauft:

Land A: 200, 210, 220, 230, 250

Land B: 180, 190, 200, 210, 220

Land C: 210, 220, 230, 240, 250

Überprüfen Sie die Hypothese, dass die vom Hersteller kalkulier-
ten Preise nicht vom Land abhängen, indem Sie eine Varianzanalyse
durchführen. Geben Sie die zugehörige ANOVA-Tabelle an.

2. Was ist der Unterschied zwischen t-Test und F -Test in der Varianzana-
lyse? Fragen Sie eine künstliche Intelligenz Ihrer Wahl und überprüfen
Sie die Antwort auf Korrektheit.

3. Bestimmen Sie für λ0, λ1 > 0 die Kullback-Leibler-Divergenz
KL(Poiss(λ1) | Poiss(λ0)). Wie schnell muss die Konvergenz λn → λ0

für n → ∞ sein, damit KL(Poiss(λn)⊗n | Poiss(λ0)⊗n) beschränkt
bleibt?

4. Der Totalvariationsabstand zweier Wahrscheinlichkeitsmaße P, Q auf
(X ,F) ist gegeben durch

‖P−Q‖TV := sup
A∈F
|P(A)−Q(A)|.

(a) Zeigen Sie, dass ‖Pn−P‖TV → 0 die schwache Konvergenz Pn
w−→

P impliziert.

(b) Besitzen P und Q Dichten p und q bezüglich einem Maß µ (z.B.
µ = P+Q), so gilt

‖P−Q‖TV =
1

2

∫
|p− q| dµ.

Beweisen Sie dies, indem Sie A0 = {x ∈ X | q(x) > p(x)} betrach-
ten und ‖P−Q‖TV = Q(A0)− P(A0) nachweisen.



(c) Beweisen Sie die Pinsker-Ungleichung

‖P−Q‖TV 6
√

KL(P | Q)/2.

Anleitung: für ψ(y) = y log(y) − y + 1, y > 0, gilt |y − 1|2 6
(4

3 + 2
3y)ψ(y) und schätze damit ‖P−Q‖TV = 1

2

∫
q>0|p/q−1|q dµ

gegen die Wurzel von KL(P | Q) =
∫
q>0 ψ(p/q)q dµ ab.

Anfertigung für die Übung am Montag, 15.12.25.
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9. Übungsblatt

Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch sind.

1. Für eine N(µ, σ2)-verteilte mathematische Stichprobe X1, . . . , Xn ist
σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 erwartungstreuer Schätzer von σ2.

2. Für eine Exp(λ)-verteilte mathematische Stichprobe X1, . . . , Xn ist
λ̂ = ( 1

n

∑n
i=1Xi)

−1 Momentenschätzer für λ > 0 .

3. Der Schätzer λ̂ in 2 ist auch MLE.

4. Der Schätzer λ̂ in 2 ist erwartungstreu.

5. Die Eigenschaft des MLE hängt von der Wahl des dominierenden Ma-
ßes ab.

6. Jeder Bayesschätzer ist erwartungstreu.

7. Die Menge der (randomisierten) Tests vom Niveau α ist konvex.

8. Es gibt stets einen randomisierten Test vom Niveau α, dessen Wahr-
scheinlichkeit für einen Fehler 2. Art 1 − α beträgt; nämlich den tri-
vialen Test ϕ(x) = α.

9. Der zweiseitige Binomialtest ist stets UMP.

10. Der Beweis des Neyman-Pearson-Lemmas zeigt, dass ein Test ϕ̃ mit
E0[ϕ̃] 6 E0[ϕ] und E1[ϕ̃] = E1[ϕ] für einen Neyman-Pearson-Test ϕ
sogar ϕ̃ = ϕ fast sicher unter P0 und P1 erfüllt.

11. Eine Konfidenzmenge C vom Niveau 1 − α gibt an, dass der wahre
Parameter mit Wahrscheinlichkeit 1− α in C liegt.

12. Für X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2) i.i.d. und α ∈ (0, 1) ist C = [X̄ +
qασn

−1/2,∞) ein einseitiges Konfidenzintervall für µ zum Niveau 1−α
(mit α-Quantil qα von N(0, 1)).

13. Im linearen Modell existiert stets ein Kleinste-Quadrate-Schätzer.

14. Im linearen Modell ist der Kleinste-Quadrate-Schätzer stets eindeutig.



15. Im gewöhnlichen linearen Modell ist der Kleinste-Quadrate-Schätzer
unabhängig von der Kenntnis von σ2.

16. Die Spur einer Orthogonalprojektion auf einen p-dimensionalen Un-
terraum beträgt p, so dass tr(ΠXΣ

) = p gilt.

17. Im gewöhnlichen linearen Modell Y = Xβ + ε mit p = n = 1 ist
σ̂2 = Y 2 stets erwartungstreuer Schätzer von σ2.

18. Die Ridge-Regression verringert durch die Einführung des l2-
Strafterms den Bias des Schätzers, erhöht aber seine Varianz.

19. Für X ∼ t(n) gilt E[|X|p] <∞, p > 0, genau dann, wenn p < n.

20. Im gewöhnlichen linearen Modell unter Normalverteilungsannahme
der Fehler und unbekanntem σ2 folgt die t-Statistik zur Prüfung des
linearen Parameters ρ = 〈v, β〉 unter der Nullhypothese einer Stan-
dardnormalverteilung.

21. Für X,Y ∼ N(0, 1) unabhängig ist X/Y t(1)-verteilt, also Cauchy-
verteilt.

22. Die Beobachtungen Yi = µ1 + εi, i = 1, . . . , n1, und Yi = µ2 + εi,
i = n1 +1, . . . , n1 +n2, mit ε ∼ N(0, σ2En), n = n1 +n2, lassen sich als
lineares Modell mit p = 2, β = (µ1, µ2)> und Designmatrixeinträgen
Xij = 1(i 6 n1, j = 1) + 1(i > n1, j = 2) schreiben. Das (1 − α)-
Konfidenzellipsoid für β ist stets ein Kreis.

23. Das Quadrat einer t(n)-verteilten Zufallsvariable ist F (1, n)-verteilt.

24. Die Differenz zweier unabhängiger F (m,n)-verteilten Zufallsvariablen
ist F (2m,n)-verteilt.

25. Aus supn E[|Xn|p] <∞ für ein p > 0 folgt Xn = OP (1).

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 05.01.2026.
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10. Übungsblatt

1. In der Vorlesung wurde für die penalisierte Modellwahl die Wahr-
scheinlichkeitsabschätzung

P
(
Zd > (1 + κ+

√
τ/d)2d

)
6 exp

(
− (dκ2 + τ)/2

)
, κ, τ > 0,

für eine χ2(d)-verteilte Zufallsvariable Zd verwendet. Arbeiten Sie den
Beweis davon in Satz 3.19 (Buch) aus, insbesondere die Berechnung
des Erwartungswerts.

2. Betrachten Sie für Klassifizier C : X → {−1,+1} und α ∈ (0, 1) den
gewichteten Klassifikationsfehler

Rα(C) = αP
(
C(X) = −1, Y = +1

)
+(1−α)P

(
C(X) = +1, Y = −1

)
.

Bestimmen Sie unter Benutzung von η(x) = P(Y = +1 |X = x)
den zugehörigen Bayes-Klassifizierer C∗α, der Rα(C∗α) = minC Rα(C)
erfüllt. Wie groß ist Rα(C∗α)?

3. Für einen Klassifizierer C und eine mathematische Stichprobe (Trai-
ningsdaten) (Xi, Yi)16i6n bezeichnet

Rn(C) =
1

n

n∑
i=1

1(Yi 6= C(Xi))

das empirische Risiko. Ĉ heißt ERM-Klassifizierer (empirical risk
minimizer) in einer Klasse C von Klassifizierern, falls Rn(Ĉ) =
minC∈C Rn(C) gilt. Zeigen Sie für das Risiko (den Klassifizierungs-
fehler) R die Fundamentalungleichung

R(Ĉ) 6 inf
C∈C

R(C) + 2 sup
C∈C
|Rn(C)−R(C)|.

4. Betrachten Sie eine endliche Familie C = {C1, . . . , CM} von Klassi-
fizierern und den zugehörigen ERM-Klassifizierer Ĉ. Verwenden Sie
Aufgabe 3 und die Hoeffding-Ungleichung aus der Literatur, um für
alle τ > 0 zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1− e−τ

R(Ĉ) 6 min
16m6M

R(Cm) +

√
8(log(2M)+τ)√

n
.

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 12.1.26.
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11. Übungsblatt

1. Lesen Sie den Abschnitt zum allgemeinen Klassifikationsproblem im
Buch und finden Sie mindestens zwei Fehler oder machen Sie mindes-
tens zwei Verbesserungsvorschläge.

2. Beweisen Sie die Aussage aus der Vorlesung, dass das Bayesrisiko im
LDA-Modell gegeben ist durch

R∗ = π−1Φ
((

log(π+1

π−1
)−∆2/2

)
/∆
)

+π+1

(
1−Φ

((
log(π+1

π−1
)+∆2/2

)
/∆
))

mit der N(0, 1)-Verteilungsfunktion Φ und dem Mahalanobisabstand
∆. Diskutieren Sie jeweils die Asymptotik für π+1 → 1, ∆→∞ sowie
∆→ 0.

3. Betrachten Sie für K > 2 Klassen mit Klassenwahrscheinlichkeiten
πk ∈ (0, 1),

∑K
k=1 πk = 1, Mittelwerten µk ∈ Rp und einer invertier-

baren Kovarianzmatrix ΣX ∈ Rp×p die Normalverteilungsmischungs-
dichte von X

p(x) =
K∑
k=1

πkpk(x) mit pk(x) = ϕµk,ΣX
(x), x ∈ Rp .

Dabei bezeichnet pk die Dichte von X in Klasse k, also die Dichte von
P(X ∈ • |Y = k).

Weisen Sie nach, dass der beste Klassifizierer (bei Klassifikati-
onsfehler R(C) = P(C(X) 6= Y )) gegeben ist durch C∗(x) =
argmaxk=1,...,K δk(x) mit Diskrimanten

δk(x) = −1
2〈Σ

−1
X (x− µk), x− µk〉+ log πk.

Skizzieren Sie für K = 3, πk = 1/3, p = 2 und ΣX = E2 die Gebiete
{x ∈ R2 |C∗(x) = k}.



4. Für unabhängigeN(µ,ΣX)-verteilte Zufallsvektoren mit µ ∈ Rp, ΣX ∈
Rp×p invertierbar betrachte die empirische Kovarianzmatrix

Σ̂X :=
1

n

n∑
i=1

XiX
>
i −

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)( 1

n

n∑
i=1

Xi

)>
.

(a) Schreiben Sie Zi = Xi − µ mit Zi ∼ N(0,ΣX) und weisen Sie
Σ̂X = Σ̂Z nach (mit Σ̂Z analog über Zi definiert).

(b) Folgern Sie für n → ∞, p/n → 0 aus | 1n
∑n

i=1 Σ
−1/2
X Zi| =

OP((p/n)1/2), dass∥∥∥Σ
−1/2
X Σ̂XΣ

−1/2
X − 1

n

n∑
i=1

(Σ
−1/2
X Zi)(Σ

−1/2
X Zi)

>
∥∥∥ = OP(p/n)

gilt, und weiter unter Verwendung der Resultate für die empiri-
sche Kovarianzmatrix im linearen Modell mit zufälligem Design

‖Σ−1/2
X Σ̂XΣ

−1/2
X − Ep‖ = OP((p/n)1/2),

‖Σ̂−1/2
X Σ

1/2
X ‖ = 1 +OP((p/n)1/2).

(c) Verallgemeinern Sie die Resultate auf die LDA-Situation mit zwei
Mittelwerten µk, Klassenwahrscheinlichkeiten πk weg von Null
beschränkt und Σ̂X = 1

n−2

∑n
i=1(Xi − µ̂Yi)(Xi − µ̂Yi)>.

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 19.1.26.
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12. Übungsblatt

1. Lesen Sie den Abschnitt zur linearen Diskriminanzanalyse im Buch
und finden Sie mindestens zwei Fehler oder machen Sie mindestens
zwei Verbesserungsvorschläge.

2. Nicht-Existenz des logistischen MLE: Betrachten Sie Daten
(x1, Y1), . . . , (xn, Yn) mit xi ∈ Rp, Yi ∈ {0, 1} im Modell der
logistischen Regression, die sich linear separieren lassen:

∃v0 ∈ Rp \{0} ∀i = 1, . . . , n : Yi = 1(〈xi, v0〉 > 0).

Zeigen Sie, dass in diesem Fall kein Maximum-Likelihood-Schätzer β̂
existiert. Geben Sie aber eine Folge β̂(m) ∈ Rp konkret an, so dass
limm→∞ Ln(β̂(m)) = supβ∈Rp Ln(β) gilt.
Sind im eindimensionalen Fall p = 1 Nicht-Existenz des MLE und
lineare Separation äquivalent?

3. Es sei β̂ der Maximum-Likelihood-Schätzer bei der logistischen Regres-
sion mit Absolutglied, das heißt, xi,1 = 1 gilt für i = 1, . . . , n. Zeigen
Sie, dass dann die beobachtete Anzahl der Einsen mit der erwarteten
Anzahl übereinstimmt:

n∑
i=1

Yi =

n∑
i=1

p(〈xi, β̂〉) mit p(η) := eη(1 + eη)−1.



4. Klassifikation in der Praxis: Laden Sie die Cleveland-Daten (http://
www.archive.ics.uci.edu/ml/datasets/heart+disease, vgl. Bei-
spiel 5.1 im Buch) herunter. Benutzen Sie die ersten n = 151 Patienten
mit den Kovariablen Ruheblutdruck und maximale Herzfrequenz und
ihren Labels (0=gesund, 1-4=krank) als Trainingsdaten. Die restlichen
m = 150 Patienten dienen als Testdaten.

(a) Zeichnen Sie die Kovariablen aller Patienten in ein Koordinaten-
system und markieren Sie die Fälle gesund/krank (mit Farben)
sowie Training-/Test-Datum (mit dunkel/hell).

(b) Führen Sie eine logistische Regression für die Trainingsdaten
durch (mit p = 3, d.h. unter Verwendung eines konstanten
Glieds), zeichnen Sie die erhaltene Entscheidungsgrenze in das
Koordinatensystem und bestimmen Sie den Klassifikationsfehler
jeweils auf den Trainings- und Testdaten (relative Häufigkeit von
Fehlklassifikationen).

(c) Führen Sie eine lineare Diskriminanzanalyse durch und verfahren
Sie wie in (b).

Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, 26.1.26.

http://www.archive.ics.uci.edu/ml/datasets/heart+disease
http://www.archive.ics.uci.edu/ml/datasets/heart+disease
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Probeklausur

1. Entscheiden Sie, ob folgende 12 Aussagen wahr oder falsch sind. Jede
korrekte Antwort gibt +0, 5 Punkte, jede nicht-korrekte −0, 5 Punkte.
Insgesamt gibt es mindestens 0 und höchstens 5 Punkte.

Aussage (a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) (j) (k) (l)

wahr

falsch

weiß nicht

(a) Minimax-optimale Schätzer haben für keinen Parameterwert
einen größeren Fehler als Bayesschätzer.

(b) Der Maximum-Likelihood-Schätzer von p bei Beobachtung von
X ∼ Bin(n, p) ist minimax bezüglich quadratischem Verlust.

(c) In der Varianzanalyse wird die Streuung zwischen den Gruppen
und die innerhalb der Gruppen mit einem F-Test verglichen.

(d) Sind im linearen Modell die Fehler N(0, σ2En)-verteilt, so ist die
Stichprobenvarianz σ̂2 = |Y −Xβ̂|2/(n− p) χ2-verteilt.

(e) Der ridge-regression-Schätzer hat eine größere Varianz, aber einen
kleineren Bias als der Kleinste-Quadrate-Schätzer.

(f) Für i.i.d. (cΣX , C)-subgaußsche Zufallsvektoren Xi ∈ Rp und

n → ∞ gilt ‖Σ−1/2
X Σ̂nΣ

−1/2
X − Ep‖ = OP(

√
p/n) für Σ̂n =

1
n

∑n
i=1XiX

>
i , ΣX = E[Σ̂n] invertierbar.

(g) Bei der logistischen Regression modelliert man Yi ∼ Bin(1, pi)
unabhängig mit pi = log((Xβ)i), i = 1, . . . n.

(h) Der Median von (X1, . . . , Xn) ist Maximum-Likelihood-Schätzer,
wenn die Xi unabhängig sind mit Dichte f(x) = λ

2 e
−λ|x|, x ∈ R,

wobei λ > 0 beliebig.

(i) Die Klassifikationsgrenze beim k-nächste-Nachbar-Klassifizierer
ist im Allgemeinen nicht linear.

(j) Für Folgen (Pn)n≥1 und (Q)n≥1 von Maßen auf einem gemeinsa-
men messbaren Raum gilt: TV(Pn, Qn)→ 0⇒ KL(Pn|Qn)→ 0.



2. Tests und Konfidenzmengen.

(a) Beweisen Sie: Ist (ϕ(ϑ0))ϑ0∈Θ eine Familie nicht-randomisierter
Tests auf H0 : ϑ = ϑ0 gegen H1 : ϑ 6= ϑ0 vom Niveau α, so ist

C1−α(x) = {ϑ0 ∈ Θ |ϕ(ϑ0)(x) = 0}

eine (1− α)-Konfidenzmenge. (1P)

(b) Es seien X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2) i.i.d. Beobachtungen mit µ ∈ R,
σ > 0 unbekannt. Weisen Sie für µ0 ∈ R nach, dass ein (nicht-
randomisierter) Likelihood-Quotienten-Test auf H0 : µ = µ0, σ >
0 gegen H1 : µ 6= µ0, σ > 0 folgende Form mit geeignetem cα > 0
besitzt: (2P)

ϕα = 1(|T | > cα) mit T :=
X̄ − µ0

σ̂
, σ̂2 :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

(c) Wie ist T verteilt und wie muss cα gewählt werden, damit ϕα
Niveau α ∈ (0, 1) besitzt? (1P)

(d) Leiten Sie aus dem Vorangegangenen eine (1−α)-Konfidenzmenge
für µ her. (1P)

3. Betrachten Sie das gewöhnliche lineare Modell Y = Xβ+ε mit β ∈ Rp,
X ∈ Rn×p mit rank(X) = p 6 n und E[ε] = 0, Cov(ε) = σ2En.
Definiere den linearen Schätzer

β̂ = AY mit A ∈ Rp×n deterministisch.

(a) Bestimmen Sie Bias, Varianz und mittleren quadratischen Fehler
(MSE) von β̂ in Abhängigkeit von A. (2P)

(b) Zeigen Sie für Vorhersagefehler und die residual sum of squares
RSS = |Xβ̂ − Y |2 den allgemeinen Zusammenhang (2P)

E[|X(β̂ − β)|2] = E[RSS] + 2σ2 trace(XA)− σ2n.

(c) Leiten Sie auf diesem Weg für den Kleinste-Quadrate Schätzer ab,
dass das AIC-Kriterium für die Modellwahl die Kullback-Leibler-
Devianz erwartungstreu schätzt. (1P)



4. Es seien (X,Y ) ein Zufallsvektor auf Rp×{−1,+1} sowie
(X1, Y1, ), . . . (Xn, Yn) unabhängige, wie (X,Y ) verteilte Beob-
achtungen. Für einen Klassifizierer C : Rp → {−1,+1} betrachte den
Klassifizierungsfehler R(C) := P(C(X) 6= Y ).

(a) Zeigen Sie, dass der Bayes-Klassifizierer C∗(x) = sgn(2P(Y =
+1 |X = x) − 1) den Klassifizierungsfehler minimiert. Wieso ist
der Bayes-Klassifizierer für den Statistiker unzugänglich? (2P)

(b) Auf welche Klassifikationsmethode führt der Ansatz, dass X ge-
geben {Y = k} N(µk,Σ)-verteilt mit µ−1 6= µ+1 und Σ > 0
ist? Wie sieht die zugehörige Klassifikationsgrenze (classification
boundary) im Rp geometrisch aus? (1P)

(c) Setze p = 1 und modelliere P(Y = +1) = P(Y = −1) = 1/2 sowie
fX|Y=k(x) = λke

−λkx, x > 0, k ∈ {−1,+1} (exponential-verteilt
mit 0 < λ−1 < λ+1). Benutzen Sie die Bayesformel, um den
Bayesklassifizierer zu bestimmen. Ersetzen Sie in diesem (λ−1,
λ+1) durch einen Maximum-Likelihood-Schätzer (λ̂−1, λ̂+1), ba-
sierend auf den Daten (X1, Y1, ), . . . (Xn, Yn). Wie heißt dieses
Konstruktionsprinzip eines Klassifizierers? (2P)

Abgabe vor der Vorlesung am Montag, 2.2.26.


