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Überblick

1 Lineares Modell (lineare Regression)
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3 Klassifikation
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Das lineare Modell (oder auch: Lineare Regression)

beobachte (x1,Y1) , . . . , (xn,Yn), wobei xk ∈ Rp, Yk ∈ R und

Yk = x>k β + εk ,

β ∈ Rp unbekannt, εk iid und E[εk ] = 0
Ziel: finde ein “gutes” β̂
Idee:

β̂ = argminb∈Rp

(
n∑

k=1

∥∥∥Yk − x>k b
∥∥∥2
)

= argminb∈Rp ‖Y − Xb‖2 ,

wobei Y = (Y1, . . . ,Yn)> ∈ Rn, X ∈ Rn×p hat die x>k als Zeilen
explizite Lösung (“kleinster-Quadrate-Schätzer”):

nimm an, dass X vollen Spaltenrang (= p) hat
X β̂ = Bestapproximation von Y im Spaltenraum von X ⇒ X β̂ = ΠXY
kann zeigen, dass ΠX = X (X>X )−1X> ⇒ β̂ = (X>X )−1X>Y



Eigenschaften

Beispiel:
Polynomregression: Yi = β0 + xβ1 + x2β2 + · · ·+ xp−1βp−1 =
(1, x , x2, . . . , xp−1)(β0, β1, . . . , βp−1)>

Satz von Gauß-Markov:
E[β̂] = E

[
(X>X )−1X>Y

]
= (X>X )−1X>E [Y ] =

(X>X )−1X>Xβ = β

wenn 〈v , β〉 geschätzt werden soll für v ∈ Rp, dann ist
〈
v , β̂

〉
best

linear unbiased estimator (BLUE)

Vorhersagefehler/prediction error:

E
[(

v>β̂ − v>β
)2
]

= Var
(
v>β̂

)
= v>Var

(
β̂
)
v ,

Var(β̂) = E[
(
β̂ − β

)(
β̂ − β

)>
], Bias ist null!

aber:
β̂ ist nur dann wohldefiniert, wenn X vollen Spaltenrang hat, d.h. wenn
p ≤ n
was tun, wenn p � n?



Regularisierung

zurück zur Polynomregressin:
wenn Modellpolynom zu hohen Grad hat, werden die Koeffizienten βk
sehr groß
⇒ Regularisierung
l2-norm (Ridge-regression):

β̂RR = argminb∈Rp

(
‖Y − Xb‖2 + λ ‖b‖2l2

)
⇒ kleinere Koeffizienten werden bevorzugt
l0-norm (subset selection):

β̂SS = argminb∈Rp

(
‖Y − Xb‖2 + λ ‖b‖l0

)
⇒ Koeffizienten werden oft auf 0 gesetzt (⇒ Variablenselektion!)
l1-norm (lasso = least absolute selection and shrinkage operator):

β̂L = argminb∈Rp

(
‖Y − Xb‖2 + λ ‖b‖l1

)
⇒ kleinere Koeffizienten werden bevorzugt und Koeffizienten werden
oft auf 0 gesetzt



PCA

gegeben: X1, . . . ,Xn ∈ Rp, p “groß”, keine Modellannahme wie im
linearen Modell
Ziel: projeziere Xk auf affinen Unterraum von viel kleinerer Dimension
q � p

Idee:
finde µ ∈ Rp und Orthogonalprojektion Π ∈ Rp×p mit Rang q, so dass∑n

k=1 ‖Xk − µ− ΠXk‖2 minimal wird
oder: finde f : Rq → Rp und v1, . . . , vn ∈ Rq, so dass∑n

k=1 ‖Xk − f (vk)‖2 minimal wird, wobei f (x) = Ax + µ, A ∈ Rp×q,
A>A = Iq, µ ∈ Rp

durch Ableiten nach µ und A findet man als Lösungen
µ = X̄ = 1

n

∑n
k=1 Xk , A = (w1, . . . ,wq), vk = A>(Xk − µ), wobei

W = (w1, . . . ,wp) ∈ Rp×p und X>X = WΛW> die
Eigenwertzerlegung von X>X ist (d.h. Λ = diag(λ1, . . . , λp))



PCA (= Hauptkomponentenanalyse)

wk = Hauptkomponenten von XTX

es gilt für f oben:
∑n

k=1 ‖Xk − f (vk)‖2 =
∑n

k=q+1 λk
(λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp ≥ 0)
Achtung:

wenn p � n groß, dann ist die Eigenwertzerlegung von X>X ∈ Rp×p

aufwendig
XTX hat dann Rang min(n, p) = n
besser: Eigenwertzerlegung von XX> = VDV> ∈ Rn×n

dann: XX>vi = divi für V = (v1, . . . , vn) und D = diag(d1, . . . , dn)
⇒
(
XTX

)
X>vi = diX

>vi ⇒ X>vi ist Eigenvektor von X>X zum
Eigenwert di



Klassifikation

gegeben: Daten (X1,Y1), . . . , (Xn,Yn), Xk ∈ Rp, Yk ∈ {0, 1}
gesucht: “Klassifikator” C : Rp → {0, 1}, so dass für “neue”
unabhängige Samples (X ,Y ) C (X ) ≈ Y

diesmal sind Xk und Yk zufällig
Beispiel: SPAM-Klassifikation von Emails

1 =SPAM, 0 =HAM
Xk = Liste aller Worte in Email k
Asymmetrie in SPAM vs. HAM

Training vs. Testen:
teile Datensatz in zwei Teilmengen auf
auf dem Ersten trainiere den classifier
auf dem Zweiten teste



0-1-Risiko

ein “guter” classifier minimiert das 0-1-Risiko
P(C (X ) 6= Y ) = E[|1(C (X ) ∈ {1})− 1(Y ∈ {1})|]
es gilt:

P(C (X ) 6= Y ) = 1− P (C (X ) = Y )

= 1−
∫

P (C (x) = Y |X = x)PX (dx)

= 1−
∫ (

1 (C (x) = 1)P (Y = 1|X = x)

+ 1 (C (x) = 0)P (Y = 0|X = x)

)
PX (dx)

⇒ maximiere punktweise den Integranden bezüglich x , d.h. wähle
C (x) = k , wenn P(Y = k |X = x) maximal



Naive Bayes

schätze P(Y = 1|X = x) aus den Daten
Satz von Bayes (für diskrete Zufallsvariablen X und P(X = x) 6= 0):

P (Y = 1|X = x) =
P (X = x |Y = 1)P (Y = 1)

P (X = x)

⇒ P(X = x |Y = 1) ≈
∑n

k=1 1(Xk=x ,Yk=1)∑n
k=1 1(Yk=1)

Beispiel: SPAM-Klassifikation
Xk = Liste aller Worte in Email k
Problem: Xk sehr hochdimensional

⇒ naive Bayes: Wir nehmen an, dass alle Features, bedingt auf Y ,
unabhängig sind, d.h.

P(X = x |Y = 1) = P
(
X (1) = x1, . . . ,X

(p) = xp

∣∣∣Y = 1
)

=

p∏
k=1

P
(
X (k) = xk

∣∣∣Y = 1
)



Naive Bayes classifier

schätze nun P(X (k) = xk
∣∣Y = 1) ≈

∑n
j=1 1(X (k)

j =xk ,Yj=1)∑n
j=1 1(Yj=1) := Φxk |1,

ähnlich Φxk |0

für x ∈ Rp:
bestimme Γ1 = 1

n

∑n
j=1 1(Yj = 1), Γ0 = 1− Γ1

bestimme Φxk |1, Φxk |0
berechne Φx,1 :=

∏p
k=1 Φxk |1, Φx,0 := Πp

k=1Φxk |0
definiere den classifier

C (x) = 1 (Φx,1 · Γ1 > Φx,0 · Γ0)

normalerweise verwende stattdessen

C (x) = 1

(
p∑

k=1

log
(
Φ xk |1

)
+ log Γ1 >

p∑
k=1

log
(
Φ xk |0

)
+ log Γ0

)


