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Uberblick

© Monte-Carlo-Methoden, Zufallszahlen, statistische Tests
@ Nichtparametrische Methoden

© Lineares Modell, Klassifikation, PCA

@ Simulation stochastischer Prozesse

© Markov-Chain-Monte-Carlo-Verfahren
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Uberblick

© Stochastische Prozesse und wie man sie simuliert
@ Markovketten

© Poisson-Prozess

© Brownsche Bewegung

© Geometrische Brownsche Bewegung

@ Anwendung: Option Pricing

Literatur:

@ Robert Dobrow: Robert P. Dobrow-Introduction to stochastic
processes with R, John Wiley & Sons, 2016
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Stochastische Prozesse

@ stochastischer Prozess = Familie von Zufallsvariablen X = (X;)e/,
beliebige Indexmenge /
o Beispiele:
o X = (Xk)ken Xk iid
e random walk: X, = Ef.;l Y;, Y; iid
o Poisson-Prozess: Ny = ;2 1(Tx < t)
(compound) Poisson-Prozess: X; = Z,N:[;l Y:, Y; iid
o Gaussprozesse, Martingale, etc.

e Modellierung von (zeitlichen oder rdumlichen) Abhingigkeiten
e Anwendungen:

Simulation von Partikelsystemen
Google page rank

Modellierung von Versicherungsféllen
Verkehrs- oder Wettersimulationen
Verteilung der Sterne am Himmel
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Simulation von stochastischen Prozessen

einzelne X; eher uninteressant, wichtiger sind Pfade t — X;
@ interessante Fragen:

o Eintrittszeiten in bestimmte Mengen
e Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Ereignisse
o stabile Zustdnde/Verteilungen

Computer kann nur endliche viele Xy, , ..., X;, bestimmen
= simuliere von endlichdimensionalen Verteilungen

Art der Simulation hingt stark von den Abhangigkeitsstrukturen der
Xt ab
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Markovketten

@ zur Modellierung von diskreten Prozessen bei denen der nachste

Schritt nur vom letzten Schritt abhdngt (z.B. Brettspiel)
e Definition:
o X = (Xk)ken, heilt (zeitlich homogene) Markovkette mit diskretem
Zustandsraum S, wenn fiir alle n und alle Zustande xq,...,x, € S gilt:

]P)(Xn = Xn| Xo = X0y« - - aanl = anl) = ]P(Xn = Xn| Xo—1 = anl)
@ Beispiel: random walk, Sprache
@ Verteilung von X ist eindeutig charakterisiert durch Anfangsverteilung
Xo ~ 1 und Ubergangsmatrix P = (P;); jes, wobei
P,'j = P(Xl I_j‘ Xo = I), denn
]P’(Xo = X0, - ..,Xn = Xn) = P(Xn :Xn|X0 = X0, - - -7Xn—1 = Xn_1)
P (Xo = x0, .-, Xn—1 = Xn—1)
= Pxn,l,xn]P) (XO =X0y-+-s Xn-1= Xn—l)

= (H PXk_1,X1< IU’(XO)
k=2
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Markovketten

o Markovketten sind oft gute erste Naherungen von komplizierten
Systemen
@ interessante GroRen:

o Eintrittszeiten: z.B. 7, = inf{k > 0: X = x} fiir Zustand x € S
o mittlere Eintrittszeit: E[r,] = >~ o kP (7% = k)

Verteilung von Xj fiir groRe k (vgl. Stationaritat)

o Simulation:

erzeuge xg = Xo ~ (4,

erzeuge x; = X1 gemiR der Verteilung P(X; = | Xo = xp) mit
Zshldichte x — Py, «

erzeuge x = X gemal der Verteilung P( Xz = | X; = x1) mit
Zshldichte x — Py, «

usw.
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Poisson-Prozess

Modell fiir zuféllige Zeitpunkte (Anrufe im Callcenter, Anzahl
Geburten pro Tag, etc.)

(Nt)e>0 = zahlt Anzahl der eingetretenen Ereignisse bis t
= N;eN, Ny > N, fiirt > s
Formale Definition:
o seien X; X Exp(\) (=Wartezeiten, 0 < A=Intensitdt=mittlere
Eintrittsrate)
o Ti =YX, X (= Eintrittszeiten)
o Np:=3 12 1(Tx <t)
aquivalente Definition:
o Ng=0
o fiir 0 <s < tist Ny — Ny ~ Poi(A(t — s)) (stationidre Inkremente)
o Ny — Ns L Ny (unabhingige Inkremente)
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Inhomogener Poisson-Prozess

o Intensitat ist haufig zeitabhangig (z.B. Menschen in der Mensa)
e Definition:
e Np=0
o flir0<s<tist Ny — N5~ Poi(fst A(r)dr) (A = Intensitdtsfunktion)
e N; hat unabhingige Inkremente
e es gilt immer noch Ny = 322 ; 1( Ty < t) fiir Eintrittszeiten Ty, aber
Wartezeiten T, — Ty_1 nicht mehr unbedingt exponentialverteilt
@ Simulation:
o wahle festen Zeithorizont T
o simuliere (N;):>0 Poisson Prozess der Intensitdt 1 mit Eintrittszeiten
Ty bis /\( ) fiir A(t) := [y A(
o Ty = (Tk) wobe| A 1(t) mf{x >0:A(x) > t}, Ny = Npgy
= No = N/\ =0, Ny — N; = N/\(t) N/\(s) ~ POI(/\(l’) ( ))
Unabhang|gkelt klar
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Brownsche Bewegung

@ Motivation:
) Xk iid, E[Xk] = 0, Vaer = 1, Sn = ZZ:1 Xk
o Y= %Slntﬁ‘ lineare Interpolation fiir 0 <t <1

° (Yt)0§t§1i> (Bt)o<t<1
e Modell fiir zufallige Bewegungen von Partikeln (urspriingliche
Motivation des Botanikers Robert Brown waren Pollen, die auf
Wasseroberflache schwimmen)
e Definition:
o By=0
o flr0<s<tist Bi— Bs~ N(0,t —s)
e B — Bs 1 Bs
o Pfade t — B; sind fast sicher stetig
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Brownsche Bewegung

o Eigenschaften:
o fast jeder Pfad ist nirgendwo differenzierbar
o Selbstihnlichkeit: 1B,2; ~ By, a> 0

o Gesetz des iterierten Logarithmus: limsup,_, 3

@ Simulation iiber Approximation durch random walk:
e wihle maximale Lange T, Schrittweite %
o erzeuge X ~ N(0, L), k=1,...,N
o By =M™ X, ~ N0, YTITY = N(O, £)
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Stochastische Differentialgleichungen (SDEs)

Brownsche Bewegung modelliert zufillige Bewegungen ohne Muster
ODE fiir Modellierung von linearem Wachstum: dX; = udt
Wachstum mit zufalligen Stérungen:

"dX; = pdt + odBy”

- Xt = ut + O'Bt

Achtung: B; fast sicher nirgendwo differenzierbar
allgemeiner:

dXt = M(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

t t
Xy = Xo+ / p(r, Xr)dr —i—/ o(r,X:)dB,
0 0

Xo ist Anfangswert, i beschreibt Trend, o beschreibt Stérungen
Anwendung:

o Modellierung (komplizierter) Partikelbewegungen

o Finanzmathematik (siehe geometrische Brownsche Bewegung weiter
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Simulation von SDEs

e Euler-Schema:
e wahle maximal Lange T, Schrittweite %
o erzeuge Zi i N(0,1)
o erzeuge Xp := Xp (wenn bekannt, oft deterministisch)

@ setze
~ k—1DT - T
= Xu—nr + 1 ((),X(kl)T> - —
N

N N

k—1)T - IT
+o <(N),X(kN1)T> NZk

@ Euler-Schema konvergiert gegen X “unter schwachen
Voraussetzungen”
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Geometrische Brownsche Bewegung

e Ziel: Modellierung von Preisprozessen (X;)¢>0 (z.B. Aktienpreise)

@ warum nicht X; = B;?
= Probleme: negative Preise? unabhingige Inkremente? Wachstum

ohne klares Muster?

o besser:
o typischer (deterministischer) Wachstumsprozess erfiillt ‘%f = pdt mit

Lésung X, = ett
e beachte Risiko im Preis bzw. Stérungen durch andere Marktteilnehmer:

dX,
7: = pdt + odB;

:>dXt = ‘LLXtdt + O'XtdBt
o explizite/exakte Losung: X; = Xpexp ((u — ”72) t+ aBt)
@ “geometrische” Brownsche Bewegung, da
2\ 1 1 N 2\ 1 1
Xo — Xo ((,u %) N +O'\/;Zl> — . *)X()!;I]- ((p %) N+O’\/;Zk>
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Anwendung: Option Pricing

o Wertpapier hat Preis X;, folgt geometrischer Brownscher Bewegung
o risikolose Zinsrate r
@ Europiische Call-Option mit Ausiibungszeit T und Ausiibungspreis K

o die Option hat zum Zeitpunkt T den Wert (X7 — K)

gibt das Recht (nicht die Pflicht!) zum Zeitpunkt T eine Einheit des
Wertpapiers zu kaufen zum Preis K

+

o wieviel sollte die Option zum Zeitpunkt 0 kosten?
e Annahme: es gibt keine Handelsstrategie, die ohne Risiko zu Gewinn

filhrt (no arbitrage)

man kann zeigen, dass der faire Preisist C = e "TE*[(XT — K)4],
wobei X7 unter dem Mal P* eine geometrische Brownsche Bewegung
mit den Parametern = r und o ist

Black und Scholes haben 1973 gezeigt:

C=Xo®(dh) — Ke " & (dw),

Xo 0'2
- 7 (e (+5)7)
d2 = d1 — O’\/ﬁ7

und @ ist die Verteilungsfunktion von N((tlll)l][l]]][l]]]l]]]]]EDEIII



