Block 4:
Markov-Chain-Monte-Carlo-Methoden

Wintersemester 2018/19

Praktikum



Einfiihrung
(]

Uberblick

Riickblick: Simulation von Zufallszahlen
® Ergodische Markovketten
® Der Metropolis-Hastings-Algorithmus
¢ Anwendungsbeispiel

Literatur:

® Christian Robert, George Casella: Introducing Monte Carlo
Methods with R, 2010

® Christian Robert, George Casella: Monte Carlo Statistical
Methods, 2004

Praktikum



Riickblick
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Riickblick: Simulation von Zufallszahlen

¢ Simulation/Samplen von Zufallsvariable X mit Dichte f
Anwendungen: Approximation von Erwartungswerten
Elg(X)] = 3 Xi-1 9(Xk)
® Methoden aus Block 1:
® Inversionsmethode (Inversion der Verteilungsfunktion)
® spezielle Methoden fiir Normalverteilung, diskrete Verteilungen
® Verwerfungsmethode
® Gemeinsamkeiten dieser Methoden:
® erzeugen i.i.d.-Samples
® basieren auf mehr oder weniger starken Annahmen (z.B. Existenz
einer “guten” Kandidatendichte bei der Verwerfungsmethode)
® Problem: Annahmen sind héufig nicht erfiillt bzw.
Kandidatendichten sind schwierig zu finden
Beispiel: (Bayes) A-Priori-Verteilung 6, “Daten”
X = (Xy,...,X,) mit (bedingter) Dichte /%
= A-Posteriori-Dichte: f/I* = ‘/;XY I Rl A FX1e g0
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Ergodische Markovketten

e fundamentale Idee:

® (X, ),>0 sei eine Markovkette mit invarianter Verteilung p (d.h.
P, (X, € A) = u(A) fiir alle Borelmengen A)

® ;. habe Lebesgue-Dichte f

® FErgodensatz (Birkhoff): Wenn (X,,),,>0 ergodisch ist, dann gilt fiir
alle g € L*(p), dass

n—1

ﬁz g (Xx) ~>/ ) dr = E[g(X)], n— oco.

k=0

® fiir “grofle” n erzeugt also die Markovkette anndhernd Samples
beziiglich f
® diese Samples sind nicht i.i.d.!

® wie konstruiert man eine solche Markovkette?
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

® Algorithmus:

® wihle X, beliebig/zufillig, so dass f(Xo) > 0

® gegeben X, erzeuge Y, ~ ¢ (-|X,) (¢ Vorschlagsdichte)

® Akzeptanzwahrscheinlichkeit:

(X, Y,) = min {1, {51

® setze

x _J Y, mit Wahrscheinlichkeit r (Xn, Yn),
e X,, mit Wahrscheinlichkeit 1 — r (X,,,Y},),

® das Ergebnis ist wirklich eine Markovkette!
o Spezialfall: ¢(y|z) = q(z|y) ist symmetrisch (z.B. Gaussdichte)
= 7(Xp, Yy) = min{1, f(Y,)/f(Xn)}
Interpretation:
® akzeptiere Y,, immer, wenn es in einem Bereich groflerer Dichte
liegt
® wenn Y, in einem Bereich kleinerer Dichte liegt, dann vertrauen
wir dem Sample weniger und “werfen eine Miinze”
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus
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Eigenschaften von (X,,),~o (1)

° Ubergangskern der Markovkette ist
K (x,A) =P (X411 € AX,, =x)

= /A q(ylz)r (z,y) dy + 62 (A) <1 - / q(ylz)r (z,y) d:u) :
fiir Borelmenge A, d.h.
K(x,y) = qyle)r (z,y) + 0. (y) (1= [q(ylo) 7 (,y) dy)
® Ubergangskern erfiillt detailed balance beziiglich f, d.h. es gilt
K (y,x) f(y) = K (z,9) f (z)
= das Maf ; mit Dichte [ ist invariante Verteilung von
(Xn,)'nan da

P,(X1€A)= / K (z,A) f(x)de = /K (x,y) f(x) 14 (y)d(x,y)

= / K(y,z) f(y)1a(y)d(z,y) = / fy)1a(y)d(y)
=p(A)
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus
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Eigenschaften von (X,,),~o (2)

e wenn ¢ (y|lx) > 0 fir alle (z,y) € E x E, wobei E=supp(f), dann
ist (X,,),>0 ist irreduzibel, d.h. jeder Punkt im Support E von f
kann in einem Schritt erreicht werden (denn K (x,vy) > 0)

® man kann zeigen, dass (X,,),,>0 auch aperiodisch ist, wenn
P(X'thl - Xn) >0

® cine aperiodische irreduzible Markovkette ist ergodisch, d.h.
Ergodensatz ist anwendbar fiir (X,,),>0

J bzw. ¢(-|x) missen nur bis auf konstante Faktoren bekannt sein
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus
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Eigenschaften von (X,,),~0 (3)

® ¢s sollte leicht sein von ¢(-|z) zu sampeln

® crzeugte Samples hingen stark von Konvergenzgeschwindigkeit
gegen die stationédre Verteilung ab

® Samples sind nicht unabéngig, Approximation erst nach
Burn-in-Phase gut

® Vergleich mit der Verwerfungsmethode:
Accept-Reject (Verwerfungsmethode):

® erzeuge U g Uuo,1), Y g g (9 = Kandidatendichte)
® wenn U < f(Y)/Mg(Y), dann akzeptiere X :=Y
® andernfalls lehne Y ab und kehre zum Anfang zuriick
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus
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Welches ¢7

® das beste ¢ wire ¢ = [ = r(X,,,Y,,) =1
1. Methode: der unabhéngige Metropolis-Hastings- Algorithmus
* q(fr) =q

: "(Yn)g(Xn
® r(X,,Y,) =min {1-, 7{;-2;(3)1(1((3/”; }

e Ahnlich zur Verwerfungsmethode, Bedingung f/¢ < M muss
nicht erfillt sein

2. Methode: der random-walk Metropolis-Hastings-Algorithmus

oYV, =X, +e,, €, iid. mit Varianz 0> und symmetrisch mit
Dichte ¢, so dass Y,, Dichte ¢(- — X,,) hat

® g(—x)=q(x)

® r(X,,Y,) = min {1., ,{((;i)) }
2

e Verhalten hingt stark von o? ab
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gorithmus  Anwendungs

Anwendungsbeispiel

e 28. Januar 1986: Explosion der Raumfihre Challenger aufgrund
von Materialermiidungserscheinungen an Dichtungsringen

® Wahrscheinlicher Grund: ungewdhnlich niedrige
Auflentemperatur von 31 Grad Fahrenheit (ca. 0 Grad Celsius)

[ Materialprobleme | 1 [ 1 [ 1 1 J0oJ0oJoJoJo[o]o]o
Temperatur (F) [ 53 [ 57 [ 58 [ 63 ][ 66 [ 67 [ 67 [ 67 [ 68 [ 69| 70 [ 70
Materialprobleme | 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

| Temperatur (F) [ 70 [70 [72 [73 [ 75 [ 75 [ 76 [ 76 [ 78 [ 79 | 81 |
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Anwendungsb.

Anwendungsbeispiel

® modelliere Materialprobleme mit logistischer Regression:
* Annahme: wir beobachten Y; - Ber(p(z;))
® g;=Temperatur, Y;=Materialproblem Ja/Nein

® p(x;)) =P, =1|X; =x;) = %, fiir Parameter
a, B eR '

® das ist ein verallgemeinertes lineares Modell

® Ziel: Bestimme «, § anhand der Daten und mache Vorhersagen
fiir ungesehene Temperaturen & bestimme die Verteilung dieser
Vorhersagen mittels wiederholter Simulationen.
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