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Das Ziel dieses Zettels ist es, das Spektrum des Dirac-Operators auf dem flachen Torus

fiir jede seiner Spin-Strukturen zu bestimmen.
Sei (R™, (-, -)gn) der Euklidische Raum, (ay,...,ay) eine fixierte Basis des R",

n
.= {ijaj | m; € Z}
7=1

das von dieser Basis aufgespannte Gitter im R", sowie
= {y €R" | (y,7)gn € Z fiir alle y € T }

das duale Gitter. I' wirkt eigentlich diskontinuierlich und isometrisch auf R durch

IxR* — R"
(v,z) — z+7.

Wir betrachten den Torus 77 := R™/T" mit der durch die Euklidische Metrik des R™ indu-
zierten Riemannschen Metrik. 7 : R” — T sei die kanonische Projektion.
Zeigen Sie:

1. Sei Ag : C*(T{*,C) — C*°(1}*,C) der Laplace-Operator auf den komplexwertigen
Funktionen:

Agf = —divgradf.
Dann besteht das Spektrum von Ag nur aus Eigenwerten und es gilt
spec(Ao, I1) = {dn?[|y|* | y € T*}.

Die Dimension der Eigenraumes E)(Ag, T%) zum Eigenwert 472||y||? ist gegeben
durch
dimE) (Ao, T1*) = card{y € I | [ly|| = [|9][}-

2. Sei P = T{' x SO(n) das Reperbiindel von T{'. Die Spin-Strukturen von 77{' kann
man durch Tupel
d=(01,...,0n), 6; € {0,1},

beschreiben. Fiir ein solches Tupel ¢ sei x5 : I' — Zo der Homomorphismus

X5 ( z": mjaj) = (—1)%3 ™%
=1

Dann ist die zu § gehorende Spin-Struktur (Qs, fs) gegeben durch

Qs = R" x,, Spin(n)



mit der Aquivalenzrelation (z,a) ~ (z + 7, x5(7)a), und

foslz,a] = (w(x), \(a)) € P.
Das Tupel § = (0,...,0) entspricht offensichtlich der trivialen Spin-Struktur.
. Wir betrachten die Abbildung

€5 R" — C
Ty, 105
dojria; v e e Ti%,

Sei Sy das triviale Spinorbiindel und S5 das zur Spin-Struktur (Qg, f5) gehorende
Spinorbiindel. Dann ist die Abbildung

So TP x A, — Ss2R" x; Ay
(z,v) [z, e5(x)v]  mit 7(x) = 2z

ein Isomorphismus der Spinorbiindel.

. Wir identifizieren Sy mit S5 und betrachten den Dirac-Operator Dy zur trivialen
Spin-Struktur sowie den Dirac-Operator Ds zur durch § gegebenen Spin-Struktur
als Operatoren auf den glatten Funktionen C*°(71t, A,). Dann gilt

Ds=Do+mi Y _daje,
J

wobei (af,...,a’) die zu (a,...,a,) 'duale’ Basis ist, d.h.
(a;-, al>Rn = 5]'[.

. Das Spektrum von Dj besteht nur aus Eigenwerten und es gilt:

1
spec(Dys, T§') = { + 277Hy + 525]-@;7 |y € I‘*}.
J

Die Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert 42|y + %ZJ djaz| ist jeweils
2071 card { € T | [lyll = |13}

Insgesamt: 20 P



