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Uber die Falksche ECP-Transformation und Verallgemeinerungen

Die ECP-Transformation von Falk ordnet einem Polynom f vom Grad n und n paarweise verschiedenen Knoten Gigs ven 5 Oimy
einen Vektor (d,, ... , dz) zu, so daf das charakteristische Polynom der dyadisch gestorten quadratischen Diagonalmatriz

1
diag (0, e s Op) — () (dyy vve 5 dp)
1

ein lefachea von f ist. Diese Transformation wird fir mehrfache Knoten betrachtet und auf dyadisch gestorte Bidiagonal-
matrizen verallgemeinert. Der Sonderfall einfacher Knoten wird an Beispielen numerisch gelestet.

Falk's ECP transformation associates to a polynomial f of degree n and to n pairwise different knots «,,.... , oy @ vector
(dy, ... , dn) such that the characteristic polynomial of the dyadically perturbed quadratic diagonal matrix

1
diag (xg, «ve , ¥n) — () s (dyy ooy da)
1

becomes a multiple of f. This transformation is considered for multiple knots and is generalized to dyadically perturbed
bidiagonal matrices. The special case of simple kiots is numerically tested by means of examples.

PXM-npeotpazosanne danbra (PXM — Paanomenne XapaKrepucTIecKoro MHOTOWIeHa) COOTBETCTBYET
MHoOrowieHa; f CTelleHH # M # TIONAPHO DPA3JINYHEIM y3lIaM &, ... , & BEKTOD (dy, ..., dy) TaK, YTO Xapak-
TEPUCTUYECKNIT MHOTOYIeH AUAJIMYHO BO3MYIIEHHOW KBAapPATHYHON JMArOHAJIbHOM ManHIIbI

1
diag (&4, ... , n) — () sy o, )
\1

ABiAeTcA KpaTHHIM oT f. Jro npeoGpasoBaHue paccMaTpHUBaerTcA JUIA KPATHHIX Y3I0B u oGoburaercsa Ha
AVAZUYHO BO3MYUIEHHBe GuInaronanbHele MATpulsl, OcoGeHHbIH CIIyYail MPOCTHIX Y3JI0B YHACIEHHO MCIIbI-
ThiBAaETCA HA ITpHUMEpax.

1. Einleitung

Die ECP-Transformation wurde fiir den Spezialfall einfacher Knoten (Stiitzstellen) von FaLk 1986 erstmals in [1]
beschrieben und von den Autoren bereits in [2] untersucht. Bei dieser Expansion des charakteristischen Polynomes
(kurz ECP) wird einem Polynom f vom Grad » mit dem Hauptkoeffizienten fi ¢ K\ {0} und frei wéhlbaren paar-
weise verschiedenen Knoten a;, ... , oy ein Vektor (d,, ..., da)T € K* durch

f(o‘t)
fn H" — (1.1)

v7éz

zugeordnet. Diese Zahlen werden nach FaLk als Defekte bezeichnet. Mit dem Defektvektor und der Abkiirzung
e:= (1, ..., )T ¢ R* kann die Matrix '

Vie {1,2,..,n}:d;

diag (dy, ovr » ¥a) — €+ (A1, +er , dn) (1.2)

hetrachtet werden, deren charakteristisches Polynom (—1) . f/fy ist. :

Bei nichtlinearen Matrizeneigenwertproblemen mit Polynommatrizen kann das charakteristische Polynom f
dieses Problemes auf ein spezielles Eigenwertproblem mit einer dyadisch gestorten Diagonalmatrix transformiert
werden, deren numerische Behandlung einfacher sein kann.. '

Ausgehend von dieser Eigenschaft hat FALk einen Eigenwertalgorithmus ECP als einen sehr leistungsfahigen
Algorithmen konstruiert [1, p. 425f]. Dabei werden die Knoten als Naherungen fiir-die Nullstellen von f gewiihlt:
und iterativ verbessert.

Tatséchlich sind die Defekte bereits in den 60-iger Jahren zur simultanen Verbessernng aller Néherungen fiir
die einfachen Nullstellen von Polynomen [7], [9] und spiiter fiir Fehlerabschiitzungen von Nullstellenniherungen
verwendet worden [8]. Dieses allerdings ohne auf die Matrix in (1.2) Bezug zu nehmen; Hilfsmittel war allein die
Darstellung, die sich durch Lagrange-Interpolation von f an den Knoten ergibt.

Fiir mehrfache Nullstellen von f versagen die erwiahnten Verbesserungsverfahren. Eine direkte Verallgemeine-
rung der Aussage uber die Matrix (1.2) ist nur in Sonderféllen moglich. Bei der numerischen Behandlung von linearer
Eigenwertproblemen in der Strukturmechanik mit weichen und starren Bindungen treten aber ,Nullstellenhaufen
auf, die erhebliche numerische Probleme bereiten. Deshalb ist es wiinschenswert, die ECP-Transformation auf
mehrfache Knoten zu verallgemeineri.

In dieser Arbeit wird im 3. Abschnitt zunédchst eine Verallgemeinerung der Matrix (1.2) fiir mehrfaché Knotén
und eine nicht konstante dyadische Stérung und schlie8lich eine solche Verallgemeinerung vorgestellt, die sich beim
Ubergang auf die Klasse der dyadisch gestérten Bidiagonalmatrizen ergibt. Durch Entkopplung verschiedener

27*
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Knoten in der Nebendiagonale entstehen dabei Bedingungsgleichungen, die rekursiv aufgelést werden kénnen. Ab-
schlieBend werden mit dem Satz von Gerschgorin Fehlerabschiétzungen gewonnen, die denen aus [8) dhneln.

Im 4. Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber den Spezialfall einfacher Knoten gegeben und ein Algorithmus
formuliert, mit dem im 5. Abschnitt drei numerische Beispiele behandelt werden. Einige Bemerkungen zur Lei-
stungsfihigkeit des Algorithmus in den betrachteten Beispielen im Abschnitt 5.4 beschlieflen die Arbeit.

2. Notationen und Vorbereitungen

Mit K werden der Korper der reeilen oder komplexen Zahlen, mit IV die Menge der natiirlichen und mit &, die der
nicht negativen ganzen Zahlen bezeichnet.

Es seien «,, ... ,an € I, m ¢ N, paarweise verschiedene Knoten, die mit den Vielfachheiten m,, ..., my, € N in
der Aufzahlung aller

m
N:=3SmeN (2.1)
y=1
Knoten
By vee 3Oy s gy oo 3 &p s wevy  Gimy see s O (2.2)
\mtm— oo’ — p— r—, ovo—
my mg Mm

vorkommen. Mit diesen Knoten werden einige Funktionen definiert. Fiir 1 ¢ {1, 2, ... , m} sei

. K -K, g J] (x —a, )™ sowie II'K - K, x> (x — o)™, (2.3), (2.4)
y=1 y=1 N
(33

Fiir geniigend oft differenzierbare Funktionen A: K — K und ¢ ¢ N bezeichne 8% die i-te Ableitung von &,
und 8% bezeichne die Funktion % selbst. Leere Produkte seien durch 1, leere Summen und leere Positionen in Matri-
zen seien durch 0 zu ersetzen.

Interpolation
m
Fiir ein fixiertes Polynom f iiber { vom Grad N = 3 m, mit dem Hauptkoeffizienten fy 5 0 werde das Polynom
v=1
ril - K, z > flx) — f - I(x) (2.5)

betrachtet. r ist vom Grad kleiner oder gleich N -— 1, so da$} » das Hermite-Interpolationsproblem zu den Knoten
(2.2) und den Daten

8r(00y)y wee s 07 I0(0r) , B0 (0g)y v » O 10(0g) , ey B%P(Ki), e 5 O Ip(oiy) (2.6)

my my M

exakt 16st, Folglich laBt sich

m mi . .
r=3 3 & 1r(u) pl (2.7)
i=1 j=1

tiir solche Polynome pj iiber i schreiben, die vom Grad kleiner oder gleich N — 1 sind und fiir die gilt:

Vi, v € {1, 2,0, m} Vje{L, 2 ..,m} Vue{l,2..,m}: 0# 1pi(x,) =y, 0y,i.
Hierbei sei § das Kronecker-Delta. Da diese Polynome selbst gewisse Interpolationsaufgaben lésen, folgt leicht, daB
fiir jedes i € {1, 2, ..., m} und jedes j € {1, 2, ..., m;} das Polynom pJ in der Form

Vze K: pi(®) = gi() + (& — )i~ + I (2)

mit einem Polynom ¢ vom Grad kleiner oder gleich m; — j notiert werden kann,
Wenn man abschlieBend diese Darstellung und die Definition von r in (2.5) in die Interpolationsgleichung (2.7)
einsetzt, dann folgt fiir jedes z € K \ {xy, gy +or » X}

) = fu - 1)+ (1+ 3 S oo =B ). 28)

i=1 j= _ai)mi+1_3

Lineare Algebra

Fiir n ¢ NV bezeichne I, die n-dimensionale Einheitsmatrix in #*?, Mit diag (d,, dy, ... , ds) werde die n-dimensionale
Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d,, dy, ..., dy € I in der ersten bis n-ten Position notiert. Durchgehend
werde e fiir den Spaltenvektor (1, ..., 1)T ¢ B* mit geeigneter Dimension geschrieben.

Fiir Vektoren a, b ¢ K bezeichne b* den komplex-konjugierten und transponierten Zeilenvektor und a - b* ¢
€ f{»** das dynadische Produkt dieser Vektoren a und b.

In dieser Arbeit wird die dyadisch gestorte Diagonalmatriz

diag (dy, dg, ... , du) — @ - b* (2.9)
1> g
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betrachtet. Im Zusammenhang mit der Sherman-Morrison-Formel [8], nach der
1

In—a 0%l =1, +~1—~_—$*.a-a-b* (2.10)
gilt (man vgl. auch [1}, Bd. 1, 8. 310), kann auch die Determinante dieser Matrix,

det (In —a@-b6%)=1—0b*.qa, (2.11)
bestimmt werden [3]. Mit (2.11) gilt natiirlich auch

det ([pn —a-57)=1—08V.qa, (2.12)

wobei b7 der zu b transponierte Vektor sei. Durch Multiplikation der dyadisch gestérten Einheitsmatrix in (2.12)
mit einer reguliren Diagonalmatrix kann man leicht die Gleichung

n n n
det (diag (dy, ., dn) — @+ 07) = ( IId,) — S a;- b, ( I14d,) (2.13)
v=1 i=1 v=1
e
verifizieren, die dann auns Stetigkeitsgriinden auch fiir beliebige Diagonalmatrizen gilt.

3. Uber Verallgemeinerte ECP-Transformationen

3.1 Uber eine allgemeine ECP-Transtormation tiir dyadisch gestirte Diagonalmatrizen

Es werden die im 2. Abschnitt eingefiihrten Gré8en betrachtet. Durch Kombination von (2.8) und (2.12) kann das
Polynom f als Vielfaches einer Determinante dargestellt werden. In dem wichtigsten Spezialfall ergibt sich f dann
als ein charakteristisches Polynom zu einer dyadisch gestorten Diagonalmatrix,

Um diese Kombination mdglichst allgemein abhandeln zu kénnen, werden die Summe und das Produkt in
(2.13) zunichst beliebig zusammengefat.

Definition 1: Fiir » € IV seien
Dy, Dyyvoiy Dyt K\ {ovgy oo sm} — K und  pg, Pyy ooe s Pt i — K
Funktionen mit den Eigenschaften, daB fiir jedes z ¢ I \_{o¢y, o0 s 6} gilt:

S060 =5 S o200 wd [ pe@ = e (3.1), (3.2
v=1 i=1 j= ai) * . y=0
Satz 1: Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir alle z € K \ {q, vee y tm}
1
f(®) = fx « polz) - det [ diag (’Pl(x): ey ’P(“’)) + () d (2’1(-”) « Dy(2), ..n s Palz) Dn(-’l’)) . (3.3)
1

Beweis: Ausgehend von der Darstellung (2.8) wird die Doppelsumme durch (3.1) umgeschrieben. Dabei ent-
steht in der Klammer eine Summe, die mit (2.12) als Determinante einer dyadisch gestérten n-dimensionalen Ein-
heitsmatrix geschrieben werden kann. Dabei werde als Spaltenvektor (1, ... , 1)¥ verwendet. Wenn man das Produkt
IT(z) durch (3.2) ersetzt, kann jeder der Faktoren p,(z), ... , pn(x) mit der ersten bis n-ten Spalte der Determinante
multipliziert werden. Hieraus folgt (3.3). I

Beispiel 1: Zunichst werde die Doppelsumme in (3.1) mit n = N als einfache Summe und das Produkt in (3.2) als Produkt
von den entsprechenden Linearfaktoren geschrieben. Dazu sei (iy, §;), {32, Ja)s -+ s (¢5, j) eine Abziahlung der Menge

{(i’j) ’ i€ {1, sey m}?.? € {17 asey m’l,}} .
Dann werde fiir jedes v € {1, ..., N} und jedes x € I \ {03, .e. , &}
)

T — &ip )mi,,+1-—]v

Dy(w) 1= 8% "f(as,) -

und py(z) := 1 sowie p,(x) := # —o; definiert. Damit ergibt sich als typisches Element des Zeilenvektors in (3.3) fiirv € {1, . , N}
und z € i \\ {&p o0 s %m}

Py(x) » Do) = 0dv—f(ex; ) - qj.”(x) Ax — oy Yyomgy,
Dieses Element ist von x unabhingig, wenn q”’ ein Vielfaches von (r — «; )"“V’” ist. Weil q”’ héchstens vom Grad m,, — j» ist,
muf} dann fir alle z € §

@) = ol - (& — o)™y (3.4)
fiir ein c{;’ € K gelten.

Ein interessanter Fall ist nun der, daB der Zeilenvektor in (3.3) von z unabhingig wird und sich f in (3.3) als

charakteristisches Polynom zu einem linearen speziellen Eigenwertproblem ergibt.

Wenn alle Elemente des Zeilenvektors in (3.3) von z unabhiingig sein sollen, dann folgt aus (3.4) und (2.8), dal
das Polynom f an den Stellen «,, ... , &, jeweils eine (m; — 1), ..., (myn — 1)-fache Nullstelle besitzt. Folglich sind
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dann in dem Zeilenvektor aus (3.3) nur diejenigen Elemente von 0 verschieden, in denen von f die Ableitung (m; — 1)-
ter Ordnung an der Stelle &; vorkommt. In diesem Fall ergibt sich aus (3.3) und einer genauen Bestimmung der ¢?,
i.€ {1, ..., m}, je€ {1, ..., m;}, der folgende

Satz 2: Es sei f ein Polynom vom QGrad N € N mit dem Hauptkoeffizienten fy € K \ {0}. f besitze bei den paar-
weise verschiedenen Kmoten &y, oy, ... ,0m € K Nullstellen mit den jeweiligen Vielfachheiten my — 1, my, — 1, ...,
mm — 1 € Ny. Fiir diese Vielfachheiten gelte N = 3T my. Fiir jedes 1 € {1, ..., m} werde der ,,Defekt‘

™= f(exs)
dy e o AU 3.5
' fN‘(mt—l)!'Hi(tXi) (3:5)

definiert. Dann gilt fiir jedes z € K

fley = (—1)¥ - fx+ { é (¢ — @)™ =1} « det (diag (o, - Om) — €+ (dyy ooy dm) — Z + I'm) (3.6)

Alternativbeweis: Es werde fiir jedes x € i der Rest
mn
R(z) = f(z) — (—1)¥ « fn - {IIl(zx, — zymv =1} . det (diag (&g, «or s om) — €+ (dyy v s @m) — 2+ In)  (3.7)

betrachtet. R ist ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich N — 1 und besitzt nach den Voraussetzungen an das
Polynom f und die Knotena,, ... , x» an diesen Stellen Nullstellen in der Vielfachheit m; — 1, ..., mm — 1. Es geniigt
daher zu zeigen, daB R in den Knoten sogar Nullstellen der Vielfachheit m,, ... , mn hat. Sei dazu i e {1, 2, ..., m}.
Dann ist

am—1R(x) = BM-f(ag) — (—1)¥ « fiv + (me — D! X

X (_—1)”“‘1 { [mIl(a, — agy™~1 det (diag (o, — &y ooy &m — &5) — €1 (dy, vy d,,.)) .

v#£i (3'8)

Nach (2.13) ergibt sich die Determinante in (3.8) zu

m

—dye IT (%0 — i),

y=1

y#£1
so daB mit (3.5) schlieBlich 8™ —! R{x;) = 0 folgt. I

VBemerkung 1:

(i) Der Satz 2 verallgemeinert die Falksche ECP-Transformation in [1] auf mehrfache Knoten. Der Beweis verallgemeinert
den aus {2]. — Damit sich dic Determinante in (3.3) als charakteristisches Polynom zu einem linearen Eigenwertproblem schreiben
14Bt, miissen p, ... , p5 Polynome vom Grad 1, und die dyadische Stérung muB konstant sein. Diese Forderung fiihrte schlieBlich auf
die Voraussetzungen beziiglich der Nullstelleneigenschaften von f. Andererseits ist klar, daB sich das Polynom f fiir mehrfache Knoten
nur dann als charakteristisches Polynom eines speziellen Eigenwertproblemes mit dyadisch gestorter Diagonalmatrix ergeben kann,
wenn f die im Satz 2 verlangten Voraussetzungen iiber die Lage der Nullstellen erfiillt. Aus {2.13) folgt nimlich fiir ein eben be-
schriebenes Polynom mit d, := &, — z, daB dieses Polynom im Knoten «, eine Nullstelle der Ordnung m, hat.

. (if) Im Beweis zu Satz 1 wurdc der Spaltenvektor (1, ... , 1)T verwendet, um anschlieBend (2.12) anzuwenden. Dieses Vorgehen
liefert dann im Satz 2 den Spaltenvektor in (3.6). Man kénnte aber natiirlich auch andere Darstellungen wiihlen, die dann im Satz 2
ein spezielles Eigenwertproblem mit einer durch @ - 5T gestorten Diagonalmatrix erzeugen. Hierbei ist lediglich d; = ay - b fiir alle
i€ {1,2,..,m} zu gewihrleisten. Insbesondere kann dann a; := sign (d;) - }/|ds| und b; := |/|d;| gewihlt werden. Wegen des Vor-
zeichens ist die Begleitmatrix der ECP-Transformation i. a. nicht symmetrisch. Man kann das Vorzeichen im reellen Fall aber in
einer Diagonalmatrix J := diag (sign (d,), ... , sign (d:x)) zusammenfassen und erhilt im Satz 2 ein allgemeines Eigenwertproblem

mit -einer sogenannten J-symmetrischen Matrix diag (o, .., &m) — a; bI. Zum Begriff einer J-symmetrischen Matrix vgl. man
etwa [6].

Beispiele 2, 3: Es soll eine weitere kanonische Konkretisierung von Satz 1 betrachtet werden. Dazu werde n = m und
fiir jedes z € i \\ {oy, ... ; xm} und jedes i € {1, 2, ..., m}

.D' . ,ﬂ‘aj—l ) qj;(x) d . _ nNig
i) = 2 0 fle) - iy und pil®) = (@ -,
sowie p, = 1 gesetzt. Dann gilt fiir jedes i € {1, 2, ..., m} und jedes z €
nig . .
pilx) - Dilx) = _zla’*‘ﬂzxf) cqi@) - (@ — a1
j=

Damit ist f in (3.3) als charakteristisches Polynom eines nichtlinearen Eigenwertproblemes dargestellt. Wenn sich in dieser Darstel-
lung ein lineares Eigenwertproblem ergeben soll, so ist die Stérung entweder nicht konstant, oder es gilt eine éhnliche Beziehung
wie in (3.4), die dann wieder die Nullstellenvoraussetzungen des Satzes 2 nach sich zieht.

Wenn man abweichend zu oben py(z) = (z — ay)mi fiiri € {1, 2, ..., m} fiir ein n; € {1, 2, ... , m;} setzt, dann ist die Stérung
i. n. eine rationale Funktion mit beckanntem Pol «;.

Numerisches Beispiel: Es werde das normierte Polynom f vom Grad 4 betrachtet, das durch einen Haupt-
keeffizienten 1 und die. Werte f(0) = 0, f'(0) = a, f(1) = 1 und f’(1) = 1 gegeben ist. Hierbei ist a ¢ & ein reeller
Parameter. Die Nullstelle von f an der Stelle 0 sei bereits bekannt, von den anderen Nullstellen sei die ,in der Néhe
von 0 gesucht, Eine einfache Berechnung wiirde

VzeK:flz):=a-2+ (1l —a) 22 +(a — 1)- 22 (x — i)+x2-(x—l)2
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ergeben, so daf man das Problem mit einem Newtonschen Verfahren 16sen kénnte. Hier soll jedoch demonstriert
werden, dafBl die Informationen an den beiden zweifachen Knoten o, := O und &y 1= 1 (m, := 2, m, := 2, N := 4,
f~ 1= 1) benutzt werden kénnen die gesuchte Nullstelle zu finden. Fiir die Ausgangsdaten lassen sich die Polynome
P} aus Interpolationsbedingungen ermitteln. Danach ergeben sich die Polynome ¢4 zu

@) =2¢+1, =1,

fiir jedes z € (. Wenn man weiter n = 2 und die Funktionen D, und D, nach diesem Beispiel, aber abweichend
Po(@) i= 2+ (¥ — 1), py(x) := z und py(x) := = — 1 fiir x ¢ K als ,gemischte Form‘ von Beispiel 1 und dem gerade
betrachteten Beispiel wihlt, dann ergibt sich nach Satz 1 fiir alle z ¢ K

g3}(x) =3 — 22 und g3x)=1

fla) =+ (x — 1) det (di&g (@ —1) -+ (i)‘(a’ 927:—318»

Die Determinante in dieser Darstellung laBt sich als charakteristisches Polynom zu einem speziellen Kigenwert-
problem in z mit der nichtkonstanten Matrix
r— 2
- z—1
z— 2

x—1

Vee K: 4y =

—a 1+

auffassen. Die Werte von 4, werden sich fiir betragskleine x ¢ K nur wenig éndern, so dai man eine ,Schaukel-
iteration® versuchen kann, bei der in jedem Schritt einer Naherung x, zunichst die Matrix 4,, und dieser Matrix
einen Eigenwert «,,; (hier der betragskleinste, falls eindeutig gegeben) zuordnet. Dieser Eigenwert kann hier als
Wurzel des charakteristischen Polynomes von 4,, direkt und sehr genau, sonst iterativ als Niherung ermittelt
werden.

Als Zahlenbeispiel wurden verschiedene Parameter a fiir den Startwert —a getestet und stets der kleinere
Eigenwert gewihlt. Dabei ergeben sich die in Tabelle 1 gezeigten Werte.

Tabelle 1. Zahlenwerte zum numerischen Beispiel nach der ersten Methode

a = 1.0000000000E 4-000
—1.000000000000E -+ 000
—5.000000000000E — 001
—4.683749459844E —001
—4.658034180507E —001
—4.6559048658881L —001
—4.655728288118E —001
—4.655713643236 K —001
—4.655712428617E — 001
—4.655712327878E —001
—4.655712319523E —001
—4.655712318830E —001

e = 1.0000000000E —001

—1.000000000000E —001
—3.515865876544E —002
—3.447666982972E — 002
—3.446919028015E — 002
—3.446910821311K —002
—3.446910731265E —002
—3.446910730277E —002
—3.446910730266E — 002
—3.446910730266E — 002
—3.446910730266 E —002
—3.446910730266E —002

a = 1.0000000000E —002

--1.000000000000E —002
—3.351823204266E — 003
—3.344477297584E —003
—3.344469144586E —003
—3.344469135537E — 003
—3.344469135527F —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.3444691355627E —003
—3.344469135527E —003

Die Konvergenz kann hier durch die linearisierte Beriicksichtigung der Anderungen von A4, verbessert werden.
Fiir betragskleine 2 und z, ist
0 1)z, — 1)2>

AZ = AZv + ($ - ‘7"9) * (0 ll(xv _ 1)2
Das Eigenwertproblem wird nun allgemein und lautet in jedem Schritt fiir bekanntes x, und gesuchtes z, ;1
i 0 1/(z, — 1)? 1 —1/(z, — 1)?
0 = det (A:,;,, — Xy41* (O 1/(xv . 2)2 — X 01 ——]_/)xv . 1)2 .

Durch Lésen dieser quadratischen Gleichung ergeben sich die in Tabelle 2 gezeigten Zahlenwerte.

Tabelle 2.

Zahlenwerte zum numerischen Beispiel nach der zweiten Methode

a = 1.0000000000E 000
—1.000000000000E 000
—4.748096336327E — 001
—4.655764270363E —001
—4.655712318784E —001
—4.655712318768E—001
—-4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E—001
—4.655712318768E—001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001

& = 1.0000000000E —001

-—1.000000000000E —001
—38.450983281003E —002
—3.446910732045E —002
—3.446910730266E — 002
—3.446910730266E — 002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266£ —002
—3.446910730266E —002

a = 1.0000000000E —002

-—1.000000000000E —002
—3.344517544264 K —003
--3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
~3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
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8.2 Uber dyadisch gestirte Bidiagonalmatrizen

In Satz 2 konnen auch mehrfache Knoten zur ECP-Transformation Verwendung finden. Wenn diese Transformation
auf ein lineares Eigenwertproblem fiihren soll, so miissen jedoch nach Bemerkung 1(i) die im Satz 2 formulierten
Nullstelleneigenschaften erfiillt sein. Wenn man diese Nullstelleneigenschaften umgehen will, dann mufl man statt
der Klasse der dyadisch gestorten Diagonalmatrizen eine andere Klasse von Matrizen betrachten. Wegen der Form
der wohlbekannten Frobeniusschen oder Giintherschen Begleitmatrix werden hier dyadisch gestorte Bidiagonal-
matrizen betrachtet. Als Spezialfille ergeben sich dann tatséichlich Aussagen der gewiinschten Form.

Lemma 1: Fiir n € N und Ay, Ay, oo y Any piy, Yoy -ov s pin—1 € K bezeichne

b )
bidiag (Ag, v s A | figs ooy fint) 1= 2 ¢ fgnxn (3.9)
t. M1
An
die durch diese Daten gegebene Bidiagonalmatrixz, wobei leere Positionen durch Nullen und fiir n = 1 diese Matrix
durch (A,) zu erselzen ist. Es set weiter @y, ..o y Qny byy oo, by € K .
Figr Ay, oy An€ I N\ {0} st bidiag (Ay, ve s An{ pog, oo s fin—1) reguldr und die Inverse durch

(O , falls i>j
i—1
Vi, 5 € {1, e, )5 Diding (Ayy ooy An | gty o s a1y = 1y, {IH s i< (3.10)
I
gegeben. Fiir alle x € K ist
ay
det Ibidiag (A; — @, oo s An — @ [ pigy oo s ftn—1) — | 2 Je (g oo, bu) b =
an
n i—1 i-1 n
=10 —a)— 3 (=1)tea b« (IT0Gu— ) ([T ( II (e —2), (3.11)
v=1 lgisjzn =1 =1 w=f+1

wobet leere Produkte durch 1 zu ersetzen sind. |

Bemerkung 2: Wie in der Herleitung zu Satz 2 gibt es an dieser Stelle verschiedene Mdglichkeiten, das Teilresultat in (3.11)
in einen Satz umzuwandeln, der anssagt, wie die GréBen in (3.11) zu wihlen sind, damit ein gegebenes Polynom f sich als Vielfaches
eines charakteristischen Polynomes zu einem speziellen Eigenwertproblem mit einer dyadisch gestérten Bidiagonalmatrix ergibt.
Zum einen kann man (2.8) mit (3.11) identifizieren und Bedingungen fiir die Parameter ableiten. Zum anderen ist eine Identitit
zwischen Polynomen herzustellen, die durch Interpolationsbedingungen konstruiert werden kann. Dazu sei f ein Polynom vom Grad =
mit dem Hauptkoeffizienten f, € ¢ \ {0}. Wenn man das Polynom in (3.11) mit (—1)¥ - f, multipliziert und von f subtrahiert,
dann verbleibt ein Polynom vom Grade » — 1, das durch Interpolation an #» Knoten identifiziert werden kann. Als Interpolations-
stellen kann man etwa Ay, ..., A, aus (3.11) verwenden. Um diese Interpolationsbedingungen zu entkoppeln, werden wie bei einer
Jordanschen Normalenform die Nebendiagonalelemente gleich Null gesetzt, die zwei Blécke von gleichen Hauptdiagonalelementen
trennen.

Definition 2: Es seien die Bezeichnungen des Kapitels 2 verwendet. Fiir jedes i € {1, 2, ..., m} sei

a; 1= (&Y, ¢P, ..., a"NT | by 1= (b1, b, ..., bPNT € K™
und
Jii= bldlag (Gsy von s 81| ﬁgl), ﬂ(z:z), ey ﬂ(im"“l)) € Kmixmi

Mit diesen Groflen werde weiter

Jy
diag (Jy, oo, Jm) 1= T € NN
Y . Jm
sowie
i (@15 oo s aR)T i= (@), @D, ..., @™, @D, ..., alfm)T
(Brs oo s b)T 1= (B, BB, ..., Bgm), BY), ..., BT € KN
gesetzt. Ferner sei y das charakteristische Polynom, das fiir alle x ¢ K durch
|
z(z) := det diag | (4, +or » Im) -( ) (T, .o, BT) — w+ Iy (3.12)
A

\

gegeben ist.

Satz 3: Es sei f ein Polynom in K vom Grad N mit dem Hauptkoeffizienten fx ¢ I \\ {0}. Das Polynom y se
durch (3.12) gegeben. Dann gilt

f=(=1" fn-y
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genay dann, wenn
G—1!

Vie{l,2,..,m} Vie{l,2, ..,m}: & )= S fu b afmirkn . 2L T Ly
1gk<r<] {(j — !
mi+k—v-—-1 .
x( I P 0i—*Iliw) . (3.13)
=k

Beweis: fund (—1)¥ « fy « ¥ sind Polynome wom Grad N mit gleichem Hauptkoeffizienten. Folglich ist genau
dann f = (—1)¥ « fy « , wenn beide Polynome an den N Knoten aus (2.2) (in Vlelfachhelt;) dieselben Werte anneh-
men. Damlt geniigt es zu zeigen, daB die rechte Seite in (3.13) gerade gleich (—1)¥ « f¥ . 8/—1y(x;) ist. Um andere
Darstellungen fiir y zu erhalten, wird Lemma 1 angewendet.

Es sei n = N, und (A, ... , As) seien die Knoten aus (2.2) mit den Vielfachheiten m,, ... , my € N, wobei N =

m
Z m; gilt. Im Lemma 1 werde weiter (a,, .., a7 durch (a, ..., a{™), ad), ..., a{m=)7, (b, ..., bs)7 durch
iS1
(O, ..., B9, 6P, .., be))T und (uy, ... , pta—1) durch
(BY, BY, ..., BImY, 0, B, BP, ... B, 417D, 0, B, ..., 0, B, B, .., Bigim—D) (3.14)

my—~1 me—1 M —1

ersetzt. Dann kann y nach (3.11) berechnet werden. Wegen der speziellen Ersetzung in (3.14) kann man die Summe
aus (3.11) schlieBlich so umordnen, daB fiir alle x ¢ K

(—)¥ o yla) = I (@) + 3 .é" S a0 « (2 — a1t . ( JT By Ii(e) (3.15)
i=1 k=1 l=£k n=k

ilt.
¢ Eine (j — 1)-malige Differentiation von (3.15) zeigt dann leicht (etwa unter Verwendung der Leibnizschen
Produktregel), daf die rechte Seite in (3.13) gleich (—1)¥ « fx « 81— 1y (o) ist. Il
Folgerung 1: Es gelten die Bezeichnungen aus Definition 2 und Satz 3. Fiir jedes ¢ ¢ {1,..., m} und je€
€ {1, .., m} set BV e K\ {0} fiziert. Dann ergeben sich die betden folgenden Spezialfille des letzten Satzes.
(i) Fiir jedes t € {1, ..., m} werde
ci 1= (¢, ¢, ., M)T € K™
durch
mi—1
P 1= flos) (v + Iioxs) 'nﬂl B)
und fir j € {2, ..., m;} durch

=5 ey~ S5 T T sl e T e (3.16)
x=j

' J - 1) =0 V! % =0

rekursiy definiert. Dann gilf fiir alle x ¢ K

fle) = (=1)¥ - fy . det {diag (Jy, «uo Jm) — €+ (¢}, e, €)) — @+ In} . (3.17)
(i1} Fiir jedes i€ {1, ..., m} werde

e;:=1(0,0,..,0, )T ¢ Kmi
s, —
mi—1
sowie
i r= (dD, dP, ..., dP)T e Km
durch
mi—1
4o :=f(0¢t)/(fzv « I () » ]_]1 ﬂ(iu))
und fiir j ¢ {2, ..., m;} durch
) X & —*IT(xs) Hﬂ"‘)
-1 ~1
dip = P~ B (3.18)
(G— 1)1+ fy - IT; (r) » H g =1 (G — k)« (i)

rekursiv definiert. Dann gilt fiir alle x ¢ K
€
fl@) = (=Y. fyodet ddiag (Jy, oo s Im) — | + | (@], e sdf) — - Int. (3.19)
em
Beweis: Im Satz 8 wird fiir ¢ ¢ {1, ..., m} im ersten Fall a; = (1, ..., 1)T € K™, b; := ¢; und im zweiten

a; = e;, b; :==d; gesetzt. Dann ergeben sich spezielle Interpolationsbedingungen in (3.13), die leicht umgeformt
und zur rekursiven Berechnung der beteiligten Gréfen in (3.16) bzw. (3.18) herangezogen werden kénnen. §
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Bemerkung 3:

(i) Weitere Spezialfiille lassen sich vollig analog fiir b(l) = 1, b(l) == b(a)
gewinnen,

(ii) Die Aussage von Satz 2 ist als weiterer Spezialfall enthalten. Setzt man nimlich 89 := 0 (fiir jedes i€ {1, ..., m} und
jedes j € {1, ..., m;}), so lauten die Interpolationsbedingungen aus (3.13)

Vie {1, ., m} Vje {1, .,mi—1}:87Y(x;) =0

= b™) = goderd{") = bP = b = ... = b{™) =1

und
3" Y a) = f Zb"”’ a® e (mg — 1) (o)

Hieraus folgt mit b‘“ = a‘f’ = 0 fiir jedes j € {1, ..., m; — 1} und b(m') ("") = dynach (3.5) die Aussage (3.6). Eine Grenzwertbe-
trachtung fiir g7 — 0 liefert unter den Voraussetzungen des Satzes 2 fiir belde Folgerungen aus 3.2.5 ebenfalls (3.6).

(iii) Beide Teile von Folgerung 1 verallgemeinern die Falksche ECP-Transformation fiir einfache Knoten.

(iv) Die Folgerung 1 (ii) verallgemeinert die wohlbekannte Aussage iiber die Frobeniussche oder Giinthersche Begleitmatrix.,
Ist namlich m = 1,0, = 0, ¥ = my, B2 = f® = P = ... = ¥~ =1 und fy = 1, so folgt aus (3.18) wegen IT,(x) = 1 (fiir alle
z e K)

Vie {1, ., N}:d{d = 87 7H(0)(5 - DY,

Fiir diese Daten liefert Folgerung 1(i)

W Gy _ ) _ 3 T(0)
¢y’ = f(0) und i’ = ~ - - ,
2 =IO e G
als Verallgemeinerung der Falkschen Begleitmatrix zur ECP-Transformation. Die Determinanten beider Begleitmatrizen lassen sich
such mit elementaren Spalten- und Zeilenumformungen ineinander iiberfiihren.

(v) Das hier am Beispiel der Bidiagonalmatrizen vorgestellte Vorgehen kann allgemein als Konstruktionsprinzip fiir Begleit-
matrizen aufgefaBt werden:

L, Zuniichst wird eine Matrix (oder eine Klasse von Matrizen) 4 ¢ J{¥ x¥ betrachtet, deren Inverse (4 — z + In)~! fiir fast alle
x € € explizit bekannt ist. Fiira, b ¢ K& wird det [4 — a - Ixy — a - bT] analog (2.12) berechnet, indem zundchst (4 —x - Ix)™! aus-
geklammert wird. Dieses liefert eine Summendarstellung &hnlich der wus Lemma 1. Durch geeignete Interpolationsbedingungen
(etwa nach Satz 3) wird diese Summendarstellung in solche Gleichungen iberfithrt, die verschiedene Rekursionsbezichungen fiir die
beteiligten Grofen erzeugen. Wenn eine rekursive Auflésung und Berechnung dieser GroBlen méglich ist, dann gilt

flx) =det[4d —z- Iy —a- b7 firalle ze¢ .

Beispiel 4: Es seien die beiden Teile von Folgerung 1 fiir das oben gebrachte numerische Beispiel betrachtet. Wenn man
B := e K \. {0} schreibt, dann folgt

fir je{2,3,..,N)

1 1+
(
v =0, P =a, b = 7 @ = 5 B
sowie
. 1
d(ll) — () s d(lz) =aq, d‘zl’ e ﬁ s d‘f’ . 1.

Damit ergeben sich die speziellen Eigenwertprobleme zu den Matrizen

0 1

0 1 1 1+ -

1) |1 (0’“’/3’ ﬂ) @
1 1

und

0 0

0 1 1 "

L st (00 0 —1). 7 (i)
1

Da ¥ € ) \_ {0} nicht in einem Nenner vorkommt, kann auch g{ = 0 gesetzt werden.
Tabelle 3. Zahlenwerte zum Beispiel 4 fiir die Matrix (i)
a = 1.0000000000E +-000 a = 1.0000000000E —001

a = 1.0000000000E —002

—1.000000000000E 4000
—2.758620689655E —001
—4.658015330026 E—001
—4.655712319159E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768K —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001

—1.000000000000E —001
—2.609742544916E —002
—3.446941100681 E —002
—3,446910730266 E —002
—3.446910730266E—002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
-—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002

—1.000000000000E —002
—3.255945191264E —003
—3.344469135977E —003
—3.3444691356527E —003
—3.344469135527K —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003

—3.344469135527E —003'

—3.344469135527E —003
—3.3444691355627E —003
—3.3444691356527E —003

Fiir die Matrizen aus (i) und (ii) soll jeweils der kleinste Eigenwert fiir verschiedene Werte von a berechnet werden. Bei der
Bernclmung der Eigenwerte einer dyadisch gestorten Bidiagonalmatrix

ty
dlfbg(Jl, ey Jm)"— ( ) ! (bT’ s b;g)
‘ ) A

(3.20)
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Tabell 4. Zahlenwerte zum Beispiel 4 fiir die Matrix (ii)

= 1.0000000000E -+ 000

—1.000000000000E --000
—3.076923076923E —001
—4.644571762325E —001
—4.655712318854E—(01
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.,655712318768E —001
—4,655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001
—4.655712318768E —001

a = 1.0000000000E — 001

—1.000000000000E —001
—2.678675188844F —002
—3.446906050958E —002
—3.446910730266E — 002
—3.446910730266E —002
—3.4469107930266E — 002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002
—3.446910730266E —002

@ = 1.0000000000E—002

—1.000000000000E — 002
—3.256812750419E —003
—3.344469135470E —003
—3.344469135527E — 003
—3.344469135527E — 003
—3.344469135527E — 003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E — 003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003
—3.344469135527E —003

mit der inversen Iteration nach WIELANDT mu$ i. a. mit mehreren Links- und Rechtseigenvektorniherungen gearbeitet werden [1].
Dabei miissen mehrere Gleichungssysteme mit der Koeffizientenmatrix (3.20) gelost werden, was bei Verwendung der Formel von
SHERMAN-MoRRISON [1, 5] leicht méglich ist. Zwar ist

diag (Jy, v » Jun)™? = diag (JTV, o, T5d)

und deshalb explizit durch (3.10) gegeben, fiir die Losung der Gleichungssysteme ist aber die Berechnung durch Rickwirts- bzw.,
Vorwirtssubstitution mit nur linearem Aufwand méglich. Deshalb erscheint hier die Verwendung von progressiven Schifts (neuer
Schift in jeder Iteration [1]) sinnvoll. . i

Im vorliegenden Beispiel wurden in den Matrizen (i) und (ii) jeweils die erste Zeile und Spalte gestrichen, § = 1 gesetzt und
als Startvektoren fiir die Eigenvektorniherungen (1, 1, 1) bzw. (1, 1, 1)T verwendet. Fiir verschiedene Parameter « sind die Ergeb-
nisse in den Tabellen 3 und 4 aufgefiihrt. Der Startschift wurde wie im numerischen Beispiel zu —a gewihlt.

Die Ergebnisse sind mit denen der zweiten Methode aus Tabelle 2 vergleichbar.

8.8 Matrizenpolynome

Nichtlineare Eigenwertprobleme kénnen durch sogenannte Matrizenpolynome approximiert werden. Das sind
Polynome mit quadratischen Matrizen als Koeffizienten,
Definition 3: Fiir n, ke IV sei 4, ... ; Ay ¢ K*** und

FilK > K, x> det (Ay + 2+ Ay + oo + 2F Ay . (3.21)
f ist ein (gewohnliches) Polynom vom Grad kleiner oder gleich N := = + k ¢ IV und besitze eine Darstellun
g g

VeeK:f@)=fo+firx+ .o +fnoa¥ (3.22)

mit Koeffizienten f, ... , fv € K.
Lemma 2: Fiir je {0,1,.., N} gilt

1 2 n
= “ det | 4 , A y oo s Ay, . , 3.23
% ll,l,,...,l,.s%l),l,..‘,k) © ( h (1 n) ”(1 n) ! (1 n)) ( )

n
& li=j
i=1

Beweis: Mit P sei die Menge aller Permutationen der Menge {1, 2, ..., n} bezeichnet, Eine Entwicklung der
Determinante aus (3.21) liefert fiir jedes x € K
ﬁ xl., R Al (G("’)) —
"\ v

. nlk a(v) L
flz) = eZ}‘)s1gn (0) - ]=]1( é}x"- A,,( ’ )) = 3 sign (o) -

ceP ULy 1n€{0, 1,0,k »—=1

_ X glatht+l) . 3 sign (q) - ﬁAz, <o(v)).
r=1

—l,,l,,...,l,,e{o,1,...,k) ocP v
Durch Koeffizientenvergleich'mit; (3.22) und Riickentwicklung der Determinante folgt (3.23). |

Bemerkung 4: Mit Lemma 2 ist der Hauptkoeffizient fy = det Az, Wenn die fithrende Koeffizientenmatrix singulér ist,
dann kénnen fy —1, f¥ —2,...nach Lemma 2 berechnet werden, bis der genaue Grad von f feststeht. Zusétzlich lassen sich Ableitungen
von f berechnen. Danach kann die ECP-Transformation nach den Abschnitten 3.1 und 3.2 Anwendung finden. Die hierdurch fest-
gelegte Transformation wurde von FaLx in [1] fiir den Fall einfacher Knoten angegeben. Der Vorteil der ECP-Transformation, etwa
im Vergleich zur Frobeniusschen oder Giintherschen Begleitmatrix ist der, dal nur Funktionswerte (bzw. wenige Ableitungen) von f
benotigt werden, die lediglich die Berechnung einer (bzw. weiiiger) Determinanten erfordern. Die Berechnung aller Ko¢ffizienten mit
Lemma 2 wiire deutlich anfwendiger.

Aufwandsherechnung: Zur ECP-Transformation mit einfachen Knoten ist die Berechnung von n -k 4 1
n-dimensionalen Determinanten notwendig. Bei Verwendung des GauBschen Algorithmus zu deren Berechnung sind
etwa + - k - n% + O(n®) Operationen notig. Bei einem speziellen Eigenwertproblem kann die Koeiffizientenmatrix
vorher einmalig auf obere Hessenberg-Form transformiert werden, so daB insgesamt -« n® 4 k- n - O(n?) 4 O(n?)
Operationen bendtigt werden. Fiir symmetrische Matrizen liegt der Aufwand bei 4 : 2% 4 k. n - On?) + O(n?)
Operationen, wenn vorher auf eine symmetrische Tridiagonalform transformiert wurde.

8.4 Fehlerbetrachtungen

Alle in dieser Arbeit formulierten Spezialfille fiir die Transformation auf ejn spezielles Eigenwertproblem mit einer
dyadisch gestérten Bidiagonalmatrix haben die Eigenschaft, daB die Stérung in der Vielfachheit verschwindet, in
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der der dazugehdrige Knoten Eigenwert ist. Wenn die gewihlten Knoten gute Ndherungen fiir die Eigenwerte sind,
dann wird man kleine Stérungen erwarten konnen. Zur Fehlerabschitzung fiir die Knoten (als Néherung fiir die
Eigenwerte des Problemes) bietet sich im Falle kleiner dyadischer Stérung der wohlbekannte Satz von Gerschgorin
an. Dabei kann die ECP-transformierte Matrix (3.20) vor der Fehlerbetrachtung noch einer Ahnlichkeitstransforma-
tion unterzogen werden. Ein interessantes Beispiel dieser Vorgehensweise soll in diesem Abschnitt vorgestellt wer-
den.

Definition 4: Es gelten die Notationen und Vereinbarungen der vorherigen Kapitel. Firalle¢ ¢ {1, 2, ..., m}
bezeichne

ai) = 316, b(i) = max 6P [ j€ {1,2, .., mi}},
j=1

B(i) :=max {|fP 1€ {1,2,..,m — 1}}, D) :=min {ja; — oyl [j€ {1, 2, ..., m} \ {i}},

. B() +ﬂ]) . } a(j) - b(j) . a(t) « b(z)
g 1= max { Pa—— e {1, 2, .., m} \_{¢}t, —}5(0‘1—0‘11 & = "Day

Satz 4: Fireinie {1,2,..,m} gelte

e +o+d+2Yo-b <. (3.24)
Falls 8; = 0, dann ist &, ein my-facher Eigenwert der Matriz (3.20). Andernfalls ist
1—6 —or—& +V(1 =8 —ai —e) — 48,04
2.8
und in der abgeschlossenen Kreisscheibe um den Mittelpunkt &; mit dem Radius
R = f(i) + a(i) + b(s) + o> D)k
liegen wenigstens m; Eigenwerte der Matriz (3.20).

Beweis: Fiir §; = 0 verschwindet die Stérung fiir den Knoten &4, und das Eigenwertproblem zerfillt (auch
wenn (3.24) nicht gilt). Andernfalls ist §; positiv. Wegen (3.24) ist dann die Diskreminante zur Berechnung von ¢,
positiv, und es gilt

ti =

>0,

1—81;—0'1'—61

0< 2:6;

<t.

Eine einfache Diskussion zeigt, da das Polynom

h:]l_Ei_ai_ai,ti[—*ﬂ, b -8+t +t(ei +o0s+6—1)+o:

2.4
1 —& —o0y — 0 . .
im betrachteten Intervall negativ ist. Fir ein ¢ € R T S t;| und jedes j¢ {1, 2, ..., m} werde
Y s i
() 1= lovs — ol
R KA U N R
DGy J=

gesetzt.

Im folgenden sei zusitzlich vorausgesetzt, daB b(j) # O fiir alle j € {1, 2, ..., m} \ {¢} gilt. Wenn b(j) = 0
fireinj e {1, 2,...,m} \ {¢} ist, dann zerfillt das Eigenwertproblem, und man kann in der Matrix (3.20) die Zeilen
und Spalten in 'den Positionen der aP, ..., a und bP, ..., b streichen. Fiir die so reduzierte Matrix liefert die
nachfolgende Rechnung sogar etwas scharfere Abschatzungen als die direkte Anwendung des Satzes.

Dann hat die Matrix (3.20) dieselben Eigenwerte, wie die Matrix in (3.25),

nlt) - a,
diag Ty ooy Ju) — | 0 |+ ()72« BT, oo, pm(®)2e BT (3.25)
}/m(t) * Qm

die durch Ahnlichkeitstransformation mit der Matrix diag (ys(t) » I,y +oe » Ymlt) ¢ Im,,) aus (3.20) hervorgeht. Fiir
jedes j ¢ {1,2, ..., m} liegen alle m, Gerschgorinkreise um die Mittelpunkte o; — a{t « b, ... ;05 — a{™) « b™) zu
den Spalten aus (3.25) in der abgeschlossenen Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt «; und d’em Radlus

ri(t) := B(G) + vt b(j) - =Z; yi(t) = a(v) .

Fiir jedes j¢ {1,2,...,m} \ {4} gilt mit obigen Bezeichnungen wegen D(i) < |a; — &, und der erwihnten
Eigenschaft von &

nt) + i) < log — o) - LT

<o — oy -
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Folglich liegen die groBen Kreise um «; mit den Radien ry(¢) fiir j ¢ {1, 2, ..., m} \ {i} disjunkt zu dem um o&; mit
dem Radius r;(t). Nach dem wohlbekannten Gerschgorinschen Kreisesatz liegen genau m; Eigenwerte in der ab-

geschlossenen Kreisscheibe um «; mit dem Radius ri(t). Diese Aussage gilt fiir jedes t ¢ ] 1- 812_ ;l — & , t,[ 80
U

daB im Kreis um &, mit dem Radius r(t;) = R, wenigstens m,; Eigenwerte der Matrix (3.25) liegen. |

Bemerkung 5:

(i) Eine dhnliche Abschitzung erhilt man, wenn der Gerschgorinsche Kreisesatz auf die Zeilen der Matrix (3.25) angewendet
wird.

(ii) Fiir den Fall einfacher Knoten reduzieren sich die Bedingungen des Satzes 3. In diesem Fall kann der Mittelpunkt zum
i-ten Gerschgorinkreis genauer mit &; — @; + b(¢) abgeschitzt werden.

(iii) In [8] hat Borsor-SupaN Fehlerabschiatzungen firr Polynom-Nullstellen dadurch gewonnen, da er die Funktionswerte
der bekannten Niherungen berechnet, fiir die Daten eine Lagrange-Interpolation durchfithrt und damit aus dem Satz von Rouché
Fehlerabschitzungen herleitet. Fiir den Fall einfacher Knoten reduziert sich der Satz 4 im wesentlichen auf den Satz 1 aus [8]. Fiir
mehrfache Knoten besitzt der Satz 2 aus [8] eine shnliche Struktur wie Satz 4. Dieser Satz 2 aus [8] kann auch zur Fehlerabschit-
zungen der Spezialfille dieser Arbeit herangezogen werden.

4. Der Spezialfall einfacher Knoten

Fiir ein Polynom fin K vom Grad » ¢ N mit Hauptkoeffizienten f; € K \ {0} soll in diesem Abschnitt der Spezial-
fall einfacher Knoten

&y, v, 00 € I paarweise verschieden (4.1)
genaner beschrieben werden. Nach Satz 2 folgt mit

di := fle)/(fo + Ii(x1)) te{l,..,n}, 4.2)
firalle z ¢ K:

f(@) = (=1)* fu - det (diag (&, «o , &%n) — & * (dyy ee s dn) — @+ In) . 4.3)

Wenn man die Knoten «, ... , s als Naherungen fiir die Nullstellen von f auffaBt, dann ist fiir jedesi ¢ {1, ..., n} d,
ein (gewichteter) Defekt f(«;), also ein MaB fiir den Fehler. Diese Eigenschaft der Defekte d;, ... , dy soll zunichst
konkretisiert und anschlieBend angewendet werden.

4,1 Verschiedene Deutungen der Defekte

Bei kleinen Defekten kann der Gerschgorinsche Kreisesatz auf die Matrix in (4.3) angewendet werden. Dann liegt
(fiir 7 € {1, ..., n}) der Kreis um «; — d; in der {abgeschlossenen) Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt x; und dem
Radius » . |d;|. Wenn die Defekte betragsmiBig klein sind, dann erhdlt man Fehlerabschédtzungen fiir einen oder
mehrere Knoten. Dieses wurde bereits im Beweis zu Satz 4 benutzt, der wie die Sitze in [8] ebenfalls Fehlerschran-
ken liefert. Im Spezialfall einfacher Knoten la8t sich die Abschitzung aufx; — d; anwenden und liefert eine strengere
Fehlerabschitzung fiir die Niherung «; — d;. Die Defekte stellen tatsichlich ein linearisiertes Fehlermaf dar. Ist
niamlich y eine Nullstelle von fin der Nidhe vona;, ¢ € {1, ..., n}, 8o gilt (sofern der Nenner nicht verschwindet)

d;
p=ai— e O —adl®),  fu— ol 0. (4.4)
14 3htd
jm=10¢ — &f
j#1

Diese Darstellung folgt aus einer Entwicklung von f an der Stelle 4, wie sie vom klassischen Newton-Verfahren be-
kannt ist, wenn man (3.7) ausnutzt, um f(x;) und f'(x;) zu berechnen; vgl. auch [2, (11)]. Fiir kleine Defekte folgt

u~o; —di. (4.5)

An dieser Stelle konnte man definieren, wann die Defekte d,, ..., dn als klein zu bezeichnen wiren; nimlich dann,
wenn die Niaherung o; so gut ist, daB der quadratische Anteil in (4.4) und die Summe im Nenner gegeniiber 1 ver-
nachlissigbar sind. Die Anwendung von (4.5) ist bei einem reellen Polynom mit hinreichend verschiedenen einfachen
reellen Nullstellen schon in [7] und (auch fiir den komplexen Fall) in [9] beschrieben worden. (Fiir diesen Hinweis
danken wir Herrn W. BorscH-SupaN.) Dort wird ein Verfahren vorgestellt, das in unserer Notation (bei Vernach-
lassigung der Indizes fiir den Iterationsschritt) simultan alle Knoten durch den Ubergang :

(&5 oo 5 On) > (g — dqy oo y O — dp)
verbessert, Fiir dieses Verfahren wird quadratische Konvergenz garantiert, sofern die Knoten geniigend dicht an
den einfachen Nullstellen liegen.
Diese Eigenschaft der Defekte motiviert die Deutung der Zahlen d,, ... , d, als einen Anhalt fiir den tatsich-
lichen Fehler der Knoten (4.1) und 148t eine Steuerung im Programmablauf zu, wie sie etwa in [1], [2] und in 4.4
beschrieben ist.

4.2 Verbesserung der Nitherungen

Mit der ECP-Transformation, d. h. mit der Berechnung der Defekte in (4.2) und Betrachtung des linearen, speziellen
Eigenwertproblemes in (4.3) mit der Koeffizientenmatrix

diag (%q, voe s p) — €+ (dy, oov , da) (4.6)
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konnen Eigenwertalgorithmen zur Bestimmung der Nullstellen von f eingesetzt werden. FALk schligt in [1] ins-
besondere seinen Algorithmus BONAVENTURA vor, vgl. auch [2]. In dieser Arbeit wurde bei Verwendung von
Links- und Rechtseigenvektorniherungen und dem Rayleigh-Quotienten nach WIELANDT invers iteriert. Bei kleinen
Defekten ist (4.6) diagonaldominant, so daf} das Verfahren bei einfachen Nullstellen und hinreichend guten Start-
werten rasch konvergiert. Dabei kann die Matrix (4.6) mit der SHERMAN-MoRRISON-Formel [5] leicht invertiert und
sogar ein progressiver Schift verwendet werden,

Man kann leicht zeigen, daf fiir einen Eigenwert u € K \_{oy, ... , &n} von (4.6)

s s bzw. s ores
Gy —p ®n — {4 % —Hu Op —

ein Links- bzw. Rechtseigenvektor zu pu ist. Diese Informationen kénnen bei der Wahl der Startwerte einflieBen.

4.8 Aktualisierung und Deflation
Es sei das Polynom f fixiert und
Az {0y oo yxn) € K™ | &y, ... ; 06y paarweise verschieden} — K*

die Abbildung, die den Knoten &, ... , xs die Defekte d,, ..., d, gemif (4.2) zuordnet. Wenn A(xy, «.. , &4y w0 , ) =
=:(dy, vy diy .., dg) bekannt ist und der i-te Knoten «; gegen einen Wert A € K \ {«,, ... , &} ausgetauscht werden

soll (i ¢ {1, ... ; n}), dann gilt fiir (o, vor , 2, oo s ) = : (s, vor 5 dn)
Vi€ {1, v,y N\ (i} d) = d; 2 _-0:1 (4.7)
und
a— A

d/—}»——a, +d + Z/dk‘
= o — A
k#b
Die Gleichungen (4.7) folgen unmittelbar aus (4.2); (4.8) kann aus (4.3) und (2.13) zur Berechnung vonf(l) oder aus
der Invarianz der Spur der Matrix (4.6) gefolgert werden.
Wenn 4 eine exakte Nullstelle ist, dann folgt aus f(1) = 0 auch d; = 0, und das Elgenwertproblem mit der
neuen Matrix (4.6) zerfillt. Das Problem reduziert sich auf die weitere Betrachtung der Matrix
B (g, vev » K1y Kip 1y vee s On) — €0 (dyy e, di—1, dig 1y vee , dn) € KE-DXE-D

Dieser Deflationsalgorithmus ist genau der Spezialfall von Farxs VELOCITAS in 1], [2].
Bei der Anwendung dieser Deflation ist meistens ein guter Schift 1 € i \ {«y, ... , x»} gegeben, mit dem das
Problem verkleinert werden soll. Wenn man zum Austausch gegen 4 einen Knoten «; mit .
ldy — Al = min {Joy — A]:j€ {1, ..., n}} o (4.9)
wihlt, dann vergroBern sich die Betrige der {ibrigen Knoten héchstens um den Faktor 2.
Diese Aunssage gilt i. a. nicht, wenn die Deflation mehrfach ausgefithrt wird, in (4.9) einige Defekte bereits
vernachliissigt wurden, und die dazugehdrigen Niaherungen nicht mehr betrachtet werden.

(4.8)

4.4 Algorithmus
1. Wihle n paarweise verschiedene Startwerte x;, &g, ... , &n.
2. Berechne d,, d,, ..., dn nach (4.2).
3. Entscheide, ob Abbruch, wihle sonst 0 <&, <<¢, << & fiir die gewiinschte Genauigkeit in diesem Iterations-
zykel, wihle Maxstep und Maxsteps. Setze Steps := 0, N:i=n. L ST
4, Bestimme N ¢ {1, 2,...,2} und K¢ {1,2,..., N} und vertausche die Indizes von (ocl, 1 )s (g, dy), es s (Gny da),
so daB gilt Vie {1,2,...,K}: 61<|d]<ezundV1e{N+1 y )i lded £ e
5a. Wenn N < 2 berechne die Elgenwerte des N-dimensionalen F‘lgenweltproblemes und setze xy, ..., aN gleich
diesen Werten. Weiter mit 2. .
5b., Wenn N < K, berechne M := max {|d|: 1€ {1,2,..., N}}.
6bl. Wenn M < g, weiter mit 2.
5b2. Andernfalls
wenn Steps < Maxsteps
wenn N < N Steps :== 0, sonst Steps = %eps 41
N:= N, K := 0. Weiter mit 6.
sonst weiter mit 2.
5c. Wenn N = K, weiter mit 6.
6. Wihle Startwerte
Tausche Indizes, so daB |dy| = min {|d,|:7 ¢ {(K+1,. N}}
Wihle Startwert ,in der Nidhe von‘ ay. Wiihle btartvektoren, weiter mlt 7.

7. Verbessere den Startwert 4 als Ndherung fiir einen Eigenwert des spemellen N-dimensionalen Elgenwertproblems
mit der Matrix

diag {(6tg; +or ,08) — € (dy; .or , dN) - : C (4 6’)
hochstens Maxstep mal. Hore auf, falls die Iterablon zum Stehen gekommen lst oder ahnhche Griinde einen
Abbruch motivieren. Die letzte Naherung heifle wieder 4.
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8. Withle je {1,..., N} mit | — oyl = min{|A —o[: 7€ {1,..., N}}.

Berechne
N -2
di=A—oy+dy+ Sdio 20 (4.8°)
s x— A
e
Vertausche die Indizes von j und N. Weiter mit 9.
9. Wenn |d| < ;lel\I , dann setze Vie {1,...,N — 1}:d; := dl___oc;i:o? .

oy 1= 4, dy := d. Weiter mit 10.
10. Wenn [d| < ¢, dann setze N := N — 1.
Andernfalls setze K := K - 1 und vertausche die Indizes von (x,, d;) und (xx, dx). Weiter mit 5.

Bemerkungen zu den Beispielrechnungen: In den Beispielen des folgenden Abschnittes wurde eine Génauig-
keitsschranke 6 gewihlt und g, := & » 10719, g, ;= & x 107® sowie g, := § » 109 gesetzt.

Bemerkung 6: Im Algorithmus 4.4 werden die Defekte durchgehend zur Steuerung eingesetzt, wie bereits in [1, 2] beschrie-
ben. Dieses Vorgehen wird fiir kieine Defekte durch die verschiedenen Deutungen der Zahlen d,, ... , dy als Fehler motiviert. Bei
mehrfachen Knoten und den im 3. Abschnitt vorgestellten Verallgemeinerungen ist diese einfache Deutung der Defekte i. a. nicht

moglich. Eine andere Verallgemeinerung mit dieser Eigenschaft wiire daher wiinschenswert.

Tabelle 5. Ausgangsmatrix, Startwerte und einige Niherungen zu Beispiel 5.1
o ' ' ' Niherungen und Defekte nach dem 1. Iterationszykel

J alpha (J) d(J)
1 0.51204467671532106000E —03 0.9843401E--03
2 0.11988630437629757000E 02 —0.1113593E 00
3 0.14390797814776938400E +02 —0.2724452E -+ 02
4 0.17995032702962674900E 02 0.1407968E 02
5  0.21999996289680203400E 02 —0.2215336E —05
- 6  0.37833879119276829800E--02 —0.6000055E —02
Ausgangsmatrix 7 0.39552157366257453900E--02 0.12875831 —02
8  0.42278940286984536100E + 02 —0.2763739E —02
Joooald,J -1 ald,J) a(J,J + 1) 9  0.45698256851359893500E1-02 0.1576909E -+ 02
1 T 100E2  —.400E1 10 0.47575749976743949800K - 02 —0.1768211E+03
2 .100E2 " 140E2  —.100E2 11 0.48122069739051896500E +02 0.1717716E 03
3 .180E2 —.140E2  —.180E2
4 240E2 —.J00E2  —.280E2 Nitherungen und Defekte nach dem 4. Tterationszykel
5  .280E2 —200E1  —.400E2
6  .300E2 J00E2  —.540E2 J alpha (J) d(J)
g ;328%3 ;Zgg{gg _;gggﬁ;‘ 1 0.00000000000000000000E-+00 0.0000000E +00
9 240E2 700E2 . 108E3 2 0.12000000000022502900E -+02 0.3378796E —10
10 180E2 '980E2  _.130K3 3 0.22000000002969923000E 02 0.2164158E —08
il 100E2 ‘130E3 4 0.29994350036699223900E +02 —0.2880058E —02 -
. 5  0.30005605781662200800E 402 0.2809391 K —02
6  0.35999173917168889100E 02 0.2336440E —02
Starbeerte und Anfanzedefokt 7 0.36001285821483726600E 02 0.2826304E —02
artwerte und Anlangsaelexte 8 0.39998500326193948200E 02 0.5005916E —02
J alpha (J) () 9  0.40002451086118910000E-+02 0.6832247E —03
: ) 10 0.41998509845062578400E +02 0.1438125E —02
1 —.3333E2 — 7456011 E—1 11 0.42001651084667599900E +02 0.1599958E —03
2 —.6666E1 .6824949F, —3 ,
Z iggggg :ég%‘gggg:g Niaherungen und Defekte nach dem 10, Iterationszykel
5 .7333E2 .2097852E4-0 J alpha {J) d(J)
6 .1000E3 —.6371504E 42
7 .1266E3 .2001035E 14 1 0.00000000000000000000E --00 0.0000000E 400
8 1533E3 —.1725665E--5 2 0.,11999999999981579200E -+ 02 —0.1053346E —10
9 .1800E3 .5674437E+5 3 0.22000000000408661500E 02 0.5776760E —09
10 .2066E3 —.7709314E+5 4 0.29999618439588797300E+02 —0.4305049E —03
11 2333E3 .3643796E -5 5  0.30000580013779448000E--02 0.5830280E —03
6  0.35997871238068720300E--02 —0.3050326E —02
7 0.36000916553103657200E--02 0.1113840E —02
8  0.39988035552965634200E 02 —0.2531836 K —01
9 0.39993795764285486900EF - 02 0.6139636E —02
10 0.41999855625998101500E 102 —0.2031306E —03
11 0.42008063334085520100E 02 0.8238626E —02

5. Numerische Beispiele

Um einen Uberblick zur Effektivitit des in 4.4 vorgestellten Programmes zu erhalten, wurden verschiedene Eigen-
wertaufgaben betrachtet. Dabei wurden die Problemkreise von mehrfachen Nullstellen, ungiinstige Startwerte und
groBe Defekte, gute Startwerte und giinstig verteilte Startwerte in reeller Rechnung untersucht. ‘
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5.1 Beispiel zu doppelten Eigenwerten kleiner Dimension
An der Testmatrix 4 aus [4],
—{(2¢ + ) N + s — 242 fur
(@ DN s —1)
N — 7+ 1)
0 sonst ,
einer (N - 1)-dimensionalen Tridiagonalmatrix mit den reellen Eigenwerten

(2 0= —j(s +4 + 12§ € {0, 1, ..., NY)
wurden fiir N = 10, s = —14 die Eigenwerte 0, 12, 22, 30, 30, 36, 36, 40, 40, 42, 42 berechnet. (In [2] wurde mit
s = 0 die symmetrische Matrix untersucht.) Als Startwerte wurden fiir 4 die Gerschgorinkreise ausgewertet.

Danach liegen alle Eigenwerte im Intervall [—60, 260]. Dieses Intervall wurde in N 4 2 = 12 diquidistante Teile
unterteilt, deren 11 Mittelpunkte die Startwerte definierten.

Bei dieser linearen Verteilung entstehen grofie Defekte, die wegen der verhiltnismiBig kleinen Dimension
hier mit § = 1071 in wenigen Schritten verkleinert werden kénnen; man vgl. Tabelle 5. Nach 4 Iterationszyklen
stagniert das Verfahren und liefert fiir die doppelten Nullstellen nur etwa 4 signifikante Ziffern. Die Werte sind

aber von den iibrigen getrennt, so daB Fehlerabschitzungen mdoglich sind, die eine Genauigkeit der letzten Niherun-
gen von etwa + 0.05 garantieren,

t=7,
fir j=di+1,

i = fir j—i—1,

(5.1)

5.2 Beispiel zu einfachen Eigenwerten und schlechten Startwerten

Fiir die Testmatrix (5.1) wurde N = 99, s = —10 gewihlt, so daBl nur einfache reelle Eigenwerte zu erwarten sind.
Die Startwerte wurden analog zum ersten Beispiel linear generiert und ergeben grofie Defekte.

Tabelle 6. Startwerte und einige Naherungen zu Beispiel 5.2

Startwerte und Anfangsdefekte

J  alpha (J) a(J)
1 —0.10904950495049504800E4-05  —0.7106094E 17
2 —0.10795900990099009500E--05  —0.1699797E 19
3 —0.10686851485148514300E 105 0.4407267E1-18
4 —0.10577801980198019000E --05 0.1638131E--20
5 —0.10468752475247523800E 405 0.4188522EK4-19
40 —0.66520198019801982800E-+-04  —0.6130638E--16
60 —0.44710297029702969700E 4-04 0.4385815E 406
96 —0.54524752475247510100E4+-03  —0.11563700E —28
97 —0.43619801980198008100E 03 0.1466895E —30
98 —0.32714851485148506100E 03 0.1957897E —31
99 —0.21809900990098998400E 103 0.6936967E —33
100 —0.10904950495049493500E1+03  —0.5726634E —34

Niherungen und Defekte nach dem 1. Iterationszykel

Niherungen und Defekte nach dem 9. Tterationszykel

J  alpha (J) d(J) J  alpha (J) da(J)
1 —0.10890016232125108200E +4-05 —0.4933365E —04 1 —0.10890000000000000000E+-05  —0.1489479E—12
2 —0.10766986527660077600E -+ 05 —0.1724472E 101 2 —0.10682000000000000000E 405 0.3506786E —13
3 —0.10681825820495929300E-+05 —0.1546535E —01 3 —0.10476000000000000000E4-05  —0.6495309E—13
4 —0.10577801980198019000E -+-05 0.1830898E 402 4 —0,10272000000000000000E {05 0.9228253E —13
5 —0.10485775685911901700E 105 —0.3733613E 02 5 —0.10070000000000000000E 05 0.2460964E —13
40 —0.64500000000004583800E 1-04 0.1072595E —13 40 —0.43920000000000000000E 04 0.7069183E —13
60 —0.41382128047131600400E -+ 04 0.7364015E —14 60 —0.25848598139236564700E--04 0.7728020E + 05
96 —0.32714851485148506100E 403 0.2150251E —46 96  0.22288279419647760700E 04 0.3805973E +-05
97 —0.21809900990098998400E -+ 03 0.1146030E —47 97  0.23602188874312996600E+04  —0.6450222E-+-05
98 —0.10904950495049493500E 403 —0.1899615E —48 98  0.30227038593151414700E 04 0.1250035E4-06
99  0.00000000000000000000E +-00 0.0000000E +00 99  0.36763760356358002800E+04  —0.1593341E--07
100 0.42574851887699158600E 121 0.4257485E +21 100 0.37200772043496704100E 4-04 0.1500109E + 07

Niherungen und Defekte nach dem 4. Iterationszykel

Niaherungen und Defekte nach dem 13. Iterationszykel

J

alpha (J) d(J) J  alpha (J) d(J)

1 —0.14892324333223828600E +06 —0.4137411E 05 1 —0.10880000000000000000E + 05 —0.7270695E —13
2 —0.29757998013649514200E 4-05 0.1126431E 104 2 —0.10682000000000000000E +05 0.1655082E —13
3 —0.17818477628613480200E+05  —0.5192245E-03 3 —0.10476000000000000000E+05  —0.2957412E—13
4 —0.11621666287619917100E +05 0.1439273E--04 4 —0.10272000000000000000E+-05 0.4043669E —13
5 —0.10890000000000000000E +4-05 —0.1350283E —11 5 —0.10070000000000000000E 405 0.1035013E —13
40 —0.55199999999999863600E + 04 —0.1511968E—15 40 —0.42600000000000000000E 04 —0.9179555E —15
60 —0.30499999889460791600E 104 0.6577561E —15 60 —0.20400000000000000000E +-04 —0.4113616E —14
96 0.26065164053366920600E + 04 0.1011460E —06 96 —0.59999999999999730000E 02 0.1516629E —12
97 0,109074690599505633800E 105 ~—0.1166136E —01 97 —0.41999999999999836600E 102 0.1652905E —-13
98 0.34663387098999519400E +-05 0.1628782E+4-03 98 —0.26000000000000071100E-}-02 —0.1390253E —13
99  0.52050756544072639400E 405 —0.1322509E 4-04 99 —0.11999999989999964500E -1-02 0.1997535E —13
100 0.45444122214252472600E--00 0.3475316E +-06 100  0.00000000000000000000E 00 0.0000000E +00
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Bild 1. Verteilung der Defekte in logarithmischer Einteilung zum Beispiel 5.2
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Mit 8 = 1.0 kénnen die meisten Niherungen in wenigen Schritten sehr gut verbessert werden, aber wenige

sehr groBe Defekte verhindern eine rasche und gleichmiBige Konvergenz. Diese Konvergenzyerzogerung ist weniger
ein lokales Problem, denn in jedem Durchlauf fiir X := 0 (vgl. 4.4) konnte wenigstens 1 Defekt betragsm.éiﬁlg
kleiner ¢, gemacht werden. Vielmehr handelt es sich hier um ein Verteilungsproblem. Dazu sind fiir jeflen Iterations-
zyklus die Defekte d; in Klassen nach dem Exponenten von |dy|, d. h. nach dem gauzzahligen Anteil von log_m]dit,
eingeteilt worden. Die Michtigkeit dieser Klassen ist in Tabelle 6 fiir die Startwerte und die ersten 14 Iterationen
aufgetragen worden. Nach 13 Iterationsschritten wird fiir alle Defekte die gewiinschte Genauigkeit von § = 1 er-
reicht und liegt dann in der GriBenordnung von g = 10710, Durch eine andere Wahl der Grofien g,, &,, &; kann dieser
Effekt variiert werden. Interessant ist nun, daB nicht nur die betragsmiBig groflen Defckte verkleinert werden,
sondern auch, daB dabei viele der betragsmiBig kleinen Defekte vergroBert werden. Insgesamt 1a8t sich aus Bild 1
eine Angleichung der Defekte mit zunchmender Zahl der Iterationszyklen erkennen. Die Rechenzeiten betrugen
im Beispiel auf einem Rechner der PC AT-Klasse fiir den ersten Iterationszykel allein etwa 1/2 und insgesamt etwa
1 Stunde.

5.3 Schwingungsproblem mit guten Niherungen

Als einfaches mechanisches Anwendungsbeispiel wurden die ersten 20 Eigenkreisfrequenzen eines eingespannten
Kragtrigers mit konstauter Biegesteifigkeit EI = 10.8 . 108 MNm?® [ = 120 m und m = 4. 10° kg/m gesucht.

Tabelle 7. Ausgangsmalrix, Startwerte und einige Niiherungen zu Beispiel 5.3

L

00T T QWA -

27

29
30
3]
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

Ausgangsmatrix nach Lanczos-Tridiagonalisierung

a(J, J)

ald,J —1)

0.1947819666703E+-00
0.4284866888423 K 4-00
0.1381099251160E —01
0.1947464616815E —02
0.5260074443683E —03
0.2123976317939E —03
0.9105471964440E —04
0.5196878393178 K —04
0.2871443908344E —04
0.1749623464267E —04
0.1231941582170E —04
0.7468194514568 K —05
0.5850468713203K —05
0.4026641693350F —05
0.2895713807837E —05
.2443731230988E —05
0.1635450741661E —05
0.1442899974949E —05
0.1104309324171 E—05
0.8355595913391 K —06
0.7832677506142E —06
0.5479315425151 E —06
0.5095132425376E —06
0.4220290632711E - 06
0.3216211297637E — 06
0.3245473826458 K —06
0.2340271362398E —06
0.2210031780073E —06
0.1968121882374 K —06
0.1480893431309E —06
0.1575267708337E —06
0.1172442698921 E —06
0.1095355697424F —06
0.1046930776722E — 06
0.7723828239963E —07
0.8495711410749E—07
0.6577256426621 E—07
0.5962234996752E —07
0.6099037884999E —07
0.4417627911051E—07
0.4926333621023E —07
0.4009411776817E—07
0.3473764332207E —07
0.3789843940522E —07
0.2718259738474E —07
0.3010547348941E —07
0.2617538534907E —07
0.2150284863498K —07
0.2482631752377E —07
0.1792581518204E —07

0.2865996878470E 400
0.9403898524912K —02
0.116129564423515--02
0.3090040887172K —03
0.1280430399253E --03
0.56095846280951C --04
0.2927704353959 K - -04
0.17809704794301--04
0.9836835779652K --05
0.7062542213208K —05
0.44750396939281% — 05
0.3085308830802E — 5
0.2428024960342H, — 05
0.1569043363179E --05
0.1334153248608E --05
0.9694452463032E - 06
0.7273628170362E 06
0.6515397435529K --06
0.4470440038979E - - 06
0.4098387455828E. —06
0.3251402134248E 06
0.2494290229391 X 06
0.2436312757505[5 -- 06
0.1727269164611 K --06
0.16320894041161 06
0.139585843208915 —06
0.10643798404801 - -06
0.1106807105734E--06
0.80713079713511--07
0.763048854788018 07
0.7017022621379E --07
0.5251243941612E--07
0.56700051142147K —07
0.420944042804315--07
0.3979581222062K —07
0.3929540513196 K --07
0.2879475164665E —07
0.3200854517199K --07
0.2523962604847E 07
0.22523180793618L--07
0.23808108388971L —07
0.1717960094693E -— 07
0.1915298781204 E--07
0.1600898143058E —07
0.13580926936G68E --07
0.1525503562776 E 07
0.1093239800000K —07
0.11936330509751 - - 07
0.1067436216522K —-07'

Startwerte und A;Eangsdef'ekte

J

1
10
20
30
40
4]
42
43
44
45
46
47
48
49
50

alpha (JS

—0.00000028205899547519
—0.00000009916633500960
0.00000012098226522808
0.00000040886899768049
0.00000662725437642330
0.00001008194129065527
0.00001560948252521929
0.00002528280883854636
0.00004462997809035598
0.00008678162038134156
0.00019252166013218505
0.00052579053495968348
0.00201819475201914667
0.01581864261347947640
0.62124079328168946300

—0.2512539E —01
0.2275102E —04
0.3673378E —17

—0.7903168E —08
0.1094736E —06
0.3383037E —06
0.4371724E —06
0.3675689E —06
0.4664325E —06
0.6297211E—06
0.2541985E —06
0.3861170E —06
0.6185602E —06
0.5123723E—06
0.3576578E—06

Niherungen und Defekte nach dem 1. Tterationszykel

J

alpha ()

i
10
20
30
44
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

—0.00000957555798993897
~-0.00000005852352157280
€4.00000015060582022084
0.00000054517942079068
0.00000940501911757852
0.00001495471938413877
0.00002486225053637150
0.00002782823654260782
0.00004413039202228053
0.00008613611751370346
0.00019226543541960256
0.00052540320519054091
0.00201757580863514948
0.01581813021965138010
0.62124043562370301300

d(J)
-0.31582631% —05
0.3318838K —-13
—0.4869325E —16
- 0.8753555E —17
0.5808476K —07
0.8913246E —07
0.3036564E — 06
0.1852304E —04
—0.7875945E —07
—0.3202671E ~07
—0.4884542E —08
—0.255557T7TE —08
—0.1041314E—08
—0.1093049E —09
—0.1941119E 11

Niherungen und Defekte nach dem 3. Tterationszykel

J

alpha (J)

d(J)

0.00000000001743515809
0.00000002443248587366
0.00000009100563533200
0.00000044631748726407
0.00000648630578979319
0.00000967971427645904
0.00001510368667280007
0.00002491809404839837
0.00004416795131301283
0.00008616094242517801
0.00019226988001142512
0.00052540568144820684
0.00201757684175333249
0.01581813032884746280

10.62124043562564412700

—0.1482247E—10
—0.8878070E —12
0.1970661E—15
0.9332816E —23
—0.1599753E —19
—0.6405190E —20
—0.3077400E —19
—0.6114067E —19
—0.4936402K —19
—0.1231643E —18
—0.1238079E 18
0.7160643E —19
-—0.3356124E —18
0.2107954F —17
0.4436891E —16
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Nach einer gleichmiBigen Diskretisierung mit 100 Finiten-Elementen (kubischer Verschiebungsansatz fiir die
Steifigkeitsmatrix und die konsistente Massenmatrix) wurde die Steifigkeitsmatrix K nach Cholesky in LTL = K
zerlegt und mit L-TML~! eine Lanczos-Tridiagonalisierung mit vollstindiger Nachorthogonalisierung nach [6,
4.6.1] zur Dimension 50 durchgefiihrt. Mit einem Bisektionsalgorithmus wurden die Startwerte bis zu einer Genauig-
keit von 10-8 eingeschlossen bzw. stiickweise linear generiert, wenn bei dieser Genaunigkeit keine Trennung mdglich
war.

In Tabelle 7 sind die symmetrische Tridiagonalmatrix, die Startwerte und einige Zahlenwerte (hier die rezi-
proken Quadrate der Eigenkreisfrequenzen in s%) der ersten Iterationen gezeigt. Mit dem unter 4.4 angegebenen
Verfahren mit § = 10~12 konnten diese Startwerte in wenigen Iterationsschritten verbessert werden.

5.4 AbschlieBende Bemerkungen

Obwohl der Algorithmus 4.4 in den ersten beiden numerischen Beispielen trotz schlechter Startwerte brauchbare
Ergebnisse liefert, erscheint ein solches Vorgehen hinsichtlich einer wirtschaftlichen Berechnung nicht zweckma Big.
Im ersten Beispiel bleibt die Konvergenz nach wenigen Iterationszykeln stehen. Hier ist ein Ubergang zu einer ECP-
Transformation fiir mehrfache Knoten empfehlenswert. Im zweiten Beispiel ist der Aufwand fiir den ersten Itera-
tionszykel zu groB. Eine wirtschaftliche Entscheidung ist es, wenn man nach der Defektberechnung nicht mit dem
Algorithmus (4.4) fortfihrt, sondern zunichst einen anderen Globalloser verwendet. In diesen Beispielen konnen
insbesondere Zerlegungsalgorithmen verwendet werden. Fiir betragsmiBig kleine Defekte, wie im Beispiel 5.3,
ist rasche Konvergenz zu beobachten. Ahnliches wurde von den Autoren bereits in [2] formuliert. Die ECP-Trans-
formation kann daher zur Nachbehandlung von guten Néiherungen der einfachen Polynomnullstellen fast durch-
gehend empfohlen werden, wenn die Defektberechnung nicht zu aufwendig ist. Dann erhélt man ggf. Fehlerab-
schitzungen und mit kurzen Algorithmen bessere Niherungen oder die negative Information, daf die Qualitit der
Niherungen noch nicht ausreichend war und weitere Iterationen mit einem anderen Algorithmus sinnvoll erscheinen.

Fiir die linearen Eigenwertprobleme der Strukturmechanik ergibt sich damit das prinzipielle Vorgehen
aus Beispiel 5.3: Nach einer Tridiagonalisierung werden mit einer QR-Zerlegung und/oder einem Bisektionsalgo-
rithmus gute Niherungen aller einfachen Eigenwerte berechnet. Dabei wird die Qualitit dieser Nidherungen durch
gelegentliche Defektberechnung iiberwacht. Sobald die Defekte hinreichend klein sind, so da8 Fehlerabschitzungen
mdéglich werden, werden die Niherungen je nach Problemstellung defektgesteuert oder simultan unter Ausnutzung
von (4.3) mit quadratischer Konvergenz verbessert.

Die wesentlichen Nachteile bei diesem Vorgehen sind der hohe Aufwand bei der Defektherechnung, die Nicht-
normalitit der ECP-transformierten Matrix, mangelnde Informationen iiber die Eigenvektoren des Originalpro-
blemes sowie die Tatsache, daB fiir eine effektive Defektstenerung alle Defekte klein, also alle Niherungen der
Polynomnullstellen gut sein miissen. Folglich ist dieses Vorgehen nur dann besonders geeignet, wenn alle Eigenwerte
des transformierten Problemes gesucht sind.
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