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Andreas Filler, Heidelberg

Die Einbeziehung von Computervisualisierungen und die Erstellung einfacher Animatio-
nen durch die Schiler kbnnen dazu beitragen, bei der Behandlung von Parameterdarstel-
lungen von Geraden und anderen geometrischen Objekten oft vernachléssigte Gesichts-
punkte — insbesondere den Punktmengengedanken, funktionale Zusammenhange sowie
dynamische Aspekte — einzubeziehen und ,mit Leben zu erfiillen“. In diesem Beitrag wer-
den hierfiir anhand von Geraden und Ebenen sowie als Bahnkurven aufgefassten Krei-
sen, Spiralen, Schraubenlinien und Wurfparabeln Vorschlage unterbreitet und Vorge-
hensweisen unter Verwendung der 3D-Grafiksoftware POV-Ray sowie (alternativ dazu)
des CAS MuPAD skizziert. Die Einbeziehung elementarer Arbeitsweisen der Informatik
(Nutzung von Schleifen und Prozeduren) kann u. a. dazu dienen, mithilfe einfacher Ver-
fahren, die sehr oft ausgefiihrt werden, komplexe Objekte zu erzeugen — dies wird an-
hand von Darstellungen geometrischer Objekte als Punktmengen verdeutlicht.

Fur alle in diesem Beitrag beschriebenen Inhalte stehen Beispieldateien, Videos und er-
ganzende Materialien auf der Internetseite www.afiller.de/3dcg (unter der Rubrik

Downloads & Links) zur Verfligung.

1 Einleitung, Problemlage

Parameterdarstellungen von Geraden und
Ebenen gehoren zu den Standardinhalten
des Unterrichts in analytischer Geometrie.
Meist folgen dabei nach einer Einfihrung der
Parameterdarstellungen sehr schnell Aufga-
ben zur Umformung von Parameter- in Koor-
dinatenform und umgekehrt sowie zur Unter-
suchung von Lagebeziehungen, der Bestim-
mung von Schnittpunkten sowie (meist etwas
spater) zu Abstands- und Winkelberechnun-
gen. Zwei wichtige, miteinander verbundene,
Aspekte der analytischen Geometrie, die an-
hand der Parameterdarstellungen gut verfolgt
werden kénnten, kommen dabei nicht in aus-

reichendem MaRe zur Geltung:!

o Die Schiler gelangen hdchstens in An-
satzen zu einer Auffassung geometrischer
Objekte als Punktmengen.?

1 Als weiteres Defizit ist die vielfach beklagte Einengung auf
die Betrachtung von linearen Objekten (Geraden und
Ebenen) zu nennen.

2 G. WITTMANN untersuchte auf Parametergleichungen von
Geraden bezogene Schiilerkonzepte und stellte fest,
dass Schiiler diese oft nicht als Gleichungen ansahen,
die Mengen von Punkten in Abhangigkeit von Parame-
tern beschreiben, sondern lediglich den Aufpunkt und
den Richtungsvektor als ,kennzeichnend" fir die be-
schriebene Gerade betrachteten, vgl. [2], S. 140ff und
[3], S. 377ff.

e Der funktionale Zusammenhang zwischen
dem Parameter (bzw. den Parametern)
und den zugehérigen Punkten wird von
den Schilern meist nicht erkannt. Das Er-
kennen dieses Zusammenhangs setzt ei-
ne Sicht auf geometrische Objekte als
Punktmengen nattrlich voraus, geht aber
dartber noch insofern hinaus, als die Ab-
hangigkeit der Lage von Punkten im
Raum von dem Parameter bzw. den Pa-

rametern zu erfassen ist.3

Als didaktische Ansatze, die Herausbildung
auf den konkret-gegenstandlichen Aspekt
eingeengter Konzepte von Parameterdarstel-
lungen bei Schilern zu vermeiden sowie den
Punktmengengedanken und den Schwer-
punkt des funktionalen Zusammenhangs
starker einzubeziehen, bieten sich vor allem
zwei Herangehensweisen an (vgl. auch [4]):

e Die Schuler konstruieren die zu einigen
Parameterwerten gehérenden Punkte bei
einer Parameterdarstellung der Form
P=P,+t-a und erkennen dabei, dass

diese Punkte auf einer Geraden liegen.

3 Dies ist fiir zweiparametrige Objekte (Ebenen und Fléchen)
deutlich komplizierter als fiir einparametrige Gehilde,
weshalb Uberlegungen, wie Schiiler funktionale Zusam-
menhange zwischen Parametern und dadurch beschrie-
benen Punkten erfassen und verinnerlichen kénnen, vor
allem bei Parameterdarstellungen von Geraden bzw.
Kurven ansetzen sollten.
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Davon ausgehend kénnen Parameterglei-
chungen von Geraden eingefiihrt werden;
auch die parameterabhangige Beschrei-
bung verschiedener Kurven ist so mdg-
lich. Des Weiteren bieten sich Umkehr-
Uberlegungen an, bei denen zu einzelnen
Punkten von Geraden bzw. Kurven ermit-
telt wird, welchem Wert des Parameters
sie zugeordnet sind. Vergleiche verschie-
dener Parametrisierungen derselben Ob-
jekte erscheinen in diesem Zusammen-
hang ebenfalls sinnvoll.

e Es lasst sich die dynamische Sicht auf
Geraden und andere Kurven als Bahnkur-
ven hervorheben, wodurch die Schiiler mit
dem Parameter eine konkrete Bedeutung
verbinden. Die Interpretation des Parame-
ters als Zeit stellt Beziige zur Beschrei-
bung von Bewegungen in der Physik her.

2 Einbeziehung von Grafik-
software oder CAS fir die
Behandlung von Parame-
terdarstellungen

Die Einbeziehung von Elementen der Com-
putergrafik in den Unterricht schafft Mdglich-
keiten, die beiden o. g. Herangehensweisen
zur Herausarbeitung des Punktmengenge-
dankens und dynamischer Aspekte umzuset-
zen. Die ,Konstruktion® von Geraden und
Kurven, aber auch von Ebenen, aus Punkten
erfordert dabei lediglich eine Software, mithil-
fe derer die Schiller entsprechende grafische
Darstellungen anfertigen kénnen.

Fur die Herausbildung einer dynamischen
Sicht auf Parameterdarstellungen eignet sich
besonders die Erstellung von Animationen
(Videos). Hierzu werden Positionen von Ob-
jekten oder auch die Position des Beobach-
ters in Abhangigkeit von einem Zeitparame-
ter beschrieben. Ein Argument fur die Anfer-
tigung von Animationen zur Erlangung einer
dynamischen Sicht auf Parameterdarstellun-
gen besteht darin, dass sich Schiler erfah-
rungsgemaf fur die Generierung von Videos
in Uberdurchschnittichem Mal3e interessie-
ren. Bei der Verwendung geeigneter Soft-
ware sind dazu parameterabhdngige Be-
schreibungen zwingend erforderlich.

Um durch Parameterdarstellungen gegebene
Geraden und Kurven als Punktmengen ,auf-
zubauen® sowie parameterabhéngige Anima-
tionen zu erstellen, kénnen u. a. die 3D-
Grafiksoftware POV-Ray sowie Computeral-
gebrasysteme (CAS) wie Maple, Mathemati-
ca und MuPAD genutzt werden. Diese Soft-

warepakete lassen sich fiir Visualisierungen
und Berechnungen auch an anderen Stellen
des Stoffgebietes Analytische Geometrie

einsetzen.# Im Folgenden werden Beispiele
unter Verwendung von POV-Ray sowie Mu-
PAD dargestellt.

3 Geraden und Ebenen als
Punktmengen

3.1 Einfuhrung von Parameter-
gleichungen durch die Be-
trachtung einzelner Punkte

Zur Einfuhrung der Parameterdarstellung von
Geraden kann den Schilern eine Aufgabe
folgender Art gestellt werden:

Gegeben sind der Punkt P(0,5;1;1,5) und der

-25
Vektor a=| 1 |.

-15

e Stellen Sie den Punkt P sowie den Vektor
a (als Pfeil, beginnend an P) dar.

e Stellen Sie die Punkte P+0/5-a , P+a ,
P+15-a, P+2-d4 sowie P-05-a
P-a,P-15-a und P-2-a dar.

e Betrachten Sie die Darstellung aus ver-
schiedenen Richtungen.

Eine mogliche Lésung dieser Aufgabe unter
Verwendung von POV-Ray sowie auf der In-
ternetseite [5] zur Verfiigung stehender Er-
ganzungen fir die einfache Darstellung von
Objekten der analytischen Geometrie (,ana-
geo“-Vorlagen) zeigt Abbildung 1.
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Abbildung 1: Punkte einer Geraden

4 Einen Uberblick tiber die Einbeziehung von Elementen der
3D-Computergrafik (unter Nutzung von POV-Ray) gibt
[1]. POV-Ray ist unter www . povray - org frei ver-
fiigbar. Kurze Anleitungen zur Verwendung dieser Soft-
ware speziell fir den Unterricht im Stoffgebiet Analyti-
sche Geometrie sowie zugehdrige Vorlagen und Ergén-
zungen stehen auf der Internetseite [5] zur Verfiigung.
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Um Abbildung 1 zu generieren, sind folgende
Befehle einzugeben:

#declare a = <-2.5,1,-1.5>;

#declare P = <0.5,1,1.5>;

pluspunkt(P, schwarz)

vektoranpunkt(P, a, silbergrau)

punkt(P-2*a, blau_matt)

punkt(P-1,5*a, blau_matt)
...weitere 6 Punkte

Bei Verwendung von MuPAD entsteht durch
die folgenden Eingaben eine (interaktiv dreh-
bare) Grafik, wie in Abbildung 2 dargestellt.

a:=matrix([-2.5,1,-1.5])
P:=matrix([0.5,1,1.5])
Pfeila:=plot: :Arrow3d(P,P+a)
PunktP:=plot: :Point3d(P)
PunktMinus20:=plot: :Point3d(P-2*a)
...weitere 6 Punkte
PunktPlus20:=plot: :Point3d(P+2*a)
plot(Pfeila, PunktP, PunktMinus20,
PunktMinusl15, PunktMinuslO,
PunktMinus05, Punkt05,
Punkt10, Punktl5, Punkt20)
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Abbildung 2: Punkte einer Geraden (MuPAD)

Anhand einer der beiden Abbildungen wird
spatestens nach Betrachtung aus verschie-
denen Richtungen deutlich, dass alle darge-
stellten Punkte auf einer Geraden liegen.
Nach der Darstellung einer gréReren Zahl
von Punkten durch die Verkleinerung der Pa-
rameterabstande zeigt sich, dass alle Punkte
der durch P verlaufenden Geraden, deren
Richtung durch a gegeben ist, in der Form

P+t-a mit te R dargestellt werden kénnen.

3.2 Nutzung von Schleifen oder
Prozeduren fir die Darstel-
lung groRRer Zahlen von Punk-
ten

Um grof3ere Zahlen von Punkten zu generie-
ren und somit tatsachlich sichtbar werden zu
lassen, dass durch das Einsetzen beliebiger
Parameter (bzw. Parameterpaare) in die Pa-
rametergleichungen von Geraden, Kurven
und Ebenen die Objekte ,vollstdndig aufge-
baut“ werden kdénnen, wére es sehr miihsam,

fur jeden darzustellenden Punkt eine Zeile in
das Programm einzugeben (wie oben be-
schrieben). Durch die Nutzung elementarer
Programmierkonstrukte ist es hingegen leicht
moglich, so gro3e Anzahlen von Punkten zu
generieren, dass sich das Ergebnis nicht

mehr sichtbar von Geraden bzw. Streckend,
Kurvenstlicken oder Teilen von Ebenen un-
terscheidet. Durch die schrittweise Erhéhung
der Zahl dargestellter Punkte kénnen sich die
Schiler einen ,plastischen Eindruck® vom
Punktmengencharakter geometrischer Ob-
jekte verschaffen.

Z
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Abbildung 3: 60 Punkte einer Geraden
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Abbildung 4: 400 Punkte einer Geraden

Um die in den Abbildungen 3 und 4 darge-
stellten Grafiken zu erzeugen, kann in POV-
Ray eine Schleife genutzt werden:
#declare 1=-200;
#while (i <= 200)
punkt(P+i*a/100 blau_matt)

#declare i=i+1;

#end
Solange die Bedingung <200 erflllt ist,
wird bei dieser Anweisung eine kleine Kugel

mit dem Mittelpunkt P+ﬁ-é erzeugt und

der Wert der Schleifenvariablen i um 1 er-
hoht. Durch Veranderung der Werte 200 und

5 Nicht beriicksichtigt wird bei den beschriebenen Uberle-
gungen die unendliche Ausdehnung von Geraden; natiir-
lich kénnen nur endliche Parameterwerte betrachtet wer-
den. Dieses Problem gilt fir jede grafische Darstellung,
unabhéngig von den verwendeten Hilfsmitteln. Die Un-
endlichkeit der Ausdehnung kann den Schilern nur mit-
geteilt werden, wahrend grafische Darstellungen immer
nur Strecken zeigen. Diese Frage wird bereits in der S|,
ansatzweise sogar in der Grundschule thematisiert.
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100 lassen sich beliebig viele ,Punkte* in
wahlbaren Parameterintervallen erzeugen.

Bei der Verwendung des CAS MuPAD ist die
Verwendung einer Prozedur der einfachste
Weg zur Darstellung sehr vieler Punkte einer
Geraden. Eine zu Abbildung 4 analoge Dar-
stellung kann durch die folgende Prozedur
und ihren 400-maligen Aufruf in einer plot-
Anweisung erzeugt werden:

Puenktchen := proc(i)
begin

plot::Point3d(P+i/100%*a);
end_proc:

plot(Puenktchen(i) $ i=-200..200):

Durch eine verschachtelte Schleife bzw. eine
Prozedur in 2 Variablen, lassen sich analog
zu dem fir Geraden beschriebenen Vorge-
hen Ebenen ,punktweise aufbauen“; die fol-
genden Anweisungen und die zugehdrige
Abbildung 5 verdeutlichen das Vorgehen un-
ter Verwendung von POV-Ray, auch hierbei
lasst sich naturlich die Zahl der dargestellten
Punkte erhdhen.

#declare P
#declare a <-1,1,1.5> ;
#declare b <1,-1.5,0.5> ;
#declare j=-4;
#while (J <= 4)
#declare i=-4;
#while (i <= 4)
punkt(P + i*a/2 + j*b/2
rot_matt)
#declare i=i+1;
#end
#declare j=j+1;
#end

<1,1,1> ;

Abbildung 5: 81 Punkte einer Ebene

Die Verwendung von Schleifen bzw. Proze-
duren geht Uber die im Mathematikunterricht
im Allgemeinen behandelten Inhalte hinaus
und ist eher Gegenstand des Informatikunter-
richts. Jedoch wird anhand der dargestellten
Beispiele deutlich, dass dadurch auch ein
Beitrag zu genuinen Zielen des MU, wie zur
Herausbildung eines Versténdnisses von Ge-
raden und Ebenen als Punktmengen erreicht
werden kann. Eine Beschréankung auf Gera-
den und Ebenen erscheint dabei weder not-
wendig noch sinnvoll, wie die im letzten Ab-

schnitt dieses Beitrags beschriebenen Uber-
legungen zur Darstellung einfacher Kurven
durch Parametergleichungen zeigen werden.

4 Die Zeit als Parameter —
Generieren einfacher Vi-
deos

Wie bereits erwahnt wurde, ist die Erstellung
von Videos fir viele Schiler eine sehr moti-
vierende Aufgabe. In geeigneten CAS und in
skriptgesteuerter Grafiksoftware wie MuPAD
mussen dazu Koordinaten oder andere Gro-
Ben in Abhéangigkeit von einem speziellen
Parameter, der Zeit, ausgedriickt werden. In
POV-Ray hat dieser Parameter den Namen
clock. So ist es moglich, ein Video mit einer
geradlinig gleichférmigen Bewegung einer
kleinen blauen Kugel durch

#declare a = <-2.5,1,-1.5>;

#declare P = <0.5,1,1.5>;

punkt(P+2*clock*a blau_matt)

zu generieren.® Anschaulicher wird die Be-
wegungsbahn, wenn gleichzeitig die ,Spur”
des sich bewegenden Objekts als Strecke
zwischen dem Ausgangspunkt und der je-
weils erreichten Position dargestellt wird.
Dies ist in POV-Ray u. a. durch die bereits
beschriebene Veranschaulichung von Gera-
den bzw. Strecken als Punktmengen mog-
lich. Um in MuPAD die Animation eines
Punktes auf einer geradlinigen Bahn und
gleichzeitig die jeweils zuriickgelegte Strecke
darzustellen, lassen sich folgende Anwei-
sungen nutzen:
P:=matrix([[0-5], [1]. [1-5]1D):
az=matrix([[-2.51, [11. [-1.5]11):
Kugel :=plot: :Sphere(0.2,
P+t*a, t = 0..2):
Strecke:=plot::Line3d(P, P+t*a,
t =0..2):
plot(Kugel, Strecke):
Fur den Zeitparameter t werden dabei in
MuPAD ,lberschiissige Darstellungsberei-
che" (die fur die Beschreibung der Objekte
.Kugel“ bzw. ,Strecke” nicht nétig sind) an-
gegeben, dabei handelt es sich um die Pa-
rameterintervalle, innerhalb derer die Anima-
tion erfolgt.

6 Zu technischen Aspekten der Erstellung von Videos mithilfe
von POV-Ray sei auf die Hilfe des Programms oder eine
unter [5] (Rubrik Downloads) bereit stehende Kurzanlei-
tung verwiesen. Die Anweisung ,punkt” ist kein Bestand-
teil der POV-Ray-Syntax, sondern wird durch die bereits
erwahnten (ebenfalls auf der Internetseite [5] verfiigha-
ren) ,anageo"“-Erweiterungen den POV-Ray-Anweisun-
gen hinzugefiigt. Statt dessen konnte aber auch das
POV-Ray-interne Kugelobjekt (sphere) genutzt werden.
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Abbildung 6: Animation einer Kugel auf einer
Geraden (MuPAD-Grafik)

Parameterdarstellungen erhalten bei Anima-
tionen einen Aspekt, der die geometrische
Gestalt dieser Objekte nicht beeinflusst,
namlich die Geschwindigkeit der Bewegung.
So beschreiben z. B. die beiden Parameter-
darstellungen

(1) X(t)=P+t-a und
(2) X(t)=P+t%.a

(jeweils mit te R*) dieselbe Halbgerade.
Werden diese Parametergleichungen ver-
wendet, um Animationen zu generieren, so
ergibt (1) eine gleichférmige und (2) eine
gleichmalig beschleunigte Bewegung auf
dieser Halbgeraden. In Abb. 7 ist dies durch
die Abstdnde der Punkte erkennbar; zwi-
schen zwei benachbarten Punkten ver-
streicht jeweils gleich viel Zeit.

Abbildung 7

Bei etwas komplexeren Animationen ist es
oft erforderlich, in verschiedenen Zeitinterval-
len unterschiedliche Funktionsterme fur Posi-
tionen in Abhangigkeit vom Zeitparameter zu
verwenden oder auch andere GréRRen zu a-
nimieren. Dazu lassen sich Verzweigungen
(iF-else-Anweisungen) einsetzen. Dies sei
anhand des schrittweisen ,Aufbaus” einer
Ebene illustriert. Zunéchst (fur Parameter-
werte clock < 1) erfolgt der Aufbau einer
Geraden entlang eines Richtungsvektors der
gegebenen Ebene, danach (clock = 1.2)
wird die Ebene aus dazu parallelen, entlang
des anderen Richtungsvektors der Ebene
verschobenen, Geraden konstruiert. In POV-
Ray lasst sich dieses Vorgehen z. B. folgen-
dermaflien realisieren:

#declare a=<-2.5,1,-1.5>;

#declare b=<1.5,1,-0.2>;

#declare P=<0.5,1,1.5>;

#if (clock<l)

#declare 1=-2*clock*20;
#while (i <= 2*clock*20)
punkt(P+i*a/20 blau_matt)
#declare i=i+1;
#end
#else
#declare j=-2*20*(clock-1);
#while (J <= 2*20)
#declare i1=-2*20;
#while (i <= 2*20)
punkt(
P+i/20*a+j/20*(clock-1)*b
blau_matt )
#declare i=i+1;
#end
#declare j=j+1;
#end
#end

Am Ende der Animation wird die Ebene da-
bei durch 40-40 kleine Kugeln reprasentiert.
Abbildung 8 zeigt zwei Zwischenschritte die-
ser Animation.”
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Abbildung 8: Bilder eines Videos zum Auf-
bau einer Ebene aus Punkten

5 Parameterdarstellungen
von Kreisen und einigen
weiteren Kurven

Die Darstellung von durch Parameterdarstel-
lungen gegebenen geometrischen Objekten
durch Punktmengen sowie die Erzeugung
von Animationen durch die zeitabhdngige
Beschreibung von Koordinaten ist nicht auf
lineare Objekte (Geraden und Ebenen) be-
schrankt — im Gegenteil: wesentlich interes-
santere und in Bezug auf die Form anspre-
chendere Uberlegungen und Darstellungen

7 Das Video mit der Animation lasst sich, wie alle anderen
hier erwahnten Videos, auf der Internetseite [5] betrach-
ten. Auch die Quelldateien stehen dort zur Verfiigung, so
dass Variationen daran vorgenommen und entsprechend
verdnderte Videos erstellt werden kénnen.
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sind anhand von Kurven (sowie auch Fla-
chen) mdoglich. Als Ausgangspunkte fur die
Beschreibung von Kurven durch Parameter-
darstellungen eignen sich Geraden, deren
Parametergleichungen sich z. B. anhand
physikalischer Uberlegungen variieren las-
sen, sowie Kreise.

5.1 Parameterdarstellungen von
Kreisen

Die wichtigste Grundlage fir Parameterdar-
stellungen von Kreisen in der Ebene haben
die Schuler bereits in der S | kennen gelernt
— gewdhnlich werden dort die Sinus- und die
Kosinusfunktion am Einheitskreis eingefihrt;
mit den in Abbildung 9 verwendeten Be-
zeichnungen durch

sina=y,, COSa =X, .
y
Ya

Abbildung 9

Eine Verallgemeinerung auf Kreise in Mittel-
punktslage mit beliebigem Radius r ist leicht
mdglich, woraus die Parameterdarstellung

X(a)=r-cosa, y(a)=r-sina

mit « €[0;27) eines Kreises der Ebene, des-
sen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt,
hergeleitet werden kann.® Sollen verschiede-
ne Grolen animiert werden, so ist es im Sin-
ne der Ubersichtlichkeit sinnvoll, das Intervall
des Animationsparameters (der Zeit) zu nor-
mieren und die obige Parameterdarstellung
in der Form

X(t)=r-cos(2z-t), y(t)=r-sin(2z-t)

mit t[0;1) zu schreiben. Parameterdarstel-

lungen von Kreisen, die im Raum auf Koordi-
natenebenen oder dazu parallelen Ebenen
liegen, ergeben sich daraus, indem eine der
drei Koordinaten als Konstante dargestellt
wird, z. B. z(t)=h. Ausgehend von diesen

Uberlegungen kénnen die Schiiler eine Ani-
mation einer kreisférmigen Bewegung gene-

8 Durch die Addition von Mittelpunktskoordinaten l&sst sich
diese Parameterdarstellung auf beliebige Kreise in der

Ebene verallgemeinern: x(a) =r-cosa + Xy, ,

y(@)=r-sina+y,, .

rieren. In POV-Ray lasst sich z. B. durch die
Anweisungen
#declare r = 10
sphere { < r*cos(2*pi*clock), O,
r*sin(2*pi*clock) > 1 }
die Animation einer Kugel auf einer Kreis-

bahn erzeugen.® Da fiir die Erlangung eines
Uberblicks (iber den Ablauf von Animationen
oft die Darstellung der verwendeten Bewe-
gungsbahnen sinnvoll ist, kann zusatzlich die
~Spur” der Kugel dargestellt werden, so dass
bei Betrachtung der Animation sichtbar wird,
welche Bahn das Objekt zuriickgelegt hat.
Die Vorgehensweise dazu entspricht der be-
reits fir Geraden beschriebenen Erzeugung
einer Vielzahl kleiner Kugeln (siehe Abbil-
dung 10); im Falle einer kreisformigen Bahn
z. B. mithilfe folgender Schleife

#declare i1=0;

#while (i <= 200*clock)

sphere { < r*cos(2*pi*(i/200)),
0, r*sin(2*pi*(i/200)) > 0.1 }
#declare i=i+1;
#end

~@ Abbildung 10

5.2 Kameraanimationen

Wird anstelle eines geometrischen Objektes
die Position der ,Kamera“, von welcher aus
die Szene betrachtet wird, zeitabhangig be-
schrieben, so entsteht eine Animation, bei
der sich der Blick auf alle Objekte einer Sze-
ne verandert. So kann z. B. mittels
camera { location
< r*cos(2*pi*clock), 4,
r*sin(2*pi*clock) >
look_at <0,0,0> }

in POV-Ray ein Kameraflug auf einer kreis-
férmigen Bahn simuliert werden, wobei die
Kamera stets auf den Koordinatenursprung

angle 12

9 Auch mithilfe der CAS Maple, Mathematica und MuPAD
kdnnen Animationen erstellt werden, eine sich auf einer
Kreishahn in einer zur x-y-Ebene parallelen Ebene mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit bewegende Kugel mit

dem Radius r lasst sich in MUuPAD z. B. durch
plot::Sphere(rk, [r*cos(t),r*sin(t),h],

t = 0..2*PI)
animieren.
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gerichtet bleibt. Einige Beispiele zu Kamera-
animationen befinden sich auf der Internet-
seite [5].

Hinsichtlich der notwendigen mathemati-
schen Uberlegungen ist es unbedeutend, ob
die Schiler die Animation eines sich auf ei-
ner Kreisbahn bewegenden Objektes (z. B.
einer Kugel) oder eine Kameraanimation
erstellen, bei der sich die Sicht auf eine ge-
samte Szene verandert; erfahrungsgemar ist
Letzteres fur die Mehrzahl der Schiler inte-
ressanter. Um jedoch Bewegungskurven
sichtbar werden zu lassen, empfiehlt es sich,
nicht nur Kameraanimationen zu erstellen,
sondern in Ergéanzung dazu auch sichtbare

Objekte zu animieren.10

5.3 Variationen von Kreisen: Spi-
ralen und Schraubenlinien

Nach der Behandlung der Parameterglei-
chungen von Kreisen liegt es nahe, durch
geeignete Veranderungen daran ,verwandte*
Kurven parametrisch zu beschreiben. Dazu
lassen sich folgende Fragen, die von den
Schilern zu erwarten sind, aufgreifen:

e Wie kann die Kamera um ein Objekt krei-
sen und sich diesem gleichzeitig anna-
hern?

e Wie lasst sich bei einer kreisférmigen Be-
wegung der Kamera gleichzeitig deren
Hoéhe andern, so dass Objekte aus unter-
schiedlichen Hohen betrachtet werden.

Naturlich lassen sich beide Fragen auch so
stellen, dass sie den Verlauf von Kurven
betreffen. Fir die Realisierung der zuerst ge-
nannten Eigenschaft kann (zumindest mit Hil-
fen) von den Schilern herausgearbeitet wer-
den, dass dazu die Konstante r, die fir den
Radius des zuvor betrachteten Kreises ein-
gesetzt wurde, durch eine Funktion r(t) des
sich zeitlich verandernden Parameters t er-
setzt werden muss, z. B. durch r-(1-t), falls
sich der Abstand zum Mittelpunkt im Verlauf
der Animation von r auf O verringern soll (fir
t €[0:1]). Durch diese Uberlegung ergibt sich

10 it der Animation sichtbarer Objekte zu beginnen, lasst
sich leicht dadurch motivieren, dass auch fiir Schiiler, die
JKamerafahrten“ erstellen mochten, damit der Ablauf von
Animationen verstandlicher wird und sie die Bahn, auf
der sich spater die Kamera bewegen soll, zunachst se-
hen konnen. Bei der Arbeit mit Studierenden konnte die
Erfahrung gemacht werden, dass einige Studierende, die
sich zundchst mehr fiir Kameraanimationen interessier-
ten, dann Objektanimationen und inshesondere die Vi-
sualisierung der dabei bestehenden Bewegungskurven
sehr interessant fanden.

unmittelbar die Parameterdarstellung einer
archimedischen Spirale:
X(t)=r-(1-t)-cos(2x -t)
y(t)=r-(1-t)-sin(2z-t)
z(t)=h.
Auf dieser Grundlage kénnen geometrische
Objekte oder die Kamera entlang einer ar-
chimedischen Spirale bewegt werden, wobei
die oben fur kugelférmige Bahnkurven be-
schriebenen Befehle entsprechend zu variie-
ren sind. Allerdings wird die Form der Spirale
besser sichtbar, wenn zwei Umdrehungen
durchlaufen werden, was durch Ersetzen von
(27-t) durch (4r-t) in den trigonometri-

schen Termen der Parameterdarstellung er-
reicht wird (siehe Abb. 11).

..........
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t e[0]

cehBtee.,

. .
fteesnenet”

Abbildung 11: Archimedische Spirale

Bei der Diskussion der o. g. zweiten Frage
dirfte es den Schilern leicht fallen, zu er-
kennen, dass zur zeitabhangigen Verande-
rung der ,HOhe" die vorher konstant gehalte-
ne dritte Koordinate durch eine Funktion des
Parameters zu ersetzen ist. Wird dafur eine
lineare Funktion gewahlt (im einfachsten Fal-
ley =t bzw. z =t - je nachdem, welche Koor-
dinate bei der Beschreibung von Kreisen
konstant gehalten wurde), so entsteht aus
der Kreisgleichung die Gleichung einer
Schraubenlinie, z. B.:
X(t)=r-cos(4rx-t)

y(t) =t
Z(t) =r-sin(4rz -t).

te[0]

Abbildung 12: Schraubenlinie
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Durch die Kombination beider Uberlegungen,
die vom Kreis zur Spirale bzw. zur Schrau-
benlinie fuhrten (parameterabhéngige Be-
schreibungen des Radius und der ,Hohe" in
der urspringlichen Parameterdarstellung ei-
nes Kreises) entsteht bei Verwendung linea-
rer Funktionen in t eine konische Spirale mit
einer Parameterdarstellung der Form

X(t)=r-(1—-t)-cos(4r-t)

y(t) =t
zt)=r-@A-t)-sin(4x-t).

te[0]]

Abbildung 13: Konische Spirale

Weitere Variationen der bisher betrachteten
Kurven ergeben sich aus der Verwendung
nichtlinearer Funktionsterme in t fir die Héhe
bzw. den Radius. So kann die Aufgabe ge-
stellt werden, die Parameterdarstellung der
Schraubenlinie so zu veréandern, dass sich
deren Punkte zunachst sehr langsam und
spater schneller von denen des urspriingli-
chen betrachteten Kreises entfernen. Ebenso
sind Variationen der archimedischen Spirale
moglich.

Durch Multiplikation der trigonometrischen
Terme in den Parameterdarstellungen mit
unterschiedlichen Faktoren (anstelle eines
einheitlichen Radius) ist auch die Erzeugung
von Ellipsenbahnen sowie Bahnen auf ,ellip-
tischen Spiralen* und ,elliptischen Schrau-

benlinien* moglich.11

Durch Variationen an Parameterdarstellun-
gen von Kurven und die dadurch erfolgende
Beschreibung ,neuer” Kurven ergeben sich
reichhaltige Mdglichkeiten fir funktionale
Uberlegungen, bei denen die Schiiler ausge-
hend von qualitativen Beschreibungen ge-
winschter Kurvenverlaufe tberlegen, durch
welche Funktionsterme diese entstehen kodn-

11 it POV-Ray und MuPAD erstelite Beispiele mit Animati-
onen auf Ellipsenbahnen stehen (einschlieRlich der zu-
gehdrigen Beschreibungen, die sich natirlich vielfaltig
varieeren lassen) auf der Internetseite [5] zur Verfiigung.

nen und ihre Uberlegungen mithilfe der Soft-
ware Uberprufen.

5.4 Vektorielle Parameterdarstel-
lungen — der schrage Wurf

Sollen im Unterricht vektorielle Beschreibun-
gen und Vorgehensweisen im Vordergrund
stehen, so bietet es sich an, von Parameter-
darstellungen von Geraden auszugehen. Wie
bereits ausgeflihrt wurde, erhalt der Parame-
ter, wenn er als Zeit interpretiert wird, einen
neuen Aspekt, der die geometrische Gestalt
der beschriebenen Objekte nicht beeinflusst,
aber Auswirkungen auf die Geschwindigkeit
von Bewegungen hat. Bei der Arbeit mit A-
nimationen lassen sich somit Verbindungen
zum Physikunterricht herstellen, funktionale
Aspekte durch die Betrachtung unterschiedli-
cher Funktionen f(t), die den Zeitparameter
ersetzen, vertiefen sowie einfache Simulatio-
nen erstellen.

Nach den gangigen Rahmenplanen werden
im Physikunterricht der S 1l Bewegungen
vektoriell beschrieben, wobei der schrége
Wurf Unterrichtsgegenstand ist. Dieser kann
als eine aus einer gleichférmigen und einer
gleichmafig beschleunigten Bewegung zu-
sammengesetzte Bewegung aufgefasst wer-
den. Durch die Addition einer in t linearen

Komponente und des mit t?> multiplizierten
Beschleunigungsvektors in der Gleichung
X=%+V¢+%Q¢2
des schragen Wurfes ergibt sich die Wurfpa-
rabel. Eine entsprechende Animation lasst
sich in POV-Ray durch die folgenden Anwei-
sungen generieren.
#declare x0 = <-2.5,0,0>;
#declare vO <5,5,0>;
#declare g = <0,-10,0>;
sphere { x0 + vO*clock
+ g/2*clock*clock 0.25}

Abbildung 14: Wurfparabel

Fazit

Die vorgestellten Beispiele zeigen, dass es
mit recht elementaren mathematischen Mit-
teln, die an den Unterricht der S | ankntpfen,
maglich ist, interessante Kurven zu modellie-
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ren und auf dieser Grundlage Animationen
zu erstellen. Allerdings darf die dazu erfor-
derliche Zeit nicht unterschatzt werden.
Selbst fur relativ elementar erscheinende
funktionale Uberlegungen, die z. B. von Krei-
sen zu Spiralen oder Schraubenlinien fiihren,
brauchten in von mir durchgefuhrten Semina-
ren auch Studierende recht lange — da sie
diese Uberlegungen als interessant empfan-
den und in Experimentierfreude verfielen,
waren sie jedoch bereit, relativ viel Freizeit
dafur aufzuwenden. Dies durfte auch bei vie-
len Schiilern der Fall sein, da die Erstellung
interessanter Videos, wie mehrfach erwéahnt,
Uberaus motivierend fur Jugendliche ist.

Fur die Beschreibung der geometrisch und
auch hinsichtlich der Erstellung von Kamera-
animationen besonders interessanten Spira-
len ist die Vektorrechnung nicht erforderlich;
hierfir ist es sinnvoller, mit Koordinatenbe-
schreibungen zu arbeiten. Allerdings sind
auch ausgehend von vektoriellen Gera-
dengleichungen interessante Uberlegungen
zu Bewegungsbahnen mdglich. Aus mathe-
matikdidaktischer Sicht halte ich den be-
schriebenen Gegenstandsbereich vor allem
deshalb fur lohnenswert, weil die Beschéafti-
gung damit anspruchsvolle Uberlegungen zu
funktionalen Zusammenhédngen ,anstoft",
die bei der gegenwartig dominierenden Be-
handlung von Parameterdarstellungen im
Unterricht oftmals nicht hinreichend auftre-
ten.

Die Veranschaulichung von Geraden, Ebe-
nen und Kurven durch eine grof3e Zahl von
Punkten erfordert die Einbeziehung einiger
typischer Inhalte der Informatik in den Ma-
thematikunterricht (Schleifen bzw. Prozedu-
ren und fir komplexere Animationen auch
Verzweigungen). Diese kdnnen anhand der
behandelten Inhalte plausibel gemacht und
genutzt werden, ohne dass daflr ein zu gro-
RBer Zeitaufwand betrieben werden misste.
Naturlich wéare es hierbei auch sinnvoll, mit
dem Fach Informatik zu kooperieren, falls
Schuler der unterrichteten Kurse den Infor-
matikunterricht besuchen.
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