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Zusammenfassung

Die effiziente und genaue Berechnung von Ableitungen erster und hoéherer Ordnung ist
eine wichtige Teilaufgabe bei der Behandlung nichtlinearer Probleme. Neben der nume-
rischen Differentiation mit Hilfe von Differenzenquotienten wurden in den letzten Jahren
vermehrt Methoden des Automatischen Differenzierens (AD) zur Erzeugung von Ablei-
tungen verwendet.

In dieser Diplomarbeit werden die Prinzipien des AD auf die konkrete Problemklasse der
Differentiell-Algebraischen Gleichungssysteme (DAE) angewendet, welche beispielsweise
den Reaktionsverlauf chemischer Reaktionssysteme beschreiben. Diese Gleichungen bein-
halten neben Zustandsvariablen und Steuergréflen auch unbekannte reaktionsspezifische
Parameter, zu deren Bestimmung zunéchst Versuche entworfen werden, deren Auswertung
Mefidaten liefert, die bei der Parameterschitzung genutzt werden.

Zu Beginn der Arbeit werden grundlegende Aspekte aus der chemischen Reaktionskinetik
und der nichtlinearen Optimierung aufgefiihrt. Anschlielend wird die Theorie des Automa-
tischen Differenzierens genauer betrachtet. Im praktischen Teil wird ein Modellgenerator
fiir chemische Reaktionssysteme entwickelt, und in der objektorientierten Programmier-
sprache Java implementiert. Die Spezifikation des chemischen Reaktionssystems (instati-
onir und homogen) mit verschiedenen Méglichkeiten der Wirmebilanzmodellierung erfolgt
dabei iiber eine graphische Benutzeroberfliche. Aus der chemischen Beschreibung des Re-
aktionsprozesses werden sowohl die Modellgleichungen, die das DAE-System beschreiben,
als auch die fiir die Optimierung notwendigen ersten und zweiten Ableitungen der Modell-
gleichungen automatisch in Form von Fortran- oder C-Dateien bereitgestellt. Die Dateien
werden unter Verwendung der Prinzipien des AD in einer Modifikation des Vorwértsmo-
dus automatisch und strukturausnutzend erzeugt. Durch die gemeinsame Generierung von
Modellgleichungen und dazugehorigen Ableitungen hat man Zugriff auf alle Informatio-
nen iiber das Modell, und die benétigten Ableitungsroutinen kénnen effizient generiert
werden. Die wiederholte und somit redundante Berechnung gleicher Teilausdriicke kann
so verhindert werden. In einem Sparse-Modus wird zudem die Diinnbesetztheit von Rich-
tungsmatrizen bei der Ableitungserzeugung beriicksichtigt.

Die numerischen Tests anhand ausgewé&hlter Reaktionssysteme aus der chemischen Indu-
strie am Ende der Arbeit zeigen eine erhebliche Laufzeitverbesserung bei der Berechnung
der Ableitungen sowohl gegeniiber der Verwendung von Differenzenquotienten als auch
beim Einsatz des Software-Pakets ADIFOR.
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EINLEITUNG 1

Einleitung

Die Bedeutung der Angewandten Mathematik fiir die Naturwissenschaften, die Technik
und die Wirtschaft ist in den letzten Jahrzehnten aufgrund immer leistungsfihigerer Rech-
ner weiter gestiegen. Reale Situationen und Vorginge lassen sich immer besser durch ma-
thematische Modelle abbilden, die auf Computern simuliert werden kénnen. Diese Modelle
erginzen Experimente und erméglichen es, Prozesse zu behandeln, deren Durchfithrung
sehr schwierig oder sehr kostenintensiv ist. Mit solchen und #hnlichen Fragestellungen
beschéftigt sich das Wissenschaftliche Rechnen (Scientific Computing), eine interdiszi-
plindre Kombination aus Mathematik, Informatik und Anwendungswissenschaften wie z.B.
Physik, Chemie, Medizin und Wirtschaftswissenschaften.

Problemstellungen in der Industrie fithren dabei sehr hiufig auf Modelle, welche die nu-
merische Losung von Systemen nichtlinearer Differentialgleichungen erfordern. Beispiele
hierfiir sind chemische Reaktionen in einem Reaktor, Transportprozesse von Chemikali-
en in Boden, die Produktion in verfahrenstechnischen Anlagen oder die Verbrennung in
einem Motor. Jedes dieser Modelle enthélt dabei in der Regel Systemparameter, beispiels-
weise Reaktionsgeschwindigkeiten, Permeabilitdten oder mechanische Konstanten, deren
Bestimmung zentral fiir den konkreten Einsatz der Modelle ist.

In dieser Arbeit werden chemische Reaktionssysteme in einem instationdren homogenen
Riihrkessel durch Differentiell-Algebraische Gleichungssysteme mathematisch beschrieben.
Diese Gleichungen enthalten als Zustandsvariablen beispielsweise die zeitlich variablen
Stoffmengen und die Reaktortemperatur sowie Steuergrofien (z.B. Anfangsstoffmengen
und Anfangstemperaturen). Die Gleichungen enthalten auch unbekannte reaktionsspezi-
fische Parameter, die mit Hilfe von Parameterschitzung aus experimentellen Daten be-
stimmt werden. Da die Durchfithrung von Experimenten zur Erhebung von Mefidaten
oft sehr teuer ist, wird in der optimalen Versuchsplanung ein mdoglichst signifikanter und
kostengiinstiger Meflentwurf erstellt, aus dessen Messungen die unbekannten Parameter
genau bestimmt werden kénnen. Sind die Modelle hinreichend validiert, kénnen Proze$-
szenarien simuliert oder optimale Fahrweisen berechnet werden.

Versuchsplanungsprobleme sind komplexe optimale Steuerungsprobleme, deren Zielfunk-
tion bereits von den Sensitivititen der Trajektorien des zugrundeliegenden DAE-Modells
nach den Modellparametern abhingt. In einem gradientenbasierten Optimierungsverfah-
ren werden daher auch zweite Ableitungen der Losungen des DAE-Systems benotigt. Fiir
die Leistungsfihigkeit des Optimierungsverfahrens wird eine hohe Genauigkeit der berech-
neten Ableitungen gefordert. Die Berechnung der Losungs- und Ableitungstrajektorien des
DAE-Systems mit einem impliziten Integrationsverfahren erfordert erste und zweite Rich-
tungsableitungen der Modellfunktionen, die das Reaktionssystem und die verwendeten
MeBverfahren modellieren. Diese Ableitungen wurden bisher in der am IWR. implemen-
tierten Versuchsplanungssoftware VPLAN98 (KORKEL (1999)) mit dem Software-Paket
ADIFOR (B1sCHOF ET AL. (1995)) erzeugt. Profiling-Messungen ergaben dabei, daf§ ein
grofler Anteil der Laufzeit des Programms durch die erzeugten Ableitungen verbraucht
wird.

Ziel der vorliegenden Diplomarbeit ist es, diese Ableitungen vollautomatisch, mit hoher
Genauigkeit und so effizient wie moglich zu erzeugen sowie bei der Simulation und Op-
timierung praxisnaher Beispiele einzusetzen. Die dabei untersuchten Beispiele wurden in
einer Kooperation des IWR mit dem Chemie-Unternehmen BASF AG (Ludwigshafen) im
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Rahmen eines BMBF!-Projektes modelliert und untersucht (BAUER ET AL. (1998b)).

Im Gegensatz zu herkémmlichen Software-Paketen, wie z.B. ADIFOR (BISCHOF ET AL.
(1992)), bei denen das abzuleitende Programm als Black-Box betrachtet wird und ein
Parsen des Quelltextes unabdingbar ist, wird in dieser Arbeit ein anderer Ansatz gewéihlt:
Die bendétigten Ableitungsroutinen werden gleichzeitig mit denjenigen Routinen erzeugt,
die das DAE-System beschreiben. Um dies zu erméglichen, wurde ein Modellgenerator
entwickelt, der aus einer chemischen und verfahrenstechnischen Beschreibung eines Pro-
zesses die Modellgleichungen automatisch generiert. Durch die gleichzeitige Erzeugung von
Modellgleichungen und dazugehérigen Ableitungen kénnen alle Strukturen zur effizienten
Generierung von Ableitungen ausgenutzt werden.

Inhaltsiibersicht

In Kapitel 1 werden die mathematischen, chemischen und physikalischen Sachverhalte kurz
erldutert, die fiir das Verstdndnis der weiteren Kapitel benttigt werden. Zunéichst werden
in Abschnitt 1.1 Differentiell- Algebraische Gleichungssysteme definiert und Ableitungsre-
geln fiir die Differentiation von Matrizen nach Matrizen aufgestellt. Im darauffolgenden
Abschnitt werden grundlegende Aspekte aus der Physikalischen Chemie sowie der che-
mischen Verfahrenstechnik betrachtet, die fiir die Erstellung der Modellgleichungen fiir
reakionskinetische Prozesse von Bedeutung sind. In Abschnitt 1.3 werden Grundlagen
der nichtlinearen Versuchsplanung und die Spezifikation des in dieser Arbeit betrachte-
ten Problems angefiihrt. Nach einer Einfiilhrung in das betrachtete nichtlineare Optimie-
rungsproblem werden die beiden Teilprobleme, ein Versuchsplanungsproblem sowie ein
Parameterschétzproblem, formuliert und die Zielfunktion des Versuchsplanungsproblems
aufgestellt, die eine implizite Funktion der Jacobi-Matrix des Parameterschétzproblems ist.
Zur Losung dieses Optimierungsproblems wird ein Verfahren der sequentiellen quadrati-
schen Optimierung (SQP) eingesetzt, das den Gradienten der Lagrange-Funktion und der
Nebenbedingungen benétigt. Die Herleitung aller ben6tigten Ableitungen schliefit dieses
Kapitel ab.

Kapitel 2 beschiftigt sich mit der Theorie des Automatischen Differenzierens (AD). Es
werden die Verfahren zur automatischen Ableitungserzeugung erklirt und algorithmisch
notiert. Nach einem kurzen historischen Abrifl und einer Begriffsdefinition des AD werden
die Zusammenhinge zwischen einem beliebigen mathematischen Ausdruck und einem ge-
richteten azyklischen Graphen erldutert (Abschnitt 2.1). Danach werden in Abschnitt 2.2
die beiden wichtigsten Verfahren des AD, Vorwérts- und Riickwértsmodus, sowie deren
Komplexitéit betrachtet. Anschlieend werden Verfahren untersucht, die die Diinnbesetzt-
heit von Jacobi-Matrizen effizient ausnutzen oder héhere Ableitungen behandeln kénnen.
In Abschnitt 2.3 wird das sogenannte Numerische Differenzieren mit Hilfe von Differen-
zenquotienten genauer betrachtet. Dabei steht die Untersuchung der Fehlerabschitzung
theoretisch sowie an konkreten Beispielen im Vordergrund. Abschlielend werden in Ab-
schnitt 2.5 die kommerziellen Software-Pakete ADIFOR und ADOL-C (GRIEWANK ET AL.
(1996)) zur automatischen Ableitungserzeugung genauer untersucht. Im Zentrum der Be-
trachtung steht dabei die Frage, wie gut diese Pakete fiir die Erzeugung der in dieser
Arbeit benttigten Ableitungen geeignet sind.

! Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft, Forschung und Technologie
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In Kapitel 3 werden Prinzipien aus der chemischen Reaktionskinetik verwendet, um das
DAE-System aufzustellen. In Abschnitt 3.1 wird die Herleitung des Gleichungssystems
aus einer physikalisch-chemischen Beschreibung erliutert. Daraufhin werden die Ableitun-
gen der Modellgleichungen nach den Optimierungsvariablen in Abschnitt 3.2 analytisch
aufgestellt.

Kapitel 4 beschéftigt sich mit der praktischen Implementierung der Arbeit. Nach allge-
meinen Angaben zur Implementierung (Abschnitt 4.1) wird zunichst die Entwicklung
eines Modellgenerators fiir chemische Reaktionssysteme in einem instationdren homoge-
nen Rithrreaktor beschrieben. Dabei wird in Abschnitt 4.3 auf die in dieser Arbeit erstellte
graphische Benutzeroberfliche und auf die Erzeugung der Quelltexte fiir die Modellglei-
chungen eingegangen. In den Abschnitten 4.4 und 4.5 werden die Prinzipien des AD aus
Kapitel 2 angewendet, um die partiellen ersten und zweiten Ableitungen der erzeugten
Modellgleichungen effizient und strukturausnutzend zu erzeugen.

Im letzten Teil der Arbeit (Kapitel 5) werden die Laufzeiten der Algorithmen zur Ab-
leitungsberechnung untersucht. Zuerst werden einige praktische Beispiele von chemischen
Reaktionssystemen aus der Industrie (BASF) angefiithrt. Danach wird anhand der beschrie-
benen Beispiele die Laufzeit der erzeugten Ableitungen ermittelt. Es werden die erzielten
Laufzeiten mit den von ADIFOR erzeugten Ableitungen und dem Numerischen Differenzie-
ren verglichen. Zuletzt werden die Ergebnisse diskutiert und weitere Einsatzméglichkeiten
des in der Arbeit erstellten Programms aufgezeigt.

In dieser Arbeit werden Grundkenntnisse iiber Differential- und Integralrechnung im IR"
(HEUSER (1990)) sowie iiber nichtlineare Optimierung (GILL ET AL. (1981), Bock (1998))
vorausgesetzt, auf die im einzelnen nicht niher eingegangen wird.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mathematische Grundlagen

In den folgenden Abschnitten werden einige wichtige mathematische Definitionen und
Sétze angegeben, die fiir die weiteren Kapitel von Bedeutung sind.

1.1.1 Differentiell- Algebraische Gleichungssysteme

Definition 1.1.1 Seit € D C R, y(t) = (y1(2),...,yn, )T, 2(t) = (z1(2),..., 20, (1))T
mit y;,zj : D — IR, 1<i<mny, 1<j<ngy, niy,ng>0.

Das Gleichungssystem

mit den stetig differenzierbaren Funktionen

f:RxR" x R" — R"
g: R x R" x R™ — IR™

wird als Differentiell-Algebraisches Gleichungssystem, im folgenden mit DAE" abgekiirzt,
bezeichnet.?

Gilt zusétzlich:

1. Die Matrix (%) ist quadratisch und regulir (Index-1 Annahme),

2. Die Anfangswerte y(t9) = (y1(to),---,Yns (to)) = yo sind fest vorgegeben,

3. Jzp = (21(t0), - - - , 2, (t0)) mit g(to, Yo, 20) = 0 (Konsistenzbedingung),

! Differential- Algebraic-Equation
2Es handelt sich bei dieser Darstellung um eine spezielle DAE in expliziter Form.



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

so existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen (1.1.2) eine lokal eindeutige Losung.
Das DAE-System (1.1) kann auch als Differentialgleichungssystem auf einer Mannigfaltig-
keit interpretiert werden.

Bei der mathematischen Beschreibung von chemischen Reaktionsprozessen betrachten wir
in den folgenden Kapiteln eine Variante des Gleichungssystems (1.1):

y(t) = [f(ty(t),z(t),p,q)
0 = g(t’y(t)’z(t)ap7Q) (1'2)

Hierbei bezeichnet ¢ die Zeit, y den Vektor der differentiellen Variablen, z den Vektor der
algebraischen Variablen, sowie p bzw. g zusitzlich Parameter bzw. Steuergrofien. Ein Teil
der Steuergréfen g kann sich dabei durch Diskretisierung von sogenannten Steuerfunktio-
nen u(t) ergeben.

1.1.2 Satz iiber implizite Funktionen

Der Satz iiber implizite Funktionen ist Grundlage vieler Aussagen und Beweise dieser
Arbeit. Fiir einen vollstindigen Beweis sei auf das Lehrbuch von HEUSER (1990) verwiesen.

Satz 1.1.2 Gegeben seien nichtleere, offene Mengen G C IRP und H C IR? (p,q € IN)
sowie eine stetig differenzierbare Funktion F' : G x H — IR?. Seien weiter z* € G und
y* € H, fiir die gilt:

1. F(z*,y")=0
OoF
2. —(z*,y") ist invertierbar.
Ay
Dann gibt es eine Umgebung U C G von x*, eine Umgebung V. C H wvon y* und genau
eine stetige Funktion

f:U—=V mit f(z*) =y" und F(z, f(z)) =0 Vz e U.

Fiir jedes feste z € U ist f(z) sogar die einzige in V liegende Losung der Gleichung
F(z,y) =0.

Folgender Satz stellt geringere Anforderungen an F' als Satz 1.1.2, verlangt aber die Exi-
stenz einer stetigen, durch die Gleichung F'(z,y) = 0 implizit definierten Funktion f. Die
dabei verwendeten Matrizen 0F/0z und 0F /0y sind wie folgt definiert:

on - oR oR  OR
oF O 0 OF o Ova
6_ = : - und a_ = - .. : (]. 3)
’ OF, F, y oF, oF,

ox, T Omy Oy
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Satz 1.1.3 Die Mengen G und H sowie die Punkte x* und y* seien wie in Satz 1.1.2
definiert. F': G x H — IR? sei eine Funktion mit folgenden Figenschaften:

. oF .
F(z*,y*) =0, F (z*,y*) ist vorhanden, und — (z*,y™) ist invertierbar.

Oy

Gibt es dariberhinaus eine Umgebung U C G von x*, eine Umgebung V C H von y* und
eine stetige Funktion

f:U—=V mit f(£*) =y" und F(z, f(x)) =0 Vz €U,

so ist f an der Stelle * differenzierbar, und es gilt folgende Formel:

-1
fa=- (G @) ey

Die Formel (1.4) erhilt man dabei durch implizites Differenzieren von F(z, f(z)) mit Hilfe
der Kettenregel (2.2.1):

F(z,f(z))=0 Vz €U

d OF df OF
= a I = 5r st =0

ﬁ__(B_F>_13_F

doe af ox

1.1.3 Berechnung von Ableitungen

Um den Gradienten der Zielfunktion des in Abschnitt 1.3.4 dieser Arbeit betrachteten
Optimierungsproblems zu bestimmen, ben6tigen wir auch Ableitungen von Funktionen
nach Matrizen. Wir interessieren uns hierbei fiir Richtungsableitungen und benutzen dabei
die folgende Schreibweise:

Sei F : R™"™ — RN, X +— F(X) eine Matrix-Funktion und AX € R™ " eine
gegebene Richtungsmatrix. Dann bezeichnen wir mit

d d
—F(X)AX = —F(X +tAX N
ax T X) gl X +1AX) el

die Richtungsableitung von F' nach X in der Richtung AX.

In den folgenden Lemmata werden jetzt Ableitungsregeln von Matrizen nach Matrizen
aufgestellt.

Lemma 1.1.4 Seien A € R»*™, X,AX € R™",B € R"™? (I,m,n,p € IN), dann gilt:

d d
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Beweis. Furi € {1,...,l}, j€{1,...,n}, m€{l,...,m} und s € {1,...,n} gilt unter
Verwendung des Kronecker-Symbols §;; mit

P I, 1=3
71 0, sonst

X)ij = > ik = e (A-X);; = Zaika—l‘k]’ = aikbpr8js = airdjs
k=1 z z

s k=1 TS k=1

m n
)ij Az, = Z Z airdjsAfErs

r=1s=1

:(di((A XAX)

a,rA:c,] =(A- AX)

al'rs

Firie{l,...,m}, j€{1,...,p}, 7"6{1 ...,m} undse{l,...,n}gilt:

n a n n
_ ‘TTS =
d mno9 m n
= (dX (X B) AX) ij - 721 821 aTrs ’ B)ij Azys = Tgl sgl 0irbsj Azyg

n
= ) Amihgj = (AX-B)y
s=1

|
Korollar 1.1.5 Seien A, X,AX, B wie in Lemma 1.1.4, dann gilt:
d
dX(A X-B)AX=A-AX B
Beweis. Mit 1.1.4 gilt:
b a-x-Bax = La-x)-Bax=-L(4.x)aX-B
dx T odx S dX
= A-AX-B.
|

Lemma 1.1.6 Sei X,AX € R™*" (m,n € R), dann gilt:

d
dx

Beweis. Firi,r € {1,...m} und j,s € {1,...,n} gilt:

(di (x7) AX) = ZZax (x7),, Axm_zza 25Ty

i r=1s=1

"
- Z Z 0jr0isAzrs = Azj; = (AXT)

(XT) AX = AXT.

]
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Satz 1.1.7 Sei X € IR™*" invertierbar, dann gilt:

diX(X—l)AX = - X'AXX"L (L5)

Beweis. Wir setzen F' : R™*™ x R"*" — IR™"™ mit F(X,Y):=Y - X — I,. Fir X
invertierbar ist Y := f(X) = X! die Lésung von F(X,Y) = 0:

FX,Y)=F(X,fX)=FX, X )=X'"X-I,=1,-I1,=0.

F ist stetig differenzierbar und mit Lemma 1.1.4 gilt:

0 0
o F (X, Y)AX =Y -AX, —oF(X,Y)AY =AY X (1.6)

und weiter, dafl

OF
gy (XY) =X

invertierbar ist.

Somit sind alle Voraussetzungen fiir den Satz iiber implizite Funktionen 1.1.3 erfiillt, und

man erhélt:
0 0 dy
8—XF (X,Y)AX + B_YF (X,Y)- d—XAX =0 (1.7)
AY

Mit Gleichung (1.6) folgt:

Y- AX+AY - X = 0
YEN AY - X = —-YAX
dYy
AY = —AX = —-YAXX!
< aX

Mit Y = X~ ergibt sich somit:

dX1

e AX = —X'AX X! = Behauptung. (1.8)

1.2 Grundlagen der chemischen Verfahrenstechnik

Aufgabe dieses Abschnitts ist es, die DAEs, die den Reaktionsverlauf chemischer Reak-
tionen beschreiben, aus physikalisch-chemischen Gesetzen herzuleiten. Dafiir werden zu
Beginn grundlegende Zusammenhénge aus der chemischen Reaktionskinetik und der che-
mischen Verfahrenstechnik beschrieben.
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1.2.1 Reaktionskinetik

Die chemische Reaktionskinetik, die ein Teilgebiet der Physikalischen Chemie darstellt,
beschiftigt sich mit der Frage, wie die Geschwindigkeit bei chemischen Reaktionen von
den Mengen der an der Reaktion beteiligten Stoffe, der Temperatur und anderen dufleren
Faktoren zeitlich abhéingt.

Reaktionsgeschwindigkeit

Unter der Reaktionsgeschwindigkeit einer Reaktion versteht man die pro Zeiteinheit rea-
gierende Zahl der Molekiile bzw. die Molzahl, bezogen auf das Volumen. Die Reaktions-
geschwindigkeit ist daher eine zeitlich abhingige Grofle, die diejenige Rate angibt, mit
der eine Spezies im Reaktionsverlauf zu einem gegebenen Zeitpunkt zu- bzw. abnimmt.
Die Reaktionsgeschwindigkeit ist daher die Ableitung der Konzentrationsfunktion nach der
Zeit. Die Konzentrationen der Spezies werden in der Regel in [mol/l] angegeben (BARROW
(1973)).

Fiir eine chemische Reaktion mit den Konzentrationen c4, der Edukte A;, den Konzen-
trationen cB; der Produkte Bj, den stochiometrischen Koeffizienten o; und ; und der
Reaktionsgleichung

Ay + -+ oamAm — fi1Br+ -+ BBy
definiert man als Reaktionsgeschwindigkeit der Edukte A; bzw. der Produkte B;:

1 dea, 1 dcep,
Ty(t) = —— 7 bzw. Ty (t) = ,3_ dt] . (1.9)
j

Q;

Die Reaktionsgeschwindigkeit r, 148t sich im allgemeinen durch einen temperaturabhingi-
gen Term k(7T') sowie einen konzentrationsabhingigen Term F'(c) darstellen. Es gilt:

ry(t) = k(T) - F(c) (1.10)

Eine wichtige Aufgabe der numerischen Mathematik besteht im Losen (Integration) der
Differentialgleichung (1.10) bzw. von Differentialgleichungssystemen (beispielsweise das
DAE-System (1.2)), die bei mehreren gekoppelten chemischen Reaktionen entstehen.

Der Ansatz von Arrhenius

Im Jahre 1889 fand der Chemiker Arrhenius anhand empirischer Untersuchungen heraus,
daB sich der temperaturabhéingige Term k(7') durch folgende Funktion darstellen 148t:

E(T) = kyey - exp (- RE_"‘ ) (1.11)

Dabei stellen die Ausdriicke E, die Aktivierungsenergie (in [kJ/mol]) der chemischen Re-
aktion, und k;.; den sogenannten Frequenzfaktor dar.
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Die Stofitheorie

Die Stofitheorie wurde von Lewis im Jahre 1918 entwickelt und basiert auf den Ergebnissen
der kinetischen Gastheorie. Eine einfache bimolekulare Reaktion A+ B — C kann nur
durch ZusammenstdBe von Molekiilen der Spezies A und B erfolgen. Die Geschwindigkeit
der beiden Molekiile muf} aber gréfer sein als eine kritische Relativgeschwindigkeit, bei der
es zur Uberwindung der van-der- Waalschen AbstoBungskrifte kommt. Daraus folgt, da
von den StoBen zweier Eduktmolekiile A und B nur diejenigen mit einem Mindestbetrag
an kinetischer Energie erfolgreich sind. Diese Mindestenergie wird Aktivierungsenergie ge-
nannt.

Nach VAUCK & MULLER (1978) ist die Anzahl aller Stofle zwischen den Molekiilen A und
B durch folgende Gleichung gegeben:

[8-R-T Ni-N
Zap = moip . V2B (1.12)

e der reduzierten molekularen Masse pyap von A und B mit ysap = Aﬂﬂ‘f@ (M4 und
Mp bezeichnen die molekulare Massen von A bzw. B in [kg/mol] )

mit den Groflen:

o dem Stoldurchmesser o4 mit cap = r4 + rg aus den Radien der Molekiile 4 und
B

e der Teilchenanzahl N4 und N beider Molekiile

e sowie der allgemeinen Gaskonstante R = 8.314 J/mol

Von diesen Stéfen sind nur diejenigen ZJ 5 erfolgreich, die die Schwellenenergie E, iiber-
schreiten:

Z\p = Zap -exp (_RE-’aT> (1.13)
Der Vergleich des Arrhenius-Ansatzes mit der Stoitheorie zeigt, dafl der praexponentielle
Frequenzfaktor k,.; proportional zu VT ist. Nach diesem Ansatz kann man fiir einfach
gebaute Molekiile k;.s in der richtigen Gréflenordnung bestimmen. Bei komplizierter ge-
bauten Molekiilen wird noch ein Korrektur-Koeffizent, der sterische Faktor, an die rechte
Seite multipliziert, da nicht jeder StoB, bei dem die kinetischen Energien der Stofipartner
gro} genug sind, zur Reaktion fithrt. Somit 148t sich der temperaturabhingige Term der
Reaktionsgeschwindigkeit durch den erweiterten Arrhenius-Ansatz

kE(T) = TP - exp (— E_“ ) (p<1) (1.14)

annidhernd bestimmen.
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Die Konzentrationsfunktion

Die Abhingigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit von den einzelnen Konzentrationen der an
der Reaktion beteiligten Spezies wird in der Regel durch einen Potenzansatz beschrieben.
(Hierbei steht «; fiir die Reaktionsordnung der Spezies A;.):

F(c) = Hc;” (1.15)

Als Beispiel betrachte man die Reaktion oy A1 + agAs + -+ - + Ay, — B1B1. Nach den
Gleichungen (1.14) und (1.15) ergibt sich der formalkinetische Ansatz:

1 dca 1 decy 1 dcy 1 decg no
t e 1 = —— 2 = e = —— mo— 1 :k - A ]..].6
olt) =~ oy dt an dt B dt e Z.I:Il Ca;  (116)
Die Exponenten «q,as,...,a, stellen die Finzelordnungen der Spezies Ay, As, ..., Ap

dar. Die Summe >/, o; wird auch als Gesamtordnung der Reaktion bezeichnet (siehe
auch Abschnitt 1.2.3).

Massenerhaltungssatz

Betrachten wir beispielsweise eine chemische Gleichung der Form:
3A+2B — 5C

In dieser Gleichung werden die Reaktionsedukte A und B eindeutig mit dem Reaktionspro-
dukt C verkniipft. Aufgrund der Massenerhaltung bei chemischen Reaktionen 148t sich die
Gleichung in Form einer algebraischen Gleichung umschreiben, indem die abreagierenden
Edukte als negative und die gebildeten Produkte als positive Groflen formuliert werden.
Man erhélt daher mit den molekularen Massen M4, Mp, M der beteiligten Spezies:

—3My —2Mp +5Mg =0
Die allgemeine Formulierung des Massenerhaltungssatzes lautet:

> viM; =0 (1.17)
i

Man nennt die Koeflizienten v; auch stéchiometrische Koeffizienten. Fir die v; gilt:

Edukte: v; <0
Produkte: v; >0
Inertstoffe: 1v; =0

Die Summe aller stochiometrischen Koeffizienten v; einer Reaktion wird in diesem Kontext
durch v = ), v; festgelegt.

Chemische Reaktionen konnen unter Stoffmengenkonstanz oder unter Stoffmengendnde-
rung ablaufen. Eine Stoffmengeninderung kann eine Auswirkung auf das Reaktionsvolu-
men haben. Kann man diesen Effekt in nicht zu konzentrierten Lésungen im allgemeinen
vernachléssigen, ist er bei Gasreaktionen dagegen bedeutend. In diesem Fall spricht man
von einer Volumendnderung einer chemischen Reaktion. Folgende Stoffmengenéinderungen
chemischer Reaktionen konnen auftreten:
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=0 : Reaktionen ohne Stoffmengendnderung
z.B. Hy+Jo, —2HJ, v=20

v >0 : Reaktionen mit Stoffmengenzunahme
z.B. C3Hg + 509 — 3COy + 4H50, v =1
7 <0 : Reaktionen mit Stoffmengenabnahme

z.B. No +3Hy — 2NHj3, v=-2

1.2.2 Klassifikation chemischer Reaktionen

Die Einteilung chemischer Reaktionen wird im folgenden nach JAKUBITH (1991) vorge-
nommen.

Homogene und heterogene Reaktionen

Bei der kinetischen Behandlung von chemischen Reaktionen erweist es sich als zweckmiBig
eine Trennung in homogene und heterogene Reaktionen vorzunehmen. Homogene Reaktio-
nen laufen in einer einzigen Mischphase ab, heterogene Reaktionen laufen in mindestens
zwei Phasen ab, wobei den Phasengrenzen und den Transportvorgéingen groe Bedeutung
zukommt.

Heterogene Reaktionen unterscheiden sich in ihrer mathematischen Beschreibung von ho-
mogenen Reaktionen oft durch die Uberlagerungen mit dem diffusiven Transportprozes.

Elementarreaktionen

Man versucht in der chemischen Reaktionskinetik, ein komplexes Reaktionsgeschehen
von Reaktionssystemen auf wenige, iiberschaubare Typen von Grundgleichungen zuriick-
zufiithren. Dies kann man mit der Einfithrung einfach strukturierter Elementarreaktionen
machen. Man versucht daher, komplexere Reaktionsgleichungen mit einer nichttrivialen
Stochiometrie in Teilreaktionen zu zerlegen.

Man unterscheidet in der chemischen Kinetik folgende Elementarreaktionen, die als die
wichtigsten erachtet werden:

1. Monomolekularer Zerfall : AB — A+ B v = kicap

2. Rekombination : A+B— AB ry2 = kocacp
3. Bimolekularer Austausch : AB+C — AC+B 1,3 = kscapcc
4. Umlagerung : ABC — ACB Tva = kicaBc

Dabei bezeichnen die Terme 7,1 bis 7,4 die Reaktionsgeschwindigkeiten der jeweiligen
Reaktionen. Diese Elementarreaktionen laufen stets irreversibel ab. Ein Reaktionsmecha-
nismus kann als aufgeklirt gelten, wenn die Art der Elementarreaktionen und deren gegen-
seitige Verkniipfung ermittelt ist. In diesem Fall 148t sich das Zeitgesetz einer chemischen
Reaktion aus den Elementarreaktionen ermitteln.
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Parallelreaktion

Die kinetische Behandlung von Parallelreaktionen ist vor allem in der organischen Chemie
von Bedeutung. Als Beispiel 148t sich die Ethenoxidation zu Kohlendioxid einerseits und
zu Acetaldehyd andererseits anfithren:

CoH, +30, 4% 200, +2H,0
02H4—|-%02 ﬂ) CH3;CHO

Dieser Typ von Reaktion 18t sich allgemein durch folgendes Reaktionsschema beschreiben.
k1 ko kn
A—By, A—=B,, ..., A= B,
Fiir die Reaktionsgeschwindigkeit ergibt sich folgendes Zeitgesetz:

_(S_:(t) = Zn:k;icA(t) =K -calt) (1.18)

Die einfache Integration dieser Gleichung durch Variablentrennung liefert das Zeitgesetz:

ca(t) = ca(ty) - exp(—K - t) (1.19)

Folgereaktion und Kettenreaktion

Bei einer Folgereaktion reagiert das bei einer ersten Reaktion gebildete Produkt weiter zu
einem Folgeprodukt. Betrachten wir in obigem Beispiel zur Ethenoxidation die partielle
Weiteroxidation des Acetaldehyds zu Essigsdure und Kohlendioxid:

1
CH3CHO + 05 My CH,COOH + 20, *25 200, + 2H,0
Wieder 1488t sich die Folgereaktion allgemein beschreiben durch:
Al B Ry

Die Zeitgesetze beziiglich der Spezies A, B und C lauten somit:
dep dec
dt dt
Das Zeitgesetz c4(t) fiir die Spezies A erhilt man wiederum durch Trennung der Variablen

und Integration. Dieser Ausdruck wird in die Differentialgleichung beziiglich B eingesetzt,
und es ergibt sich:

~ %y = krea(t), LE(t) = kiea(t) — k2Cp(), ZC (1) = kaen (1) (1.20)

dCB
dt
Diese Differentialgleichung 148t sich einfach mit Hilfe einer Laplace- Transformation 16sen.

Im Falle einer nichtlinearen Differentialgleichung kann auch die Variation der Konstanten
nach Lagrange zur analytischen Losung angewendet werden (vergleiche WALTER (1991)).

(t) = kch(t()) * €Xp (—klt) — kQCB(t) (1.21)

Besteht das chemische Reaktionssystem aus mehreren Folgereaktionen, bei denen der Aus-
gangsstoff A immer mit einem gebildeten Produkt reagiert, so spricht man von einer Ket-
tenreaktion.



1.2. GRUNDLAGEN DER CHEMISCHEN VERFAHRENSTECHNIK 15

1.2.3 Ordnung von Reaktionen

Die reellwertige Ordnung einer chemischen Reaktion kann nach JAKUBITH (1991) meist
nicht vorhergesagt werden. Sie 148t sich daher im allgemeinen Fall nicht aus der Stéchiome-
trie der Reaktion entnehmen. Man kann dies nur bei den sogenannten Elementarreaktionen
aus Abschnitt 1.2.2 machen.

Die Geschwindigkeitsgleichung erster Ordnung

dea, (t
— dlt( ) = kyca, (t) (1.22)
stellt eine Differentialgleichung dar, die man durch Variablentrennung integrieren kann.
ea () t
/ P H iy
ca, (to) CA1 t) to
CAy
= kp(to—t
<CA1 (o) > r(to =1)
CAq t) = Cxp (to)ekr(to_t)

Geschwindigkeitsgleichungen fiir Reaktionen zweiter Ordnung haben folgende Struktur:

_dey,
dt

dca,
dt

(t) = kr - ca, () - ca,y(t) oder — (t) = kr - [ea, (1))

Im ersten Fall besteht nicht immer die Moglichkeit, die Konzentrationen beider Reaktions-
partner gleich grof zu wihlen. Hier ist es zweckmiéiiger, die Eduktkonzentration c¢ in der
Geschwindigkeitsgleichung durch die Anfangskonzentrationen minus der Produktkonzen-
trationen der bereits entstandenen Produkte auszudriicken. Fiir eine Reaktion A;+A49 —
A3z werden die Gréflen a1 := Anfangskonzentration von A;, as:= Anfangskonzentration
von As und z := Konzentration des Endproduktes Az zum Zeitpunkt ¢ gesetzt. Mit diesen
abgednderten Gréflen ergibt sich folgende Geschwindigkeitsgleichung:

olt) = ‘z k(a1 — o) (as — ) (1.23)

Diese Differentialgleichung kann man mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung analytisch
16sen:

dr

(a1 —)(az — )

1 T 1 1 t
/ (— + ) dz = k| tdt
al — a2 Jz=0 al — & as — t=0

Dadurch erhilt man:

= kydt

1
a1 — a2

In(a; — ) —In(ag — z)];_, = kit

Nach Einsetzen der Grenzen ergibt sich:

1 _
In <a1 x) =kt
a1 — as as —
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Die Differentialgleichung der Geschwindigkeitsgleichung fiir eine Reaktionsgleichung der
Form Ai+ As + A3 — C mit den Anfangskonzentrationen a1, ao, ag der Edukte und der
Konzentration z des Produkts C' lautet:

olt) = ij—f — ko(ar — 2)(as — 2)(as — 5) (1.24)

Es handelt sich hierbei um eine Reaktion dritter Ordnung. Nach MOELWYN-HUGHES
(1970) ergibt die analytische Integration:

e Fall 1: a1 # a2 # a3 # a1 :

ln((ala—iz)m_as' ((l;_zm)as—m . (ﬁi_m)al—tm)
= —k.t

(al - a2)(a2 - 03)((13 - al)

e Fall 2: a1 # a3 = as:
1 (a1 — a9)z ai(az — 1) B
(a1 — az)? (az(ag " = (az(cn - :v))) = kit

e Fall 3: a1 = as = as:

1( 1 1)_“
2 \(a1 —2)2 a2) "

Die analytische Integration einer Reaktionsgleichung n-ter Ordnung ist nur dann méglich,
wenn die stochiometrischen Koeffizienten aller Edukte gleich sind. D.h. die Reaktionsglei-
chung hat die allgemeine Form

vA, +vAs + -+ VA, — P

mit den Anfangsbedingungen a1 = a2 = --- = a, = a. Die Geschwindigkeitsgleichung
lautet also: p
x
i kr(a — )" (1.25)

Variablentrennung und Integration liefern hierbei:

1 1 1

n—1) L@ —a)mD  o&-D] "~ ket (1.26)

1.2.4 Chemische Reaktoren

Um die physikalischen Gleichungen in Kapitel 3 aufstellen zu kénnen, benttigt man zuerst
einige Definitionen nach VAUCK & MULLER (1978) aus der chemischen Verfahrenstechnik.

Reaktor: Ein Reaktor ist ein Apparat, in dem chemische Reaktionen zur Gewinnung
bestimmter Produkte durchgefithrt werden. Fiir die Reaktoren existieren verschie-
dene Formen der Gliederung. Oft teilt man sie in thermische, elektrochemische und
photochemische Reaktoren ein. Dieser Form der Gliederung liegt die Art der Energie-
zufuhr zugrunde, da eine chemische Reaktion im allgemeinen erst dann erfolgt, wenn
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die Aktivierungsschwelle der bei der Reaktion auftretenden Molekiile iiberwunden
wird. Diese kann durch Zufuhr thermischer, elektrochemischer, mechanischer oder
auch photochemischer Energie erfolgen. Dabei werden im folgenden nur diejenigen
Reaktoren beschrieben, in denen thermische Vorginge die Hauptrolle spielen, da sie
in der chemischen Industrie am weitesten verbreitet sind.

Reaktionsmasse: Als Reaktionsmasse Mg, bezeichnet man die Gesamtmasse der ein-
zelnen im Reaktor befindlichen Stoffe. Dies sind die an der chemischen Reaktion
beteiligten Reaktanden (Reaktionsedukte und Reaktionsprodukte), Inert- und Be-
gleitstoffe (Losungsmittel, Inertgase, Zuschlige) sowie Katalysatoren.

Reaktionsvolumen: Bei festen und fliisssigen Reaktionsgemischen ist das Reaktionsvolu-
men V mit den Molmassen M;, den Stoffmengen n; sowie den Dichten p; der Spezies
mit folgender Gleichung gegeben:

V-2

Qi

(1.27)

Umsatz: Man definiert den Umsatz U; einer an der Reaktion beteiligten Komponente
durch:

ni(to) —ni(t) _ Vi(to)ci(to) — Vi(t)ei(t)
n;i(to) ) Vi(to)ci(to)

Dabei bezeichnet n;(t) die Stoffmenge des Stoffes A; zum Zeitpunkt ¢. Lauft die Re-
aktion unter Stoffmengenkonstanz ab, so gilt V;(t) = V;(to) fiir alle ¢ € [to,. .., tend)-
Nur in diesem Fall kiirzt sich das Volumen heraus. Nach JAKUBITH (1991) gilt dies
auch fiir stoffmengenéndernde Reaktionen in Losungen, jedoch keinesfalls fiir stoff-
mengendndernde Gasreaktionen. Hier ist die Definition des Umsatzes iiber die Stoft-
mengen n; praktikabler.

Ui(t) = (1.28)

Um das Volumen V im Reaktor zu verdndern, konnen Zulauf- bzw. Ablaufhihne am Re-
aktor vorhanden sein. Dadurch kann der Experimentator den Reaktionsverlauf im Reaktor
durch die Dosierung der Anfangskonzentrationen oder Anfangsstoffmengen der Spezies im
Eintrag sowie der Zuflufiraten der einzelnen Eintriige steuern. Zum Beispiel kann bei der
Reaktion zweier Stoffe A und B der Stoff A zu Beginn im Reaktor vorhanden sein und
Stoff B wird iiber einen Zulauf in den Reaktor eingefiigt. Die Modellierung eines Zulau-
fes bzw. Ablaufes kann durch Angabe einer zeitabhingigen Funktion feed(t) erfolgen, die
die Durchtrittsrate des jeweiligen Ein- bzw. Austrags zum Zeitpunkt ¢ angibt (siche Ab-
schnitt 3.1.3). Die Abbildung 1.1 zeigt schematisch einen Riihrkessel mit einem Zulauf. Die
in Abschnitt 5.3 niher spezifizierte Phosphin-Reaktion wird z.B. in einem solchen Apparat
durchgefiihrt.

Nach JAKUBITH (1991) werden in der chemischen Verfahrenstechnik folgende unterschied-
liche Betriebsarten chemischer Reaktoren unterschieden:

Die diskontinuierliche Reaktionsfiihrung (batch-Betrieb)

Hier wird der Reaktor mit der Reaktionsmasse gefiillt und am Ende der Reaktion wieder
entleert. Man bezeichnet diese Reaktionsfithrung daher auch als instationdr bzw. Chargen-
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Semi-batch Reaktor

Zulauf

B in L geldst

Reaktor
Kihlung/
Heizung

NN NN

A in L geldst

Abbildung 1.1: Reaktionsanordnung bei einer semi-batch Reaktion

oder Satzbetrieb. In diesem Fall kommt stets ein Rihrkessel zum Einsatz, der durch eine
stetige Rithrung fiir eine gleichméflige Verteilung der Reaktionsmasse sorgt.

Als Beispiel fiir einen Reaktor mit diskontinuierlicher Reaktionsfithrung kann der diskon-
tinuierlich arbeitende, homogene Reaktionskessel, auch Riihrkessel genannt, betrachtet
werden. Hier hat die Reaktionsmasse an jeder Stelle die gleiche Zusammensetzung und
Temperatur, die sich aber zeitlich als Folge des fortschreitenden Umsatzes &ndern kann.
Fiir diesen Riihrkessel werden durch die Mischwirkung des Riihrers die Temperaturen und
Konzentrationen wie beim kontinuierlichen Riihrkessel 6rtlich konstant gehalten.

Die kontinuierliche Reaktionsfiithrung

Im Gegensatz zur diskontinuierlichen Reaktionsfithrung wird beim kontinuierlichen Re-
aktor sténdig ein Stoffstrom der Edukte in den Reaktor eingespeist sowie ein Stoffstrom
der Produkte entnommen. Diese Reaktionsfithrung, auch als stationdre Reaktionsfithrung
bezeichnet, zeichnet sich durch die zeitliche Konstanz der Reaktionsparameter Konzentra-
tion und Temperatur aus. Als typische Vertreter dieser Art der Reaktionsfithrung gelten
folgende Reaktoren:

e Kontinuierlich arbeitender homogener Reaktionskessel:

Bei diesem Reaktortyp wird stetig Reaktionsmasse hinzugefiihrt und abgefiihrt. Ein
Riihrer sorgt dafiir, dafl die Reaktionsmasse an jeder Stelle im Kessel die gleiche
Zusammensetzung und Temperatur hat. Eine Variation davon ist eine Serie won
kontinuierlich arbeitenden homogenen Reaktionskesseln. Hier wird der gesamte Re-
aktionsprozef} auf n Kessel verteilt. Die Endkonzentration c;;_, , des i-ten Kessels ist
gleich der Anfangskonzentration c(; 1), des (i + 1)-ten Kessels (1 =1,...,n —1).
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e Kontinuierlich arbeitender Rohrreaktor:

Die Reaktionsmasse durchstrémt hier kontinuierlich einen langgestreckten Reaktor
(auch Stromungsrohr genannt). Nach einer kurzen Anlaufperiode stellt sich an je-
dem Ort des Stromungsrohrs eine bestimmte Konzentration ein, die sich mit der
Zeit nicht mehr verdndert. Die Konzentration ist also stationdr. Zu diesem Typ von
Reaktor gehoren alle Reaktoren, die eine kontinuierliche Konzentrationsdnderung
besitzen (stationdre Konzentration). Beispiel hierfiir sind der Grofraumreaktor und
Reaktoren fiir gasformig-fliissige und gasférmig-feste Systeme.

Eine Variante davon ist eine Serie von adiabatischen Reaktionsrohren. Kennzeich-
nend fiir das adiabatische Reaktionsrohr ist die thermische Isolierung des Reaktions-
raums, d.h. daf} die Reaktionsmasse von auflen weder gekiihlt noch erwéirmt werden
kann.

Die halbkontinuierliche Reaktionsfiihrung (semi-batch Betrieb)

Bei diesem Reaktortyp wird mindestens ein Edukt diskontinuierlich in den Riihrkessel
eingefiihrt und mindestens ein Edukt kontinuierlich der Reaktionsmasse zugefiihrt. Das
Reaktionsprodukt kann kontinuierlich abgefiithrt werden. Diese Art der Reaktionsfithrung
wird nach JAKUBITH (1991) bevorzugt bei stark exothermen Reaktionen gewéhlt, da die
Temperatur des Reaktionsgemischs durch die stetige Zugabe eines Eduktes gut gesteuert
werden kann.

1.3 Optimale Versuchsplanung

1.3.1 Aufgaben der Versuchsplanung

Der Gegenstand der optimalen Versuchsplanung besteht darin, Versuchspline, die Ver-
suchsszenarien beschreiben, herzuleiten, mit dem Ziel, die relevanten Aussagen (z.B. die
Bestimmung unbekannter Parameter) mit moglichst grofier (optimaler) Genauigkeit oder
mit moglichst geringem (optimalem) Versuchsaufwand zu erhalten.® Versucht man, die
Auslegung der Experimente und die Auswahl der Messungen so vorzunehmen, daf die
statistische Giite der aus den Mefldaten geschétzten Parameter maximal ist, so wird eine
Funktion ¢ auf der Kovarianzmatrix C(s,q,w), die ein Ma8 fiir die Giite der geschitz-
ten Parameter darstellt, minimiert (vgl. BAUER ET AL. (1998b)). Die Grenzen fiir den
Aufwand zur Durchfiithrung der Experimente bzw. der Messungen werden als Nebenbe-
dingungen des Versuchsplanungsproblems formuliert.

Das Versuchsplanungsproblem ist also ein nichtlineares Optimierungsproblem mit einer
Zielfunktion, die auf der Kovarianzmatrix des zugrundeliegenden Parameterschitzpro-
blems definiert wird. Diese beiden Probleme werden in den nichsten Abschnitten for-
muliert.

3Handelt es sich bei den betrachteten Modellen um nichtlineare Systeme, so spricht man auch von
nichtlinearer Versuchsplanung.
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1.3.2 Zugrundeliegendes Parameterschitzproblem

Die unbekannten Parameter eines Modells lassen sich in der Regel nicht direkt messen.
Deshalb werden sie aus verschiedenen MeBdaten n;; (1 = 1,...,m, j = 1,...,n), die
an den Zeitpunkten ¢; (j = 1,...,n) erhoben werden, geschétzt. Die Modellantwort der
Messungen kann durch Auswertung von Mefifunktionen h; berechnet werden. Bei der Mo-
dellierung chemischer Systeme kann es sich bei diesen Mefidaten z.B. um Massenprozente
oder Molzahlen der an der Reaktion beteiligten Spezies handeln. Die Mefifunktionen h;
sind somit Funktionen, die von den Zustandsvariablen z := (y, z), den Parametern p und
den Steuergrofien ¢ abhingen. Wir nehmen im folgenden an, daf§ die Mefidaten mit einem
additiven Meflfehler ¢;; behaftet sind. Es gilt somit:

mij = hi (z (t5) ,p, q) + €ij- (1.29)

Im folgenden wird nach BAUER ET AL. (1998b) von den Voraussetzungen ausgegangen, daf
die €;; normalverteilt, der Erwartungswert ;1 = 0 (also kein systematischer Meffehler vor-
liegt) und die Standardabweichungen o;; gegeben sind, also die Mefifehler N (0, ©2)-verteilt
(mit ¥ = diag(o;;)) sind. Die Aufgabe der Parameterschitzung liegt nun darin, die Para-
meter so zu bestimmen, dafl die Modellantwort die Mefidaten méglichst gut approximiert.
Als Maf} fiir die Giite der Schitzung wird hier das gewichtete Least-Squares-Funktional
gewahlt:

o — hi (s 2
nml,ipn %(Im] hz( ;?])apaq)) . (130)

O'Z]

Die Zustandsvariablen z : IR® — IR erfiillen dabei die DAE-Modellgleichungen

y() = f(ty(t),2(t),p,q)
0 = g(t,y(t),z(t),p,q).

Da die Variablen des Optimierungsproblems (1.30), die Parameter p und die unendlichdi-
mensionale Losungstrajektorie z des DAE-Systems, unendlichdimensional sind, parame-
trisieren wir die Losung z der DAE durch den endlichdimensionalen Vektor s € IR"s. Der
Vektor s kann dabei z.B. aus den Anfangswerten des DAE-Systems (1.31) bestehen. Die
Losung der DAE kann dann in Abhéingigkeit der Variablen s, p und g dargestellt werden.
Wir bezeichnen dies mit

2 = 3(s,p,9), (1.31)
dem Losungsoperator der DAE.
Setzt man nun
T11 N1 h’l(i(tlasapa q)apa q)
T = Tin n = Mn h — hl(i(tnasapaQ)aI%Q)
ro1 |’ no1 |’ ha(Z(t1,s,p,4),p,q9) |’

Tmn Tmn hm(i(tn,s,p, q)apa Q)
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so gilt folgende Darstellung des Residuenvektors r;:
r=%"t.(n—h). (1.32)

Man erhilt somit ein endlichdimensionales Optimierungsproblem der Form

min Z Nij — hz (',i (tja s, D, Q) » D, Q)
s o3 (1.33)

0 = g(t07 s, P, Q)

1,12 (-’i'(t()asapaq)a' .- "ri.(tm73’p’q)7s’p7Q) = 0

wobei ry zusitzliche Beschrinkungen an die Parametrisierung sind.

Sind s beispielsweise die Anfangswerte der Zustandsvariablen, so beinhaltet ro die Bedin-
gung z(to) = s. Es sind auch allgemeinere Ansitze der Parametrisierung moglich, die z.B.
aus einem Randwert-Ansatz (siche BOCK (1985)) resultieren kénnen.

Ausfiihrliche Beschreibungen und theoretische Aussagen zur Losung dieses Parameter-
schitzproblems findet man in BOCK (1985) und SCHLODER (1988). Die numerische Lsung
des Parameterschitzproblems (1.33) erfolgt mit einem Randwertproblem-Optimierungsan-
satz, implementiert in dem Programm-Paket PARFIT.

Da nach Voraussetzung die Mefiwerte 7;; mit einem Streuungsfehler behaftet und somit
Zufallsvariablen sind, gilt dies auch fiir die geschitzten Parameter (p,$). Die Streuung
der Parameter wird durch die sogenannte Kovarianzmatrix C(p, §) wiedergegeben. Eine
Nédherung dafiir ist nach Bock (1985) gegeben durch:

C(p,5) = J+ ( Igp g ) Jt" (1.34)

Dabei bezeichnet J die verallgemeinerte Inverse der Jacobi-Matrix J, ausgewertet an der
Stelle (p, ) und n, die Anzahl der Parameter.

81"1 a -1
7 _
PO I T O B B B P
T Jo - Org - Org
o(p, s) d(p, s)
21(_@ o oh )
_ 0% d(p,s) 9(p,s)
- a’l"g
a(p,s)
wobei sich J* durch
JT JT\ T JT o
+ _ 1J1 Jo 1
Jr=(1 0)( L 0) (0 I) (1.35)

berechnet.
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1.3.3 Versuchsplanungsprobleme

Mit Hilfe der optimalen Versuchsplanung soll eine optimale Auslegung der durchzufiihren-
den Experimente und Auswahl der Messungen erfolgen, so dafl die Giite der aus den
in den Experimenten ermittelten Mefidaten geschitzten Parameter maximal ist. Deshalb
wird das betrachtete Parameterschitzproblem um Gewichte w;; erweitert, die eine Selek-
tion von Messungen bei einer geforderten Maximalzahl von Messungen beschreiben Jeder
Summand 7;; des Least-Squares-Funktionals (1.30) wird mit einem Gewicht w;; multipli-
ziert. Dabei gibt das Gewicht w;; an, ob eine Messung durchgefiihrt wird (w;; = 1) oder
nicht (w;; = 0). Die obere Blockmatrix J; der Jacobi-Matrix J aus Gleichung (1.3.2) hat
mit Gleichung (1.32) dadurch folgendes Aussehen:

= . O mi := dia, w w
A ._(W o ) ¢ W = diag (\/ior, .- , \/05) (1.36)

Die klassischen Optimalititskriterien

Um die Optimalitit von Versuchsplinen beurteilen zu kénnen, miissen geeignete Kriterien
gefunden werden. Die Kovarianzmatrix C bestimmt nach Bock (1985) das 100 - (1 — a)%
Konfidenzellipsoid G, mit (0 < o < 1) und

§— 8 S

~ \NT
GL<a;ﬁ,§,q,w>={<p,s>:(p‘?>c<ﬁ,§,q,w>(ijff) sﬂa)}, (1.37)

das eine Approximation fiir die (nichtlineare) 100-(1—a)% Konfidenzregion der geschitzten
Parameter § ist. Dabei bedeutet y(«) das Quantil

7(@) = Xy (1 = @) (1.38)

der x%-Verteilung, wobei m die Dimension von (p,s) und ny die Anzahl der linear un-
abhingigen Gleichungsnebenbedigungen beschreibt. Um den statistischen Fehler der Pa-
rameterschitzung zu minimieren, wird eine Funktion ¢ auf der Kovarianzmatrix C' mini-
miert. Diese Funktion wird auch als Optimalitdtskriterium bezeichnet. Mo6gliche Kriterien
mit ihren geometrischen Bedeutungen sind nach PUKELSHEIM (1993):

o das Durchschnittliche- Varianz- Kriterium (A-Optimalitit)
1 1<
¢4 = —Spur (C (s,p,q,w)) = = ZC“' (s,p,q,w), die durchschnittliche Linge der
n n
=1

Halbachsen des Konﬁdenzellipsoid:,

e das Determinanten- Kriterium (D-Optimalitét)
1
¢p = (det C (s, g9, w))», das Volumen des Konfidenzellipsoids,

e das Grifster- Eigenwert-Kriterium (E-Optimalitit)
OB = AmazC(8,p,q, w) mit Apay = max{A | A ist groBter Eigenwert von C}, die
lingste Halbachse des Konfidenzellipsoids.
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Formulierung des Optimal-Steuerungsproblems

In der Versuchsplanung chemischer Systeme lassen sich folgende Grofien bei der Optimie-
rung einstellen:

e Steuergrifen g, wie etwa die Anfangsmolzahl von Spezies oder die Anfangstempera-
tur im Reaktor.

o Steuerfunktionen u(t), wie z.B. Zulaufprofile oder Temperaturprofile von Heiz- und
Kiihlelementen. Die Steuerfunktionen v werden durch endlich viele Variablen para-
metrisiert. Diese Variablen nehmen wir zum Vektor ¢ hinzu (siehe Abschnitt 3.1.3).

e Die Auswahl der Messungen, der Meflverfahren und der Mefizeitpunkte, an denen
die Messungen durchgefiihrt werden. Dies wird durch die Gewichte w realisiert.

Zusétzlich kénnen noch Beschrinkungen an die Zustandsvariablen z und an die Opti-
mierungsvariablen auftreten. Als praktische Beispiele bei der Modellierung eines chemi-
schen Reaktors kénnen hier z.B. maximale oder minimale Temperaturen im Reaktor oder
obere Schranken fiir Zulaufraten angefiihrt werden.

Man erhilt dadurch ein zustandsbeschrinktes nichtlineares Optimal-Steuerungsproblem,
das als Nebenbedingung ein DAE-System erfiillt.

min ¢ (C (% (s,p,q),p,q,w))

s!q!w
} 0 (1.39)

fo

mit den Steuer- und Zustandsbeschrinkungen ¢ und Innere-Punkte-Bedingungen d.

c(2(t, 8,p,9), 9, w) {

AVANT

(AVARI

d(z(to, s,p,q,w), ..., &(tn, $,0,9),p, ¢, ) {

Wie oben erfiillen dabei die Zustandsvariablen z = (y, z) = Z(s, p, q) das DAE-System

y = f(t,z,p,q)
0 = g(t,z,p,q).

Die Losung z ist wieder durch die Variablen s parametrisiert. Insbesondere muf3 die Kon-
sistenzbedingung
g(t()a y(t0)7 Z(to),p, Q) =0

gelten. Wir nehmen auch hier an, dal das DAE-System die Index-1 Annahme erfiillt, d.h.
die Matrix dg/0z muf} vollrangig sein.

1.3.4 Auftretende Ableitungen bei der Optimierung

Um die Losung des Optimal-Steuerungsproblems (1.39) mit Hilfe eines SQP-Verfahrens
zu bestimmen, benotigt man in jedem Iterationsschritt den Gradienten der Zielfunktion
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V¢ und der Nebenbedingungen. Fiir die konkrete Optimierung der Beispiele aus Kapitel
5 wird das SQP-Verfahren SNOPT (siche GILL ET AL. (1998)) verwendet.

Die Berechnung der Ableitungen der Zielfunktion ¢ = ¢ (C (J (z (q) ,q,w))) nach den Va-
riablen des Optimierungsproblems, den Steuergréfien ¢ sowie den Mefigewichten w bedarf
der Anwendung der Kettenregel.*

Ableitung der Nebenbedingungen und der Zielfunktion nach den Versuchspla-
nungsgroflen

Man erhilt die Ableitung der Nebenbedingungen ¢, d und g nach den Optimierungsvaria-
blen v mit v = (s, ¢, w) durch Anwendung der Kettenregel:

d(c,d,g) _ 9(c,d,g) Oz  O(c,d,g)
dv Oz (9'0+ ov (1.40)

Die Ableitungen der Nebenbedingungen nach z und v werden durch den in Kapitel 4.1
beschriebenen Ableitungsgenerator berechnet. Die Ableitung der Losungstrajektorie z(t)
nach den Variablen s und ¢ wird in Abschnitt 1.3.5 beschrieben. Da die Variable z(t) nicht
von w abhéngt, ist die Ableitung von z nach den Gewichten trivialerweise gleich Null.

Nun werden die Ableitungsformeln fiir die Berechnung der Ableitungen der Zielfunktion
nach den Optimierungsvariablen v = (s,q,w) aufgestellt. Da in der Praxis meistens nur
Richtungsableitungen benétigt werden, wird im folgenden nur %‘SAU mit einer vorgegebe-
nen Richtung Av berechnet:

= W py = W AOLT (1.41)

Ao = = .
= AT o dT d

In den folgenden Abschnitten wird die Berechnung der Terme

_dJ . dc _ 49
AJ:=Z"Ac, AC:=Z5AT, Ap= ZZAC

beschrieben.

Ableitung der Giitekriterien nach der Kovarianzmatrix C

Die Ableitungen des Zielfunktionals nach der Kovarianzmatrix C ergeben sich nach Pu-
KELSHEIM (1993) aus den folgenden Differenzierbarkeitsaussagen:

A-Kriterium:
Fiir die Ableitung der Zielfunktion ¢4 im Falle des Durchschnittliche-Varianz-Kriteriums
gilt:

_ 0da 0

1 1
Apa=FAnc= (ESpur(C)) AC = = - Spur (AC) (1.42)

“Der Einfachkeit halber schreiben wir im folgenden x fiir .
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B is. Mit ¢4 = 1 S (C) = 1 i ilt:
eweis. Mit ¢4 = - pur i cir gilt:
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i=1j=1 1 i=1j=1
_ 1 i c _1 Spur (AC) (1.43)
- n pet (1 n p -
|
D-Kriterium:
Fiir die Ableitung der Zielfunktion ¢p im Falle des Determinanten-Kriteriums gilt:
_9¢p, ., 0 1 ; e
Beweis. Nach dem Entwicklungssatz von Laplace gilt:
n . .
detC = Z (=1)"" ¢;jdet Ci;  (Entwicklung nach der i-ten Zeile), (1.45)

wobei Cj; € R™=Dx(n=1) aus C € R™*" durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht. Die zu C € IR™™*" komplementire Matrix C' € IR™*" wird definiert durch

6@' = (—1)i+j det Cji (1.46)
Damit folgt fir 4,k € {1,...,n}:
n n o
Zéijcjk = Z(—l)H_] det Cjz’ Cjk = 5zk -det C (1.47)
j=1 j=1
und
n n o
Zcij&jk = Z Cz'j(—l)H_J det ij = 0 - det C. (1.48)
7j=1 7j=1
Es gilt daher:
CC=CC=1I,detC = (detC) I, . (1.49)

D = CC ist eine Diagonalmatrix mit Werten d;; = det C' auf der Hauptdiagonalen. Da-
durch gilt fiir s € {1,...,n}:

di; =detC = Z Cijéji (150)
7j=1
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Da C nach Voraussetzung positiv definit und somit invertierbar ist, gilt nach Gleichung
(1.49):

C = (detC)C™! (1.51)
Die Gleichungen (1.48) und (1.50) ergeben unter Verwendung der Symmetrie von C":
d(detC) 0 &

2 CLr = Cois s -1 = -1
By~ Doy 2o O = G detC(C )ji detC(C )ij (1.52)
Mit ¢p = (det C)# gilt mit Gleichung (1.52):
1
9 n 0((detC)n
Moo =33 W0 pc, - ZZQACU
. Jcij et Jcij
i=1j=1 i=1j=1
oo\n Oc;j
1 1 - _1 0(detC)
= — n - A ) ].
- (det C) ;;(det C) s (1.53)
= — - n A )
~ - (det 0) Z::Z(det(}’) et C (C7Y)  Acy

-
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E-Kriterium:
Fiir die Ableitung der Zielfunktion ¢r im Falle des Grofiter-Eigenwert-Kriteriums gilt:
8¢E‘ 0 ()‘maz (O)) T
App=———AC=—"—"—"""AC=2" A 1.54
o = 50 C= 50 C =2z ACz, (1.54)

wobei z der auf 1 normierte Eigenvektor von C zum einfachen maximalen Eigenwert Ap,q.
ist. Um dies zu zeigen, wird zunéchst folgender Satz bewiesen (vgl. PUKELSHEIM (1993)):

Satz 1.3.1 Sei C € R™*"™ symmetrisch, A\(C) sei einfacher Eigenwert von C und z € IR"
sei der bis auf das Vorzeichen eindeutige auf Eins normierte Eigenvektor zu A\(C). Dann
gilt:

() _ (ax(@) T,
80 8Cij 1<i,j<n

Beweis. Zuerst werden die Eigenwerte von C € IR™*" der Grofie nach geordnet, dabei sei
A(C) ein eindeutiger Eigenwert von C:

A(C) <+ S X1 (C) < A(C) = A(C) £ X1 (C) <+ < A(C). (1.55)

Dann werden Eigenvektoren zi,...,2x_1, 2k = 2, 2k+1,---,2n von C € IR™*" gewihlt, die
eine Orthonormalbasis des IR™ bilden.
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Definiere U € IR™ ™ mit:

U:= (Z, Z) = (Z,Zl,... 9 Zk—19Zk+1y--+ ,zn) (156)

und E;; € IR™*™ durch Verwendung des dyadischen Produkts der Einheitsvektoren e;, e; €
IR™ durch:

Eyj = (eie] +ejel) (1.57)

N | =

Seien weiter
C(e) == C +eBy, 8(e) = M(C(e)) — M(C), Cle) :=C(e) = M(C(e))In-  (1.58)

Da C nach Voraussetzung symmetrisch ist, ist auch C(e) € IR™*"™ symmetrisch, und die
Eigenwerte von C(e) sind reell. Der Eigenwert A(C(¢)) := A\ (C(e)) bleibt auch fiir kleine
Storungen € € IR einfach und verdndert die Reihenfolge der Eigenwerte nicht.

Die Matrix U € IR™*"™ ist unitér, und es gilt:
0 = det(C(e)) = det(UTC(e)U)

_ 2TCe)z 2TC(e)Z
= det(ZTé’(s)z zTé(e)z) (1.59)

A(C) ist einfacher Eigenwert von C € IR™™", und es folgt mit der Definition von Z €
Rnx(n—l)’ daB

zTC0z = ZT(C - \(0),)Z
= diag(Ai(C) — A(0), ., A-1(C) — A (C),
Met1(C) = M(C), - - -, A (C) — Xe(C)) € R™=DX(*=1) (1.60)

invertierbar ist.

Somit ist auch fiir kleine Stérungen ¢ € IR das Matrix-Produkt Z7C(e)Z € R™~D*(-1)
invertierbar, und unter Verwendung von

A B I 0 A—-BC'BT B
BT © —c-'BT 1|~ 0 C (1.61)

ergibt sich
0 = det(C(e))
_ (zTé(s)z 002 (2°C()z) ZTC'(s)z> det (27C(e)Z)

= 0(e)2 - 70(e)2 (27C(e)2) | Z70(e)x (1.62)

Einsetzen der Definition von C(g) ergibt:
C(e)z = eEijz — 8(e)z, Z7C(e)z = eZ" Ejjz,
- ~1
ezl Bijz — 6(e) — € (zTE'ijZ (ZTC(S)Z) ZTEZ']'Z> =0 (1.63)
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Es gilt dann:

~ -1
5(e) = e2T Eyjz — € (zTEijZ (ZTC(e)Z) ZTEijz) (1.64)
Fiir die Berechnung der Ableitung ergibt sich:

lim = Ilim @
e—0 £ e—=0 €

~ -1
= gl_r% (ZTEijZ —€ (ZTEijZ (ZTC(‘?)Z) ZTEijZ))

= 2'Ejz (1.65)

Die Anwendung von Satz 1.3.1 auf den grofiten Eigenwert Ao, liefert folglich fiir eine
beliebige Richtungsmatrix AC die Gleichung (1.54).

Ableitung der Kovarianzmatrix nach der Jacobi-Matrix

Verwendet wird im folgenden die Darstellung der verallgemeinerten Inverse J* (Gleichung
1.35) der Jacobi-Matrix des Parameterschitzproblems (1.30). Die Kovarianzmatrix hat
nach BAUER ET AL. (1998b) folgende Gestalt:

(é) (1.66)
gt oo\ (g I\ (1
) (7)) (6)

. v
mit J = ( A )
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Nun werden die folgenden Hilfsgroflen gesetzt durch:

T T T T T
Anoo M, D <J1J1 J? )AJ:<AJ1J1+J1AJ1 AJ? ) (167)

T o7 "I\ Lk 0 AJy 0
und
05, 0 (JTh 0 AT+ IJTAL 0
AS = EAJ_$< 0o o A= 0 0
T T
_ ( AJT i J(; Ji AJy ) I (1.68)
sowie
N N (1.69)
—\ AR ) " 0 ‘

Die Anwendung der Produktregel und des Satzes 1.1.2 ergibt fiir die Ableitung von C
nach J unter Verwendung der Gleichungen (1.67), (1.68) und (1.69):

_0C, .9 et
AC = WAJ_E(A-M S M7 I AT

- —Il-(M‘l-AM-M_l)-S-M_l-IlT
+L-M1-AS Mt IT
~LeM S (M7t AM M) T (1.70)

- Il-M—l-(—(S-M—I-AM)TJrAS—(S-M—l-AM))M—l-IlT
- (Il-Mfl) - ((Il-Ml) : (— (H (Il-Mfl) -AM)T+AS

(- (noae) - 2m))

Man erhélt jetzt Darstellungen von C' und AC, die man numerisch sehr effizient berech-
nen kann. Hierbei wird wiederholt der Term (I; - M 1) mit verschiedenen Matrizen mul-
tipliziert. Durch Anwendung der sogenannten Nullraummethode werden diese Ausdriicke
ausgewertet. Die hierbei benétigten Zerlegungen der Matrizen J; und Jy werden dabei nur
einmal berechnet.

Ableitung der Jacobi-Matrix nach den Versuchsplanungsgréfien

In Abschnitt 1.3.3 wurde die Jacobi-Matrix J; als Ableitung des Residuenvektors r1 nach
dem Vektor s definiert.

i _ —w.xl.

= d(p, s) d(p, s)

(1.71)

—_w.sl. <8h ox 8h>

9z 0(p,s) | Op
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Bezeichne h = h(x(t,p, s,q), p, q) im folgenden den Vektor der Mefifunktionsauswertungen.
Es ergibt sich fiir die Ableitung der Jacobi-Matrix J nach Steuergréflen g und Mefigewich-
ten w mit Hilfe der Kettenregel (vgl. BAUER ET AL. (1998b)):

AJy = %A(q,w):%g—qu %A +%Aw
0 (0h Oz oh\ Oz 0 (Oh Ox Oh
= W3 (e (530001 + o) 3620 5 (G sy + 09) 2)
_B_WA 51 <8h Ox +@)
ow 0z d(p,s) Op
B W_h%A oz ﬁ@_x BQhA Oz 8_h 0%z A
N 0x? 0q qa(p,s) + 0z0p 0q 7+ 0qOzx qa@,s) + Ozr 0q0(p, s) q

4 82hA & Aw; o1 (@ oz +@)
dqdp~1) T T\ 2y 9z 0(p,s) * Op

0
Fiir die Ableitung der Jacobi-Matrix Jy = % der Nebenbedingungen, die vom Vektor w
S
nicht abhéingt, gilt nach der Kettenregel:

8J2 ox 9T A 8J2 _ 827'2 ox 827‘2

A 9N py=_9 T2 OF _ o2
"= 5 Oq @ 0q Ag 0zd(p, s) Oq Q+<9q3(p,8)Aq

(1.72)

1.3.5 Interne Numerische Differentiation

Um die beiden Formeln (1.72) und (1.72) praktisch zu berechnen, muf} ein Anfangswert-
problem fiir das DAE-System (1.2) gelost werden. Sei nun z(t, s, ¢) eine Losung der DAE,
so werden zusétzlich noch die Ableitungen

Ox Oz md 2% %z
d(p,s)’ dq 9g0(p, 5)

nach den Parametern bzw. den Steuergréfien dieser Losung bendtigt. Die Zustandsvaria-
blen z sind implizit durch das DAE-System (1.2) definiert. Bei der Modellierung chemi-
scher Reaktionsprozesse treten meistens steife DAE-Systeme auf. Dafiir werden implizite
Integratoren verwendet. Die Integration des betrachteten Systems erfolgt mit dem am IWR
entwickelten Integrator DAESOL. Dabei handelt es sich um ein Mehrschrittverfahren mit
riickwiirtsgenommenen Differenzen (BDF®) mit einer variablen Ordnung und Schrittweite.
Néheres dazu findet man in BAUER (1999).

(1.73)

In einem BDF-Verfahren wird die Ableitung ¢y von Gleichung (1.2) im (n + 1)-ten Integra-
tionsschritt durch ein Polynom

Pn+1 (yn—kaa- : ,ynayn—f—l Zaz Yn+1—i (1'74)
1=0

n—|—1

vom Grade k approximiert. Der Faktor h, bezeichne die Schrittweite der Integration zum
Zeitpunkt t,11. Diese Diskretisierung wird in das DAE-System im Schritt n+ 1 eingesetzt.

5Backward Differentiation Formulae
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Man erhalt somit das diskretisierte System fiir die Nominaltrajektorie z = (y, 2).

k
a0 Ynt1 + D @ Yngi—i + hng1 * f(tns1, Tnp1,p,q9) = O
i=1 (1.75)
9(tn+1,Tnt1,p,9) = 0
Die Nominaltrajektorie zn+1 = (Yn+1,2n+1) ist implizit durch das nichtlinerare Glei-

chungssystem (1.75) gegeben. Man erhilt die Losung (Korrektor) durch folgendes Ver-
fahren:

Schreibt man das System (1.75) kurz als F(z,+1) = 0, so ergibt sich die Newton-Iteration
als

oH = 2P 4 Agh (1.76)
Azk = —(MF)TIR(L).
Als Startwerte fiir 1 wird der aus z,, ..., 2, ;1 extrapolierte Wert genommen. Dieser

Wert wird auch als Prddiktor bezeichnet. Die Matrix M* ist eine Niherung der Jacobi-

Matrix Jz, , von F(zpi1)
oF
Mk =~ %(.’Bn+1) =: an+1 (177)
mit
0 0
oo + hn—|—1 _f(tn—|—17 Yn+152n+1,P5 q) hn+1 _f(tn+17 Yn+152n+1,D, Q)
dy 0z
S = (1.78)

0 0
a_yg(tn—Ha Yn+152n+1, P, CI) ag(tn—}—la Yn+152n+1, P, Q)

Da sich die Jacobi-Matrix wéhrend der Iteration und von Schritt zu Schritt im allgemeinen
nur wenig dndert, wird ihre Neuberechnung durch eine sogenannte Monitorstrategie iiber-
wacht und nur selten durchgefiihrt. Mehr iiber BDF-Verfahren fiir Index-1 DAEs findet
man in BOCK ET AL. (1994).

Um die Ableitung der Nominaltrajektorie des DAE-Systems nach den Parametern bzw.
Steuergroflen zu erhalten, gibt es verschiedene Moglichkeiten. Zum einen lassen sich Nume-
rische Differenzen verwenden, wobei man die Nominaltrajektorie und die variierte Trajek-
torie mit gestorten Anfangswerten, Parametern und Steuergréfien 16sen muf. In Abschnitt
2.3 wird genauer erldutert, daf} hier sehr hohe Fehler auftreten. Falls die Trajektorien mit
der Genauigkeit TOL berechnet werden, so werden die korrespondierenden Ableitungen
mit Numerischen Differenzen mit der Genauigkeit vT'OL berechnet. Dabei treten vor al-
lem bei der Berechnung von zweiten Ableitungen, wie sie in (1.73) bené6tigt werden, fiir
das Optimierungsverfahren inakzeptable Ungenauigkeiten auf.

Deswegen wird im folgenden eine Variante der in Bock (1985) beschriebenen Technik der
Internen Numerischen Differentiation (IND) verwendet:
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Mit Verwendung der Wronski-Matrix:
WY %
W, = P | .= gp ) (1.79)
’ ( Wy ) ( a

ergibt sich fiir die Ableitung des DAE-Systems (1.2) nach den Parametern p:

d . d
d_y = d_f(tayazapaQ)
P P (1.80)
d
0 = —g(t
dpg( NINN )

Die Auswertung von Gleichung (1.80) ergibt die Variations-DAE erster Ordnung nach p:

Wy = Ll S Wy W = £ Wyt S,

(1.81)
0g 0y 0g 0z
0 = WL UL Wy W = 0 Wy gy
Das diskretisierte System fiir die Variations-DAE (1.81) lautet:
k
> aiWy i+ hnstfsWonii + hogafy = 0

2 (1.82)

9sWpnt1+9p = 0

Andererseits kann das diskretisierte Gleichungssystem (1.75) nach den Parametern p ab-
geleitet werden:

k

3y 1—i oh 1
Zai' Pt S F (g, Tt Py Q)
i=0 op op
Ozq
+ hn+1 : (%f(tn-f-laxn—f—lapaQ) ' a:ap+1 + %f(tn+laxn+lapa Q)) =0
2 bt vs1p @) - 2 4 L glts,2011,0,0) =0
o n+1,4n+1l,Y ap 8p n+1l,<4n+1,P,

(1.83)

Vergleicht man die beiden Gleichungssysteme (1.82) und (1.83), so erkennt man, da8 sie bis
auf den Term mit g—g identisch sind. Falls fiir die Nominaltrajektorie  und die Ableitun-
gen W, das gleiche Diskretisierungsschema verwendet wird, ist dieser Term Null. Damit
ergibt sich, daf} die Lésung der Variations-DAE erster Ordnung gleich der Ableitung des
diskretisierten Gleichungssystems (1.83) ist.

Analog werden die Variations-DAEs fiir die Wronski-Matrizen W, = 33—;”0 und W, = g—‘;
zur Berechnung der Nominaltrajektorie nach den Anfangswerten xy und den Steuergréfien
q aufgestellt und geldst.

Zur Berechnung der gemischten zweiten Ableitungen wird das obige Vorgehen wiederholt.
Die Variations-DAE zweiter Ordnung ergibt sich durch die Differentiation des Gleichungs-
systems (1.81) nach den Steuergrofien g¢:

ng = f;U;UWqu + fqup + f.’L’qu + fpqu + qu (1.84)
0 = gzszWq + gqup + g:chq + gprq + dpq



1.3. OPTIMALE VERSUCHSPLANUNG 33

Die Diskretisierung der Variations-DAE (1.84) zweiter Ordnung liefert analog dassel-
be Gleichungssystem, wie wenn das Diskretisierungsschema (1.83) nach ¢ abgeleitet wird.
Wie oben wird vorausgesetzt, dafl das gleiche Diskretisierungsschema wie fiir die Nominal-
trajektorie und die Variations-DAE erster Ordnung verwendet wurde. Um die Wronski-
Matrix Wy, = % zu berechnen, wird analog eine Variations-DAE zweiter Ordnung
gelost. Die Losungen der Variations-DAE erster und zweiter Ordnung entsprechen dann
genau den Ableitungen, der durch die BDF-Diskretisierung berechneten Nominaltrajekto-
rien. Das Diskretisierungsschema fiir die zweiten Ableitungen fiihrt auf die gleiche Matrix
MP* wie das Schema fiir die ersten Ableitungen und der Nominaltrajektorie. Bei der Im-
plementierung ergeben sich daraus grofle Einsparméglichkeiten: Durch die Berechnung der
Nominaltrajektorie und der Wronski-Matrix W, 11, die implizit durch das gleiche Diskreti-
sierungsschema gegeben sind, muf in jedem BDF-Integrationsschritt die Matrix M* somit
nur einmal berechnet und zerlegt werden.
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Kapitel 2

Automatisches Differenzieren

2.1 Einfiihrung

Viele numerische Anwendungen benétigen Jacobi-Matrizen, Hesse-Matrizen sowie Rich-
tungsableitungen vektorwertiger Funktionen mit m Komponenten und n reellen oder kom-
plexen Variablen. Dies gilt insbesondere in der nichtlinearen Optimierung, bei der Losung
von nichtlinearen Differential- und Integralgleichungen sowie bei Sensitivititsanalysen. Als
Beispiel betrachte man das Newton-Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungen:

0= F(z) mit F:Dp C R" — IR"

Ausgehend von einem Startwert z(°) € Dy approximiert das Newton-Verfahren eine mégli-
che Losung z* mit F'(z*) = 0 durch das sukzessive Losen der folgenden Gleichungssysteme:

J) (x(k+1) _ x(k)) =-Fk) k=0,1,2,...

mit P
k) . AF (& (k) .— k
JW = 7n (a:), F\Y%) = F(z")

Hierbei bezeichnet J*) die Jacobi-Matrix von F ausgewertet an der Stelle z(*).

In vielen Fillen sind die Funktionen, die ein Problem beschreiben, durch sequentielle Be-
rechnungsvorschriften (Algorithmen) definiert, in denen viele Zwischenvariablen auftreten.
Durch symbolische Elimination der Zwischenvariablen ist es zwar moglich, die m abhéngi-
gen Variablen explizit als Ausdriicke in den n unabhéngigen Variablen darzustellen, doch
das resultierende Ergebnis besteht dann meistens aus vielen uniibersichtlichen algebrai-
scher Formeln. Die Differentiation dieser Formeln verschirft das Problem des schnellen An-
wachsens der Grofle des mathematischen Ausdruckes sowie der wiederholten Berechnung
gemeinsamer Teilausdriicke. SPEELPENNING (1980) konnte fiir Funktionen einer Verinder-
lichen (n = 1) oder skalarwertige Funktionen (m = 1) nachweisen, dafi das effizienteste
Verfahren fiir die Ableitungsberechnung direkt aus dem Quelltext der Funktionsberech-
nung erhalten werden kann. Dabei werden die einzelnen Instruktionen des Quelltextes
unter Anwendung der Kettenegel 2.2.1 abgeleitet. Dieses Vorgehen wird als Automati-
sches Differenzieren (AD) oder auch als Computational Differentiation (CD) bezeichnet.
Bemerkenswert ist hierbei die Tatsache, dal der Gradient einer skalarwertigen Funktion

35
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im allgemeinen hochstens fiir den Faktor 5 der Operationen der Funktion selbst berechnet
werden kann, unabhingig von der Anzahl n der unabhingigen Variablen. Folglich kann
die zeilenweise Berechnung der Jacobi-Matrix einer vektorwertigen Funktion durch das
sogenannte Riickwértsverfahren in héchstens 5m mal sovielen Operationen erfolgen wie
die Berechnung der zugrundeliegende Vektorfunktion.

Die folgenden Kapitel sollen dabei zeigen, daf§ fiir den allgemeinen Fall das alleinige An-
wenden einer der beiden in Abschnitt 2.2 beschriebenen Verfahren nicht optimal ist. Da in
dieser Arbeit die praktische Implementierung einen grofien Platz einnimmt, ergeben sich
aus obigen Ansétzen sofort Fragen nach dem Speicherplatzbedarf und dem arithmetischen
Aufwand der benotigten Operationen.

2.1.1 Begriffsbestimmung

Unter Automatischem Differenzieren (AD) versteht man den Prozef, Ableitungen von
Funktionen mit Hilfe eines Computers zu berechnen, wobei die Funktionen durch ein
Computerprogramm gegeben sind. Die klassischen AD-Implementierungen verwenden das
Prinzip der Quelltext-Transformation. Hierbei wird mit Hilfe des Quelltextes, der die Funk-
tion implementiert, ein weiterer Quelltext generiert, der die Ableitungen beschreibt. Man
spricht hier vom Ableiten von Routinen. Die Ableitungen werden folglich nicht als explizite
Funktionen generiert, sondern durch ein generiertes Programm berechnet. Die Tatsache,
dal die Funktionen durch ein Computerprogramm gegeben sind, fiihrt dazu, dafl man
mit AD nicht nur Funktionen ableiten kann, die als Formeln oder Aneinanderreihung von
Formeln vorliegen, sondern sich auch allgemeiner definierte Funktionen differenzieren las-
sen. Diese Funktionen kénnen beliebige Syntaxelemente hoherer Programmiersprachen wie
z.B. Verzweigungen (if-else Konstrukte) oder Iterationen (for- bzw. while-Schleifen)
besitzen.

2.1.2 Automatische Berechnung eines mathematischen Ausdrucks

Genauso wie die Computeralgebra griindet sich das AD auf der Tatsache, daf sich die
meisten in der Praxis auftretenden Funktionen als Komposition einer geringen Menge von
Basisfunktionen, auch Elementarfunktionen oder Bibliotheksfunktionen genannt, darstel-
len lassen. Diese Basisfunktionen kénnen unére oder binire arithmetische Operatoren (z.B.
'+’ und ’*’) und transzendente Funktionen (z.B. sin und arctan) sein. Dies trifft insbe-
sondere fiir diejenigen Funktionen zu, die durch eine geschlossenen Funktion reprisentiert
werden kénnen oder mit einem Computerprogramm berechnet werden, das in einer hoher-
en Programmiersprache (z.B. C, C++ oder Fortran77) geschrieben ist.

Im folgenden betrachten wir Funktionen F' mit dem Vektor = der unabhdngigen Variablen
sowie dem Vektor y der abhdngigen Variablen:
7. { DC R* — R™

2.1
55:(351,552,---;3771)EDHy:(ylaym---aym) ( )

Zunichst benétigen wir die Definition nach KEDEM (1980) einer faktorisierbaren Funktion:

Definition 2.1.1 Sei F eine endliche Menge a priori definierter Basisfunktionen. Eine
Funktion f = f(z1,z9,...,2,) : R" — IR nennt man faktorisierbar iber F, falls eine
endliche Reihe von Funktionen ¢1, ¢o,. .., ¢; existiert mit:
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1. pi=z; V1<i<n

2. f=d¢

3. Vi mitn <1 <1 gilt: ¢; ist entweder eine Komposition einer Basisfunktion f* € F
mit einer Funktion ¢; (j < i), oder ¢; ist eine konstante Funktion.

Jede faktorisierbare Funktion 148t sich somit durch ein sequentielles Programm unter
Verwendung von [ (I > n) Zwischenvariablen vy, vs, . .., v;, der folgenden Form berechnen:

for i:=n+1up toldo
vi = ¢i(U;)

f=u

Dabei wird fiir jeden Zwischenwert v; (1 < ¢ < [) die Menge U; unter Verwendung der
Prizedenz-Relation <’ gesetzt durch:

U, := { Vj |] < Z} (2'2)

Die in den folgenden Abschnitten verwendete Relation <’ hat dabei folgende Bedeutung:

J < i <= Knoten v; hingt direkt von Knoten v; ab .

Die Zwischenwerte konnen dabei nach GRIEWANK & CHRISTIANSEN (1998) so geordnet
werden, daf} gilt:

Viep = I 1<:1<n
$:(U;) 1<i<l
= v m>12>0

U4

Ym—i

Tabelle 2.1: Anordnung der Variablen bei der Funktionsberechnung

Diese Darstellung wird bei der algorithmischen Beschreibung der Verfahren des AD in Ab-
schnitt 2.2 verwendet. Zur Vereinfachung dieser Darstellung kann man (0.B.d.A.) anneh-
men, daf} alle Basisfunktionen ¢; skalarwertig sind und eine kleine Anzahl von Argumenten
haben. Die Funktionswerte dieser Basisfunktionen werden dabei wieder als Argumente an-
derer Basisfunktionen verwendet und werden im folgenden als Zwischengréfien bezeichnet.
Man kann im allgemeinen erwarten, dafl die Anzahl m der abhingigen Variablen einer als
Komposition darstellbaren Funktion viel kleiner ist als die Anzahl z der Zwischenvaria-
blen. Daraus 148t sich nach GRIEWANK & UTKE (1995) folgern, dafl die Komplexitit fiir
eine zusammengesetzte Funktion auf einem seriellen Computer ungefihr proportional zu
z ist.
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2.1.3 Definitionen aus der Graphentheorie

Fiir das Versténdnis der Abschnitte 2.1.4 bis 2.2.7 benttigt man zunichst einige Defini-
tionen aus der Graphentheorie, die aus KNUTH (1973) entnommen werden.

Definition 2.1.2 (Graph) Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge
V # (0 von Punkten (Knoten) sowie einer Menge E € V x V won Linien (Kanten).
Bestehen die Kanten aus geordneten Paaren (vi,v2) von Knoten, so spricht man von
einem gerichteten Graphen, andernfalls von einem ungerichteten Graphen. Zwei Knoten
v, w werden als adjazent bezeichnet, falls eine Kante e existiert mit e = (v, w).

Definition 2.1.3 (Pfad, Zyklus) Sind v und v' Knoten und gilt n > 0, so nennt man

(vo,v1,...,vpn) einen Pfad der Lange n falls, v = vy, v adjazent zu vgyq1 fir 0 < k <mn
und v, = v'. Unter einem Zyklus (Kreis) versteht man einen Pfad der Linge n > 1
der Form (v = wvg,v1,...,v, = v). Ezistiert in einem Graphen kein Zyklus, so spricht

man von einem azyklischen Graphen, sonst von einem zyklischen Graphen. Man nennt G
zusammenhdngend falls gilt:

Vv, v; € V 3 Pfad P mit P = (v; = vo,v1,...,0n = vj)

Definition 2.1.4 (Baum) FEin zusammenhdingender azyklischer Graph mit einem ausge-
zeichneten Knoten (Wurzel) wird als Baum bezeichnet.

Definition 2.1.5 (Subgraph) FEin Graph G' = (V',E') ist ein Subgraph des Graphen
G=(V,E), wenn V' CV und E' C E.

Definition 2.1.6 (Clique) Sei G' = (V',E') ein Subgraph des Graphen G = (V| E).
Exzistiert zwischen jedem Paar unterschiedlicher Knoten von V' eine Kante, so bezeichnet
man den Graphen G' als vollstindigen Subgraphen oder Clique.

Definition 2.1.7 (p-Férbung eines Graphen) FEine p-Firbung eines Graphen G ist
eine Abbildung ¢ : V — {1,2,...,p} mit ¢ (v1) # ¢ (v2) genau dann, wenn die Knoten
v1 und vy nicht adjazent sind. Existiert eine p-Fdrbung des Graphen G, so bezeichnet man
den Graphen auch als p-colorierbar. Das kleinste p, fiir das G p-colorierbar ist, nennt man
auch chromatische Zahl x (G). Fine p-Farbung von G nennt man optimal genau dann,
wenn p = x (G).

2.1.4 Darstellung eines Ausdruckes durch einen Graphen

Jede beliebige faktorisierbare Funktion f aus Abschnitt 2.1.2 148t sich nach GRIEWANK &
UTKE (1995) durch einen gerichteten, azyklischen Graphen G = (V, E) darstellen. Die n
unabhéingigen Variablen zi,zo,...,z,, die m abhingigen Variablen y1,vys,-.., vy, sowie
die [ Zwischengroflen vy, v9, .. .,v; bilden dabei die Knoten von G. Diese Darstellung wird
auch als Kantorovitch-Graph bezeichnet. Eine Kante e verlauft dabei von Knoten v; nach
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Knoten v; genau dann, wenn der Wert von v; direkt von v; abhéngt. D.h. fiir jede Ele-
mentarfunktion ¢; sind alle Argumentknoten aus U; mit den Ergebnisknoten verbunden.
Das Beispiel (2.3) aus GRIEWANK (1994) diene zur Veranschaulichung:

DcC R? — R!
T 2= (z1,29) €D +—> f(z) = cos(21 - ) + 1 - Ty — exp (22) (2.3)
z1 - T2 — exp (z2)

Die Abbildung 2.1 veranschaulicht zusétzlich den zur Funktion (2.3) gehérenden Berech-

nungsgraphen.
@ V1 ‘= T1 -T2

vy := exp(z2)
v3 := cos(v1)
Vg4 ' = V1 — V2

)

A /
A

U5 1= VU3 + U4
Yy = ’U5/’U4

0

A

—E—E

/

@) )

Abbildung 2.1: Graph-Reprisentation eines Berechnungsalgorithmus

Jeder Berechnungsgraph 148t sich nach GRIEWANK & UTKE (1995) ohne weiteres durch
Vervielfachung zu einem Wald (eine Familie von M disjunkten Biumen) erweitern. Das
Ergebnis dieser Transformation ist in Abbildung 2.2 zu sehen.

Da die Funktion f skalarwertig ist, gilt M = 1. Der Wald besteht somit aus einem ein-
zigen Baum. Dieser Baum hat 18 Knoten im Vergleich zu den 8 Knoten des Graphen in
Abbildung 2.1. Die Anzahl der Vervielfiltigungen jedes Knotens im Baum ist dabei gleich
der Anzahl der verschiedenen direkten Pfade dieses Knotens zu dem Vaterknoten y. Der
daraus folgende exponentiell wachsende Speicherplatz erschwert die explizite Darstellung
der abhéingigen Variablen als algebraische Ausdriicke durch die unabhéingigen Variablen.
Moderne Computeralgebrasystem wie beispielsweise MAPLE versuchen daher, die Ver-
vielfachung gemeinsamer Teilausdriicke wie z.B. (z; - ) im obigen Beispiel zu vermeiden.

Die gewahlte Reihenfolge fiir die Abarbeitung der Einzeloperationen eines mathemati-
schen Ausdruckes spielt nach STOER & BULIRSCH (1971) auch in der differentiellen Feh-
leranalyse eines Algorithmus eine wichtige Rolle. Dabei wird untersucht, inwiefern sich die
Eingangsfehler Az von z und die im Laufe des Algorithmus auftretenden Rundungsfehler
auf das Endresultat auswirken.
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Abbildung 2.2: Vervielfachung der Zwischenknoten zur Generierung eines Baumes

2.2 Verfahren des AD

2.2.1 Vorbemerkungen

Im folgenden wird stets eine Funktion der Form

n m
F:{DCR — R (2.4)

= (z1,22,...,2n) ED—y = (y1,¥2,---,Ym)

betrachtet. Die Richtungsableitung von F' nach gegebenen p Richtungen z € IR"*P wird
mit 4 bezeichnet!, und wie folgt definiert:

g = <d—Fx> or . _ F'(z)z (2.5)

dr :%m—

Hierbei ist F'(z) € R™*" (z € D) die Jacobi-Matrix von F. In den Spalten von & stehen
die einzelnen p Richtungen, nach denen abgeleitet wird. Setzt man £ mit der Einheitsma-
trix I, gleich, so ist y gleich der Jacobi-Matrix von F.

Die zwei grundlegenden Verfahren des automatischen Differenzierens sind der Vorwartsmo-
dus (forward mode) und der Riickwirtsmodus (backward mode). Der grundlegende Unter-
schied beider Verfahren liegt darin, dafl im Vorwéartsverfahren die partiellen Ableitungen
jedes Zwischenwertes v; nach den unabhéngigen Variablen und im Riickwértsverfahren die
partiellen Ableitungen der abhéingigen Variablen nach jedem Zwischenwert v; berechnet
werden.

Die Abschnitte 2.2.3 und 2.2.4 werden zeigen, dal das Vorwirtsverfahren fiir Funktionen
vom Typ F : IR — IR™ geeignet ist. Fiir skalare Funktionen vom Typ f : R" — IR,
hingegen ist der Riickwirtsmodus optimal in Hinblick auf die Laufzeit.

! Aus Konsistenzgriinden zur allgemeinen AD-Literatur wir hier die normalerweise Zeitableitungen be-
zeichnende Notation ¢ fiir beliebige Richtungsableitungen verwendet.
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2.2.2 Anwendung der Kettenregel

Das mathematische Grundprinzip der Automatischen Differentiation ist die wiederholte
Anwendung der Kettenregel®. Beispielsweise findet man im Lehrbuch von HEUSER (1990):

Satz 2.2.1 (Kettenregel) Die Funktion g sei auf dem Intervall I, definiert, die Funktion
[ auf dem Intervall Iy D g(Iy) erklirt; g seiint, f in g(t) differenzierbar. Dann ist f o g
in t differenzierbar, und es gilt fir alle t* € I;:

O(fog)(tr Of(g(t of(s Og(t
(f 0 9)(t*) _ 9f(9(t)) :< 8/(s) ‘s_g(t*)) (% |t:t*), (2.6)

ot ot

Die Kettenregel wird jetzt auf die einzelnen Kompositionen der Elementaroperationen
¢; angewendet. Damit lassen sich die Ableitungen der gegebenen Funktion ezakt berech-
nen. Dabei bedeutet ezakt in diesem Zusammenhang, dafl die berechneten Ableitungen
bis auf Rundungsfehler, die bei den Elementaroperationen ¢; im Rahmen der Maschinen-
genauigkeit auftreten, mit den tatsichlichen Werten iibereinstimmen. Die Ketten- bzw.
Produktregel wird dabei im Vergleich zur symbolischen Differentiation nicht auf Formel-
teile angewendet, sondern auf die Werte der Ableitungen der Elementaroperationen ¢;,
d.h. auf reelle Zahlen. Das Arbeiten mit Formeln wachsender Komplexitit wird dadurch
vermieden.

t=t*

Ziel ist im folgenden Ableitungen der Funktion F' nach den d Richtungen pi,po, ..., pq mit
deIN und p; € IR", 1 <1 <d automatisch zu berechnen.

Zunichst betrachtet man den Graphen G = (V, E) aus Abschnitt 2.1.4, der den zu berech-
nenden mathematischen Ausdruck reprisentiert. Dieser Graph wird fiir die Berechnung der
Ableitungen verwendet: Jedem Knoten ¢ € V wird nun das Paar (v;, v}) zugeordnet. Dabei
reprisentiert v; den Wert der Zwischenvariable und v} ein dem Zwischenwert zugeordnetes
Ableitungsobjekt der Dimension d. Das Ableitungsobjekt v; wird in den beiden Verfahren
aus Abschnitt 2.2.3 bzw. Abschnitt 2.2.4 unterschiedlich interpretiert. Im Vorwértsmodus
reprasentiert v} die d Richtungsableitungen von v; nach den Richtungen pi,ps,...,pq. Im
Riickwirtsmodus reprisentiert v; die Ableitungen der unabhingigen Variablen y nach v;.
Jeder Kante e € FE von i nach j wird nun die partielle Ableitung

B’UZ'

Qij = 57—
ov;
j

(2.7)
zugeordnet. Die partiellen Ableitungen a;; gehen somit als reelle Zahlen in die Multipli-
kation, die aus der Kettenregel (2.2.1) hervorgeht, ein. Diese elementare Tatsache ist die
Grundvoraussetzung fiir die Genauigkeit des AD, in der gleichen Gréflenordnung der des

symbolischen Differenzierens (siehe Abschnitt 2.4) ist.

Mit Hilfe der Kettenregel 148t sich nun die Ableitung jedes beliebigen Zwischenwertes v,
nach einem beliebigen anderen Zwischenwert vy berechnen. Sei dazu My; die Menge aller
Pfade von k nach [. Es gilt somit nach mehrfacher Anwendung der Kettenregel:

ov
a—wi = > (H aij) (2.8)

PeMy; \ecP

2 Aufgrund ihrer zentralen Bedeutung fiir das AD wird diese elementare Regel der Analysis hier explizit
aufgefiihrt.
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Der Graph G besteht nach Voraussetzung nur aus elementaren Funktionen und Opera-
toren. Somit lassen sich die partiellen Ableitungen a;; leicht aus Tabellen, in denen die
Ableitungsformeln gespeichert stehen, berechnen. Die Tabelle 2.2 fafit nach LOHNER (1993)
die partiellen Ableitungen der grundlegenden binfiren Operatoren sowie die Ableitungen
der mathematischen Standard-Funktionen, die bei allen gingigen Programmiersprachen
als intrische Funktionen (Fortran77) bzw. Bibliotheksfunktionen (C, C++) implementiert

werden, zusammen.

0p; 0p; 0p; 0p;
b 3 : b . b . b o
v 0v; 0v; 0v;
v + Uy 1 v + v 1 vj — Up 1 v — -1
1 —
V- Uy (U] U5+ Up Up U—J — ﬂ ¢Z
Uy Uy vj v}
1 , 4
v} 2v, Vo % evi bi 2Uj ¢i - In2
10% ¢i -In10 Inv; e logs v ! log v; _
Vj J v - In2 J v; -1In10
sinv; COS Vj COS Vj —sin v, tanv; 1+ ¢7 cotvj | —(1+4 ¢?)
) 1 -1 ; 1 ; -1
arcsinv; | ——— || arccosv; | ——— || arctanuv, arccotv; | —
J 1— o2 J 1_ 2 T 1402 T 140?
J J
sinhv; | coshw; coshv; | sinhwv;, tanhv; | 1—¢7? || cothv; | —(1—¢?)
. 1 -1 1 -1
arsinhv; | ——— || arcoshv; | ———=— || artanh v, 5 || arcothv; 5
v?+1 ’UJ2—1 1_Uj 1_Uj

Tabelle 2.2: Tabelle mit Ableitungen der Elementarfunktionen

Komplexitit der elementaren Ableitungen

Bei denjenigen Funktionen, die durch ein sequentielles Programm wie in Abschnitt 2.1.2
definiert sind, werden bei der Ableitungserzeugung mit AD die partiellen Ableitungen
unter Verwendung der Prizedenz-Relation (2.2)

ov; 0 .. )
der Zwischenvariablen v; nach allen Vorgéngervariablen v; bendtigt. Bei der Berechnung
von zweiten Ableitungen werden hingegen die partiellen zweiten Ableitungen

82’02' 82
] = : . 1 ) 3 1 2.1
gk ;005 B, Oop ¢;(U;) mit 7 < 4 und k < 4 (2.10)
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benotigt. Bei allen Programmen, die in einer hoheren Programmiersprache codiert werden,
sind die a;; bzw. die a;;; in der Regel wohldefiniert und einfach zu berechnen.

Um die Komplexitit der beim AD durchgefithrten Berechnungen zu bestimmen, bezeich-
net OPS(F') ein Ma$ fiir die Abschitzung des Aufwandes zur Auswertung einer Funktion
F. Geht man von der Annahme aus, dafl alle Elementaroperationen unendlich oft diffe-
renzierbar sind, so lassen sich folgende Aussagen iiber das AD ableiten:

e Da jede partielle Ableitung a;; analytisch berechnet wird, ist jede berechnete Ablei-
tung F'(z) bis auf Rundungsfehler exakt. Es tritt somit kein Verfahrensfehler wie
beim numerischen Differenzieren in Abschnitt 2.3 auf.

e Es gilt die auf einer sequentiellen Maschine erfiillte Additivitdtsbedingung :

OPS(F ZOPS b;) (2.11)

=1

e Die Operationen fiir alle Basisfunktionen und Elementaroperationen ¢; lassen sich
nach oben durch eine Konstante g; abschéitzen:

OPS (¢i (U3)) + OPS ((aiy); _ ;) < ¢: - OPS (¢ (U3)) (2.12)

Der Aufwand zur Berechnung des Funktionswertes ¢; und aller partiellen Ableitungen
a;; mit 5 < 4 ist dadurch nur ein konstantes, kleines Vielfaches ¢; aufwendiger als
die Berechnung von ¢;. Der Faktor g; hingt in der Praxis von der exakten Definition
von OPS(F) und des konkreten Rechners, auf dem die Berechnung lauft, ab. Falls nur
Multiplikationen betrachtet werden, gilt nach GRIEWANK (1994) fiir die obere Schranke
q *= maxi<i<; g; der Wert ¢ = 3. Im folgenden wird fiir ¢ der konservativere Wert ¢ = 5
angenommen, der auch Speicherzugriffe und weitere Kosten beriicksichtigt.

Jedem Knoten 7 des Graphen aus Abschnitt 2.2.2 wird neben dem Zwischenwert v; auch ein
Ableitungsobjekt v} der Gréfe d zugeordnet. Mit der Gleichung (2.11) und der Ungleichung
(2.12) gilt folgende Abschitzung fiir die Berechnung des Gesamtaufwandes von F' und der
korrespondierenden Ableitung F':

OPS (F,F') = id (OPS ¢;) + OPS ((aij)j“)) gd-iqi-opsm)

=1

l
< q-d-ZOPS(qsi)s5-d-ZOPS(¢Z-)
=1 =1
= 5-d-OPS(F) (2.13)

2.2.3 Vorwirtsmodus

Das Grundprinzip des Vorwartsmodus ist die Berechnung von partiellen Ableitungen des
Vektors y der abhéingigen Variablen nach dem Vektor « der unabhéngigen Variablen durch
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sukzessives Berechnen der partiellen Ableitungen aller benotigten Zwischenvariablen nach
den unabhingigen Variablen z. Jede einzelne Zuweisung in der Berechnungssequenz aus
Abschnitt 2.1.2 wird nach den Input-Gréflen z differenziert. Berechnet wird somit die
Richtungsableitung y = F'(z) - £ € IR™ von F nach der Richtung & € IR"™. Die Input-
Groflen des Algorithmus sind somit z,z € IR™. Jede elementare Zuweisung v; := ¢;(U;)
der Berechnungsprozedur aus Abschnitt 2.1.2 impliziert die korrespondierende Differen-
tiationsoperation:

b=y 9¢i (U 'j (2.14)

v; EV; 0v;

Unter Verwendung der faktorisierten Darstellung und der [ Zwischenvariablen (siche Ab-
schnitt 2.1.2) 148t sich der Vorwértsmodus algorithmisch somit wie folgt beschreiben:

Algorithmus 2.2.2 Vorwdrtsmodus
1. {Initialisierung}

for 7:=1 up to n do
Vi—n ‘= T4
Vi—p = I;
od
2. {Ableitungsberechnung im Vorwdrtslauf}

for i;:=1up to ! do
Ui::{’l)j|j < Z}
v; := ¢3(Us)

0¢; (U,
Vit Z ij

od

3. {Zuweisung der berechneten Ableitungen}

for i :=m —1 down to 0 do
Ym—i = Vj—4

Ym—i = Vj—;

od

Im obigen Algorithmus wird die Grofle d fiir jedes Ableitungsobjekt auf Fins gesetzt, da
nur eine Richtungsableitung berechnet wird. Bei der Berechnung der Jacobi-Matrix von
F gilt d = n, da hier nach allen n Einheitsrichtungen abgeleitet wird. Bei der Berechnung
der Ableitung nach den d—Richtungen %1, &2,...,%Z4 € IR™ werden anstelle eines Wertes
v; fiir jeden Zwischenwert die d Werte v;1, 052, ...,0;q4 € IR benstigt. In allen Teilen des
obigen Algorithmus werden die d Werte aller Ableitungsobjekte ©; in einer Schleife der
Liange d berechnet. Fiir Teil zwei ergeben sich folgende Anweisungen:
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for i:=1up to [ do

for k:=1 up to d do
. 00 (Us) .
Vig 1= ;ﬁ an Vik
od
od

Komplexitit des Vorwirtsmodus

Bei der Berechnung der Jacobi-Matrix von F wird jeder Zwischenvariablen v; mit i =
1-mn,...,0,1,...,1 ein Gradientenvektor

v; := Vuy; = (1‘)1'1, cen ,’l')m) = (Bvi/avj) mit (j =1,... ,n) (2.15)

zugeordnet. Der Gradient des Vektors z der unabhéngigen Variablen wird mit Vz; =
Vui_; = e; € IR" initialisiert. Hier bezeichnet e; den j-ten kartesischen Einheitsvektor
des IR™. Berechnet werden also (d = n) Richtungsableitungen. Mit Hilfe der Abschitzung
(2.13) gilt fiir die Berechnung der Jacobi-Matrix einer Funktion F' : IR — IR™ mit dem
Vorwértsmodus:

OPS(F,F')<5-n-OPS(F)  (2.16)

2.2.4 Riickwirtsmodus

Wie Abschnitt 2.2.3 zeigt, lassen sich Jacobi-Matrizen mit dem Vorwirtsmodus in einer
Zeitkomplexitidt proportional zur Anzahl n der unabhingigen Variablen bestimmen. In
diesem Abschnitt wird ein Verfahren beschrieben, das die Ableitungen in einer Komple-
xitét berechnet, die unabhingig von n ist. Der Gradient Vf einer skalaren Funktion f
148t sich daher in einem konstanten Vielfachen der Berechnungszeit von f bestimmen.

Das Riickwirtsverfahren arbeitet im Prinzip analog zum Vorwirtsverfahren. Das Ablei-
tungsobjekt v}, das jedem Knoten v; des Graphen aus Abschnitt 2.1.4 zugeordnet wird,
nennt man Adjungierte (Adjoint). Analog gilt fiir die Linearkombination T des Gradienten
einer vektorwertigen Funktion F', definiert durch:

z:=Vy-Flz)]=y-VF(z)=9y-F'(z) e R" (2.17)

Dabei bezeichnet § € IR™ einen festen Zeilenvektor, der analog zum Richtungsvektor &
aus Abschnitt 2.2.3 zu verstehen ist. In Abschnitt 2.2.3 wurde § = F'(z)i = F(z, ;)
als eine von z und & abhéingige Funktion berechnet. Jetzt wird Z = § - F'(z) als eine von
z und y abhingige Linearkombination berechnet. Aus den Gleichungen (2.5) und (2.17)

folgt die Identitét:

G 9=79 (Fz)-2)=F Flz) 6=%-&
V (&,9) € B™ x R™ mit § = F'(z) - & (2.18)
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Um die Vorgehensweise des Riickwirtsmodus formal herzuleiten, wird zunichst nach
GRIEWANK & CHRISTIANSEN (1998) die Berechnungsvorschrift fiir das Vorwértsverfah-
ren in eine Matrix-Vektor Schreibweise umgeschrieben. Mit den elementaren partiellen
Ableitungen a;; aus Gleichung (2.7) wird fiir alle 1 = 1,2, ..., — 1, gesetzt:

[ 1 0 0 0]
0 1 0 0
0 0 1 .. .0
A. — c R(n-l—l)x(n-l—l) 2.19
! ai1-n @2n - @31 0 - - 0 (2.19)
0 0 . . -1 -0
0 0 1 ]

Die a;; treten dabei in der (n + i)-ten Zeile von A; auf. Die quadratischen Matrizen A;
sind untere Dreiecksmatrizen und kénnen unter Verwendung der Einheitsmatrix I wie
folgt zerlegt werden.

Ai =T +enyi (VoiUi) — ensi)” (2:20)

Hierbei bezeichnen die e; die j-ten kartesischen Einheitsvektoren. Seien weiter
P, :=[1,0,...,0] € R™™*) und Q,, :=[0,...,0,1] € R™ ")

diejenigen Matrizen, die multipliziert mit einem beliebigen Vektor der Grofie (n + 1) die
Projektion dieses Vektors auf seine ersten n bzw. letzten m Komponenten liefern. Mit
Hilfe dieser Matrizen 148t sich die Berechnung von ¢ aus & durch Gleichung (2.5) wie folgt
definieren:

J=Qm-A-A_y-...- Ay AP - (2.21)

Dabei entsprechen die einzelnen Multiplikationen den einzelnen Anweisungen im Algorith-
mus aus Abschnitt 2.2.3:

e Die Multiplikation mit P!, die & in den IR™*! abbildet, korrespondiert zum Initiali-
sierungsteil aus Teil 1.

e Die wiederholte Multiplikation mit den A; generiert das Ableitungsobjekt ©; fir alle
Zwischenvariablen v; aus Teil 2.

e Die abschlielende Multiplikation mit @), extrahiert die letzten m Komponenten, die
den Vektor y ergeben. Dies korrespondiert mit der Zuweisung der Ableitungen im
dritten Teil des Algorithmus.

Der Vergleich mit Gleichung (2.5) ergibt somit eine multiplikative Darstellung der gesam-
ten Jacobi-Matrix F'(z):
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F'(#) = Qm-Aj-Ai_y-...- Ay - Ay - PT € R™™ (2.22)

Die Berechnung von z aus Gleichung (2.17) erhilt man folglich aus dem Transponieren
der Gleichung (2.22):

i = [ F@)
= F@"-g"
T
= (Qm A Ay Ap A PT) T
= P, AT AL .. AL AT-QL -7 (2.23)

Dadurch erhiilt man eine explizite Darstellung der durch den Riickwirtsmodus berechneten
Linearkombination Z.

Da nach Gleichung (2.20) gilt:

T T .

AT = [+ enti- (V(U) = ensi)| =T+ (VOi(U) —ensi) - enys »  (2:24)

148t sich erkennen, dafl die wiederholte Multiplikation eines gegebenen Vektors (7;);—n<j<i
mit den Matrizen AZ-T eine inkrementelle Operation darstellt:

Diejenigen v; mit j A ¢ und j # ¢ bleiben gleich. Hingegen werden alle v; (5 < 7) mit
;-a;j inkrementiert, und 9; wird auf Null gesetzt. Dadurch sind zum Schluf nur die ersten
n Adjungierten mit Indizes 1 —n < 4 < 0 von Null verschieden. Diese Werte werden durch
die Projektion mit der Matrix P, auf die einzelnen Komponenten Z; des Vektors T gesetzt.

Praktisch kann diese Vorgehensweise folgendermaflen implementiert werden: Zunéchst wer-
den in einem vorwirtsgerichteten Lauf die Funktionswerte v; (1 < ¢ < [+ m) der Zwi-
schenvariablen berechnet. Dabei werden zusétzlich die partiellen Ableitungen a;; geeignet
gespeichert. Im darauffolgenden riickwartsgerichteten Lauf werden die Adjungierten in
umgekehrter Reihenfolge inkrementell berechnet.

Inkrementeller Modus des Riickwirtsverfahren

Nach GRIEWANK & UTKE (1995) li8t sich das Matrix-Vektor Produkt (2.23) als folgender
Berechnungsalgorithmus fiir die Adjungierten formulieren:

Algorithmus 2.2.3 Rickwdrtsmodus

1. {Forward Sweep}
(a) {Zuweisung des Vektors x an die Zwischenwerte}
for i:=1 up to n do v;_, := z; od

(b) {Initialisierung der Adjungierten und Berechnung der Zwischenwerte}
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for i:=1 up to ! do

v; : =0
Ui::{’l)jlj < Z}
v; := ¢i(Us)

od
(¢) {Zuweisung der berechneten Funktionswerte}
for i :=m — 1 down to 0 do y,,_; :=v;_; od

2. {Reverse Sweep}

(a) {Zuweisung der Komponenten von § an die Adjungierten Uy, ..., _m}
for ::=0up tom —1do v;,_; :== ypm_; od
(b) {Inkrementelle Berechnung der Adjungierten im Rickwdrtslauf}

for 7 := [ down to 1 do
for all j € U; do

d = v - %@'(Ui)
v = +d

od

;. =0

od
(c) {Zuweisung der berechneten Richtungsableitungen}
for i :=n down to 1 do Z; := v;_,, od
Die Berechnung der Adjungierten erfolgt dabei in einem Riickwirtslauf. Nur dadurch

ist garantiert, dafl jedes v; einen korrekten Wert zugewiesen bekommt, bevor v; auf der
rechten Seite einer Zuweisung steht.

Nichtinkrementeller Modus des Riickwirtsverfahren

Eine Modifikation des obigen Algorithmus besteht darin, anstelle der beiden ineinander-
geschachtelten Schleifen zur Berechnung der Adjungierten v;, eine Schleife iiber j zu ver-
wenden, in der in jedem Durchlauf iiber alle ¢, fiir die ¢ > j gilt aufsummiert wird:

0
o= Y 17,--6—Uj¢i (U;) (2.25)

[l

Dabei durchlduft die Schleife die Werte 5 =1 — m,...,1 —n in dieser Reihenfolge. Die-
se Version wird nach GRIEWANK & CHRISTIANSEN (1998) auch als nichtinkrementelle
Adjungierte-Rekursion bezeichnet.
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Ein offensichtlicher Nachteil der nichtinkrementellen Version besteht darin, dafl fiir je-
den Zwischenwert v; eine Liste von Knoten gespeichert werden muf, die alle Variablen ¢
enthilt, die von j abhingen. Solche vorwérts gerichteten Zeiger von einem Index j auf alle
seine Nachfolger ¢ > j sind im allgemeinen nicht ohne grifleren Aufwand zu erhalten.
Wohingegen die riickwirts gerichteten Zeiger von einem Index ¢ auf alle seine Vorginger
j < 4 durch die Zerlegung von F' in die elementaren Basisfunktionen ¢; bereits gegeben
sind. Die nichtinkrementelle Version benétigt also globale Informationen, im Gegensatz
zur inkrementellen Version, die die Berechnung der o; allein durch Betrachtung aller Ar-
gumente v; € U; der Basisfunktion ¢; zu einem Iterationspunkt ausfiihren kann.

Komplexitit des Riickwirtsmodus

Analog zu den Komplexitéitsaussagen in Abschnitt 2.2.3 wird fiir jede der [ Zwischenvaria-
blen v; ein Adjungierten-Vektor v; = (vj1, - .., Vin) der GroBle m mit Hilfe der Kettenregel
berechnet. Folglich gilt fiir die Grofle d aus Gleichung (2.13) der Wert d = m, und damit
fiir die Berechnung der Jacobi-Matrix einer Funktion F' : IR"™ — IR™ mit dem Riickwirts-
modus:

OPS(F,F')<5.-m-OPS(F)  (2.26)

Fiir den in der Praxis wichtigen Fall einer Funktion f : IR" — IR ist der Aufwand zur
Berechnung von Funktionswert und Gradient héchstens das Fiinffache des Aufwands der
Funktionsauswertung, unabhingig von der Dimension n der abhingigen Variablen z der
Funktion.

2.2.5 Beispiel fiir die automatische Ableitungsgenerierung

Als anschauliches Beispiel fiir die in Abschnitt 2.2.3 und 2.2.4 betrachteten Verfahren die-
ne folgendes, aus der Praxis entnommene, Beispiel. Es handelt sich um die in 5.3 ndher
beschriebene Phosphin-Reaktion. Man betrachte im folgenden eine skalarwertige Funktion
F : IR? - IR, die die zeitliche Ableitung einer Stoffmenge, die bei einer chemischen Reakti-
on mit vier Spezies auftritt, beschreibt. Um F' zu berechnen, benotigt man eine Reihe von
Variablen: Die Aktivierungsenergie F,, die universelle Gaskonstante R, den Frequenzfak-
tor ks, die Referenztemperatur 7., die Molmassen My, ..., My der beteiligten Spezies,
das Volumen V der Reaktionsmasse, die durchschnittlichen Dichte o der Spezies, die An-
fangsstoffmengen n,, und n,, der Spezies 1 und 4 sowie die Stoffmengen n., und n., der
Spezies 2 und 4 des Zulaufs. Die beiden unabhéngigen Variablen sind dabei durch z; :=T
(Temperatur im Reaktor) und zs := n; (Stoffmenge von Spezies 1) definiert.

Die Berechnung von F' erfolgt dabei durch folgende Vorschrift:
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ns = Ngy — N
n9 = Tey — N3
T4 = na4 + ne4
4 2.2
v = (ZOMZ : nz> /o (2.27)
1=

0xo E, 1 1 9 N9
F:i=—— = =V ks —— | == =T

ot ref TP ( R <x1 Tref>> V'V

Um F' mit Hilfe der beiden Modi des Riickwirtsmodus automatisch nach den Input-
GroBen z; und zo abzuleiten, werden die einzelnen Adjungierten wie in Abbildung 2.3
berechnet. Die Abkiirzungen v += w anstelle von v := v + w, bzw. v —= w anstelle von
v := v — w werden analog zur Konvention in der Programmiersprache C' verwendet. Die
verwendeten temporiren Adjungierten o1, ¥o, ..., Va3, V24 werden dabei im inkrementellen
Modus mit Null initialisiert. Sowohl dem inkrementellen als auch dem nichtinkrementellen
Riickwirtsmodus geht die Berechnung der Funktion F' im sogenannten Forward Sweep
voraus.

2.2.6 Hohere Ableitungen

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus nach CHRISTIANSON (1992) zur Berechnung des
Vektor-Matrix-Produktes H - u einer skalarwertigen Funktion f : IR" — R angegeben.
Wir bezeichnen mit z = (z1,... ,wn)T den Vektor der unabhingigen Variablen, mit y =
f(z) die abhingige Variable, mit w = (u1,...,u,)” einen konstanten Spaltenvektor der
Richtung, nach der abgeleitet wird, und mit H = V2f(z) wird die Hesse-Matrix der
zweiten Ableitungen definiert durch

0% f
8$i B:L'j

Hy(z) = V*f(z) = ( (I)) (1<4,j <n). (2.28)

Um eine effiziente Berechnung von H = V2f(x) zu erhalten, werden jetzt der Vorwérts-
modus aus Abschnitt 2.2.3 und der Riickwirtsmodus aus Abschnitt 2.2.4 miteinander
kombiniert. Aufgrund der Ubersichtlichkeit wird eine leicht modifizierte Notation des
Vorwiértsmodus bei der Beschreibung der Gradienten, der Adjungierten und der Indizes
der verwendeten Zwischenvariablen verwendet.

Zu Beginn wird der Vorwirtsmodus angewendet, um die Richtungsableitung ¢ = u! V f
der skalaren Funktion f zu berechnen. Die fiir die Berechnung von f benétigten Zwischen-
variablen werden im folgenden mit x,41,..., s, bezeichnet.

for ::=1 up to n do
w; = U

od

for i :=n+1 up to m do
Ui:=A{z; |j <1}
Wi = {w; |7 <1}
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Forward Sweep

inkrementeller Modus

51

nichtinkrementeller Modus

vq1 = 1 =T
Vo = T2 =MN1
V1 = Na; — V0
V2 = Ney — V1
V3 = Mgy + Ney
V4 = M *xvy
vs = Myxwvy
vg = Mszx*xuvq
v = Myx*xvg
vg = Y4+ vs
Vg = g+ vs
vi0 = V9 + U7
v11 = 1110/ Y
vig = 1/vy
V13 = 1/Tref
V14 = V12 — V13
V15 = Ea/R
Vie = —Uis

Vit =  Vie ¥ V14
vis = exp(vir)
V19 = 018 * Kpey
vog = wvp/v11
va1 = wafvnn
V22 = V19 * U
V23 = V22 % V21
V24 = V11 * V23
V25 = —U24

Yy = U

vs = Y1 v2s = Y1

Ugg —= U5 Vg = —Us

U1 = U4 *x V23 Uz = U4 %Unm

U9z += U4 *Un1 Ugg = V23 *vU2

Va1 += V23 * V22 U1 = V23 * V22

Va2  += V23 * V21 Ugo = U2 * V19

v19g  += V22 * v U9 = U2 * U

Vg0 += Va2 *v1g Vg = V19 * krey

Ug += On/vn D17 = 18 *exp (v17)
11 —= Vo1 *wz/(vi1 *v11) || Ve = V17 *vi4

Ug += U9 /v11 U5 = —Uis

11 —= Voo *vo/ (vi1*v11) || T4 = iy *vie

U1g  += V19 * kref T3 =  —Du

17 +=  Uig *exp (vi7) U2 = U4

vie += U7 * V14 U1l = U4 * V23

U4  +=  U17 * V16 —Ug1 * v/ (V11 * v11)
Ui —= U6 —g0 * vo/ (V11 * V11)
v12  += Y Do = Uii/o

U1z —= U4 vg = Vo

91 = D12/ (v-1*v_q) g = Dy

10 += v11/o U7 = Vo

vy += 1 vg = g

Ug += 1o Us = Ug

Ug += g Uy = Vg

vy 4= g vy = Urx My

vy 4= g Ty = Oofvi1+ 05 % My
75 += g U1 = Vex M3z — 1o

U3 4= vr*x My o = Tg/vi1

U1 4= Ue* Ms +04 * My — 0y

V9 += U5 * Mo v, = —’512/ (1),1 * Ufl)
Vo += U4 % M, ) = 1

U1 —= U9 z1 = U1

Vo —_—= U1

Zo = Vo

z1 = V_1

Abbildung 2.3: Inkrementeller und nichtinkrementeller Riickwartsmodus bei der Berech-
nung der rechten Seite einer DAE.
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od
Y= = ¢m(Up) = f(@1,- -, Tn), ¥ = wm =ul Vf(21,.-.,20)

mit
Z a¢z i
T 6:13]
Nun wird der Riickwirtsmodus auf das obige Berechnungsschema angewendet, um die
zweiten Richtungsableitungen V (uTV f) = (VVT f) u = (Hf)u zu berechnen. Dafiir
werden die Groflen Owy, /0z; und Ow,, /0w, benstigt. Unter Verwendung der Adjungierten
7 (1<) <m) gilt:

0wy, [Ow; = T (2.29)

Beweis. (durch vollstdndige Induktion iiber j)
Induktionsanfang: j=m: 0wy /0w, =1=Zn.
Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges 7 < m

Induktionsschritt: mm—1,...,5+1—j
0y 0 0¢i (Us) 0¢i (Us)
- Y Y wy | = Y (2.30)
8wj 8’111]' (; 8.’L‘j I B.Tj
somit gilt:
Owm Owy, 09; 0¢; (U, _
= Ti. 2.31
ow; Z ow; Bwj Z Ti Bx] i ( )
|
Sei nun w; = Owy,/0z; fir 1 < j < m. Da keines der ¢; und g; die Variable z,, als

Argument besitzt, gilt w,, = 0, und die Anwendung der Kettenregel ergibt:

—— Owp, _ dgi 0¢; 0° bi la(ﬁi
Vi = Ba, _Z.;j (w’a v 3m]> 2 (I 2 " ows0m, 18%-) - (232)

i

Das Anwenden der Gleichungen (2.29) und (2.32) ermoglicht somit das Aufstellen des
Algorithmus zur Berechnung von (H f)u

Algorithmus 2.2.4 Berechnung der Hesse-Matriz mit Vorwdrts- und Rickwdrtsmodus
1. {Initialisierung des Forward Sweep}

for ::=1 up to n do
w; 1= U

od
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2. {Forward Sweep}

for i:=n+1 up to m do
Ui::{xj|j < Z}

z; == ¢i(U;)
=0
w; =0
0 (U;
w, ::;iLaij ) s,
w; =0
od
Tm = f(@1,. .y 20), Wy = (u! -Vf)(z1,...

3. {Initialisierung des Reverse Sweep}

Ty =1

for ::=1 up to n do
;=0
w; =0

od

4. {Reverse Sweep}

Ty =1
for s := m down to n+ 1 do
for all j € U; do

_ 09 (Uy)
Tj =T +Ti—f —
J J ! oz,
_ _ 04 (Uh)
Wy = Wi + T
J J ’ Oz,
for all k € U; do
) ()
Wy 1= Wy + .’Ezwkm
od
od
od
5. { Output}
(:i'l,. .. ,En)T = Vf(.’L'l,. .. ,.’L’n), (11_]1,...

,Wp) = V(UT -V i)z,. ..

,.’En).

53
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Bei der Berechnung von H - u mit dem obigen Algorithmus stellt man interessanterweise
fest, daf} seine Laufzeit unabhingig von der Anzahl n der abhiingigen Variablen ist. Es
gilt:

OPS (f,Vf.V*f)
OPS (f)

—0(). (2.33)

Setzt man u = e;, d.h. den i-ten Einheitsvektor, so erhilt man die i-te Zeile der Hesse-
Matrix H von f. Das n-malige Ausfiithren des obigen Algorithmus ermdéglicht somit die
Berechnung von H. Dabei konnen die n Reihen von H unabhingig voneinander ermittelt
werden und bieten sich daher fiir eine parallele Berechnung auf n Prozessoren an. Weiteres
iiber die Moglichkeiten der Parallelisierung findet man in CHRISTIANSON (1992).

Fiir die Komplexitét der Berechnung von H gilt daher:

OPS (f,Vf,V2f) = O (n)- OPS(f). (2.34)

Wendet man hingegen den Vorwértsmodus zweimal an, um H - u zu ermitteln, so ist die
Komplexitiit nach Abschiitzung (2.16) durch O (n?) - OPS (f) gegeben.

Da in der Praxis fiir die Basisfunktionen ¢; nur elementare Operationen bzw. mathema-
tische Bibliotheksfunktionen verwendet werden, lafit sich fiir die Gleichung (2.34) nach
LOHNER (1993) die folgende Approximation machen:

OPS (f,Vf,V*f) _
oPs (N lm (2.35)

Im folgenden wird ein Beispiel nach CHRISTIANSON (1992) betrachtet, um anzudeuten,
dal der obige Algorithmus bis auf einen konstanten Faktor optimal ist. Die Funktion
f=f(z1,...,zy,) sei definiert durch:

Dann gilt
Vi) =4(z"z)x uwnd Hf(z) =4(z"2)I, + 8zz”.

Bezeichne a die Kosten fiir eine Addition und ¢ fiir eine Multiplikation, so ist der Aufwand
fiir f gleich (n+1)-t+(n —1)-a. Die Berechnung von V f benotigt zusétzlich 2(n+1) -t +
4n - a Operationen. Der zuséitzliche Aufwand zur Evaluation von H f ist dabei mindestens
1

5 n(n+1)-t.

2.2.7 Ausnutzung der Diinnbesetztheit von Jacobi-Matrizen

In den vorherigen Abschnitten wurde gezeigt, dafl die Komplexitit der Berechnung der
Jacobi-Matrix J linear mit n (Vorwértsmodus) oder m (Riickwértsmodus) im Verhéltnis
zur Funktionsauswertung ansteigt. Falls das Diinnbesetztheitsmuster (sparsity pattern)
von J a priori bekannt ist, 148t sich diese Struktur zur effizienteren Berechnung von J
ausnutzen.
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Nach CURTIS ET AL. (1974) 148t sich erkennen, da8 zwei Spalten einer (m x n)-Jacobi-
Matrix J; (z) = J(z)e; und Ji (z) = J(z)ex mit z € R™ , die strukturell orthogonal®
zueinander sind, simultan aus der Berechnung einer einzigen Richtungsableitung J; :=
J(z) (ej + ex) ermittelt werden konnen. Die Berechnung von J; aus J; ist dann trivial.
Sei N; die Menge der Zeilenindizes aller Nichtnullelemente von Jj, so gilt fiir die einzelnen
Elemente (J;), (¢ =1,...,m) des Spaltenvektors J;:

Tix); (@), fallsi € N
(J5); (iv):{ ((),J’k)z ) onst,

Nach diesem Prinzip 148t sich unter Verwendung des Diinnbesetztheitsmusters aus J eine
(m X p)-Matrix P mit p < n konstruieren. Jede Spalte von P reprisentiert dabei eine
Gruppe von Spalten, die paarweise strukturell orthogonal zueinander sind. Die n Spalten
von J werden in p Gruppen G1,Go,...,G), aufgeteilt, so dafl jede Spalte in nur einer
Gruppe ist, und die einzelnen Spalten einer Gruppe strukturell orthogonal zueinander sind.
Diese Vorgehensweise fiithrt somit zu einem Partitionierungsproblem fiir die n Spalten von
J. Um den Rechenaufwand zu minimieren, sollte dabei die Anzahl p der Gruppen mdoglichst
niedrig sein.

Das Problem der Partitionierung der Spalten ist dquivalent zum Problem der Firbung
eines Graphen G(V, E). Die Knoten V des Graphen sind dabei die Spalten von J. Ein
Tupel (vj,vx) € V x V gehoért dabei zu E genau dann, wenn die Spalten J; und Ji
von J nicht strukturell orthogonal zueinander sind. Das Auffinden einer minimalen p-
Féarbung und somit der chromatischen Zahl x(G) aus Abschnitt (2.1.3) ist bekanntlich ein
NP-schweres Problem. Heuristische Ansétze fiir dieses Problem, die urspriinglich bei der
Berechnung mit Differenzenquotienten (siehe Abschnitt 2.3) angewendet wurden, finden
sich bei CURTIS ET AL. (1974) sowie bei NEWSAM & RAMSDELL (1983).

Mit den Definitionen aus Abschnitt 2.1.4 gilt weiter:

Korollar 2.2.5 Die Grife jeder Clique G' von G ist eine untere Schranke fiir die chroma-

tische Zahl x eines Graphen G. Fir das obige Spaltenpartitionierungsproblem gilt daher im

speziellen: Sei J eine m xn-Matriz und n; (i = 1,...,m) die Anzahl der Nichtnullelemente

der Zeile i, dann gilt:

7. < .

max 7 < x (G (J)) (2.36)

Beweis. Sei J eine m X n-Matrix. Ist G' = (V', E') eine Clique von G(J), dann sind

trivialerweise alle Knoten von V' paarweise adjazent und x(G(J)) ist mindestens so grof}

wie die Anzahl der Knoten in V’. Durch die Teilmengen V' mit V; = {J; : J;; # 0} werden
Cliquen in G(J) erzeugt, wobei jede Clique G; iiber n (i = 1,...,m) Knoten verfiigt.

|

2.3 Das Numerische Differenzieren

In vielen numerischen Programmen wird zur Berechnung von Richtungsableitungen der
Differenzenquotient verwendet. Man unterscheidet zwischen dem einseitigen und dem zwei-
seitigen Differenzenquotienten.

3Zwei Vektoren v, w # 0 aus dem IR™ werden als strukturell orthogonal bezeichnet, falls v; - w; = 0 fiir
allei=1,...,n.
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Die Richtungsableitung von F' nach z € R" in der Richtung v € IR" ergibt sich mittels
des einseitigen Differentenquotienten zu:

OF . F(z+h-v)—F(z)
il v=1 2.
oz ")V =%, h (237)
Mittels des zweiseitigen Differenzenquotienten zu:
OF . Fl+hv)-Flz—h-v)
R 235

Da man auf einem Rechner A nicht beliebig klein machen kann, ist diese Approximation
immer fehlerbehaftet. Die Schrittweite h ist durch die Maschinengenauigkeit € immer nach
unten beschrankt.

Die Komplexitit der Berechnung einer Richtungsableitung mit dem Differenzenquotient
ist aufgrund der Gleichungen (2.37) und (2.38) trivialerweise durch 2 - OPS(F') beim ein-
seitigen Differenzenquotienten bzw. 3 - OPS(F') beim zweiseitigen Differenzenquotienten
gegeben, falls die Funktion F' auch berechnet werden muf}. Die Komplexitit ist im Gegen-
satz zum AD unabhingig von der zu berechnenden Funktion F' und der Richtung nach
der abgeleitet wird.

2.3.1 Fehleranalyse

Eine kleine Schrittweite h wird benétigt, um den Abbruchfehler bei der Berechnung von
Ableitungen durch Differenzenquotienten zu minimieren. Doch bei Werten von h, die sehr
nah an der Maschinengenauigkeit ¢ liegen, kann die Subtraktion von zwei fast gleichen
Gleitkommazahlen zu signifikanten Ausléschungsfehlern fithren. Die daraus resultierenden
Rundungsfehler im Zihler von Gleichung (2.37) konnen sehr grof§ sein und fithren somit zu
falschen Ableitungswerten. Das Numerische Differenzieren ist nach STOER & BULIRSCH
(1971) wenig stabil und ist nach GRIEWANK & CHRISTIANSEN (1998) bei dritten oder
hoheren Ableitungen aufgrund der auftretenden Rundungsfehler praktisch nutzlos.

Sei gl(F(z)) die Darstellung von F(z) in Gleitkommaarithmetik, so existiert nach STOER
& BULIRSCH (1971) ein 0 < 6 < € mit:

|gl(F(z)) — F(z))| <. (2.39)
Nach dem Satz von Taylor gilt fiir den eindimensionalen Fall:
ok

Flz+v-h) = k(f) (vh)*
k=0 .

v 2 v 3
= F(z)+ (vh)F'(z) + %F"(:ﬂ) + %F'"(x) +0 (') (240)
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0 k(e
Fzx—v-h) = F(z+(-v-h)=> Fk(' )(—I/h)k
k=0 ’
— F( )—I/hF,( ) (V;L) F”(.’L‘) _ (Vg) FIII( )_|_ 10) (h4) (241)

Damit gilt fiir den einseitigen Differenzenquotienten (2.37):

1 h
Fp, := Ewm+u40—F@»:F@w+§F%mﬁ+o@ﬂ
= F(z)+0(h) (2.42)
Somit folgt fiir den Verfahrensfehler Ap als Summe von Rundungsfehler Ay und Ab-
bruchfehler Ag, mit der Ungleichung (2.39) und der Abschitzung K > |F"(z)v?|:

v| < AFl +AF2

Ap = |3 (gUF @) ~ gl(F(z +h-v)) - F(x)

2 Kk.h (2.43)

h
———

:=s1(h)

IN

Die obere Schranke s;(h) erreicht ihr Minimum bei h = 2—1;5. Somit ergibt sich fiir den

Verfahrensfehler Ap beim einseitigen Differenzenquotienten:

<—+K\/7 \/725+25 =45 - \/i—2\/_\/_ (2.44)

y

Selbst bei einer optimalen Wahl von ¢ verliert man aufgrund des Faktors /0 fir K ~ 1
ungefihr die Hilfte der signifikanten Stellen.

Analog gilt fiir den zweiseitigen Differenzenquotienten (2.38):

2
Fp, = 21h (F(x+v-h)—F(z—v-h))=F'(z)v+ %F”I(JI)I/Q +0 (h4)

= Fl(a)v+0(h?) (2.45)

Fiir den Verfahrensfehler Ap mit K > |F"(z)v?| folgt:

v| < AFl —I—AF2

U@+ hev) = gz~ hov) - Fa)
< 2: K - h? (2.46)
:=s2(h)

Ap =

w|>—¢

Die obere Schranke sg(h) erreicht ihr Minimum bei h = (f) Es ergibt sich fiir den

Verfahrensfehler Ap beim zweiseitigen Differenzenquotienten
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1
20 0\3 ANE 1 36 1.2

Da 65 < 07 fiir 0 < 6 < 1, ist der Gesamtfehler beim zweiseitigen Differenzenquotienten
somit kleiner als beim einseitigen. Anschaulich zeigen dies die Abbildung 2.4 und 2.5 aus
Abschnitt 2.3.2.

2.3.2 Gesamtfehler beim Differenzenquotienten

Nach Abschnitt 2.3.1 kann man A nicht beliebig klein machen, um den Gesamtfehler zu
minimieren. Im folgenden wird anhand eines praktischen Beispiels untersucht, inwieweit
sich die Genauigkeit des Numerischen Differenzierens in Abhéngigkeit der Schrittweite h
verhélt.

Als Testfunktion wurde eine Funktion F : U C IRZ — IR? mit:

x? - 2o + 0.1 - exp (221 + x2)
F(zy,29) := | 129 +sina? , T1,To >0

NVE?

ausgewéhlt. Ausgewertet wird der Funktionswert und die erste Ableitung dabei an der
Stelle (z1,22)" = (2.0,3.0)7. Die Maschinengenauigkeit des Rechners (AMD-K6/233 un-
ter Linux 2.0.35) betrug dabei & = 2.2204460 - 10716, Die Abbildungen 2.4 und 2.5 zeigen
die Genauigkeit der Ableitungen fiir die Richtungen (2.3,3.3)” bei der Berechnung mit
Hilfe des einseitigen bzw. zweiseitigen Differenzenquotienten in Abhéngigkeit der Schritt-
weite h. Fiir den Gesamtfehler e(h) und fiir die Schrittweite h wird die logarithmische
Skala verwendet. Die numerisch berechneten Werte werden dabei mit den analytisch be-
rechneten, korrekten Ableitungswerten verglichen. Das fiir die Berechnung der Testwerte
verwendete C++-Programm folgt anschlieend als Listing. Folgende Schluflfolgerungen
konnen aus dem Test gezogen werden:

e Der Verlauf der Fehlerkurven ist unabhéngig von der gewéihlten Funktion bzw. den
Richtungen, nach denen abgeleitet wird.

e Der optimale Wert fiir & liegt bei allen drei Funktionen bei &~ 10~8 beim einseitigen
Differenzenquotienten bzw. bei ~ 107% beim zweiseitigen Differenzenquotienten.

e Die Genauigkeit der berechneten Ableitungen ist bei der Verwendung des zweisei-
tigen Differenzenquotienten deutlich hoher als beim einseitigen. Sie liegt bei einer
optimaler Wahl von h bei ~ 10~ '? merklich héher als beim einseitigen Differenzen-
quotienten mit ~ 1078.

e Vom Iterationsbeginn (h = 1) bis zum optimalen Wert nimmt der absolute Fehler
linear ab. Hier wirkt der systematische mit fallendem h kleiner werdende Abbruch-
fehler.
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e Das Rauschen der Werte ab dem optimalen Wert fiir A und die Zunahme des abso-
luten Fehlers 148t sich mit dem zufiillig auftretenden Rundungsfehler erkliren.

e Die Tests bestitigen die beiden oberen Schranken (2.44) und (2.47) fiir die unter-

suchten Varianten.

Die beiden Abbildungen 2.4 und 2.5 zeigen dariiber hinaus, dafl die Wahl eines h fiir eine
vektorwertige Funktion bei stark unterschiedlichen héheren Ableitungen zu unterschiedli-
chen Genauigkeiten in den einzelnen Komponenten der Ableitung fiihrt.

Absoluter Gesamtfehler des einseitigen Differenzenquotienten

4 T T T T T |f1 —

Abbildung 2.4: Gesamtfehler beim einseitigen Differenzenquotient

Die Berechnung von Richtungsableitungen mit Numerischer Differentiation hat den Vor-
teil, dafl man die abzuleitende Funktion als Black- Box betrachten kann. Dies bedeutet, daf}
ein Parsen und eine Zerlegung des mathematischen Ausdrucks in elementare Operationen
nicht benétigt wird, sondern nur ein weiterer Funktionsaufruf an einer Storstelle = + h.
Diese Methode wird weiterhin eine Berechtigung haben, wenn die Exaktheit der berechne-
ten Ableitungen, im Vergleich zum Aufwand fiir das AD, eine untergeordnete Rolle spielt.
Vor allem Programme in C und C++ mit ihren vielfiltigen Moglichkeiten, selbstdefinierte
Datentypen in die Funktionsauswertung einfliefen zu lassen, kénnen mitunter nur schwer
fiir die Verwendung von AD mit Quelltexttransformation umgeschrieben werden.
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Absoluter Gesamtfehler des zweiseitigen Differenzenquotienten

4 T T T T T T T

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Abbildung 2.5: Gesamtfehler beim zweiseitigen Differenzenquotient

Listing zur Berechnung des Verfahrensfehler bei Numerischen Differenzen

// Rundungsfehler beim Numerischen Differenzieren mit Differenzenquotienten

#include <math.h> // Trigonometrische Funktionen
#include <stdio.h> // Ausgabe in Datei

#include <float.h> // Bestimmung der Maschinengenauigkeit
#define FORMAT "J25.22f " // Format der Float Ausgabe

#define STEPSIZE 0.08 // Logarithmische Schrittweite

#define N_X 2 // Anzahl der unabhaengigen Variablen
#define N_F 3 // Anzahl der abhaengigen Variablen

double fcnl( double *x ){ return x[0]*x[0]*x[1] + 0.1 * exp(2* x[0] + x[1] ); }
double fcn2( double *x ){ return x[0] * x[1] + sin( x[0] * x[0] ); }
double fcn3( double #x ){ return sqrt( x[0] ) / x[11; }

// Ableitungen
double dfcni( double *x, double *d ){
return ( 2*x[0]*x[1] + 2%0.1kexp( 2*x[0]+x[1] ) ) * d[0] + ( x[0]#*x[0]
+ 0.1 * exp( 2*x[0] + x[1] ) ) * d[1];

}
double dfcn2( double *x, double *d ){

return (x[1] + 2*x[0] * cos( x[0] * x[0] ) ) * d[0] + ( x[0] ) * 4d[1] ;
}
double dfcn3( double *x, double *d ) {

return (1 / ( 2% sqrt( x[0] ) * x[1] ) ) * d[0]
- (sqrt( x[01 ) / ( x[1] * x[1] ) ) * d[1];

}

// Array von Funktionspointern aller Testfunktionen
double (*fcn[]) ( double *x ) = { fcnl, fcn2, fcn3 };
double (*dfcn[]) ( double *x, double *d ) = { dfcnl, dfcn2, dfcn3 };

// einseitige und zweiseitige Differenzenquotientenberechnung
double DiffQuot( double *x, double (*fcn) ( double* ), double h, double *d, int mode ){
double f_argl[N_X], f_arg2[N_X], one_side, two_side;
for( int i = 0; i < N_X; i++ )
f_argi[i] = x[i] + hxd[i], f_arg2[i] = x[i] - h*d[i];
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one_side = ( fen( f_argl ) - fen( x ) ) / h ; // einseitiger DQ
two_side = ( fcn( f_argl ) - fcn( f_arg2 ) ) / ( 2 * h ); // zweiseitiger DQ
return mode == 7 one_side : two_side;

}

int main( int argc, char **argv ){
FILE #*fp;
double x[N_X], d[N_X], f_d_val[N_F], f_d_val_c[N_F], error[N_F];
register double h = 1.0, step = 1.0, eps = DBL_EPSILON;

if( ' ( fp = fopen( argv[1], "w" ) ) )

exit( -1 );
x[0] = 2.0, x[1] = 3.0, d[0] = 2.3, d4[1] = 3.3;
doq{ // Iteration mit Schrittweite h

h = pow( 10, -step );
fprintf( fp, FORMAT, loglO( h ) );
for( register int i = 0; i < N_F; i++ ){
f_d_val[i] = DiffQuot( x, fcn[il, h, d, 1 );
f_d_val_c[i] = dfcen[il( x, 4 );
error[i] = fabs( f_d_vall[i]l - f_d_val_c[i] );
fprintf( fp, FORMAT, loglO( error[il ));
}
fputc( ’\n’, fp );
step += STEPSIZE;
}
while( h >= eps );
if( fclose( fp ) )
exit( -1 );
return 0;

2.4 Weitere Formen der Ableitungsbestimmung

Im Bereich des Symbolischen Differenzierens existieren einige Software-Pakete, die aus ei-
nem gegebenen algebraischen Ausdruck die Ableitung berechnen kénnen. Beispiele hierfiir
sind MAPLE, MATHEMATICA, AXIOM, MACSYMA und DERIVE. Dabei wird durch
Anwendung der Differentiationsregeln ein expliziter Ausdruck fiir die Ableitungen gene-
riert. Diese Ausdriicke werden jedoch sehr schnell sehr grof.

Das grundsétzliche Problem beim Symbolischen Differenzieren liegt darin, dafl jede binéire
Operation (aufier '+’ und '—’) bei der Ableitungsgenerierung zu einem groferen Term
anwichst. Dies fithrt bei der Generierung des Ableitungsterms pro Ableitungsordnung zu
einer Vervielfachung der Ausdrucksgrofie und vor allem bei Problemen héherer Dimension,
wie sie in der Praxis auftreten, zu einem hohen Mafl an Speicherbedarf und Laufzeit.
Weitere Nachteile liegen darin, daf obige Software-Pakete meistens nicht in der Lage sind,
prozedural definierte Funktionen sowie typische Quelltext-Konstrukte wie beispielsweise
if-then-else, for, oder while zu behandeln.

Eine weitere Moglichkeit, Ableitungen in einem Programm bereitzustellen, ist das Auf-
stellen von Ableitungsformeln und die Generierung des korrespondierenden Quelltexte von
Hand. Zwangsliufig fithrt dieses Verfahren zu einem hohen Aufwand in puncto Program-
mieraufwand, Modifikation sowie Verwaltung des Quelltextes. Aulerdem miissen schon
bei kleinsten Verdnderungen des abzuleitenden Programms die Ableitungen neu ermittelt
und implementiert werden. Fiir laufzeitkritische Abschnitte eines Programms bietet die-
ses flexible Verfahren aber eine Moglichkeit, strukturelle Gegebenheiten am effizientesten



62 KAPITEL 2. AUTOMATISCHES DIFFERENZIEREN

auszunutzen. Bei der Codierung der Ableitungen kénnen dabei die Prinzipien des AD
angewendet werden.

2.5 AD Implementierungen

2.5.1 ADIFOR

ADIFOR ist ein general-purpose System zum automatischen Differenzieren von Funk-
tionen, die in Form eines Quelltextes in der Programmiersprache Fortran77' spezifiziert
werden. Das Programm-Paket wurde am Aragonne National Laboratory? (Mathematics
and Computer Science Division) und an der Rice University?, Houston (Center for Rese-
arch on Parallel Computation) entwickelt. Als wichtige Koordinatoren in einem grofieren
Entwicklungsteam sind Christian Bischof und Alan Carle zu nennen. Der Quelltext des ab-
zuleitenden Programms darf dabei aus allen Syntaxelementen bestehen, wie z.B. Schleifen
und Iterationen, die in der Programmiersprache Fortran77 vorhanden sind. Das System
basiert auf dem Prinzip der Quelltexttransformation. Um die Ableitung einer durch ein
Computerprogramm definierten Funktion zu berechnen, wird der zugrundeliegende Quell-
text entsprechend modifiziert. Durch den Aufruf neu generierter Unterprogramme oder
neu generierter Schleifen wird dann die Ableitung der betrachteten Funktion berechnet.
Mit Hilfe des von ADIFOR erzeugten Programmes lassen sich mit einem einzigen Funkti-
onsaufruf beliebig viele Richtungsableitungen berechnen. Seien im folgenden n die Anzahl
der unabhingigen Variablen, m die Anzahl der abhingigen Variablen sowie p die Anzahl
der Richtungen, die berechnet werden.

Die prinzipielle Vorgehensweise bei der Ableitungserzeugung mit ADIFOR ist nach Bi-
SCHOF ET AL. (1992) gegeben durch:

e Spezifikation der Benutzereingabe:

Fortran77 Subroutine ffcn, in der die abzuleitende Funktion implementiert ist.

Alle Subroutines, die direkt oder indirekt von ffcn aufgerufen werden.
1

Namen der Vektoren der unabhéingigen (x) und abhingigen Variablen (y).

Maximale Anzahl der Richtungen (max_p), nach denen abgeleitet werden soll.
e Analyse der Quelltexte durch den in ADIFOR integrierten Parser:

— Aufstellen des Aufrufgraphen der einzelnen Subroutines.

— Ermittlung des Abhingigkeitsgraphen aus Abschnitt 2.1.4, der die inner- und
zwischenprozeduralen Abhingigkeiten aller Variablen reprisentiert.

— Bestimmung der aktiven Variablen. Eine skalare Variable v der Berechnungs-
prozedur wird dabei als aktiv bezeichnet, wenn sie direkt oder indirekt von
mindestens einer Komponente von x abhingt und wenn mindestens eine Kom-
ponente von y existiert, die direkt oder indirekt von v abhingt.

!Es existiert auch ein Paket, das Programme in der Programmiersprache C ableitet, ADIC genannt.

2http:/ /www-unix.mcs.anl.gov/autodiff/ ADIFOR/

3http://www.cs.rice.edu/~adifor/

! An die Vektoren sind dabei keine Restriktionen gestellt. Bei beiden Vektoren kann es sich sowohl um
lokale Variablen, Subroutine-Parameter als auch Common-Block Variablen handeln.
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— Zerlegung aller Zuweisungen der betrachteten Subroutines in elementare binére
Zuweisungen durch die Verwendung zusitzlicher Zwischenvariablen.

e FErzeugen des Ableitungsprogramms:

— Fiir alle aktiven Variablen werden Anweisungen zur Speicherplatzallokation von
Vektoren der Gréfle max_p generiert.?

— Der originale Quelltext wird nun nach den Prinzipien des AD um Ableitungs-
anweisungen erweitert. Die einzelnen Zuweisungen werden mit Hilfe des effekti-
veren Riickwirtsmodus abgeleitet. Die Berechnung iiber das ganze Programm
erfolgt im Vorwértsmodus (siehe dazu die Abschnitte 2.2.3 und 2.2.4).

— Die Parameterlisten aller Subroutines werden dabei erweitert mit:

* Finer INTEGER Variablen p, die die Anzahl der Richtungen angibt.

* Einer Richtungsmatrix g_x, auch Seed-Matriz genannt, mit den einzelnen
Richtungen als Zeilen.

* Einer Ableitungsmatrix g_y, in deren Spalten die berechneten Richtungs-
ableitungen abgespeichert werden.

* Den fiihrenden Dimensionen (Leading Dimensions) der obigen Matrizen.

Der von ADIFOR erzeugte Quelltext berechnet somit die transponierte Richtungsmatrix:

_ dy T\T D XM
g_y—(dw g-x ) €R

Besteht die Seed-Matrix g_x beispielsweise aus den n Einheitsrichtungen e; (1 < ¢ < n) in
den Zeilen, so wird die komplette Jacobi-Matrix berechnet. Die meiste Zeit des generierten
Programms wird in den Schleifen der einzelnen Gradientenberechnungen (siehe Gleichung
(2.14)) verbraucht. Diese Schleifen laufen von 1 bis p. Die Laufzeit und der Speicherplatz
fiir das erzeugte Ableitungsprogramm ist somit proportional zu p. Dies entspricht auch
der theoretischen Abschitzung (2.13).

Behandlung diinnbesetzter Matrizen

Bei einer konkreten Ableitungserzeugung kann sowohl die Jacobi-Matrix J als auch die
Richtungsmatrix g_x diinn besetzt (sparse) sein. Um dies zu einer Optimierung der Lauf-
zeit auszunutzen, lassen sich Modifikationen bei der Anwendung von ADIFOR, machen.

Fiir dilnnbesetzte Seed-Matrizen 148t sich die SparsLinC-Bibliothek (siche BISCHOF ET AL.
(1995)) verwenden. Hierbei werden keine vollen Richtungen durch g_x an die zu berech-
nende Subroutine iibergeben, sondern fiir jede Richtung d; € IR" wird ein Diinnbesetzt-
heitsmuster (Sparsity Pattern) mit Hilfe zweier Arrays (Index Array und Value Array)
spezifiziert. Neben der in Fortran77 iiblichen Konvention der Speicherung der Indizes al-
ler Nichtnullelemente im Index Array und der korrespondierenden Werte im Value Array,
wird bei der SparsLinC Bibliothek auch eine zweite strukturausnutzende Abspeicherung

’Da die Programmiersprache Fortran77 keine dynamische Speicherallokation besitzt, kann die Grofe
dieser Vektoren nicht erst zur Laufzeit bestimmt werden, sondern muf} bereits zur Ubersetzungszeit bekannt
sein.
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verwendet (vergleiche BISCHOF ET AL. (1995)). Das Index Array ist dabei doppelt in-
diziert. Jeder Index besteht aus einem 2-Tupel von Indizes, die die sogenannte Range
von Nichtnulleintrigen spezifizieren. Das Value Array beinhaltet die korrespondierenden
Werte, die durch das erste Array festgelegt werden.

Betrachtet wird als Beispiel folgender Vektor:
d = (0.0,1.0,2.0,0.0,0.0,0.0,4.0,0.0, 4.0, 2.0, 4.0, 5.0,0.0,0.0)" € R™"

Die beiden zugehoérigen Arrays sind somit:

Index Array: | (2,3) | (7,7) | (9,12) |
Value Array: [ 1.0 [ 2.0 [ 4.0 [4.0]2.0]4.0]5.0 |

Diese Abspeicherung ist in puncto Speicherbedarf effizienter als die Variante mit dem
einfach-indizierten Integer Array, falls der diinnbesetzte Vektor eine grofie Anzahl lan-
ger, aufeinanderfolgender von Null verschiedener Eintréige besitzt. Die Abspeicherung in
einer der beiden Varianten wird bei der SparsLinC in Abhingigkeit von der Anzahl der
Nichtnulleintrige eines Vektors automatisch durchgefiihrt.

Die theoretischen Uberlegungen aus Abschnitt 2.2.7 kénnen nun genutzt werden, um die
Diinnbesetztheit der Jacobi-Matrix J bei der Ableitungserzeugung effizient auszunutzen.
Anstelle einer kompletten Einheitsmatrix werden nun strukturell orthogonale Spalten von
J durch geeignete Wahl der Seed-Matrix mit Hilfe einer einzigen Richtung berechnet.

Behandlung von nichtdifferenzierbaren Funktionen

In der Praxis kénnen Situationen auftreten, in denen man auf nichtdifferenzierbare Funk-
tionen trifft. Zum Beispiel ist die Ableitung von sqrt(x) an der Stelle x = 0 nicht
definiert, obwohl die Funktion selbst an dieser Stelle definiert ist. ADIFOR verwendet
hierbei das ADIntrinsics 1.0 Exception Handling, um solche und dhnlich auftretende Aus-
nahmefille bei der Ableitungserzeugung abzufangen.

Fazit und Beurteilung

Mit Hilfe von ADIFOR lassen sich ohne Modifikation des eigenen Quelltextes Richtungs-
ableitungen von beliebigen Fortran77-Programmen sehr effizient und einfach berechnen.
Aufgrund des verwendeten Richtungsableitungskonzepts kénnen auch einzelne Richtungs-
ableitungen ermittelt werden, ohne die Berechnung der kompletten Jacobi-Matrix. Durch
die Beriicksichtigung der Matrix-Vektor-Produktbildung wihrend der Ableitungsberech-
nung ist der Aufwand wesentlich kleiner, als wenn man erst die komplette Jacobi-Matrix
berechnet und sie anschliefend mit einem Richtungsvektor multipliziert.

Das wiederholte Anwenden von ADIFOR in der vorliegenden Version auf die jeweils neu
erzeugten Subroutines erméglicht die Berechnung héherer Ableitungen mit wachsenden
Parameterlisten. Dieses Problem wurde bei der Erstellung der Versuchsplanungssoftware
VPLAN98 dadurch umgangen, dafl die Initialisierung und die Aufrufe von ADIFOR fiir
die einzelnen Richtungsableitungen automatisch von einem Treibermodul (DOIT) durch-
gefithrt werden. Werden erste Ableitungen mit Hilfe der SparsLinC Bibliothek erzeugt,
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so beinhaltet der generierte Quelltext zusédtzlich Aufrufe von Bibliotheksfunktionen, zu
denen kein Quelltext vorhanden ist. Die wiederholte Anwendung von ADIFOR auf diese
Quelltexte ist daher nicht mdoglich.

Da in der Versuchsplanung (siche Abschnitt 1.3.4) auch zweite Ableitungen der Modell-
funktionen berechnet werden miissen, kann durch die Verwendung von ADIFOR die Diinn-
besetztheit der Richtungsmatrizen nicht effizient ausgenutzt werden. Dies ist vor allem bei
den Ableitungen nach den Steuergréfen ¢ (siehe Abschnitt 3.1.3) von groBem Nachteil,
da hier in der Regel sehr grofle Einheitsmatrizen als Seed-Matrizen verwendet werden.
Deshalb wurde in dieser Arbeit in Kapitel 4 ein anderer Ansatz gewihlt, um die Laufzeit
der generierten Richtungsableitungen zu optimieren.

2.5.2 ADOL-C

Die meisten modernen Programmiersprachen wie C++, Ada, Pascal-XSC oder Fortran90
unterstiitzen die Moglichkeit, nicht nur Funktionen, sondern auch Operatoren zu iiberla-
den.3 Man spricht dabei von Uberladen, wenn man zu einer bereits definierten Funktion
(Operator) eine neue Funktion (Operator) mit gleichem Namen aber unterschiedlicher
Parameterliste oder Riickgabewert implementiert. Dies bedeutet, dafl die Bedeutung von
arithmetischen Operationen (’+’, '*’) vom Programmierer umdefiniert werden kann. Da-
mit 188t sich im folgenden mit einer Operation die Multiplikation und deren Ableitung
berechnen.

In einer objektorientierten Programmiersprache wie C++ lassen sich benutzereigene Da-
tentypen in Form von Klassen definieren. Beispielsweise 148t sich eine Klasse DoubleDiff
implementieren, die einen FlieBkommawert und dessen erste und zweite Ableitung re-
prasentiert:

class DoubleDiff{
double v;
double dv;
double d2v;

};

Die Multiplikation und die gleichzeitige Ableitung der Multiplikation zweier Instanzen der
Klasse DoubleDiff kann nun wie folgt realisiert werden, indem der ’+’-Operator iiberladen
wird.

DoubleDiff operator* ( DoubleDiff x, DoubleDiff y ){
DoubleDiff z;
Z.V = X.V * J.V;
z.dv = x.dv * y.v + x.v * y.dv;
z.d2v = x.d2v * y.v + x.dv * y.dv + x.dv * y.dv + x.v * y.d2v;
return z;

30Operator Overloading
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Das Software-Tool ADOL-C* (GRIEWANK ET AL. (1996)) zur automatischen Differentia-
tion von Funktionen, die durch Quelltexte spezifiziert sind, verwendet das Prinzip des
Operator-Overloadings. Fiir den abzuleitenden Bereich eines Programms wird eine Mit-
schrift (7Zape) erstellt. Die in das Differenzieren involvierten Variablen miissen dabei von
einem durch ADOL-C neu definiertem Datentyp sein. Die Mitschrift ist somit die Grund-
lage fiir die Ableitungsberechnung. Ein Interpreter kann in einem Riickwértslauf das Tape
lesen und die Ableitungen im Riickwirtsverfahren berechnen. Fiir Funktionen, die mit
Verzweigungen (if-then-else) arbeiten, dndert sich der Berechnungsgraph in Abhingig-
keit der Eingabedaten, und das Tape muf} bei jedem Lauf neu angelegt werden. Dies macht
sich natiirlich negativ in der Laufzeit bemerkbar. Mit ADOL-C lassen sich sehr einfach
Ableitungen beliebiger Ordnung berechnen. Hierfiir lassen sich die Treiber-Routinen, wie
z.B. gradient(...), hessian(..), jac_vect(...) und hess_vec verwenden, mit denen
man die jeweiligen Ableitungen berechnen kann. Mit Hilfe der Routinen forward(...)
und reverse(..) ldBt sich sowohl der Vorwarts- als auch der Riickwirtsmodus bis zu
einer beliebigen Ordnung fiir die Berechnung der Ableitungen verwenden.

4 Automatic Differentiation with Operator Overloading in C



Kapitel 3

Praktische Realisierung

In diesem Kapitel werden die theoretischen Ergebnisse der Kapitel 1 und 2 benutzt und
auf eine konkrete Problemklasse angewendet. Zuerst wird die Modellierung eines Reak-
tionssystems in einem Riihrkessel beschrieben. Danach werden die fiir die Optimierung
bendtigten Richtungsableitungen aufgestellt.

3.1 Modellierung des chemischen Reaktionssystems

Im folgenden Abschnitt werden die reaktionskinetischen Betrachtungen aus Abschnitt 1.2
verwendet, um ein beliebiges instationires homogenes chemisches Reaktionssystem in ei-
nem Riihrkessel durch ein Differentiell-Algebraisches Gleichungssystem der Form

g(t) = f(ty(t),2(t),p,q) (3.1)
0 = g(ty(t),2(t),p,q)

aus Abschnitt 1.2 mathematisch zu beschreiben.

Jedes chemische Reaktionssystem 148t sich allgemein durch folgendes Schema beschreiben
(vgl. z.B. BARROW (1973)):

oSt + - 4+ aSy — BuSt + -+ BiSn
a2181 + o0+ 0SS — PaSt 4+ 0+ PonSn (3.2)
amlsl + -+ amnSn — ﬁmlsl + -+ ,anSn

Hierbei ist m die Anzahl der Gleichungen, S1,...,S, sind die an den Reaktionen beteilig-
ten Spezies sowie «;; und 3;; die reellwertigen positiven stochiometrischen Koeffizienten
der Edukte und Produkte. Ist Spezies S; nicht Edukt bzw. Produkt der i-ten Reaktions-
gleichung, wird «;; bzw. 3;; auf Null gesetzt. Handelt es sich bei einer Reaktion um eine
chemische Gleichgewichtsreaktion, so wird diese im Schema (3.2) durch zwei Gleichungen
modelliert. Die erste Gleichung beschreibt die Hinreaktion, die zweite die Riickreaktion.

67
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Dabei werden aus Edukten der Hinreaktion Produkte der Riickreaktion und vice versa.
Die stochiometrischen Koeffizienten bleiben dabei gleich. Um daraus das DAE-System
aufzustellen, ben6tigt man die Stichiometriematriz N sowie die sich daraus ergebende Bi-
lanzmatriz £ (siehe Abschnitt 3.1.2). Die Stochiometriematrix beschreibt den qualitativen
und quantitativen Verlauf einer chemischen Reaktion, und ist durch das Reaktionsschema,
(3.2) gegeben. Aus der Matrix N lassen sich die Differentialgleichungen und aus der Ma-
trix £ die algebraischen Gleichungen des DAE-Systems (3.1) bestimmen. Die Anzahl der
Reaktionsgleichungen entspricht dabei der Zeilenanzahl m von N, die Anzahl der Spezies
n addiert mit der Anzahl der Losungsmittel n; ist gleich der Spaltenanzahl n' von N. Jede
Zeile der Matrix N entspricht einer Reaktionsgleichung. Dabei gilt fiir die Eintriige von
N:
—Qj, falls Spezies 7 Edukt in der i-ten Gleichung ist
N(i,j) = Bij falls Spezies j Produkt in der i-ten Gleichung ist
0, sonst,

wobei (i,7) € {1,...,m} x {1,...,n,...,n', }.

Als Beispiel betrachte man eine chemische Reaktion zur Herstellung von Urethan aus Iso-
cyanat (siehe auch Abschnitt 3.3). Dabei handelt es sich um ein Reaktionssystem mit fiinf
Spezies, einem Losungsmittel, zwei einfachen Reaktionen und einer Gleichgewichtsreakti-
on, das in symbolischer Form folgendermafien dargestellt werden kann:

A+B — C
A+C = D (3.3)
3A — F

Dann hat die dazugehorige Stochiometriematrix A folgende Gestalt:

-1 -1 1 0 00
-1 0 -1 1 00

N = 1 0 1 -100 (34)
-3 0 0 10

3.1.1 Aufstellen des Differentialgleichungssystems

In den vorherigen Abschnitten sowie im grundlegenden Abschnitt 1.2 iiber Reaktionskine-
tik wurden die chemischen und verfahrenstechnischen Grundlagen behandelt, die fiir das
Aufstellen der Modellgleichungen notwendig sind. In den Modellgleichungen werden dabei
die rechten Seiten des DAE-Systems (3.1) spezifiziert.

Betrachtet wird im folgenden ein chemischer Reaktionsprozel, der sich nach dem Schema,
(3.2) beschreiben 148t. Die Reaktionen finden in einem Riihrreaktor, wie er in Abschnitt
1.2.4 beschrieben ist, statt. Der Reaktor habe [ Zuldufe, mit denen die Reaktionen in
ihrem Reaktionsverhalten verdndert werden kdnnen. Die Stochiometriematrix N = (v;5) €
R™*™ wird wie oben beschrieben aufgestellt. Im Modell auftretendende physikalische und
chemische Groflen werden in Tabelle 3.1 zusammengefafit.
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i (%)
ki(t)

Reaktionsgeschwindigkeit der Reaktion %
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante der Reaktion 1
Gleichgewichtskonstante der i-ten Reaktion
Referenztemperatur der i-ten Reaktion
Temperatur auf die sich die Konstante k., bezieht
Reaktionsenthalpie der i-ten Reaktion
Reaktionsordnung fiir die j-te Spezies der i-ten Reaktion
Aktivierungsenergie der i-ten Reaktion
Frequenzfaktor der i-ten Reaktion
Anfangsstoffmenge der Spezies 7 im Reaktor
Molmasse der j-ten Spezies

Dichte der j-ten Spezies

Gesamtvolumen im Reaktor

Gesamtmasse im Reaktor

Universelle Gaskonstante (= 8.314)

Tabelle 3.1: Nomenklatur fiir die Modellgenerierung

Zunichst werden folgende Indexmengen fiir alle 1 < ¢ < m definiert:

[mol /min /m3]

B = {je{l,...,n} | v <0} (Menge der Edukte der Gleichung i )
P, = {j e{l,...,n} |v; >0 } (Menge der Produkte der Gleichung i )

Im isothermen Fall wird fiir die Temperatur 7'(¢) im Reaktor der Wert T, (¢) des Kiihl-
mediums angenommen. Im nicht-isothermen Fall ergibt sich T'(¢) bei den in dieser Arbeit
betrachteten Prozessen aus der Differentialgleichung (3.28). Fiir die Reaktionsgeschwin-
digkeitskonstanten k; (1 < i < m) wird der Arrhenius-Ansatz gewéhlt, und es gilt nach
Gleichung (1.11) abhéngig vom Typ der Reaktion:

e Falls die Reaktion ¢ eine Hinreaktion ist:

E,, 1 1
ki(t) = krey; - exp <— R (m - ﬁ))

e Falls die Reaktion 7 eine Riickreaktion ist !:

ki(t) = kil(t)/<k0i—1 - eXp <_ Alfi (ﬁ - %>>>

(3.6)

Das Volumen V und die Gesamtmasse M., zum Zeitpunkt ¢ berechnen sich nach folgenden

Formeln:

vy =3 MMy 6 =S ns) - M
=1 Y j=1

Die Reaktionsgeschwindigkeit r; ergibt sich durch:

n,;(t)\ % )
ri(t) = k;(t) - J , (1<i<m)
1 (%)

!Hierbei bezeichne k;_1 die zu k; korrespondierende Hinreaktion.

(3.7)
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Unter Verwendung der gesamten Zulaufrate dn,, (t) der Spezies j, definiert in Tabelle 3.2,
wir nun das folgende Differentialgleichungssystem aufgestellt.

Sns) = V() Y (g i0) +dny (6, (1<G<n) (39
=1

3.1.2 Erweiterung mit algebraischen Gleichungen

Im vorherigen Abschnitt wurde fiir die Stoffmenge jeder Spezies n; eine Differentialglei-
chung formuliert. Da in der numerischen Praxis bei der Integration des Differentialglei-
chungssystems (3.9) der zusétzlich geltende Massenerhaltungssatz (1.17) fiir jede Glei-
chung aufgrund numerischer Ungenauigkeiten (Drift) verletzt sein kann, werden zusitz-
liche algebraische Bedingungen, aus dem Massenerhaltungssatz resultierend, fiir jede Re-
aktionsgleichung formuliert.

Da die einzelnen Zeilen von N linear abhiingig sein konnen, kann das resultierende DAE-
System iiberbestimmt sein. Deswegen wird im weiteren eine vollrangige Teilmatrix von N,
mit Rang r bestimmt, aus der die Differentialgleichungen fiir r Spezies aufgestellt werden.
Die entsprechenden Stoffmengen werden als differentielle Zustandsvariablen (DV) bezeich-
net. Die restlichen (n — r) Stoffmengen werden durch die obigen algebraische Gleichungen
bestimmt und werden deshalb auch als algebraische Zustandsvariablen (AV) bezeichnet.

Desweiteren wird ein Verfahren hergeleitet, bei dem die rechten Seiten aller betrachteten
Gleichungen zur Bestimmung der AV ausschliellich aus DV zuziiglich der Einheitsmatrix
fiir die AV bestehen.

Dies hat den Vorteil, daf sich die AV direkt aus den DV ermitteln lassen, ohne bei der
Integration beriicksichtigt zu werden. Sei nun r(t) = (ri(t),r2(t),...,rm(t)T € R™
der Vektor der Reaktionsgeschwindigkeiten, N die Stéchiometriematrix sowie n(t) =
(n1(t),n2(t),...,na(t))T (t € IR) der zeitabhingige Vektor der Stoffmengen der betei-
ligten Spezies. Es gilt aufgrund reaktionskinetischer Betrachtungen folgendes Differential-
gleichungssystem:

n(t) = V(t) - NT - r(t) (3.10)

Sei tg Anfangswert des obigen Systems, so gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung:

n(t) = n(to) + t: n(r)dr = n(ty) + t:NT ~r(T)V(r)dr

= n(to) + NT [ (VR dr = nto) + NTx(®)
to

==x(t)

Mit x(t) = (x1(t), x2(t),.-.,xm(t)). Die Komponentenfunktion x;(t) wird auch als der
Fortschrittsgrad der Reaktion ¢ bezeichnet. Fiir die Molzahlinderungen An aller Spezies
gilt somit:

An = n(t) — n(ty) = n(te) + N x —n(ty) = NTx (3.11)
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Der Massenerhaltungssatz (1.17) garantiert dazu die Existenz einer vollrangigen Matrix
£ € R™=7)*" mit r = Rang(N), fiir die gelten mus:

£-An=0 (3.12)

Bei der unten angegebenen praktischen Berechnung der Bilanzmatrix wird jetzt eine Ma-
trix £ konstruiert mit

E-NT =0, €& vollrangig. (3.13)

Die Matrix £ ist dabei im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Da somit
E-An=E-NT . x=0-x=0

gilt, erfiillt die im allgemeinen nichteindeutige Matrix £ die in Gleichung (3.12) geforderte
Bedingung.

Im folgenden wird ein Verfahren zur Berechnung einer Matrix £ angegeben, das die Glei-
chung (3.13) erfiillt und im Rahmen eines Software-Praktikums von FANTANA & GUT-
FLEISCH (1998) entwickelt und implementiert wurde. Dafiir werden die folgenden Sitze
aus der Linearen Algebra verwendet (vergleiche FISCHER (1989)).

Satz 3.1.1 (Gauf3sches Eliminationsverfahren) Jede (m x n)-Matriz A lifit sich mit
endlich vielen elementaren Zeilenumformungen in eine Matriz A* in Zeilenstufenform
tberfihren. Die beiden durch die Matrizen A und A* beschriebenen Gleichungssysteme
haben dabei die gleiche Ldsungsmenge. Der Rang von A ist dabei gleich der Anzahl der
Pivotelemente von A*.

Satz 3.1.2 Die sich aus den Pivotelementen von A* ergebenen Spalten sind linear un-
abhdngig. Die Spalten mit denselben Indizes aus A sind somit auch linear unabhdingig und
bilden dadurch eine vollrangige Submatriz von A.

Sei nun N'* die nach Satz 3.1.1 zu N korrespondierende Matrix in Zeilenstufenform mit
r := Rang(N™*) = Rang(N) € IN.

N* 148t sich aus N nach Satz 3.1.1 durch t € IN Zeilenumformungen bestimmen. Unter
Verwendung von ¢ Elementarmatrizen G; gilt:

t
N*=N- H G;, G invertierbar (3.14)
=1
=G

Sei N'* diejenige Matrix, bei der auf der Hauptdiagonalen die Pivotelemente von A* stehen

und die durch sukzessive Multiplikation mit s € IN Permutationsmatrizen P; (vergleiche
FI1SCHER (1989)) aus N'* entsteht. Es gilt also:

N*=N*-T[P; mit PT =P (3.15)
=1

H/—/
=P
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Damit 148t sich Gleichung (3.13) wie folgt umformen:
E-NT=0
T
(e-NT) =N-€T=0
gfl . N* . ET -0
N T =0 (3.16)
N T T = N*. (73.73*1) .gT:N*.(p.pT) ET — 0
W*-P)- (PT-€T) =0

[

Da die Matrix N* in Zeilenstufenform ist, hat sie folgende Gestalt:

N*=|0 0 = * (3.17)
0 0 0
O --- 0 0 --- 0

Elementare Zeilenumformungen erméglichen folgende Darstellung mit Hilfe einer reguliren
Matrix D € IR™*":

1 0 - 0|l - le
1 0)lor - low
DN =[0 -+ 0 1|l o b :;(IOT 80“’) (3.18)
0 0 o -+ 0
0 0 00 0
mit W =n—r.
Fiir die durch C := ( _ISW ) definierte Matrix mit Rang (C) = w gilt:
7. S (T, S, Sw N [ T -Su+Suw-Tu \ _
sowie
Rang (M) + Rang (C) =r + w =n. (3.20)
Setzt man nun &£ :=CT - P so gilt:
T
e =(c"-PT) =P-C (3.21)

— c=p L.l =pT. g7
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Unter Verwendung der Gleichungen (3.16), (3.19) und (3.21) sowie der Regularitat von D

gilt:
I, S _
(5 5)c-o

(D-A)-c=0
D-(N*-P)- (PT-€T) =0
W*-P)- (PT-£T)
E-NT=0

Somit erfiillt das gewdhlte £ Gleichung (3.13) und hat mit Rang(€) = Rang(C) = w =n—r
auch den gewiinschten vollen Rang.

[

Bestimmung der algebraischen Zustandsvariablen

Um nun die algebraischen Variablen durch die differentiellen Zustandsvariablen zu bestim-
men, sei p; der Pivotspaltenindex der Zeile i von £ und P := {p1,...,p,} (1 =1,...,w).
Zusétzlich definiert man die Indexmenge

Ipy :={1,...,n}\ {p1,--.,pw} mit [Ipy|=Rang(N)=r

der differentiellen Zustandsvariablen. Die vollrangige Bilanzmatrix £ wird gerade so er-
zeugt, da} in den Spalten der algebraischen Variablen die Einheitsmatrix steht. Deshalb
lassen sich die algebraischen Gleichungen auflésen, und die algebraischen Zustandsvaria-
blen kénnen direkt durch die r differentiellen Zustandsvariablen ausgedriickt werden. Die
Molzahlinderung An; der differentiellen Variablen definiert man unter Beriicksichtigung
der modellierten Zuldufe und mit Hilfe der Gréfen aus Tabelle 3.2 durch:

l

Anj = Nj = Ng; — Z Tey, ;5 j €Ipy (3.22)
k=1
Fir ¢ =1,...,w gilt daher fir die algebraischen Variablen:
l n
nj = ng; + Zne,w. - Z €jsAng mit j :=p; (3.23)
k=1 s=1
s¢P

3.1.3 Verfahrenstechnische Aspekte der Modellierung

In der DAE (3.1) sind zusétzliche, vom Experimentator wihlbare Groflen, Steuergrifien
genannt, enthalten. Durch diese Steuergréfien q 148t sich der Reaktionsverlauf des Sy-
stems beeinflussen. Der Vektor ¢ kann aus zeitlich festen Versuchsplanungsgréfien wie z.B.
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den Anfangsstoffmengen na; von Spezies und Loésungsmitteln oder der Anfangstempera-
tur Ty = T'(to) bestehen. Zusitzlich konnen durch zeitabhingige Funktionen u(t), auch
Steuerfunktionen genannt, die Prozefleigenschaften beeinflulit werden.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Prozessen werden als weitere verfahrenstechnische
Komponenten z.B. Reaktoreintrige (Zufliisse) feed;(t) sowie die Kiihl- und Heiztempera-
tur Tjy(t) als Steuerfunktion modelliert. Hier tritt das Problem auf, den unendlichdimen-
sionalen Funktionenraum zu diskretisieren.

Im folgenden wird der direkte Ansatz fiir optimale Steuerungsprobleme gewéhlt: Jede Steu-
erfunktion u : [to, teng) — IR wird durch einen Satz weiterer, endlich vieler, SteuergréBen
q spezifiziert. Die Funktion v wird mit Hilfe endlich vieler Gré88en parametrisiert. Hierbei
wird ein Gitter aus m Teilintervallen festgelegt:

to=T0<T1 << Ty =tend
Die Steuerfunktion u(¢) wird nun auf

I = [TiaTi—{—l[, fa.HS‘i:O’___’m_z
T [TiaTi—i—IL fallss=m — 1

durch m lokale Ansatzfunktionen
u(t) :=u;(t,q), tel;, i=0,...,m—1

ersetzt. Hier bestimmt die Anzahl der Freiheitsgrade die Anzahl der Steuergréfien g der
lokalen Funktionen u;. Typische Beispiele fiir die u; sind stiickweise Polynome, die im
weiteren niher bestimmt werden.

1. u; ist stiickweise konstant: u(t) = u;(¢,q) = gig+i

u(t)

—

—1
—1]
r—O1 —— ¢

]

—— | | | | t

Ti Ti+1
to = To Tm = tend

2. w; ist stiickweise linear: u(t) = u;(t,q) = qigt2i) + (t — T) * Q(ig+2i+1)
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u(t)

A

\/ —D/\/

Ti Ti+1
to = To Tm = tend

Wird von den Steuerfunktionen u(t) im zweiten Fall Stetigkeit verlangt, miissen zusétzliche
Nebenbedingungen fiir alle 1 < 7 < m formuliert werden:

t_ljgﬂl ui(t,q) = Qlig+20) + (Tit1 — Ti) * Qg +2i+1) = Q(io+2(i4+1)) = Wit1(Ti+1,9)

Die Behandlung von vorgegebenen Schranken an die einzelnen Steuerfunktionen w; wird
durch Nebenbedingungen an die Parametrisierungsvariablen g¢;,+2; und g¢;y42i+1 der u;
modelliert.

Wir betrachten nun folgende verfahrenstechnische Komponenten, die hier als stiickweise
lineare stetige Steuerfunktionen modelliert:

Temperaturprofil des Kithlmediums

Die Innentemperatur 73, des Rithrreaktors 148t sich vom Experimentator beliebig in gege-
benen Grenzen einstellen. Zum Beispiel kann die Temperatur 7;, nach dem sogenannten
Prinzip des Kihlungsdreiecks (Abbildung 3.1) eingestellt werden. Zu Beginn (¢ = ) wird
die Temperatur auf Raumtemperatur (Tj, = 293K) gesetzt. Im Laufe der Reaktion wird
zum Zeitpunkt ¢ = 8h die Reaktionstemperatur T;, = 472K erreicht. Danach wird in
einem Abkiithlungsprozel T, im Laufe der restlichen Reaktionszeit auf Raumtemperatur
gekiihlt. Eine lineare Abnahme der Temperatur wird nicht zugelassen, da nachts keine
Reaktion stattfinden soll. Dies erklirt die auftretenden Plateaus.

Zufliisse (Zuldufe) am Reaktor
An der Reaktorwand konnen Zulaufhdhne angebracht sein, mit denen die an der Reaktion
beteiligten Spezies zeitlich abhingig dem Reaktor zugefithrt werden.

Folgende Gréfien werden zur Beschreibung eines Reaktors mit mehreren Zuldufen? in Ta-
belle 3.2 eingefiihrt.

2Um mehrere Zuliufe unterscheiden zu konnen spezifiziert der Index k (1 < k < I) bei diesen Gréfien
den jeweiligen Zulauf.
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Kiihlprofil bei der Urethan-Reaktion
480 | | | |
’_Z"Z. -
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Abbildung 3.1: Beispiel fiir die Modellierung eines Temperaturprofils
M, (1) zugeflossene Masse zum Zeitpunkt ¢ [kg]
dM,, (t) Massenzulaufrate des Zulaufes zum Zeitpunkt ¢ [kg/min]
Mp,, ; Massenprozent der Spezies j an der Gesamtmasse des Zulaufes

feedi(t)  Anteil des bereits zugeflossenen Zulaufinhaltes am gesamten
Zulauf zum Zeitpunkt ¢
dfeedy(t) zeitliche Ableitung von feed(t)

Nae,, ; Anfangsstoffmenge der Spezies 7 im Zulauf [mol]
ey ; (t) zugeflossene Stoffmenge der Spezies 7 zum Zeitpunkt ¢ [mol]
dne; (t) gesamte Zulaufrate der Spezies j

Tabelle 3.2: Nomenklatur fiir die Modellierung von Reaktorzulidufen

Die gesamte Zulaufrate einer Spezies ergibt sich durch:

l
dne; () = ) _na, , - df eed(t), (3.24)
k=1

Jeder ZufluB wird nun durch eine Steuerfunktion u(¢) beschrieben. Dabei lassen sich zwei
verschiedene Modi unterscheiden.

1. Der Zulauf k wird durch Angabe von feedy(t) modelliert. Dabei muf} gelten:

feedi(to) =0, feedy(tena) = 1.

Dies bedeutet, dafl zu Beginn nichts, am Ende der gesamte Zulaufinhalt zugeflossen
ist. Fiir jede Spezies j, die im Zulauf k& vorhanden ist gilt:

ey ; (t) = nae, ; - feedy(t) (3.25)
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2. Durch Angabe der Massenzulaufrate dM,, (t) wird der Zulauf modelliert.
Die bereits zugeflossene Masse M, (t) des Zulaufes k ist somit durch

M., (t) = /dMek(T) dr

gegeben. Fiir jede Spezies j, die im Zulauf k£ vorhanden ist, gilt:

Mek (t) : Mpek,j

Ne, . (1) = , (3.26)
ek,] M‘7
wobei M, (t) der zusitzlichen Differentialgleichung
M., (t) = dM,, (t), M., (to) =0 (3.27)

geniigen muf.

Typische Zulaufprofile werden in Abbildung 3.2 dargestellt.

Zulaufprofile bei der Urethan-Reaktion
| | |

f e|ed1
feedo

0.8
0.6
Zulaufprofile
0.4

0.2

0 20 40 60 80 100 120
t (in Stunden)

Abbildung 3.2: Beispiel fiir die Modellierung eines Zulaufprofils

3.1.4 Behandlung der Wirmebilanz

Bei komplexeren chemischen Prozessen? ist eine isotherme Reaktionsfiihrung nicht oder
nur sehr schwer moglich. Um dieser Tatsache bei der Experimentsimulation und Versuchs-
planung gerecht zu werden, wird hier eine zuséitzliche Differentialgleichung fiir die Wirme-
bilanz im instationédren Riihrkessel mitberiicksichtigt. Die benétigten Gréflen werden in
Tabelle 3.3 aufgelistet.

37.B. bei der in Abschnitt 5.3 beschriebenen Phosphin-Reaktion
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absolute Temperatur im Reaktionsvolumen V

absolute Temperatur des Kithlmediums

absolute Temperatur des Eintrags k

spezifische Wirme der Reaktionslosung im Reaktionsvolumen
Durchmesser des Reaktors

Reaktorfiillhohe

Wairmeaustauschfliche zwischen Reaktionsmasse und Reaktor
mittlere Kithlwassertemperatur des Kiithlmediums
Wiérmedurchgangskoeflizient

Volumenstrom des Kiihlmediums

Dichte des Kithlmediums

spezifische Wirme des Kithlmediums

Tabelle 3.3: Nomenklatur fiir die Warmebilanz in einem Riihrkessel

Mit der Berechnung folgender Zwischenwerte

b B 4.V
~ d?-m-1000
- d2 4.V - d?
_ ka-Ay-T(t)+ (2Uk 0k - Cp,k) * Tin(t)
Tw (T(t)) B kd Aw + 2’Uk Ok * Cpk
n
dM,, = dfeedy(t) - ) (naekj -Mj) L k=1,...,1
J:
w1 = V(t)- f) ri(t) - AH; (Reaktion)
1=1
Wy = > (dM,, - ¢y (Te, —T(1))) (Zuléufe)
w3 = kg Ay - (Ty —T(t)) (Kiihlung)

kann die Differentialgleichung fiir die Wirmebilanz nach Kup (1997) aufgestellt werden.*

d w1 + we + ws

"= o Myatnit)y &%

3.1.5 Parameter, Steuergréfien und Zustandsvariablen

Bei einigen in den Gleichungen (3.5) bis (3.9) und (3.22) bis (3.28) auftretenden Groien
kann es sich neben Konstanten und den oben beschriebenen Steuergréfien ¢ und den Zu-
standsvariablen £ auch um sogenannte Parameter p handeln. Es handelt sich hierbei fast
immer um Natur- oder Geridtekonstanten im allgemeinen sowie um kinetische Reakti-
onsgrofen im speziellen. Bei den hier betrachteten Prozessen sind typische Parameter

“Dabei wird die Annahme, daB ¢, unabhingig von der Zusammensetzung der Reaktionslésung ist,
gemacht.
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Frequenzfaktoren k,.r,, Reaktionsordnungen c;;, Aktivierungsenergien F,, sowie Reak-
tionsenthalpien AH;. Diese Parameter werden in der in Abschnitt 1.30 beschriebenen
Parameterschitzung mit dem Programm PARFIT niherungsweise bestimmt.

3.2 Berechnung der Ableitungen

Um das DAE-System (1.2) integrieren und das Optimierungsproblem aus Abschnitt 1.3.3
l6sen zu kénnen, werden die ersten und zweiten Ableitungen der rechten Seiten der Mo-
dellgleichungen des DAE-Systems nach den Zustandsvariablen z, den Steuergréfien g sowie
den Parametern p benétigt. Um die Prinzipien des automatischen Differenzierens anzu-
wenden, erfolgt nun die Berechnung der Ableitungen aller betrachteten Gleichungen und
Zuweisungen nach den Variablen z, p und ¢. Da man a priori nicht immer weif}; ob eine
Variable Parameter, Steuergrofie oder Konstante ist, miissen bei der automatischen Ablei-
tungserzeugung alle sinnvollen Fille betrachtet werden. Um die Ableitungen der einzelnen
Gleichungen nach den Vektoren z, p, ¢ mit Hilfe eines Verfahrens aus Abschnitt 2.2 be-
rechnen zu kénnen, werden in den beiden nichsten Abschnitten die Terme fiir die ersten
und zweiten Ableitungen der Modellgleichungen analytisch notiert.?

3.2.1 Erste Richtungsableitungen

Fiir jede Grofle v, die von einem der drei Vektoren z,p,q abhingt, bezeichne © in den
nachfolgenden Gleichungen den Gradientenvektor (sieche Gleichung (2.15)) der Grofle v
nach dem abzuleitenden Vektor z,p oder ¢. Hingt eine nicht konstante Grofie auf der
rechten Seite der Gleichung nicht vom Vektor der abhéingigen x,p oder ¢ ab, so ist der
Gradientenvektor v dieser Grofle gleich Null. Alle Gradientenvektoren in den folgenden
Zuweisungen, denen kein Wert explizit zugeordnet wird, hingen direkt von einem der drei
Vektoren z,p oder g ab, und die Werte dieser Gradientenvektoren ergeben sich direkt aus
den einzelnen Richtungen nach denen abgeleitet wird (z.B. nai 2 = ¢(1),na12 = ¢(1,1)).
Die Berechnung der ersten Ableitungen der rechten Seiten des Differentialgleichungssy-
stems (3.9) nach den Versuchsplanungsgréien z,p und ¢ ergibt sich somit aus folgenden
Gleichungen in dieser Reihenfolge:

Die Ableitungen der zugeflossenen Stoffmenge ne, ; von Spezies j im k-ten Zulauf erhélt
man durch:

Tey, ; = Naey, ; - feedy + nae, -féedk, 1<k<,1<j<n (3.29)

Fiir die Molzahlinderung der differentiellen Zustandsvariablen gilt unter Verwendung der
Indexmenge Ipy aus Abschnitt 3.1.2 aller differentiellen Zustandsvariablen:

!
Afyj =75 — g, — Y Tte; J € Ipy (3.30)
k=1

5Das Mitfithren des Arguments ¢ wird bei allen von ¢ abhiingigen Gréflen iibersichtlichkeitshalber weg-
gelassen.



80 KAPITEL 3. PRAKTISCHE REALISIERUNG

Die Ableitungen der Stoffmengen, die keine differentiellen Variablen sind (siche Abschnitt
3.1.2), ergeben sich durch:

l n
M =g, + 3 ey, — O €jsAng it ji=p;, i€ P (3.31)
k=1 s=1
s¢P

V und Mgyes nach den Versuchsplanungsgréfien differenziert ergibt:
A n M . n
V:Z'flj'_Ja Mgeszzhj'Mj (3.32)
j=1 0j j=1

Fiir die beiden Zuweisungen (3.5) und (3.6) der Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten k;
(1 <14 < m) gelten mit den Hilfvariablen s;, s9, definiert durch

B, (1 1 _AH (1 1
81 1= — R (T_Trefz')’ 82 = R (T Tgi> (3.33)

folgende Terme:

(3.34)

sowie

k; i k; , ki - 59 7 ki - AH;_y
oy, - _ . : e
kCi—l AH’L*I R-T

(3.35)

Die Ableitungen der Reaktionsgeschwindigkeiten 7; (1 < i < m) aus Gleichung (3.8) nach
den Versuchsplanungsgréfien ergeben sich mit Hilfe der Indexmengen aus Abschnitt 3.1.1

und
Si=Y oy (3.36)
JEE;

als

. S i ,

T, = k,%—V ’rz-l‘k"vis-z hj-ozij-n;” 1)1_[712“c
7 V JEE; kke;zi
N ~ _

+ k-V Sy | yj-log(ng) - ng? - ] np | +ri-log(V)- Y aij. (3.37)
jEE; kEE; JjEE;
. k#j , ——
g =8¢
=84 |

=385

Fiir den Vektor f der rechten Seiten des Differentialgleichungssystems (3.9), definiert durch

d d T .
= )y ey T, 3 Uyeeeylr DV, .
£O = (Sni ..o s 1) 1 (338
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gilt:
- . m m .
fj:V-ZV,'J'-TZ'—I-V-ZI/U-f"i—l-dnej (3.39)
i=1 i=1
Fiir die Wirmebilanzgleichung bei nicht-isothermen Reaktionen gilt mit f; := T
= . V. CCAH: + AH: -1
fi cp- Mges [ % + ; ('rz i+ i Tz)
!
+ cp Y (AMey - (To = T) + Ty, - dM,, — T - dM,,) (3.40)
k=1
Aw s w3 : : Mges - f1
Ny - T)| — ——"—— 3.41
v g e )] M, (40
mit folgenden Zwischenwerten:
. . n n
dM, = dfeed- Y. (nac,, - M;) +dfeed- 3 mae, - Mj, k=1,...,1
: 7=l T =t ,
P B T-S1+Tm'T+Aw-kd'T'(81+32)—(81'T+82-Tm)'Aw'kd
w 51 + S2 (31 + 32)2
. 4.V
A =
v d - 1000
81 = k‘d . Aw
S9 = 2ug -0k Cpk

3.2.2 Zweite Richtungsableitungen

Im Rahmen der Versuchsplanung werden die folgenden zweiten Ableitungen der Modell-
gleichungen bzw. Meffunktionen nach den Zustandsvariablen z, den Parametern p sowie
den SteuergréBen g benotigt®:

0’f 0%f 0°f 0O°f
0xdx’ Opdxz’ 0x0q’ Opdq

Es 148t sich erkennen, dafl die zweite Ableitung nie nach den Parametern p erfolgt. Des-
halb miissen auch bei den folgenden zweiten Ableitungen die partiellen Ableitungen nach
Groflen, die nur als Parameter auftreten, nicht betrachtet werden.

Ausgehend von den Termen der ersten Ableitung, werden nun die Terme der einzelnen
Zuweisungen zur Berechnung der zweiten Ableitungen angegeben. Um die Ableitungen
notieren zu kénnen, verwendet man symbolisch w; fiir den Vektor, nach dem bei der
ersten Ableitung differenziert wird, und us fiir den Vektor, nach dem die zweite Ableitung
bestimmt werden soll (beispielsweise u; = p, us = g). Von jeder relevanten Zwischengrofie
v miissen daher drei verschiedene Ableitungsvektoren bestimmt werden:

dv . dv . d™

V= V= —, V:=
dui’ dus’ duidus

Im folgenden steht die Funktion f fiir alle betrachteten Gleichungen.
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Es werden nur partielle zweite Ableitungen angegeben, die von Null verschieden sind. Die
Berechnung der Ableitungen vom Typ ¥ werden wie in Abschnitt 3.2.1 berechnet.

Fiir die zweiten Ableitungen der Gleichungen (3.5) und (3.6) gilt fir ¢ = 1,...,m mit den
Hilfsvariablen s; und sy aus Gleichung (3.33) und S aus Gleichung (3.36):

k, — I3 7 i i 2 . 7 3.42
’ Krej; * E,, "R TR R-T3 (342)
und fiir die Riickreaktion
- 1 ki1 — ki1 ki : = fe;_y ki
ki = ki - + ki k)| - ——
% k'ifl ( % < kifl i—1 1 kci,l
AHZ'—I . ];IZ + 89 T . AHZ . kIZ T . k’z . AHi—l
_ — 3.43
AHi, | R-I R-T? (3:43)
B 2_T-T-T’-ki-AHi_1 Tk - AH;_4
R-T3 R-T?

Der Term fiir die zweiten Ableitungen der Reaktionsgeschwindigkeit ergibt sich fiir alle

1 =1,...,m mit den Indexmengen aus Abschnitt 3.1.1:
1 S.r; (V=-V.V V.rF
"o k_(’“ rithifim g (ke ki))‘ VZ< v )
+ I~€i-V S Sg—S-V-V(fs .k S3
+ k-VS Z aij - (Qj 1)-n§a”72) H (ny*) - mij - 10
JEE; keE;
k#j
+ aij ™7 I (ng) - iy
kEE;
ket
-I-aij-n-a”_ -7 Z Qg ”Ec ik ~1) - T ny
kEE; leE;
ki 1 17k
- V-S.
+ RV s - %5 (3.44)

+ kS Y [l Y g dy T () - (1 + log(ny) - i)
jEE kE;éE‘
k#j

(o771 1)
+ log(ny) - n;" - diy z Qg n,(C R Ay H ny

kEE; I€E;
ki ARE

7
+ 36-(Fi-log(V)+TzV )
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Die zweiten Ableitungen der rechten Seite f (definiert durch Gleichung (3.38)) ergeben
sich somit zu:

m m m m
.fj = V-Zyij-’r‘i—i-V-ZVij-fi—l-V-ZVij-f‘i-i-V-ZVij-’F,’
=1 =1 =1 =1

m
= Zui]-(V-ri+V-fi+f/-h+V-f,~) (3.45)
=1

Fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen der Warmebilanzgleichung (3.28) gilt:

; 1 V.V. U ; ~ o >
Fom g [T (v V) s (v )
+Cp'i(dM6k (Tek_T)+dMek Te, + dMe,, - Te _T-dMek)
k=1
~gz (ks (A (@ = )+ A (B = 7)) Ao = - A1)
w
+kd-Aw(Tw—T)+51‘Tw:|
S (et e et
mit
Tw = m-[(T-kd-x‘iw—FTm-T)-(81+52)—(T-S1+Tm-T)-kd-Aw]
+ ﬁ-[(T-Aw-kd-(81+32)+Aw‘k¢21‘T';1w

—(kd-Aw-T—l—T-Sl)-Aw-kd)-(81+82)
—(Aw'kd'T'(31+82)—(81'T+32'Tm))'Q'kd';lw .

Die benoétigten Zwischenwerte fl, f/, Mges, T,, und A, berechnen sich analog wie in
Abschnitt 3.2.1 beschrieben. Statt nach dem Vektor 1 wird nach dem Vektor usy abgeleitet.
Die Werte fiir T’ und Tek ergeben sich direkt aus den Richtungen, nach denen die zweite
Ableitung erfolgt.
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Kapitel 4

Implementierung

Zentraler Bestandteil dieser Diplomarbeit ist die Implementierung eines Modellgenerators
fiir die in Abschnitt 3.1 beschriebenen chemischen Prozesse. Zu diesem Zweck wurde ei-
ne graphische Benutzeroberfliche implementiert, mit der das chemische Reaktionssystem
spezifiziert werden kann. Anschlieend werden alle Information iiber das Modell in einer
datenbankdhnlichen Datenstruktur abgespeichert. Danach werden die Modellgleichungen,
welche die rechten Seiten der DAE (3.1) beschreiben, automatisch in Form eines Quelltex-
tes in der Sprache Fortran77 generiert. Optional lassen sich auch alle erzeugten Quelltexte
(Modellgleichungen und Ableitungen) in der Programmiersprache C durch das vorliegen-
de Programm erzeugen. Die Anwendung der erzeugten Quelltexte in der am IWR imple-
mentierten Versuchsplanungssoftware, sowie ein Uberblick iiber das Versuchsplanungspro-
gramm VPLANO98 wird in Abschnitt 4.2 beschrieben.

Im zweiten Teil der Implementierung werden die in Kapitel 2 erlduterten Prinzipien des
Automatischen Differenzierens verwendet, um die ersten und zweiten Ableitungen der Mo-
dellgleichungen nach den Zustandsvariablen, Parametern und Steuergréfien zu berechnen.
Um die Abhingigkeiten zwischen den einzelnen Variablen abzuspeichern, wird der in Ab-
schnitt 2.1.4 beschriebene Abéngigkeitsgraph fiir jede erzeugte Funktion (Modellgleichung
oder Meffunktion) aufgestellt. Dabei wird eine modifizierte Variante des Vorwirtsmodus
aus Abschnitt 2.2.3 verwendet, indem die auftretenden Strukturen in den Gleichungen
ausgenutzt werden, um einen moglichst effizienten Ableitungsquelltext zu erzeugen. Der
Quelltext der erzeugten Ableitungen wird dabei aus dem Quelltext fiir die Modellglei-
chungen durch Hinzufiigen von zusitzlichen Anweisungen fiir die Ableitungsberechnung
generiert.

4.1 Allgemeines zur Implementierung

Das im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelte Programm MGAD ist in der objektiori-
entierten Programmiersprache Java geschrieben. Es wird dabei die Version 1.1.6 des Java
Development Kit (JDK) verwendet. Fiir die Erstellung der graphischen Benutzerober-
fliiche wird die SWING 1.1 API' der Firma Sun Microsystems benutzt. Entwickelt wurde
das Programm MGAD auf einem 586 AMD-K6 unter Linux 2.0.35. Der vollstindige, ca.

! Application Programming Interface
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12000 Zeilen umfassende Quelltext, wird im Rahmen dieser Diplomarbeit nur in Ausziigen
angegeben.

Die Entscheidung fiir die Programmiersprache Java basiert auf den nachfolgenden Uber-
legungen:

e Das rein objektorientierte Konzept der Sprache unterstiitzt die Modellierung eines
komplexen Systems erheblich durch die Verwendung von eigenen Datentypen in Form
von Klassen und den darauf operierenden Methoden. Die Vermischung von prozedu-
raler und objektorientierter Programmierung wie in anderen Sprachen (z.B. C++)
ist in Java somit nicht mdoglich.

e Da die Interaktion des Programms mit der Versuchsplanungsssoftware VPLAN98
in Form einer Client-Server Architektur realisiert wird, muf} eine Klassenbibliothek
vorhanden sein, die netzwerkfdhig ist. Dies ist mit den Standardklassen in Java
gegeben.

e Die automatische Speicherverwaltung von dynamischen Objekten (Garbage Collecti-
on) und die fehlende Moglichkeit, auf Adressen von Objekten zuzugreifen, verhindert
das Auftreten der hiufigsten Laufzeitfehler, wie sie vor allem in C++-Programmen
auftreten konnen. Dies ermdglicht eine weniger umfangreiche Fehlersuche und sehr
robuste Programme.

e Java stellt michtige Klassen zur dynamischen Verarbeitung von Zeichenketten (z.B.
StringBuffer) zur Verfiigung, die zur Erzeugung von umfangreichen Quelltexten un-
erldBlich sind.

e Durch die Verwendung der standardisierten SWING-API konnte die in Abschnitt
4.3.1 beschriebene graphische Benutzeroberfliche einfach und modular in Java pro-
grammiert werden.

e Java ist architekturneutral, d.h. es ist auf verschiedenen Systemen mit unterschied-
lichen Prozessoren und Betriebssystemarchitekturen lauffihig. Der generierte Java-
Bytecode kann auf jedem Prozessor, der einen Java-fahigen Browser bzw. die virtuelle
Maschine von Java im allgemeinen unterstiitzt, ohne vorherige Neuiibersetzung aus-
gefithrt werden. Das vorliegende Programm wurde sowohl auf den Betriebssystemen
UNIX (Linux 2.0.35, IRIX 6.3, AIX 3.4) als auch unter Windows (Windows 95 und
Windows NT) eingesetzt. Das Programm ist sowohl als Java-Applikation als auch
mit einem Browser (Netscape oder MS Internet Explorer) verwendbar.

e Die Multithreading Fahigkeit von Java erlaubt im Gegensatz zu Sprachen wie C oder
C++, die nur die gleichzeitige Ausfiihrung von einzelnen Programmen erlauben,
die parallele Ausfithrung von mehreren einzelnen Programmschritten oder zusam-
menhéingenden Prozessen.

e Der scheinbare Nachteil, dal Java eine Interpreter-Sprache ist, hat einen geringen
Einflu} auf die Eignung fiir das vorliegende Programm, da hier durch die Sprache
Java Quelltexte in einer kompilierten, maschinennahen Sprache wie Fortran77 oder
C erzeugt werden. Die Laufzeit der erzeugten Ableitungsroutinen ist folglich von der
Wahl der Programmiersprache zur Generierung der Ableitungsroutinen unabhingig.
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4.2 TUberblick iiber die Gesamtarchitektur von VPLAN9S8

Das in Abschnitt 1.3.5 angefithrte Verfahren zur Berechnung der Nominaltrajektorie sowie
der ersten und zweiten Ableitungen der Nominaltrajektorie des DAE-Systems (1.2) sind
in dem BDF-Verfahren DAESOL (siehe BAUER (1996)) implementiert. Die effizienten Be-
rechnungen der ersten und zweiten Ableitungen der Modellfunktionen f und g erfolgen
durch den in Kapitel 4.3 beschriebenen und in dieser Arbeit implementierten Modellgene-
rator.

Einen Uberblick iiber die bisher besprochenen Verfahren, ihre Implementierung durch
Software-Pakete sowie die dafiir ben6tigten Ableitungen gibt Abbildung 4.1. Die Suffixe
vor den Namen der Routinen spezifizieren dabei die jeweiligen partiellen Ableitungen.
Beispielsweise gilt:

82
dq0p

0
ffecn~ f, x_ffen~ —f und qg_p_gfcn ~ (4.1)

ox
Mit der Versuchsplanungssoftware VPLAN98 lassen sich im einzelnen folgende Berech-
nungen durchfiihren:

e Simulation
Die Auswertung und Bewertung von vom Benutzer spezifizierten Versuchsplinen.
Es werden die Kovarianzmatrix, die Giitekriterien, die Konfidenzintervalle und die
Kosten der Experimente berechnet. Zusétzlich wird iiberpriift, ob die an den Prozef
gestellten Nebenbedingungen erfiillt sind.

e Versuchsplanung
Ausgehend von einem initialen Versuchsplan wird fiir einen spezifizierten Versuchs-
raum ein optimaler Versuchsplan erstellt. Informationen durch bereits durchgefiihrte
Versuche kénnen bei der Optimierung beriicksichtigt werden. Die Losung des Ver-
suchsplanungsproblems erfolgt durch den SQP-Loser SNOPT.

¢ Parameterschitzung
Mit dem Programm-Paket PARFIT lassen sich die unbekannten Parameter schitzen,
so daf} die experimentell erzeugten Mefidaten vom Modell optimal angepafit werden.

e Integration
Mit Hilfe des Integrators DAESOL kann das aufgestellte DAE-System effizient gelst
werden.

Bei der Durchfiihrung dieser Berechnungen werden dabei die in Abbildung 4.1 dargestellten
und in dieser Arbeit implementierten Ableitungsroutinen benétigt.
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VPLAN98
] . Parameter- .
Simulation Versuchsplanung schiitzung Integration
SNOPT PARFIT
Integration der DAE-Systeme der Experi-
mente und Berechnung von Kovarianzmatrix, Integriere
Giitekriterien und Nebenbedingungen DAE-System
sowie evtl. Ableitungen davon
mfen o \
z_mfen q-cfen DAESOL
p-mfen bfen
z_z_mfen z_bfen
z_p_mfen q_bfen /I\
g-z_mfen
g-p-mfen ffen gfen plot
z_ffen z_gfen
p-ffen p-gfen
g-ffen g-gfen
z_z_ffen z_z_gfen
z_p_ffen z_p_gfen
q_z_ffen q_z_gfen
g-p-Jfen g-p-gfen

Abbildung 4.1: Aufbau der Gesamtarchitektur
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4.3 Modellgenerator

4.3.1 Graphische Benutzeroberfliche

Um ein chemisches Reaktionssystem zu spezifizieren, miissen vom Benutzer eine Reihe von
Informationen festgelegt werden. Dafiir wurde im Rahmen der vorliegenden Diplomarbeit
ein GUI? entwickelt, mit der die relevanten Grofien fiir die Erstellung des chemischen
Reaktionssystems eingegeben werden konnen. Die Programmierung erfolgt mit Hilfe der
Graphikbibliothek SWING. Zusétzlich lassen sich bestimmte Gréfen als Parameter oder
Steuergroflen festlegen.

Einstellung grundlegender Werte

Mit Hilfe dieser Startmaske werden die Anzahl der beteiligten Spezies, der Losungsmittel
und der Eintrige des chemischen Reaktionssystems eingestellt. Die verschiedenen Ablei-
tungsmoglichkeiten lassen sich hier auch spezifizieren.

Mullgeneratorf | i aktionssysteme

MName der Reaktion

Urethan-Reaktion, isotherm, BASF &G (Ludwigshafen)
verzeichnis fiir die erzeugten Dateien
Jhomefgruecker/diplom/JavarGUl samples!

I Fﬁgﬁﬁ"l‘é’s

.']5

|
-

Et‘ftemmhmm - ranes
e —y

e

Auswahl der Programmii
® Fortran??

Abbildung 4.2: Eingabemaske Basiswerte

2Graphical User Interface
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Spezies und Losungsmittel

Fiir alle Spezies und Losungsmittel miissen die stoffspezifischen Eigenschaften (Name,
Molmasse, Dichte) bekannt sein. Dabei handelt es sich ausschliefilich um Konstanten.

pezies 1 (A | Espezies 2. |Espezies 3
Name i Name | Name
Phenylisocyanaf Butanol _{Urethan
Molmasse (ka/mol \-Molmasse (kg/mol) ] \-Molmasse (kg/mol)
0118Mm 0.0z | 019323
pichte (kg/m/m/m) i Ijic-'.l.;te (kg/m/m/m) | Dichte fkg/m/m/n{‘ﬁ
1095.00 ! §09.00 1415.00

Eispecies 4 (01 | G : [&E

[Name | ‘Name ! Name
allophanat i Isocyanat Dimethylsulfoxid
Molmasse '('k'g/r.mu:lr) — : Mulmasss'(kg/mﬁli : Molmasse (kg/mol)
031234 035733 0.07806
Dichte (kg/m/m/m) i ‘- Dichte (kg/m/m/m} i Dichte (kg/m/m/m)
1528.00 1451.00 {1101’.00

Abbildung 4.3: Eingabemaske Eigenschaften der Spezies

Temperaturbilanz

Bei nichtisothermen Reaktionsfithrungen wird mit folgender Eingabemaske die Tempera-
turbilanz spezifiziert.

Ko er Temperatur-DGL
c_p (spezifische Warme der Reaktionslbsung )

Kid (Wirmedurchgangskoeffizient) Wert  [160000 |@ K

v_k (Volumenstrom des KiihImediums )
c_p_k {spezifische Warme des Kiihlmediums)

rho_k (Dichte des KiihImediums )

Abbildung 4.4: Eingabemaske Temperaturbilanz im Reaktor
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Spezifikation der Stéchiometrie der chemischen Reaktionen

Mit Hilfe eines Gleichungsgenerators lassen sich die einzelnen chemischen Reaktionen in
einer symbolischen Notation (siehe Reaktionsschema (3.3)) eingeben. Fiir jede Reakti-
on werden in einem eigenen Fenster die reaktionsspezifischen Konstanten und Parameter

eingelesen.

A+B -=C [FiGleichungsgenerator
Il E ST : 7 Gleichgewichtsreaktian

) vk () reches

linke Seite der Reaktionsgleichung:

‘F‘NE‘ +C

=¥

rechte Seite der Reaktionsgleichung:

Stat L0050 Gk @F _
Wert 3376 |@K 3P Lischen aller Reaktionen Erzeuge Reaktion
Sttt [0 |OK ®P : :
Start 9 K @ P -
wert [EEE @K OF
Reaktionsordnungen: EE EEEE@EEE
a7_3 start Ok ®p
a7 dwert [0 @K OPF
‘Riickreaktion:

a8 5 Wert 1.0 ®K 0P

F] Reaktions—Gleichung Nr4 ||| | [ Reaktions-Gleichung Nr.12

[5] Reaktions—Gleichung Nr.9 | [ Reaktions-Gleichung Nr:10

Abbildung 4.5: Eingabemaske der chemischen Reaktionen

Da man die symbolische Notation der chemischen Reaktionen nicht direkt in ein Einga-
befeld eingeben kann, sondern die bereitgestellten Schaltflichen verwenden muf}, konnen
falsche Eingaben durch den Benutzer zur Laufzeit sehr leicht erkannt werden.
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Spezifikation des Reaktors

Mit folgender Eingabemaske wird der Reaktor des Reaktionssystems ndher bestimmt.

Mnlenera(nr fiir chemische hetinnssysteme

‘Anfangstemperatur des Kithimediums

[Eais @K 0§

vir- 2ok e s

vor 5K @8 @Ja O Nein vor 6K @S

Abbildung 4.6: Eingabemaske Reaktor

Eintrige am Reaktor

Die Festlegung der Stoffe in den einzelnen Eintrdgen erfolgt mit der Eingabemaske in
Abbildung 4.7. Die Anfangsstoffmenge jeder Spezies kann konstant oder eine Steuergréfie
sein.

rg: Eintrag17-
‘t;éjnpﬂ;ﬁ‘! Wert 29318 @K ‘{Xﬁ

Spezies im Eintrag Nr.1

A in Eintrag 1

S ONein ot wen [ J@k Os

B in Eintrag 17

n Eintrag 2 2- ‘

B Onein worzven [ Jak o5 | omn_ez v EETEJak O3

‘CinEintrag 1 7-
®la CNein vordwed [029 [k OGS

D in Eintrag 17 ) - ,,‘
i Onein veriwet [ Jek Os

B in Eintrag 27
®Ja CiNein vor 20K @S

Cin Elnl:rag 27

®Ja Oein v

D in Eintrag 2 7

®Ja O Nein vor 40K @S

Abbildung 4.7: Eingabemaske Eintrége
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Ausgabe der erzeugten Modellgleichungen und Ableitungen

Mit Hilfe dieser Fenster konnen die einzelnen erzeugten Quelltexte ausgewéihlt und deren
Inhalt in einem Editor-Fenster betrachtet werden. Der Benutzer kann hier auch Modifi-
kationen an den erzeugten Quelltexten vornehmen. Der erzeugten Quelltexte fiir die Mo-
dellgleichungen sowie deren erste und zweite Ableitungen lassen sich aus einer aus einer
Baumstruktur auswéhlen.

Modeligenerator fiir chemische Reaktionssysteme

[ Fortran??
@ U ffen Dateien (rechte Seiten der'iﬂ'i‘fferent'ialglei(hungeﬁ)
[y ffen.f
@ [ erste Ableitungen von ffenf
[y »_ffen.f
Y p_ffen.f
Y g_ffen.f
@ zweite Ableitungen von ffon.f
[ w_n_ffen.f
Oy w_p_ffen.f
[ B
Oy a_p_ffenf
é; ' g'fEn'I':']a\'téién' irechte Seiten Elér'algebréi'séh-en' Gle'ic'ﬁung'enj

[ plot.f

‘RECHTE SEITEN DES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS

w_reak
w_cool

v+ ( + rl*dhl ) + r2+dhZ ) + £3*dh3 )
+ kd*aw* (tw-tenp)

f(1) = ( wreak + w.cool ) / [ m*cp )

T
x f(x i .1) = (xwixi) *wvoreak /v+xrlixi)*vidhl +
Sor r2(x i J*w+dhZ + x_r3(c i )*vrdhd + x rd (i )*vrdhd + x awix i
&) *v_coolfaw + xotwic i J*kd*aw - x temp (> i )*kd*aw ) S mrcp ) -
Sxm{x i )*E(1l)/n
enddo

tmpwal = - rl - r2 4+ r3 - 3.0d+04rd

doox i =1, xd
tmpwall = - ool i) - osorBixd ) o+ xr3( i) - 3. 0del*x
& ordfm i)
Comfixi L2 =xow(xi) * tmpval + w * tmpwall

gxfig i .xid. =gxvig i ,xi ) * tmpval + x wix_
&) + ( - g rif i q r2{g 1) + g r3f{g 1 ) - 3.0d+0*%g
Srdf{g 1)) + i)+ tmpwall + v * { - gxrl{g i ,x i)
- gwrd{g i ,x 1) +qgxrdig 1 ,x 1) - 3.0d+0*g = xdig i ,x_
&) D
enddo
enddo
£(2) = v * (tmpval ) + d_nle

tmpwal = - rl

doox i =1, =d_
tmpwall = - x rlfx i

Abbildung 4.8: Eingabemaske Modellgleichungen und Ableitungen
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4.3.2 Erzeugung der Quelltexte fiir die Modellgleichungen

Um die Kompatibilitdt zur bestehenden Software aufrechtzuerhalten, wurde Wert dar-
aufgelegt, die bestehenden Schnittstellen zur Versuchsplanungssoftware VPLAN98 zu ver-
wenden. In der Subroutine ffcn werden die Rechten Seiten der Differentialgleichungen
bestimmt und in der Subroutine gfcn die rechte Seiten der algebraischen Gleichungen.
Die MeBfunktionen werden in den Subroutinen mfcni®, mfcn2, ... spegifiziert. Die Para-
meterlisten lauten wie folgt:

subroutine ffcn( t, x, £, p, q, rwh, iwh, iflag )
subroutine gfcn( t, x, g, p, q, rwh, iwh, iflag )

subroutine mfcnl( t, x, h, p, q, rwh, iwh, iflag )

Dabei gilt im Falle eines Fortran77 Quelltextes:

real*8 t Zeit

real*8 x Vektor aller Zustandsvariablen

real*8 f Vektor der rechte Seiten der Differentialgleichungen
real*8 g Vektor der rechte Seiten der algebraischen Gleichungen
real*8 h Meffunktionswert

real*8 p Vektor der Parameter

real*8 q Vektor der Steuergréfien

integer*4 rhw
integer*4 iwh
integerx4 iflag Fehlerflag

Hilfsvektoren fiir die Parametrisierung der Steuerfunktionen

Die abstrakte* Klasse Generator implementiert fiir jede Zuweisung zur Generierung der
Modellgleichungen eine eigene Methode. Mit dieser Methode werden die sprachspezifi-
schen Anweisungen zur Quelltext-Generierung erzeugt. Die Klassen GenFfcn, GenGfcn
und GenMessSig sind von der Basisklasse Generator abgeleitet und erzeugen durch Zu-
griff auf die Methoden der Basisklasse die jeweiligen Quelltexte.

Die folgende Java-Methode erzeugt zum Beispiel die Quelltext-Zeichenkette mit den In-
struktionen zur Berechnung der Molzahlinderungen An; (siehe Abschnitt 3.1.2) der Spe-
zies des DAE-Systems:

/%%
* Qreturn String - String-Repraesentation der Delta n_i-Zuweisungen
*/
public String doDeltaN(){
StringBuffer str_buf = new StringBuffer( "" );
StringBuffer str_buf_right = new StringBuffer( "" );
int k;
int n = n_spec; // Anzahl Spezies

str_buf.append( F.mComm( "MOLZAHLAENDERUNG" ) + "\n\n" );
for( int 1 = 0; i < n; i++ ){
if( !react_sys.isZustands( i ) ) // nur differentielle ZV

3Im folgenden steht die Routine mfcn? fiir alle vorkommenden MefBfunktionen.
“Eine abstrakte Klasse in Java ist eine Klasse, von der kein Objekt instanziert werden kann, von der
aber Subklassen abgeleitet werden konnen, die alle Methoden und Attribute der abstrakten Klasse erben.
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if( !react_sys.isDAE(Q) ) // im reinen DAE-Fall alle ZV
continue;
String 1_var = N.delta_n + (i+1);
str_buf_right = new StringBuffer( "" );

str_buf_right.append( N.konz_spec + ( i + 1) );
makeDepend( 1_var, N.konz_spec + (i + 1) );

// Spezies in Vorlage 7

if( react_sys.isInVorlage( i ) ){
str_buf_right.append( " - " + N.vorlage + (i +1 ) );
makeDepend( 1_var, N.vorlage + (i + 1) );

}

// Spezies in Eintraege 7

for( k = 0; k < n_e; k++ )
if ( kessel.isInEintrag( k, i ) ){

str_buf_right.append( " - " + genSpecEintragName( k, i ) + ’ ’ );

makeDepend( 1_var, genSpecEintragName( k, i ) );
}
str_buf.append( mB( 2 ) + F.makeEquation(

1_var, str_buf_right.toString() ) + ’\n’ );

// erste Ableitungen berechnen
if( mode > 0 )
str_buf.append( genDiff.DDeltaN( 1l_var, i, react_sys, 1 ) );
// zweite Ableitungen
if( mode2 > 0 )
str_buf.append( genDiff.DDeltaN( 1l_var, i, react_sys, 2 ) );

return str_buf.toString();

95

Als Beispiel fiir einen automatisch erzeugten Quelltext, durch den vorliegenden Modell-
generator in der Programmiersprache Java, sei der folgende Fortran77-Quelltext zur Be-
rechnung der rechten Seiten des Differentialgleichungssystems der Urethan-Reaktion (siehe
Abschnitt 3.3) angefiigt.

4.3.3 Automatisch erzeugter Quelltext einer Modellgleichung

o0 o000

(¢}

0000000000

Automatisch erzeugtes Fortran77 File ffcn.f
durch Java Modellgenerator

Gerd Ruecker (IWR der Universitaet Heidelberg)
Fri Oct 15 01:37:02 GMT+03:30 1999

Urethan-Reaktion (ODE)

#
#
#

**

Reaktionen: 3
Spezies: 5
Loesungsmittel: 1
Differentialgleichungen: 3
Algebraische Gleichungen: 3
Quelltext Zeilen: 208
chemische Variablen 76

subroutine ffen( t, x, £, p, q, rwh, iwh, iflag )

implicit none
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Cc

[

Cc

Cc

C

[+

[+

DEKLARATIONEN

real*8 t, x(*), £(*), p(*), q(*), rwh(x*)
integer*4 iwh(*), iflag

KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG

real*8 trefl, tref2, trefd4, tg2, krefl, kref2, kref4, kc2, eal,
& ea2, ea4, alphal_1, alphal_2, alpha2_1, alpha2_3, alpha3_4, alpha
&4_1, tmpval, tmpl(6), rgas, pi, dhl, dh2, dh3, dh4, mml, rhol, del
&ta_nl, mm2, rho2, delta_n2, mm3, rho3, delta_n3, mm4, rho4, mm5, r
&ho5, mm6, rho6, nal, na2, na6, nalel, nlel, na6el, n6el, na2e2, n2
%e2, nab6e2, n6e2, feed_1, d_feed_1, feed_2, d_feed_2, d_nle, d_n2e,
& d_n3e, temp, tin, nl, n2, n3, n4, nb5, n6, ril, ki, r2, k2, r3, k3,

& r4, k4, v, m

int

eger*4 ind, ind_1, ind1(2), ind2(2)

ZUSTANDSVARIABLEN

nl
n2
n3

SKALIE

kre
eal
kre
ea2
dh2
kc2
kre
ead

x(1)
x(2)
x(3)

RTE PARAMETER

f1 = p(1) * 5.0d-4

= p(2) * 35240.04+0
£2 = p(3) * 8.0d-8

= p(4) * 85000.0d+0
p(7) * (-17031.0d+0)
= p(8) * 0.17d+0

f4 = p(5) * 1.0d-8

= p(6) * 35000.04+0

STEUERGROESSEN

nal
na?2
naé
nal
na6é
na2
na6é

DISKRE

= q(1)
= q(2)
= q(3)
el = q(4)
el = q(5)
e2 = q(6)
e2 = q(7)

TISIERUNG DER STEUERFUNKTIONEN

AUSSENTEMPERATUR DES REAKTORS

if

els

( iwh(3) .eq. O .or. iwh(3) .eq. 1 ) then
ind = iwh(2) + iwh(4) - 1

ind_1 =0
tin = q(ind)
e if ( iwh(3) .eq. 2 .or. iwh(3) .eq. 3 ) then

ind = iwh(2) + 2*iwh(4) - 2
ind_1 = ind + 1
tin = q(ind) + ( t-rwh(2) ) * q(ind_1)

EINTRAEGE AM REAKTOR

if

( iwh(6) .eq. O .or. iwh(6) .eq. 1 ) then
ind1(1) = iwh(5) + iwh(7) - 1

ind2(1) = 0

feed_1 = q(ind1(1))

d_feed_1 = 0.0d4+0

else if ( iwh(6) .eq. 2 .or. iwh(6) .eq. 3 ) then
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[+

C

c

[+

ind1(1) = iwh(5) + 2*iwh(7) - 2
ind2(1) = ind1(1) + 1
feed_1 = q(ind1(1)) + ( t-rwh(3) ) #* q(ind2(1))
d_feed_1 = q(ind2(1))
endif

if ( iwh(9) .eq. O .or. iwh(9) .eq. 1 ) then
ind1(2) = iwh(8) + iwh(10) - 1
ind2(2) = 0
feed_2 = q(ind1(2))
d_feed_2 = 0.0d4+0

else if ( iwh(9) .eq. 2 .or. iwh(9) .eq. 3 ) then
ind1(2) = iwh(8) + 2*iwh(10) - 2
ind2(2) = ind1(2) + 1
feed_2 = q(ind1(2)) + ( t-rwh(4) ) * q(ind2(2))
d_feed_2 = q(ind2(2))

endif

KONSTANTEN

alphal_1 = 1.0d+0
alphal_2 = 1.0d+0
trefl = 363.16d+0
dh1l = -80000.0d4+0

alpha2_1 = 1.04+0
alpha2_3 = 1.0d+0
alpha3_4 = 1.04+0

tref2 = 363.16d4+0
tg2 = 363.164+0
alpha4_1 = 2.0d+0
trefd = 363.16d4+0
dh4 = -75000.0d+0
mml = 0.119114+0
rhol = 1095.0d4+0
mm2 = 0.074124+0
rho2 = 809.0d4+0
mm3 = 0.193234+0
rho3 = 1415.04+0
mm4 = 0.312344+0
rho4 = 1528.04+0
mmb5 = 0.35733d+0
rho5 = 1451.0d4+0
mmé = 0.07806d+0
rho6 = 1101.04+0
rgas = 8.3144d+0
pi = 3.141592653589793d+0

HILFSGROESSEN
temp = tin
nlel = nalel * feed_1
n6el = nabel * feed_1
n2e2 = na2e2 * feed_2
née2 = nabe2 * feed_2

MOLZAHLAENDERUNGSRATE

delta_nl = n1 - nal - nlel
delta_n2 = n2 - na2 - n2e2
delta_n3 = n3

ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN

n6 = na6 + nbel + n6e2
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n5 = - 0.3333333333333333d+0*delta_nl + 0.6666666666666666d+0*
&delta_n2 + 0.3333333333333333d+0*delta_n3
n4 = - delta_n2 - delta_n3

c GESAMTVOLUMEN IM REAKTOR
v = + nl*mml/rhol + n2*mm2/rho2 + n3*mm3/rho3 + n4*mm4/rho4d +
&n5*mm5/rho5 + n6*mm6/rho6
[ ARRHENIUS KINETIK
ki
k2

k3
k4

krefl * dexp( -eal/rgas#*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/trefl) )
kref2 * dexp( -ea2/rgas*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/tref2) )
k2 / ( kc2 * dexp( -dh2/rgas*(1.0/ temp - 1.0/tg2) ) )
kref4 * dexp( -ea4/rgas*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/tref4) )

c REAKTIONS-GESCHWINDIGKEITEN

rl
r2
r3
r4

k1
k2
k3
k4

ni/v )
ni/v )
nd/v )
ni/v )

* ((n2/v)
* ((n3/v)

* K K ¥

N AN A

**alpha4_1
c GESAMTZULAUFRATE DER SPEZIES
d_nle

d_n2e
d_n3e

nalel * d_feed_1
na2e2 * d_feed_2
0d+0

c RECHTE SEITEN DES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS

£(1)
£(2)
£(3)

v (-—rl -r2+ 1r3 - 3.0d+0%r4 ) + d_nle
v ¥ ( - rl) + d_n2e
v* (+rl -1r2+1r3) +d_n3e

iflag = 0

end

4.4 Automatische Erzeugung der ersten Ableitungen

Nachdem im ersten Teil des Programms die Modell- und Mefroutinen ffcn, gfcn und
mfcnl aus einer chemischen Spezifikation erstellt wurden, werden jetzt Richtungsableitun-
gen automatisch in Form von Quelltexten erzeugt. Fiir die Modell- und Mefifunktionen
ffcn und gfcn miissen also die Ableitungsquelltexte fiir die Richtungsableitungen nach
x, p, und q erzeugt werden. Die Aufruflisten der erzeugten Routinen ergeben sich aus den
Aufruflisten fiir die Modellgleichungen, erweitert um zusétzliche Variablen. Als Parame-
terliste wurde die gleiche wie bei der Verwendung von ADIFOR (siehe BISCHOF ET AL.
(1995)) gewéhlt. Zum einen miissen somit die Aufruflisten der Ableitungsroutinen in den
Programmpaketen VPLAN98 und DAESOL (siehe Abbildung 4.1) nicht veréindert wer-
den, zum anderen kénnen damit auch leicht Laufzeitvergleiche zwischen dem im Rahmen
der Arbeit erstellten Programm und ADIFOR gemacht werden (siehe dazu auch die nu-
merischen Ergebnisse in Kapitel 5).

Als Beispiel sei die Parameterliste von ffcn, abgeleitet nach dem Vektor der Zustandsva-
riablen x, angegeben.
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subroutine x_ffcn( x_d_, t, x, x_x, ldx_x, f, x_f, 1dx_f, p, q, rw
&h, iwh, iflag )

Die zusétzlichen Variablen sind folgendermaflen definiert:

real*8 x_d_ Anzahl der Richtungen, nach denen abgeleitet wird
real*8 x_x(1ldx_x,*) Matrix mit den einzelnen Richtungen (Seed-Matrix)
real*8 ldx_x Fiithrende Dimension von x_x

real*8 x_f(1dx_f,*) Richtungsableitungsmatrix mit dem Matrix-Matrix Produkt
aus Jacobi-Matrix und x_x
real*8 1ldx_f Fiithrende Dimension von x_f

Die Parameterlisten fiir die Ableitungen nach p und q (p_ffcn und q_ffcn) sowie die
korrespondierenden Ableitungen der Modellfunktion gfcn werden analog konstruiert.

Um nun die Ableitungen automatisch zu ermitteln, wird zuerst der in Abschnitt 2.1.4 de-
finierte Abhéngigkeitsgraph G bestimmt. Alle zur Berechnung der abhingigen Variablen
f, g oder h auftretenden unabhéngigen Variablen x, p, q sowie alle auftretenden Zwischen-
groBen bilden die Knoten des gerichteten, azyklischen Graphs G. Eine Kante e verliuft
genau dann von einem Knoten v; nach v;, wenn die Groéfle v; direkt von v; abhéngt. Bei
der Generierung der einzelnen Ableitungsinstruktionen wird dann der Graph G verwendet,
um die Berechnung in einem Vorwértslauf (siehe Abschnitt 2.2.3) durchzufiithren:

Im folgenden bezeichne der Vektor u; den Vektor derjenigen Variablen, nach denen jeweils
abgeleitet wird. Dies kann im konkreten Fall einer der drei Vektoren x, p oder q sein. Um
die Richtungsableitungen in einem Vorwértslauf zu ermitteln, wird jede einzelne Instruk-
tion des Quelltextes untersucht und eventuell nach der Kettenregel abgeleitet. Als aktive
Variable wird eine Grofle bezeichnet, die direkt oder indirekt von mindestens einer Kom-
ponente von x4 abhingt. Ist dabei die Variable v auf der linken Seite aktiv, so wird dieser
Variablen ein Gradientenobjekt d,, (siehe Gleichung (2.15)) zugeordnet. Zur Berechnung
aller einzelnen Komponenten von d, miissen nach Gleichung (2.14) die partiellen Ablei-
tungen aller aktiven Variablen berechnet und aufsummiert werden. Um zu testen, ob eine
Variable aktiv ist, wird der Abhéngigkeitsgraph G verwendet. Eine Variable v ist nach
Gleichung (2.8) genau dann aktiv, wenn es mindestens einen Weg im Graphen G von einer
beliebigen Komponente des Vektors u; nach v gibt.

Die folgende Java-Methode erzeugt die Anweisungen fiir die Richtungsableitungen der
Gesamtmasse Myes nach ui:

VAL
* Q@return String - String-Repraesentation der ersten Ableitung der Gesamtmasse
* @param 1_var - Namen der Variablen auf der rechten Seite
* @param n_s - Anzahl der Spezies
*
*/
public String DMass( String 1_var, int n_s ){
String strl, str2;
StringBuffer diff_str_buf = new StringBuffer( "" ); // Hilfspuffer

if( !doAv( 1l_var ) ) // haengt linke Seite von abzuleitendem Vektor ab ?
return "";

else
ind_vec_save = ind_vec; // Hilfsvektor zur Speicherung der Indices

// fuer den Sparse-Modus
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for( int i = 0; i < n_s; i++ ){ // durchlaufe alle Spezies
strl = N.konz_spec + ( i + 1 ); // Name der Spezies
str2 = N.mol + (i + 1 ); // Name der Molmasse
if( doAv( strl ) ) // haengt Variable vom abzuleitenden Vektor ab ?

// -> berechne partielle Ableitung
diff_str_buf.append( " + " + gNoDV( strl ) + "#" + str2 );
if( doAv( str2 ) ) // haengt Variable vom abzuleitenden Vektor ab ?

diff_str_buf.append( " + " + gNoDV( str2 ) + "#" + strl );

}

// Erzeuge Schleife fuer die Gradientenberechnung

return F.makeLoop( laufDir_str, "1", numDir_str,
F.makeEquation( gNoDV( 1l_var ), diff_str_buf.toString() ),

1, ind_vec_save ) + ’\n’

Die resultierenden Fortran77-Anweisungen sehen dann wie folgt aus:

C ABLEITUNG DER GESAMTMASSE NACH ZUSTANDSVARIABLEN
m = + nl*mml + n2*mm2 + n3*mm3 + n4*mmé
do x_i_ =1, x_d_
x_m(x_i_) = + x_ni1(x_i )*mml + x_n2(x_i_)*mm2 + x_n3(x_i_)*
&mm3
enddo

Da die Struktur der abzuleitenden Modellgleichungen durch die Modellerstellung bekannt
ist, konnen die Ableitungen sehr effizient erzeugt werden. Um moglichst effiziente Ablei-
tungsquelltexte zu generieren, wurden bei den einzelnen Instruktionen die folgende Prin-
zipien angewendet:

Verwendung von temporéren Variablen:

Da durch die Verwendung von temporédren Variablen die redundanten Berechnungen in
Schleifen vermieden werden, ergibt sich auch eine verringerte Laufzeit des Programmes.
Der folgende Auszug aus dem Quelltext x_ffcn demonstriert dieses Prinzip:

c REAKTIONS-GESCHWINDIGKEITEN

rl = ki * (ni/v ) * ( n2/v)
tmpval = alphal_1 + alphal_2
tmpvall = k1 * 1.0d+0 / (v * v )
tmpval2 = tmpval * rl / v

tmp3(1) tmp1(1) * tmp2(1)
tmp3(2) = tmpl(2) * tmp2(2)

C SCHLEIFE UEBER DIE RICHTUNGEN
do x_i_ =1, x_d_
tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2
tmp4 (1) = tmp3(1) * x_ni(x_i )
tmp4(2) = tmp3(2) * x_n2(x_i_)
tmpval2 tmp4 (1) + tmp4(2)
tmp(3) = tmpvall * tmpval2
C ZUWEISUNG DES GRADIENTEN
x_ri(x_i_ ) = tmp(2) + tmp(3)
enddo

Effizientes Ableiten von Termen mit vielen Multiplikationen:

Sei dazu f definiert als:
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f($1,$2,---,$n):: I]:xi

i=1

Die Berechnung der Funktion ben&tigt n Multiplikationen. Die Bestimmung der partiellen
Ableitung von f nach z; erfolgt mit einer einzigen Division und einer Multiplikation, falls
die Variable z1 an keiner Stelle Null ist.

of

a—xl:f/xl'il

Um die Ableitung auf diese Weise zu berechnen, muff daher immer getestet werden, ob
die Variable nicht Null ist. Als ein Beispiel dient der folgende Fortran77-Code-Auszug.
Dabei wurden die partiellen Ableitungen der rechten Seite f nach v, aw und m nach diesem
Prinzip erzeugt. Diese Variablen kénnen zu keinem Zeitpunkt Null werden, so daf} die
Division durch diese Variablen erlaubt ist:

w_reak = v * ( + ri*dhl )

w_feed = + dmel*cp*(tempO_el-temp)

w_cool = + kd*aw*(tw-temp)

f(1) = ( w_reak + w_feed + w_cool ) / ( m*cp )
C BERECHNUNG DES GRADIENTEN DER RECHTEN SEITEN

tmp (1) = w_reak/v

tmp(2) = v*dhil

tmp (3) = dmel*cp

tmp(4) = w_cool/aw

tmp (5) = kd*aw

tmp (6) = m*xcp

tmp(7) = £(1)/m

do x_i_ =1, x_d_
x_f(x_i_, 1) = ( x_v(x_i_) * tmp(1) + x_ri(x_i_) * tmp(2) -
&x_temp(x_i_)*tmp(3) + x_aw(x_i_) * tmp(4) + x_tw(x_i_) * tmp(5) -x
&_temp(x_i_)*tmp(5) ) / tmp(6) - x_m(x_i_) * tmp(7)
enddo

Ein Beispiel fiir einen vollstindigen Quelltext (x_ffcn) der ersten Ableitung von ffcn
nach den Zustandsvariablen x findet man im Anhang A.1.1.

4.5 Automatische Erzeugung der zweiten Ableitungen

Die Generierung der zweiten Ableitungen erfolgt analog zur Berechnung der ersten Ablei-
tungen. Dabei wird der Quelltext der ersten Ableitungen um Instruktionen zur Berechnung
der zweiten Ableitungen erweitert.

Die Parameterliste der ersten Ableitung wird dabei um Variablen fiir die zweiten Ablei-
tungen erginzt. Als Beispiel wird die Parameterliste der Routine q_x_ffcn angegeben:

real*8 q__d_ Anzahl Richtungen bei der zweiten Ableitung

real*8 q__q(1ldq__q,*) Matrix mit den einzelnen Richtungen fiir die
zweite Ableitung in den Zeilen

real*8 1dq__q Fiihrende Dimension von q__q

real*8 q_x_f(1dq_x_f,1dx_f,*) Richtungsableitungstensor mit dem Produkt
aus Ableitungstensor und q__q
real*8 1ldqg_x_f Fithrende Dimension von q_x_f
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Um die einzelnen partiellen zweiten Ableitungen zu erzeugen, wird wieder der Azbhéngig-
keitsgraph G verwendet. Die Berechnung der partiellen zweiten Ableitung aual—é’w einer
Variable v auf der rechten Seite einer Zuweisung erfolgt genau dann, wenn v von u; und

u9 abhédngt.

Der folgende Auszug aus der Datei q_x_ffcn veranschaulicht die Vorgehensweise exem-
plarisch. Berechnet wird dabei die zweite Richtungsableitung fiir die Zwischengréfle r_1.

ri = ki * ( n1/v ) * ( n2/v)
tmpval = alphal_1 + alphal_2

tmpvall = 1.0d+0 / (v * v )

tmpval2 = tmpval * rl / v

tmp7(1,2) = 1.04+0

tmp1(1) = n2

tmp2(1) = 1.04+0

tmp5(1) = ( alphal_1 - 1.0d+0 ) * 1.0d+0 * nix**(alphal_1-2.04+0

&) * tmpl(1)
tmp3(1) = tmpl(1l) * tmp2(1)
tmp7(2,1) = 1.04+0

tmp1(2) = ni
tmp2(2) = 1.0d+0
tmp5(2) = ( alphal_2 - 1.0d+0 ) * 1.0d+0 * n2**(alpha1_2—2.0d+0

&) * tmp1(2)
tmp3(2) = tmpl(2) * tmp2(2)

do q__i_ =1, q__d_
tmp(1) = q__k1(q__i_) * rl / ki
tmp(2) = -q__v(q__i_) * tmpval * rl / v
q__ri(g__i_) = tmp(1) + tmp(2)
enddo
do x_i_ =1, x_d_
tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2

tmp4 (1) = tmp3(1) * x_ni(x_i_)

tmp6(1) = tmp5(1) * x_ni(x_i_) * tmpl(1)
tmp8(1) = tmp2(1) * x_ni(x_i_)

tmp4 (2) = tmp3(2) * x_n2(x_i_)

tmp6(2) = tmp5(2) * x_n2(x_i_) * tmp1(2)
tmp8(2) = tmp2(2) * x_n2(x_i_)

tmpval2 = tmp4(1) + tmp4(2)

tmp(3) = k1 * tmpvall * tmpval2
x_ri(x_i_ ) = tmp(2) + tmp(3)
do q__i_ =1, q__d_
tmpvald = q__ki(q__i_) * rl / kl-q__v(q__i_) * tmpval * r

& / v

block(2) = - tmpval * r1 / v * ( q_x_v(q__i_,x_i_) - q__v(q_
& i) * x_v(x_il) / v + x_v(x_i.) * tmpvald / rl )

block(3) = q__ki1(q__i_) * tmpvall * tmpval2 - q__v(q__i_) *
&tmpval * tmp(3) / v + k1 * tmpvall * ( tmp6(1) * g__nl(q__i_) + tm
&p3(1) * q_x_ni(q__i_,x_i_) + tmp6(2) * q__n2(q__i_) + tmp3(2) * qg_
&x_n2(q__i_,x_i_) )

_x_ri(q__i_,x_i_) = block(2) + block(3)

enddo

enddo

Ein Beispiel fiir einen vollstindigen Quelltext (q_x_ffcn) der zweiten Ableitung von ffcn
nach den Zustandsvariablen x und den Steuergréfen q findet man im Anhang A.1.2.



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

5.1 Bemerkungen zur Testumgebung

In diesem Kapitel wird das erstellte Programm an verschiedenen praxisnahen Beispielen
aus der chemischen Industrie auf Effizienz getestet. Die erzeugten Ableitungen aus Ab-
schnitt 4.4 und 4.5 werden dabei mit den Ableitungen des Software-Paketes ADIFOR
sowie mit Numerischen Differenzen verglichen.

Die Tests wurden auf einem AMD-K6/233 mit 128 MB Arbeitsspeicher unter Linux 2.0.35
durchgefiihrt. Die Zeitmessung erfolgt mit dem UNIX-Programm #ime. Da die Messung der
Laufzeit einer einzigen Routine unterhalb der Meflgenauigkeit liegt, wird aus einem Trei-
berprogramm die jeweilige Routine aufgerufen und die dortigen Anweisungen mehrmals
(10 000 mal) in einer Schleife ausgefiihrt. Die Angabe der Laufzeiten erfolgt in Sekunden.

Bei den vorgestellten Beispielen handelt es sich um Reaktionssysteme, die sich durch die
Modellierung aus Kapitel 3 beschreiben lassen. Es handelt sich somit um eine Klasse
von Reaktionssystemen, die sich durch den in dieser Arbeit entwickelten Modellgenerator
mathematisch beschreiben lassen. Die Reaktionssysteme wurden gemeinsam vom IWR
und der BASF AG (Ludwigshafen) modelliert. Die Optimierungsaufgaben wurden mit der
Versuchsplanungssoftware VPLAN98 (KORKEL (1999)) behandelt. Bei den Parametern
handelt es sich beispielsweise um Frequenzfaktoren, Aktivierungsenergien oder Reaktions-
enthalpien der einzelnen Reaktionen. Alle auftretenden Zuliufe sowie die Innentemperatur
des Reaktors werden durch Steuerfunktionen, wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben, para-
metrisiert. Die auftretenden Steuergréfien sind die urspriinglichen Steuergrofien (z.B. An-
fangsstoffmengen oder Anfangstemperaturen) und die Variablen aus der Parametrisierung
der Steuerfunktionen. Je feiner die Parametrisierung der Steuerfunktionen gew#hlt wurde,
desto mehr Steuergréfien treten auf.

Die Notation der algebraischen Gleichungen erfolgt mit den Molzahldnderungen An der
Spezies aus Gleichung (3.23). Dabei gilt:

An := Stoffmenge — Anfangsstoffmenge — zugeflossene Stoffmenge.

Bei den ersten zwei betrachteten Beispielen werden die zeitlich variablen Stoffmengen
aller auftretenden Spezies durch zwei Plots dargestellt. Der erste Plot ergibt sich aus
der Integration der DAE ohne eine Optimierung der Versuchsplanungsvariablen. Dabei
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werden die Steuergréfien auf sinnvolle Initialisierungswerte gesetzt. Der zweite Plot ergibt
sich nach der Optimierung mit VPLANYS.

Die Laufzeiten der dabei auftretenden Ableitungsroutinen werden in einer Tabelle fiir
jedes Beispiel angegeben. Verglichen wird dabei die Ableitungserzeugung mit Numerischen
Differenzen (DQ), ADIFOR, sowie mit dem in dieser Arbeit implementierten Modell- und
Ableitungsgenerator MGAD in einer Dense-Version und einer Sparse-Version (MGAD-S).

Bei der Sparse-Version wird ausgenutzt, daB die Seed-Matrizen der einzelnen Richtun-
gen aus Einheitsmatrizen bestehen. Die Berechnung der Gradientenvektoren erfolgt somit
nicht fiir alle Richtungen, sondern nur fiir diejenigen Werte, deren korrespondierender
Seed-Matrix Eintrag von Null verschieden ist. Somit wird eine groBe Anzahl von Mul-
tiplikationen mit Null vermieden, und die Laufzeit der erzeugten Ableitungen kann sich
deutlich verringern. Dies trifft vor allem bei Ableitungen nach Steuergréfien zu, da in der
Regel eine Variable auf der rechten Seite einer Zuweisung nur von sehr wenigen Steuer-
groflen abhéngt. Vor allem bei zweiten Ableitungen konnten mit dieser Methode erhebliche
Laufzeitverbesserungen erzielt werden.

In jeder Tabelle werden zusitzlich die Laufzeiten der ersten Ableitungen (3, ), der zweiten
Ableitungen (}",) sowie aller Ableitungen (- ,,) aufsummiert. Bei den Summationen der
Laufzeiten der von ADIFOR, MGAD und MGAD-S erzeugten Ableitungsroutinen stehen
in Klammern noch die Verbesserungsfaktoren im Vergleich mit den durch Differenzenquo-
tienten ermittelten Ableitungen.

5.2 Die Urethan-Reaktion

Bei der Urethan-Reaktion handelt es sich (vgl. BAUER ET AL. (1998a)) um eine Simultan-
und eine Konsekutivreaktion mit einem chemischen Gleichgewicht. Die Reaktanden des
Reaktionssystems sind Phenylisocyanat (A), Butanol (B), Urethan (C), Allophanat (D)
und Isocyanurat (E). Das einzige Losungsmittel ist Dimethylsulfoxid. Es ist ein Reakti-
onssystem, das in der chemischen Kinetik sehr hiufig vorkommt. Zum Beispiel werden bei
der Polyurethanproduktion Diisocyanate und Diole als Edukte eingesetzt. Wahrend der
Hauptreaktion zum Urethan entstehen Folgereaktionen zum Allophanat. Die Bildung des
Allophanats fiithrt zu nichtlinearen Polymeren, die bei einer sehr hohen Allophanatkonzen-
tration zu Vernetzungen fithren kénnen. Bei der Modellierung der verfahrenstechnischen
Komponenten wurden viele praktische Aspekte des konkreten Laboralltags mitberiicksich-
tigt, wie beispielsweise zur Verfiigung stehende Reagenzien, geeignete Apparaturen oder
der Nacht-Tag-Arbeitsrhythmus des Laborpersonals.

Die Reaktion findet in einem Riihrkessel mit zwei Zuldufen unter einer Semi-Batch-Fahr-
weise statt. In der Vorlage befinden sich die Spezies A und B. Im ersten Zulauf befindet
sich A, im zweiten B (jeweils gelost im Losungsmittel). Die Innentemperatur des Re-
aktors wird dabei durch eine Steuerfunktion festgelegt. Die acht unbekannten Parame-
ter dieses Modells sind die Frequenzfaktoren k,.f,,kref,, kres,, die Aktivierungsenergien
E,,,E,,, E,,, die Gleichgewichtskonstante k., und die Reaktionsenthalpie A H,. Die Stoff-
menge n,...,ng der beteiligten Spezies sowie die Stoffmenge ng des Losungsmittels sind
die zeitlich variablen Zustandsvariablen des DAE-Systems.

Das Reaktionsschema lautet:
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A+B — C
A+C = D (5.1)
3A — F

Das Aufstellen des DAE-Systems ergibt drei Differentialgleichungen und drei algebraische
Gleichungen. Das resultierende DAE-System lautet somit:

n, = -V. (7‘1 +7r9 — T3+ 37"4) + dnel
ng = —=V.ri+ d’l’Lez
ng = V-(ri+re+rs3)
0 = —An4 — Anz — A’ng
0 = —Ans— ~Ani+ 2Ang + 1A
= ns 3 n 3 n2 3 n3
0 = A’I’LG

mit den Zwischengréfien

dne, = nae,, - dfeed;
dne, = MNae,, - dfeedy
L™
s YTy
k ny ns
T — - — . —
2 VvV
n
r3s = k)g . 74
Qg1
Ty = ky- %)

-1
AH, 1 1
.

und den Anfangswerten (die auch Steuergrofien sein konnen):
ni(to) = q1, na(to) = g2, na(to) =0, to=0
Bei allen weiteren im Modell auftretenden Gréflen handelt es sich um Konstanten (Mol-

massen M, Dichten p;, Gaskonstante R und Referenztemperaturen Ty, Ty, ).

Die Abbildungen 5.1 und 5.2 der Losungskurven des DAE-Systems zeigen deutlich die
verdnderten Einstellungen der Steuergréfien vor und nach der Optimierung, welche sich in
den beiden unterschiedlich verlaufenden Kurven der Stoffmengen bemerkbar machen.



106 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSE

0.12 T T T T T
-
n2

oAb g

n5 ------

------------------------------------------------------------------------------- NE* (LAY =mieoe
0.08 ]
S 0.06 ]
0.04 | ]
0.02 | ]

0 - 1 T oo o T

20 40 60 80 100 120

0.45 T T T T T T T

77777777 ni

4} n2 ——— i

0 | e n3
| i T o n4 7777777 _

0.35 | ns

03 | ' NG (LM) --==--
0.25 i
£ 0.2 :
015 F: Y .
0.1 \"7" .
0.05 ;‘\\ ~
0 “_7 S e T LTI T T TIEET T = - I —

_0-05 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Abbildung 5.2: Trajektorien bei der Urethan-Reaktion nach der Optimierung des Ver-
suchsplans mit dem A-Kriterium
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Problemgrofien (Urethan-Reaktion)

Steuergrofien: 75

Parameter: 8 ‘ Routine ‘ Laufzeit ‘ Quelltextgrofle ‘
diff. ZV: 3 ffcn 0.34 201 Zeilen
alg. ZV: 3 mfcnl 0.30 | 184 Zeilen

lokale Variablen: 76

| Routine | DQ | ADIFOR | Faktor | MGAD | Fak. | MGAD-S | Fak. |
x_ffcn 1.43 0.61 2.34 0.75 1.90 0.59 2.42
p_ffcn 3.54 1.06 3.34 0.99 3.57 0.55 6.44
q_ffcn 22.17 8.46 2.62 8.23 2.69 0.99 | 22.39
x_x_ffcn 6.00 2.19 2.78 3.03 1.98 2.42 2.48
x_p_ffen 13.93 3.65 3.81 2.83 | 4.92 1.48 9.41
q_x_ffcn 115.01 37.21 3.09 | 45.43 2.53 2.47 | 46.56
q_p_ffcn 269.80 79.93 3.38 | 98.76 2.73 2.15 | 125.49
x_mfcnl 1.33 0.39 3.41 0.36 3.69 0.32 | 4.16
p_mfcni 3.05 0.33 9.24 0.39 7.82 0.30 | 10.17
q_mfcni 26.12 2.95 8.85 2.63 9.93 0.39 | 66.97
x_x_mfcnl 5.48 0.56 9.79 0.42 | 13.05 0.35 | 15.66
x_p_mfcni 12.60 0.34 | 37.06 0.46 | 27.39 0.33 | 38.18
q_x_mfcnl | 104.94 4.16 | 25.23 1.63 | 64.38 0.47 | 223.28
q_p_mfcnl | 236.54 0.60 | 394.23 1.11 | 213.10 0.42 | 563.19
> 57.64 13.80 (4.18) 13.35 (4.32) 3.14 (13.36)
> 764.30 128.64 (5.94) 153.67 (4.98) 10.09 (75.75)
S0 8821.94 142.44 (5.77) 167.02 (4.92) 13.23 (62.13)

Tabelle 5.1: Laufzeiten der Ableitungen bei der Urethan-Reaktion

5.3 Die Phosphin-Reaktion

Bei der Phosphin-Reaktion handelt es sich um ein Reaktionssystem mit einer Reaktion in
einem semi-batch Reaktor und einem Zulauf. Die Reaktanden der Reaktion sind Phosphin
(A), Halogenid (B) und Phosphoniumsalz (C). In der Vorlage befindet sich Spezies A, im
Zulauf Spezies B; jeweils gelost im Losungsmittel. Da die Reaktion stark exotherm ablauft,
ist eine isotherme Reaktionsfithrung nicht oder nur sehr schwer méglich. Deshalb wird eine
zusétzliche Differentialgleichung fiir die Temperatur der Reaktionsmasse (siehe Abschnitt
3.1.4) beriicksichtigt. Die vier unbekannten Parameter in diesem Modell sind die beiden
Reaktionsordnungen 11 und a;9 sowie die kinetischen Parameter Aktivierungsenergie
E,, und der Frequenzfaktor k,.r . Die Anfangsstoffmenge nai(to) der Spezies A sowie die
Anfangstemperatur T'(¢9) des Reaktors werden als Steuergrofien modelliert. Die restlichen
Steuergroflen ergeben sich aus der Parametrisierung der Steuerfunktionen fiir den Zulauf
und fiir die Temperatur.

Das Reaktionsschema lautet:
A+B —C (5.2)
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Mit den bekannten Gréflen aus Tabelle 3.3 ergibt sich das resultierende DAE-System zu:

n = —-V-r
7o w1 + we + ws
Mgyes - ¢
0 = —Anj+ Any
0 = Ani+ Ans
0 = Any
mit
wy = V-ri-AH;
wy = dfeed; - (Nae,, - Mo+ nae, , - My) - ¢cp- (Te, —T)
wy = kg Ay - (Ty—T)

nl 11 ,n2 a12
no=w(p) (F)

E, 1 1
k= krefl'eXP<Rl'<T_Tf>>
refi

4

nj - M; s
Vo= Y 2L Mg, = > nj-M;
j:1 QZ ]:1

mol

05 . ]

0 ’/ ..... ! ! | | ! I I 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
t

Abbildung 5.3: Trajektorien bei der Phosphin-Reaktion vor der Optimierung
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mol
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t

Abbildung 5.4: Trajektorien bei der Phosphin-Reaktion nach der Optimierung des Ver-
suchsplans mit dem E-Kriterium

| Routine | DQ | ADIFOR | Faktor | MGAD | Fak. | MGAD-S | Fak. |
x_ffcn 0.60 0.40 1.50 0.69 [ 0.87 0.65 | 0.92
p_ffcn 1.33 0.56 2.38 1.52 | 0.88 1.48 | 0.90
q_ffcn 4.65 1.39 3.35 1.60 | 2.91 0.82 | 5.67
x_x_ffcn 1.25 0.80 1.56 1.13 | 1.12 0.98 | 1.28
x_p_ffcn 2.74 1.05 2.61 2.71 | 1.01 2.60 | 1.05
q_x_ffcn 8.63 3.42 2.52 3.07 | 2.81 1.35 | 6.39
q_p_ffen | 19.57 5.11 3.83 9.95 | 1.97 3.84 | 5.10
x_mfcnl 0.62 0.34 1.82 0.39 | 1.59 0.36 | 1.72
p_mfcnl 1.39 0.32 4.34 0.37 3.76 0.35 3.97
q_mfcni 4.78 0.95 5.03 1.10 | 4.35 0.44 | 10.86
x_x_mfcnl | 1.31 0.45 2.91 0.45 | 2.91 0.35 | 3.74
x_p_mfcnl | 2.85 0.32 8.91 0.36 | 7.92 0.30 | 9.50
q_x_mfcnl | 8.92 1.25 7.14 1.37 | 6.53 0.49 | 18.20
q_p_mfcnl | 20.16 0.53 | 38.04 0.88 | 22.91 0.43 | 41.14

>y 13.57 3.56 (3.76) 5.67 (2.36) 4.10 (3.26)

>, 65.43 12.93 (5.06) 19.92 (3.28) 10.34 (6.32)

o 78.80 16.89 (4.67) 25.59 (3.08) 14.44 (5.45)

Tabelle 5.2: Laufzeiten der Ableitungen bei der Phosphin-Reaktion
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Problemgrofien (Phosphin-Reaktion)

Steuergrofien: 15

Parameter: 4 ‘ Routine ‘ Laufzeit ‘ Quelltextgrofle ‘
Diff. ZV: 1 ffcn 0.28 180 Zeilen
Alg. ZV: 3 mfcni 0.29 155 Zeilen

lokale Variablen: 53

5.4 Phasentransferkatalyse

Hierbei handelt es sich um ein Beispiel von Dr. A. Kud aus der Literatur mit vorgeschalte-
ten schnellen chemischen Gleichgewichten und Losungsreaktionen im Reaktor. Das System
besteht aus den 20 Spezies A—T, sechs einfachen Reaktionen und neun Gleichgewichtsre-
aktionen. Das Reaktionsschema ist gegeben durch:

1) A = B+C
2) C+D = E+F

3) D = G+ F

4) H = B+ F

5) I+C¢ — J+K

6) I+F — L+K

77 I+L — M+G+K

8) J+F — L+C (5.3)
9) I+J+C — N+K

10) O+D — P+2G+2K

11) P+D = Q

12) Q = R+ G

13) R = S+G

14) L = T+G

15) C+D = E+F

Das mit Hilfe des Modellgenerators bestimmte DAE-System wird durch die folgenden
Formeln bestimmt.

Die algebraischen Variablen ergeben sich durch:

1 1 1 1
0 = Anu+ EA’IM + §An3 + 5A’l’b5 + EAnlo

1 1
= Anis — nas + EAng + §An11
= Anig+ Ang — Anz — Anyg — Ang — Ang — Ani; + Anqs
= Anig— Any — Ang + 2An4 + Ans + Ang + Any + Anqia + 2Anq7

o o o o
|

1 1
= Anig+ Any + Ang — Any + Any — §A’n9 + §An11 — Anig — Angs

—Anqy
0 = Angg— Any — Ang — Ans + Ang + Anqs + 2Ang3
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Die Differentialgleichungen des DAE-Systems lauten:

111

n1
N9
n3
74
n5
ng
n7
g
710
n11
719
713

n13

S S S <SS <S<S<S<S<S<<<

. —7"1—|—T2)

“(ri—ro+r7 —13)
“(ri—ro—r3+r4—T9+T12 —T13 — T3 + T24)
(—=r3+rs—7T5+16 —T14 —T15 + 716 — T23 + T04)
-(rg — T4+ 1oz —1T24)

(rg—ra+rs—1r6+1T7 — T8 —Ti0 —T12 + T23 — T24)

- (=rg —7T10 — r11 +7T13)

*\Tr9 —T12 — 7"13)

“(rg +ri0+7r11 +7r13+2-714)
(r10 — i + 12 — 21 + 192)

- (r11)

(
(
(
(
(
(
(rs —re +r11 +2 7114+ 7117 — 18 +T19 — T2 + T21 — T22)
(
(
(
(
(
- (r15 — 716 — T17 + T138)

Die Reaktionsgeschwindigkeiten lauten:

™

T2

T3

T4

Ts5

Te6

r7

T8

T9

710

11

T12

n1 _ ng - Ng - Nig
= ki~ v i3 = kiz- 3
ng - n3 _ n4 - nis
= ko- 72 T4 = kua- 72
ng-nq _ n4-Nig
= ks- 72 ri5 = kis- 72
ns - Ng niy
= ky- 72 e = kie- 2
Ny niz
= ks- v ri7 = kir- a
ne - N7 ny - nig
= kﬁ - T T18 = klg . V2
ng nig
= kr- v 9 = kig- A
- n2 -Ng . nr-nig
= ks- 72 ro0 = koo 72
ng - ng ni2
= ko- 72 ro1 = koi- 2
ne - Ny _ g, 720
= ko~ 72 r2 = kn 95
ng - N12 B n3 - Ny
= k- 72 ro3 = ko3~ 72
_ N - N10 _ N5 - N
= ki2- 72 roa = koa- 72
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mit den korrespondierenden Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten und des Volumens:

falls i = 1,3,5,7,9,19,11, 12, 13, 14, 15,17, 19,21, 23

ki = < 1
AH; ; (1 1 -
k’i*l - kci—l * €Xp R ) f - Tgi,I )
{ falls i = 2,4, 6,8, 16, 18, 20,22, 23
VvV = %% nj - M;
Jj=1 Q5

In den Abbildungen 5.5, 5.6 und 5.7 werden die Trajektorien des DAE-Systems graphisch
dargestellt. Die einzelnen chemischen Reaktionen werden zu Gruppen zusammengefafit,
und die jeweils beteiligten Spezies werden in einer gemeinsamen Abbildung dargestellt.

A<->B+C C+D<->E+F D<->G+F H<->B+F
2 T T T T T T T

A
B ,,,,,,,,,
C e
D i
15} E - |
[
G -
e 1
05 b 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Abbildung 5.5: Trajektorien bei den schnellen Gleichgewichtsreaktionen (Phasentransfer-
katalyse)
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I+C->J+K |+F->L+K |+L->M+G+K J+F->L+C |+J->N+K
1.2 T T T T T T T

G_

mol

Abbildung 5.6: Trajektorien bei den einfachen Reaktionen (Phasentransferkatalyse)

P+D<->Q Q<>R+G R<>S+G L<>T+G C+D<>E+F
2

o
6 ..................
:
e _
-05 | I I 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 20 -

Abbildung 5.7: Trajektorien bei den Reaktionen der Endprodukte (Phasentransferkataly-
se)
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Problemgrofien (Phasentransferkatalyse)

SteuergrifBen: 7

Parameter: 5 ‘ Routine ‘ Laufzeit ‘ Quelltextgrofle ‘
Diff. ZV: 13 ffcn 1.50 427 Zeilen
Alg. ZV: 7 mfcnl 1.41 392 Zeilen

lokale Variablen: 276

[ Routine | DQ | ADIFOR | Faktor | MGAD | Fak. | MGAD-S | Fak. |

x_ffen 28.20 888 3.18] 11.23] 251 11.05 | 2.56
p_ffcn 11.66 276 | 4.22 2.85 | 4.09 2.26 | 5.16
q_ffcn 13.05 642 | 203 6.91 | 1.89 6.50 | 2.01
x_x_ffcn | 428.33 | 204.83 | 209 | 298.37 | 1.44 | 206.77 | 2.07
x_p_ffcn | 175.49 17.14 | 10.24 | 29.63 | 5.92 8.72 | 20.13
q_x_ffcn | 211.72 | 12803 | 1.66 | 170.26 | 1.24 | 134.38 | 1.58
q_p_ffecn 85.15 1129 | 754 | 2061 4.13 1023 | 8.32
x_mfenl 26.43 425  6.22 439 | 6.02 3.01 | 8.78
p_mfcnl 10.97 179 | 6.3 2.10 | 5.22 1.98 | 5.54
q_mfenl 11.73 225 | b5.21 251 | 4.67 2.01 | 5.84
x_x_mfcnl | 373.60 8.00 | 46.70 | 10.34 | 36.13 6.99 | 53.45
x_p_mfcnl | 156.47 1.99 | 78.62 418 | 37.43 2.20 | 71.12
q_x_mfcnl | 175.51 559 | 31.40 6.53 | 26.88 3.78 | 46.43
q_p_mfcnl | 73.17 1.99 | 36.77 2.68 | 27.30 2.03 | 36.04

Y, 102.04 26.35 (3.87) 29.99 (3.40) 26.81 (3.90)

>, 1679.44 378.86 (4.43) | 542.60 (3.10) 375.10 (4.48)

¥ 1o 1781.48 405.21 (4.40) | 572.59 (3.11) 401.91 (4.43)

Tabelle 5.3: Laufzeiten der Ableitungen bei der Phasentransferkatalyse

5.5 Radikalische Polymerisation

Beim Erhitzen von Ethylen mit Sauerstoff unter Druck entsteht nach MORRISON & BovYD
(1978) ein Molekiil mit sehr hoher Molmasse (ca. 20000 [kg/mol]), ein Alkan von sehr
grofler Kettenlinge (Polyethylen). Die Bildung von Polyethylen ist ein Beispiel fiir eine Po-
lymerisation, d.h. den Zusammenschluf vieler kleiner Molekiile zu sehr grofien Molekiilen,
den sogenannten Polymeren.

Um eine Radikalische Polymerisation einzuleiten, muf} eine kleine Menge eines Initiators
vorhanden sein. Zu den am héufigsten gebrauchten Initiatoren gehéren nach MORRISON
& BoYD (1978) Peroxide wie z.B. Wasserstoffperoxid (H203), deren Wirkung auf dem
Zerfall in freie Radikale beruhen. Ein aus dem Peroxid entstehendes Radikal (z.B. HO-)
lagert sich an ein Alkenmolekiil an und erzeugt dabei ein neues Radikal, das wiederum mit
einem Alkenmolekiil reagiert. Dies fithrt zu einer Kette von Reaktionen. Als Alken wird
im folgenden Ethylen (CoHy) verwendet:

H>0, — HO-+ HO-

HO-+ CoH, — HO — CyHy- } Kettenstart
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HO — CyHy- + CoHy — HO — CyHy — CyHy-
HO — (CoHy) — CyH- + CyHy — HO — (CoHy)y — CoHy- Ketten-

schritte

HO - (CQH4)n_2 - CyHy- + CoHy — HO - (C2H4)n—1 — CoHy-

Um eine Polymerisation endlicher Kettenschritte zu modellieren, wird im folgenden an-
genommen, da das groBte gebildete Radikal am Ende der Polymerisation 20 (CoHy)-
Molekiile besitzt. Es hat somit die Form HO — (CoHy) g — CoHy-.

Unter Vernachlissigung des Zerfalls von H202 in Radikale lautet das symbolische Reakti-
onsschema fiir den obigen Prozef}:

A+B — C
C+B — D
D+B — FE
F+B — F
. . (5.4)
S+B — T
T+B — U
U+B — V

Die Parameter des Modells sind die 20 Frequenzfaktoren k,.f, der einzelnen Gleichungen.
Dabei wurden die Startwerte fiir die Parameter so gewihlt, daf die k,.;, mit steigen-
dem Index kleiner werden. Dies entspricht auch der realistischen Situation, dafl gréfere
Molekiilketten weniger schnell mit anderen Molekiilen reagieren. Das Startradikal HO-
und das im Uberschufi vorhandene Ethylen sind zu Beginn in der Reaktorvorlage. Das
Startradikal HO- befindet sich im ZufluB. Der komplette Zufluf} dieser Spezies erfolgt an
zwei Zeitpunkten (siehe Abbildung 5.8). Bei der Modellierung dieses Prozesses werden
Reaktionen mit hoheren Ketten sowie Abbruchreaktionen zweier Radikale vernachlissigt.

Mit den benétigten Zwischenwerten

()

ergibt das Aufstellen des DAE-Systems 20 Differentialgleichungen und drei algebraische
Gleichungen:
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n1
N9
ng

4

n19

20

-V . ri +dng
20
—V > i+ dne,
=1
(r1 —r2)

V.
V- (rg —13)

V- (riz —r1s)

V- (rig —r19)
20

Angy +20Any — Ang + Y (22— i) - Ang
=3
20

Angy +19An; — Ang — Y (21 — i) - An;
=3

Angg

Die Zugabe des Startradikals an genau zwei Zeitpunkten 148t sich anhand der Abbildun-
gen 5.8 bis 5.11 der Trajektorien deutlich erkennen. Man sieht, dal zwei fast identische
Phasenverldufe auftreten. An den beiden Zeitpunkten, an denen die Zuldufe erfolgen, rea-
gieren die entstehenden Radikale mit dem Ethylen, bis das Endprodukt mit Stoffmenge
n99 entsteht. Die Abbildungen lassen auch die unterschiedlichen Reaktionsgeschwindigkei-
ten der einzelnen Reaktionen erkennen. Je gréfler das entstehende Radikal, desto kleiner
die jeweilige Reaktionsgeschwindigkeit.

0.001 — ; 5 ; ; ‘
Startradikal nt —— Ethylenn2 ——
4.99
0.0008
498
0.0006
497
g 0.0004 g 4%
495
0.0002
k 494+
O &
493 r
_00002 1 1 1 1 1 1 1 1 492 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t t

Abbildung 5.8: Trajektorien von Startradikal und Ethylen bei Polymerisation
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Abbildung 5.9: Trajektorien der Radikale 1 bis 6 bei Polymerisation
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Abbildung 5.10: Trajektorien der Radikale 7 bis 12 bei Polymerisation
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Abbildung 5.11: Trajektorien der Radikale 13 bis 22 bei Polymerisation

| Routine | DQ | ADIFOR | Faktor | MGAD | Fak. | MGAD-S | Fak. |

x_ffcn 36.32 1353 | 268 | 16.18 | 224 15.99 | 2.27
p_ffcn 35.61 1036 | 3.43 | 11.20 | 3.27 3.22 | 11.06
q_ffcn 51.74 21.86 | 237 | 22.89 | 2.26 11.60 | 4.46
x_x_ffcn || 881.76 | 447.91 | 1.97 | 653.22 | 1.35| 62029 | 1.42
x_p_ffcn | 90044 | 237.60 | 2.01 | 303.17 | 1.38 93.05 | 9.68
qx_ffcn | 1360.02 | 75044 | 1.81 | 934.36 | 1.46 | 621.77 | 2.19
qp_ffcn | 136283 | 796.72 | 1.71 | 640.66 | 2.13 87.63 | 15.55
x_mfenl 30.51 6.13 | 4.98 6.15 | 4.96 440 | 6.93
p_mfcni 30.42 1.32 | 23.06 2.91 | 10.45 142 | 21.42
q_mfent 4350 353 | 12.32 415 | 10.48 2.29 | 19.00
x_x_mfcnl | 652.43 15.61 | 41.80 | 17.37 | 37.56 11.49 | 56.78
x_p_mfcnl || 644.62 2.50 | 257.85 3.48 | 185.24 2.53 | 254.79
q_x_mfcnl || 1020.67 14.65 | 69.67 | 12.94 | 78.88 9.48 | 107.67
q_p_mfcnl || 1008.48 3.33 | 302.85 5.38 | 187.45 2.24 | 450.21

>, 228.10 56.73 (4.02) 63.48 (3.59) 38.92 (5.86)

>, 7831.25 2268.76 (3.45) | 2570.58 (3.05) 1448.48 (5.41)

S, | 8059.35 2325.49 (3.47) | 2634.06 (3.06) 1487.40 (5.42)

Tabelle 5.4: Laufzeiten der Ableitungen bei der Polymerisation
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Problemgrofien (Polymerisation)

Steuergrofen: 32

Parameter: 20 ‘ Routine ‘ Laufzeit ‘ Quelltextgrofie ‘
Diff. ZV: 20 ffcn 1.56 476 Zeilen
Alg. ZV: 3 mfcnl 1.52 429 Zeilen

lokale Variablen: 288

5.6 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Gesamtlaufzeiten aller Beispiele waren bei allen getesteten Ableitungsroutinen bei
Numerischen Differenzen (DQ) am héchsten. Bei allen drei Verfahren des AD (ADIFOR,
MGAD, MGAD-S) konnten somit deutliche Laufzeitverbesserungen gegeniiber dem DQ
erzielt werden. Beim Polymerisations-Beispiel sind die Gesamtlaufzeiten aller Ableitungen
z.B. 8059.35 s (DQ), 2634.06 s (MGAD), 2325.49 s (ADIFOR) und 1487.40 s (MGAD-S).
Die Gesamtlaufzeiten der einzelnen Ableitungsroutinen sind dabei stark von den jeweiligen
Beispielen abhingig. So konnte bei MGAD-S (Urethan-Beispiel) ein Faktor von 62.13 und
beim Phasentransferkatalyse-Beispiel nur ein Faktor von 4.43 gegeniiber dem Numerischen
Differenzieren erzielt werden. Dies liegt dabei an der jeweils unterschiedlichen Anzahl der
Steuergrofien (75 im Vergleich zu 9).

Das Abschneiden des DQ bei den MeBfunktionen (mfcnl) im Vergleich mit den AD-
Methoden 148t sich dadurch erklidren, daf} die rechte Seite einer Meffunktion nur von sehr
wenigen Variablen abhingt und somit eine Reihe von berechneten Zuweisungen nicht bei
der Auswertung der rechten Seite eingehen. Da hier nach Konstruktion in den Mefifunktion
alle moglichen Zwischenvariablen berechnet werden, ist die Laufzeit einer Mefifunktions-
Routine im Verhiltnis zu der durch AD generierten korrespondierenden Ableitung recht
hoch. Da der Aufwand zur Berechnung einer Ableitung durch DQ proportional zum Auf-
wand der jeweiligen Funktion (unabhingig von der Struktur der Funktion) ist, ergibt sich
hierbei ein deutlicher Vorteil fiir die durch AD erzeugten Ableitungsroutinen.

Bei ersten und zweiten Ableitungen nach den Zustandsvariablen x ist die Laufzeitver-
besserung von MGAD-S im Vergleich zu ADIFOR wenig signifikant (2.19 bzw. 2.42 bei
der Routine x_x_ffcn beim Urethan-Beispiel). Deutlich 148t sich aber eine Geschwin-
digkeitssteigerung im Sparse-Modus gegeniiber den von ADIFOR erzeugten Ableitungen
nach p und g erkennen. Die Laufzeitverbesserung steigt dabei mit steigender Anzahl der
Richtungen, nach denen abgeleitet wird, linear an. Deutlich 148t sich dies bei der Ablei-
tungsroutine q_x_ffcn (Urethan-Beispiel) sehen. Dort benétigt die von MGAD-S erzeugte
Routine im Schnitt 2.47 s und die von ADIFOR erzeugte Ableitungsroutine 37.21 s. Gra-
phisch stellt diese Tatsache die Abbildung 5.12 dar. Berechnet wird dabei der Quotient
aus der Laufzeit von ADIFOR und der Laufzeit von MGAD-S in Abhéngigkeit der Anzahl
der Ableitungsrichtungen g d_.
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Abbildung 5.12: Laufzeitverbesserung in Abhingigkeit der Anzahl der Ableitungsrichtun-
gen



Kapitel 6

Resiimee und Ausblick

Eine bescheidene Wahrheit zu finden ist wichtiger als
iuber die erhabensten Dinge weitschweifig zu diskutieren,
ohne jemals zu einer Wahrheit zu gelangen.

— Galileo Galilei

In der vorliegenden Diplomarbeit wurde der Einsatz von Verfahren des automatischen
Differenzierens bei Optimierungsproblemen aus der chemischen Industrie untersucht. Es
wurde ein Modellgenerator fiir chemische Reaktionssysteme in einem Riihrreaktor ent-
wickelt, um die Modellgleichungen, die das chemische System mathematisch beschreiben,
automatisch zu erstellen. Mit der implementierten Benutzeroberfliche lassen sich Mo-
dellgleichungen in der Sprache Fortran77 durch den Benutzer spezifizieren, ohne selbst
Quelltexte zu editieren. Dabei werden gleichzeitig die Modellgleichungen und die ersten
und zweiten Ableitungen effizient, strukturausnutzend und automatisch erzeugt. Die Ar-
beit zeigt dariiberhinaus, daf das herkémmliche Verfahren zur Ableitungserzeugung von
Computerprogrammen, das Numerische Differenzieren, aufgrund der auftretenden nume-
rischen Ungenauigkeiten nicht fiir die Berechnung von héheren Ableitungen bei den hier
behandelten Funktionen geeignet ist. Vor allem bei der Verwendung von SQP-Lésern und
der Integration von Differentialgleichungssystemen durch adaptive Schemata wie z.B. dem
Integrator DAESOL werden exakte Ableitungen bendtigt.

Mit dem untersuchten Software-Paket ADIFOR lassen sich Ableitungen analytisch kor-
rekt und, im Vergleich zu Numerischen Differenzen, mit in der Regel geringeren Laufzeiten
ermitteln. Da dieses Paket keine strukturellen Informationen iiber die abzuleitenden Funk-
tionen kennt, konnen auftretende Strukturen bei der Erstellung nicht ausgenutzt werden.
In dieser Arbeit werden die Modellgleichungen und deren Ableitungen in einem Schritt
erstellt. Deshalb koénnen alle strukturellen Informationen des Modells ausgenutzt werden,
und es kann ein in puncto Laufzeit optimaler Ableitungs-Quelltext erzeugt werden.

Die prinzipielle Vorgehensweise zur automatischen Ableitungserzeugung li3t sich im wei-
teren auch auf andere Problemklassen, wie z.B. mehrphasige Reaktionssysteme, oder auch
auf mechanische Systeme anwenden. Der programmiertechnische Aufwand kann dabei,
abhingig vom konkreten Modell, sehr hoch sein, da vor allem multiplikative Terme fiir
zweite Ableitungen sehr schnell sehr gro§ werden kénnen.
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Abschlieflend 148t sich vermerken, daf fiir die Bestimmung der Ableitungen der Modell-
gleichungen aus Kapitel 3 das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Programm als sehr
effizient im Hinblick auf Genauigkeit und Laufzeit angesehen werden kann.



Anhang A

Quelltexte

A.1 Automatisch Erzeugte Fortran-Routinen

In den folgenden Abschnitten werden exemplarisch Fortran77-Quelltexte der Modellglei-
chungen und deren Ableitungen aufgefiihrt, die im Rahmen der Diplomarbeit erzeugt
wurden. Bei den Beispielen handelt es sich um Reaktionssysteme, die in Kapitel 4.1 be-
schriebenen werden. Anschlielend wird der Quelltext fiir die Ableitungserzeugung der
beschriebenen Gleichungen mit Numerischen Differenzen angegeben.

A.1.1 Automatisch erzeugte Ableitungs-Routine x_ffcn

c - e
c Automatisch erzeugtes Fortran77 File ’x_ffcn.f’
c durch Java Modellgenerator
c Gerd Ruecker (IWR der Universitaet Heidelberg)
c Mon Nov 08 06:38:28 GMT+03:30 1999
c Phosphin-Reaktion (ODE)
c # Reaktionen: 1
c # Spezies: 3
c # Loesungsmittel: 1
c
c # Differentialgleichungen: 2
c # Algebraische Gleichungen: 3
c
c # Quelltext Zeilen: 282
c # chemische Variablen 75
c - —_—— e
subroutine x_ffen( x_d_, t, x, x_x, ldx_x, f, x_f, 1ldx_f, p, q, rw
&h, iwh, iflag )
implicit none
c DEKLARATIQNEN

integer*4 maxDir
parameter ( maxDir = 100 )

123
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ANHANG A. QUELLTEXTE

real*8 t, x(*), £(*), p(*¥), q(*), rwh(x)
integer*4 iwh(*), iflag

ABLEITUNGEN

integer*4 x_i_

integer*4 x_d_,ldx_x, 1ldx_f

integer*4 ind, ind_1, ind1(1), ind2(1)
real*8 x_x(1ldx_x, *), x_f(ldx_f, *)

real*8 trefl, krefl, eal, alphal_1, alphal_2, tmpval, tmpl(4),
&tmpvall, tmpval2, tmpval3, tmpval4, tmpvalb, tmp(7), tmp2(4), tmp3
&(4), tmp4(4), tmp5(4), tmp6(4), tmp7(4,4), tmp8(4), tmpl0(4), log_
&t(4), d_log_t(4), log_t1(4), log_t2(4), log_t3(4), log_t4(4), log_
&t5(4), block(5), tempO_el, kd, d, vw, cp, cww, rhow, height, aw, t
&w, w_reak, w_feed, w_cool, rgas, pi, dhl, mml, rhol, delta_nl, mm2
&, rho2, mm3, rho3, mm4, rho4, nal, na4, na2el, n2el, nadel, ndel,
&feed_1, d_feed_1, d_nle, dmel, temp, tempO, tin, nl, n2, n3, n4, r
&1, k1, v, m

DEKLARATIONEN FUER DIE ERSTEN ABLEITUNGEN

real*8 x_height(maxDir), x_aw(maxDir), x_tw(maxDir), x_delta_nl
&(maxDir), x_temp(maxDir), x_nl(maxDir), x_n2(maxDir), x_n3(maxDir)
&, x_rl(maxDir), x_k1(maxDir), x_v{(maxDir), x_m(maxDir)

ZUSTANDSVARIABLEN

temp = x(1)

do x_i_ =1, x_d
x_temp(x_i_)

enddo

nl = x(2)

do x_i_ =1, x_d_
x_nl(x_i_) = x_x(x_i_,2)

enddo

x_x(x_i_,1)

SKALTERTE PARAMETER

alphai_1 = p(1) * 1.0d+0
alphal_2 = p(2) * 1.0d+0
krefl = p(4) * 1.0d+0

eal = p(3) * 100000.0d+0

STEUERGROESSEN

temp0 = q(2)
nal = q(1)
na4 = q(3)

DISKRETISIERUNG DER STEUERFUNKTIONEN

AUSSENTEMPERATUR DES REAKTORS



A.1. AUTOMATISCH ERZEUGTE FORTRAN-ROUTINEN 125

if ( iwh(3) .eq. O .or. iwh(3) .eq. 1 ) then
ind = iwh(2) + iwh(4) - 1
ind_1 =0
tin = q(ind)
else if ( iwh(3) .eq. 2 .or. iwh(3) .eq. 3 ) then
ind = iwh(2) + 2*iwh(4) - 2
ind_1 = ind + 1
tin = q(ind) + ( t-rwh(2) ) * q(ind_1)
endif

c EINTRAEGE AM REAKTOR

if ( iwh(6) .eq. O .or. iwh(6) .eq. 1 ) then
ind1(1) iwh(5) + iwh(7) - 1
ind2(1) 0
feed_1 = q(ind1(1))
d_feed_1 = 0.04+0

else if ( iwh(6) .eq. 2 .or. iwh(6) .eq. 3 ) then
ind1(1) = iwh(5) + 2%iwh(7) - 2
ind2(1) = ind1(1) + 1
feed_1 = q(ind1(1)) + ( t-rwh(3) ) * q(ind2(1))
d_feed_1 = q(ind2(1))

endif

c KONSTANTEN

trefl = 365.16d4+0
dhil 108000.0d+0
mml 261.324+0
rhol = 1000.0d+0
mm2 = 122.64+0
rho2 = 1000.0d4+0
mm3 = 383.92d+0
rho3 = 1000.0d+0
mm4 = 100.0d+0
rho4 = 1000.04+0
na2el = 4.0d4+0
nadel = 8.0d4+0

cp = 2.0d+0
tempO_el = 293.16d4+0
kd = 1600.04+0

d = 0.154+0

vw = 1.04+0

cww = 0.12d+0
rhow 900.0d4+0
rgas = 8.314d+0
pi = 3.141592653589793d+0

c HILFSGROESSEN

n2el = na2el * feed_1

ndel = nadel * feed_1

dmel = d_feed_1 * ( na2el*mm2 + nadel*mmd )
c MOLZAHLAENDERUNG

delta_nl = nl1 - nal

do x_i_ =1, x_d_
x_delta_ni(x_i_) = x_n1(x_i_)

enddo
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c ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN

n2 = + n2el + delta_nl
do x_i_ =1, x_d_

x_n2(x_i_) = + x_delta_ni(x_i_)
enddo
n3 = - delta_nl
do x_i_ =1, x_d_

x_n3(x_i_) = - x_delta_ni(x_i_)
enddo

n4 = nad4 + ndel
c GESAMTVOLUMEN IM REAKTOR

tmp1(1) = mml / rhol

tmp1(2) = mm2 / rho2

tmp1(3) = mm3 / rho3

tmp1(4) = mm4 / rhod

v = + nl*tmpl(1) + n2*tmpl(2) + n3*tmpl(3) + nd*tmpl(4)

do x_i_ =1, x_d_

x_v(x_i) = + x_nl(x_i_)*tmp1(1) + x_n2(x_i_)*tmp1(2) + x_n

&3(x_i_)*tmp1(3)

enddo

m = + nl*mml + n2*mm2 + n3*mm3 + n4*mmé
do x_i_ =1, x_d_
x_m(x_i_ ) = + x_ni1(x_i )*mml + x_n2(x_i_)*mm2 + x_n3(x_i_)*
&mm3
enddo

c VARIABLEN FUER TEMPERATURBILANZ-DGL

height = 4.0d+0* v * 0.001d+0 / (d*d * pi)
do x_i_ =1, x_d_
x_height(x_i_) = x_v(x_i_)*height/v

enddo
aw = pi*d*height + pi * d*d / 4.0d+0
do x_i_ =1, x_d_

x_aw(x_i_) = x_height(x_i_)*pixd
enddo

tmpval = 2.0d+0*vw*rhow*cww
tw = (kd*aw¥temp + tmpval*tin) / (kd*aw+tmpval)
do x_i_ =1, x_d_
x_tw(x_i_ ) = x_temp(x_i_)*kd*aw / (kd*aw+tmpval) + ( (x_aw(x
&_i_)*kd*temp) * (kd*aw+tmpval ) - ( kd*aw¥temp + tmpval*tin) * (x_
Gaw(x_i_)*kd ) )/ ( ( kd*aw+tmpval ) * ( kd*aw+tmpval ) )
enddo

c ARRHENTUS KINETIK

tmpval = -eal/rgas#*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/trefl)
k1l = krefl * dexp( tmpval )
tmpvall = eal/( rgas*temp*temp )*kl
do x_i_ =1, x_d_
x k1(x_i_ ) = + x_temp(x_i_)*tmpvall
enddo

c REAKTIONS-GESCHWINDIGKEITEN
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rl = k1 * ( nl1/v )**alphal_1 * ( n2/v )**alphal_2
tmpval = alphal_1 + alphal_2
tmpvall = v**( —tmpval )
tmpval2 = tmpval * rl / v
tmpl(1) = n2x*alphal_2
tmp2(1) = alphal_1 * nl**(alphal_1-1.0d+0)
tmp3(1) = tmpl(1) * tmp2(1)
tmp1(2) = ni¥*alphal_1
tmp2(2) = alphal_2 * n2#%*(alphal_2-1.0d+0)
tmp3(2) = tmpl(2) * tmp2(2)
do x_i_ =1, x_d_
tmp(1) = x_ k1(x_i_ ) * r1 / ki
tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2

tmp4 (1) = tmp3(1) * x_ni(x_i_)
tmp4 (2) = tmp3(2) * x_n2(x_i_)
tmpval2 = tmp4(1) + tmp4(2)

tmp(3) = k1 * tmpvall * tmpval2
x_r1(x_i_ ) = tmp(1) + tmp(2) + tmp(3)
enddo

c GESAMTZULAUFRATE DER SPEZIES
d_nle = 0d+0
c RECHTE SEITEN DES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS

w_reak = v * ( + rixdhl )

w_feed = + dmelxcp*(tempO_el-temp)

w_cool = + kd¥aw*(tw—temp)

f(1) = ( w_reak + w_feed + w_cool ) / ( mxcp )

do x_i_ =1, x_d_

x_f(x_i_,1) = ( x_v(x_i_) * w_reak / v + x_ri1(x_i_)*v*dhl -

&x_temp(x_i_)*dmel*cp + x_aw(x_i_)*w_cool/aw + x_tw(x_i_)*kd¥aw - x
&_temp(x_i_)*kd*aw ) / ( m¥cp ) - x_m(x_i_)*£f(1)/m

enddo
tmpval = - ril
do x_i_ =1, x_d_
tmpvall = - x_ri(x_i_)
x_f(x_i_,2) = x_v(x_i_) * tmpval + v * tmpvall
enddo

£(2) = v * (tmpval ) + d_nle

iflag = 0
end

A.1.2 Automatisch erzeugte Ableitungs-Routine q x_ffcn

c - e
c Automatisch erzeugtes Fortran77 File ’q_x_ffcn.f’
c durch Java Modellgenerator

c Gerd Ruecker (IWR der Universitaet Heidelberg)

c Mon Nov 08 06:29:35 GMT+03:30 1999

c Urethan-Reaktion (ODE)

c # Reaktionen: 3

c # Spezies: 5

c # Loesungsmittel: 1

c

c # Differentialgleichungen: 3
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# Algebraische Gleichungen: 3

# Quelltext Zeilen: 625
# chemische Variablen 98

0oo0o0o0o0n

subroutine q_x_ffen( q__d_, x_d_, t, x, x_x, ldx_x, f, x_f, q_x_f,
& ldq_x_f, ldx_f, p, q, q__q, 1ldq__q, rwh, iwh, iflag )

implicit none
c DEKLARATIONEN

integer*4 maxDir, maxDir2

parameter ( maxDir = 100 )

parameter( maxDir2 = 100 )

real*8 t, x(x), £(*), p(*), q(*), rwh(*)
integer*4 iwh(*), iflag

c ABLEITUNGEN

integer*4 x_i_

integer*4 x_d_,ldx_x, 1ldx_f

integer*4 ind, ind_1, ind1(2), ind2(2)

real*8 x_x(1dx_x, *), x_f(ldx_f, *)

integer*4 q__i_

integer*4 q__d_, ldq__q, ldq_x_f

real*8 q__q(ldq__q,*), q_x_f(ldq_x_f,1dx_f,*)

real*8 trefl, tref2, trefd4, tg2, krefl, kref2, krefd4, kc2, eal,
& ea2, ea4, alphal_1, alphal_2, alpha2_1, alpha2_3, alpha3_4, alpha
&4_1, tmpval, tmpl(6), tmpvall, tmpval2, tmpval3, tmpvald, tmpvals,
& tmp(7), tmp2(6), tmp3(6), tmp4(6), tmp5(6), tmp6(6), tmp7(6,6), t
&mp8(6), tmpl0(6), log_t(6), d_log_t(6), log_t1(6), log_t2(6), log_
&t3(6), log_t4(6), log_t5(6), block(5), rgas, pi, dhl, dh2, dh3, dh
&4, mml, rhol, delta_nl, mm2, rho2, delta_n2, mm3, rho3, delta_n3,
&mm4, rho4, mmS, rho5, mm6, rho6, nal, na2, na6, nalel, nlel, na6el
&, nb6el, na2e2, n2e2, nabe2, nbe2, feed_1, d_feed_1, feed_2, d_feed
&_2, d_nle, d_n2e, d_n3e, temp, tin, nil, n2, n3, n4, nb, n6, ri, ki
&, r2, k2, r3, k3, r4, k4, v, m

c DEKLARATIONEN FUER DIE ERSTEN ABLEITUNGEN

real*8 x_delta_nl(maxDir), x_delta_n2(maxDir), x_delta_n3(maxDi
&r), x_nl(maxDir), x_n2(maxDir), x_n3(maxDir), x_n4(maxDir), x_n5(m
&axDir), x_rl(maxDir), x_r2(maxDir), x_r3(maxDir), x_r4(maxDir), x_
&v (maxDir)

c DEKLARATIONEN FUER DIE ZWEITEN ABLEITUNGEN

real*8 q__nal(maxDir2), q__na2(maxDir2), q__na6(maxDir2), q__na
&lel(maxDir2), q__na6el(maxDir2), q__na2e2(maxDir2), q__na6e2(maxDi
&r2), q__tin(maxDir2), q__feed_1(maxDir2), q__d_feed_1(maxDir2), q_
&_feed_2(maxDir2), q__d_feed_2(maxDir2), q__temp(maxDir2), q__nlel(
&maxDir2), q__n6el(maxDir2), q__n2e2(maxDir2), q__n6e2(maxDir2), q_
&_delta_nl(maxDir2), q__delta_n2(maxDir2), q__n6(maxDir2), q__nb5(ma
&xDir2), q__n4(maxDir2), q__v(maxDir2), q__k1(maxDir2), q__k2(maxDi
&r2), q__k3(maxDir2), q__k4(maxDir2), q__nl(maxDir2), q__n2(maxDir2
%), q__ri(maxDir2), q__n3(maxDir2), q__r2(maxDir2), q__r3(maxDir2),
& q__r4(maxDir2)

real*8 q_x_n6(maxDir2,maxDir), q_x_n5(maxDir2,maxDir), q_x_n4(m
%axDir2,maxDir), q_x_v(maxDir2,maxDir), q_x_nl(maxDir2,maxDir), q_x
&_n2(maxDir2,maxDir), q_x_ri1(maxDir2,maxDir), q_x_n3(maxDir2,maxDir
&), q_x_r2(maxDir2,maxDir), q_x_r3(maxDir2,maxDir), q_x_r4(maxDir2,
&maxDir)
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c ZUSTANDSVARIABLEN

nl = x(1)

do x_i_ =1, x_d_
x_ni(x_i_) x_x(x_i_,1)

enddo

n2 = x(2)

do x_i_ =1, x_d_
x_n2(x_i_) x_x(x_i_,2)

enddo

n3 = x(3)

do x_i_ =1, x_d_
x_n3(x_i_) x_x(x_i_,3)

enddo

c SKALTERTE PARAMETER
krefl = p(1) * 5.0d-4
eal = p(2) * 35240.0d+0
kref2 = p(3) * 8.0d-8
ea2 = p(4) * 85000.0d+0
dh2 = p(7) * (-17031.0d+0)
kc2 = p(8) * 0.17d+0

kref4 = p(5) * 1.0d-8
ead = p(6) * 35000.0d+0

c STEUERGROESSEN

nal = q(1)
do q__i_ =1, gq__d_
g__nal(q__i_) = q__q(q__i_,1)
enddo
na2 = q(2)
dog__i_ =1, g__d_
q-_na2(q__i_) = q__q(q__i_,2)
enddo
na6é = q(3)
dog__i_ =1, q__d_
q-_na6(q__i_) = q__q(q__i_,3)
enddo
nalel = q(4)
do q__i_ =1, gq__d_
q__naleil(q__i_ ) = q__q(q__i_,4)
enddo
na6el = q(5)
do q__i_ =1, q__d_
q__na6el(q__i_) = q__q(q__i_,5)
enddo
na2e2 = q(6)
do q__i_ =1, gq__d_
q__na2e2(q__i_) = q__q(q__i_,6)
enddo
na6ée2 = q(7)
dog__i_ =1, gq__d_
q__na6e2(q__i_) = q__q(q__i_,7)
enddo

c DISKRETISIERUNG DER STEUERFUNKTIONEN

c AUSSENTEMPERATUR DES REAKTORS
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if ( iwh(3) .eq. O .or. iwh(3) .eq. 1 ) then
ind = iwh(2) + iwh(4) - 1
ind_1 =0
tin = q(ind)
do q__i_ =1, q__d_
q__tin(q__i_) = q__q(q__i_,ind)
enddo
else if ( iwh(3) .eq. 2 .or. iwh(3) .eq. 3 ) then
ind = iwh(2) + 2*iwh(4) - 2

ind_1 = ind + 1
tin = q(ind) + ( t-rwh(2) ) * q(ind_1)
doq__i_ =1, q__d_

q__tin(q__i_) = q__q(gq__i_, iwh(2) + 2*iwh(4) - 2 ) + ( t
&-rwh(2) )*q__q(q__i_, iwh(2) + 2%iwh(4) - 1)
enddo
endif

c EINTRAEGE AM REAKTOR

if ( iwh(6) .eq. O .or. iwh(6) .eq. 1 ) then
ind1(1) iwh(5) + iwh(7) - 1
ind2(1) 0
feed_1 = q(ind1(1))
do q__i_ =1, q__d_
q__feed_1(q__i_) = q__q(q__i_,ind1(1))

enddo

d_feed_1 = 0.0d+0

do q__i_ =1, q__d_
q__d_feed_1(q__i_) = 0.0d+0

enddo

else if ( iwh(6) .eq. 2 .or. iwh(6) .eq. 3 ) then
ind1(1) = iwh(5) + 2%iwh(7) - 2
ind2(1) = indi(1) + 1
feed_1 = q(ind1(1)) + ( t-rwh(3) ) * q(ind2(1))
d_feed_1 = q(ind2(1))
do q__i_ =1, q__d_
q__feed_1(q__i_) = q__q(q__i_, iwh(5) + 2*iwh(7) - 2 ) +
&( t-rwh(3) )*q__q(q__i_, iwh(5) + 2*iwh(7) - 1)
q__d_feed_1(q__i_) = q__q(q__i_, iwh(5) + 2*iwh(7) - 1)
enddo
endif
if ( iwh(9) .eq. O .or. iwh(9) .eq. 1 ) then
ind1(2) iwh(8) + iwh(10) - 1
ind2(2) 0
feed_2 = q(ind1(2))
do q__i_ =1, q__d_
q__feed_2(q__i_) = q__q(q__i_,ind1(2))
enddo
d_feed_2 = 0.0d+0
do q__i_ =1, q__d_
q__d_feed_2(q__i_) = 0.0d+0
enddo
else if ( iwh(9) .eq. 2 .or. iwh(9) .eq. 3 ) then
ind1(2) iwh(8) + 2*iwh(10) - 2
ind2(2) = ind1(2) + 1
feed_2 = q(ind1(2)) + ( t-rwh(4) ) * q(ind2(2))
d_feed_2 = q(ind2(2))
do q__i_ =1, q__d_
q__feed_2(q__i_) = q__q(q__i_, iwh(8) + 2*iwh(10) - 2 ) +
& ( t-rwh(4) )*q__q(q__i_, iwh(8) + 2*iwh(10) - 1)
q__d_feed_2(q__i_) = q__q(q__i_, iwh(8) + 2*iwh(10) - 1)
enddo
endif

c KONSTANTEN
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alphal_1 = 1.0d+0
alphal_2 = 1.0d+0
trefl = 363.16d+0
dh1 = -80000.0d4+0

alpha2_1 = 1.0d+0
alpha2_3 = 1.0d+0
alpha3_4 = 1.04+0

tref2 = 363.16d4+0
tg2 = 363.164+0
alpha4_1 = 2.0d+0
trefd = 363.16d4+0
dh4 = -75000.0d+0
mm1 0.11911d+0
rhol = 1095.04+0
mm2 = 0.074124+0
rho2 = 809.0d4+0
mm3 = 0.19323d+0
rho3 = 1415.04+0
mm4 = 0.312344+0
rho4 = 1528.0d4+0
mmb5 = 0.35733d+0
rho5 = 1451.0d4+0
mm6é = 0.07806d+0
rho6 1101.0d+0
rgas 8.3144+0
pi = 3.141592653589793d+0

c HILFSGROESSEN

temp = tin
do q__i_ =1, gq__d_
q__temp(q__i_) = q__tin(q__i_)
enddo
nlel = nalel * feed_1
do q__i_ =1, q__d_
q__nlel(q__i_) = q__nalel(q__i_)*feed_1 + nalel*q__feed_1(q_
&_i_)
enddo
n6el = nabel * feed_1
do q__i_ =1, q__d_
q__n6el(q__i_) = q__nabel(q__i_)*feed_1 + nabel*q__feed_1(q_
&_i_)
enddo
n2e2 = na2e2 * feed_2
dog__i_ =1, gq__d_
q__n2e2(q__i_) = q__na2e2(q__i_)*feed_2 + na2e2*q__feed_2(q_
&_i_)
enddo
n6e2 = nabe2 * feed_2
do q__i_ =1, gq__d_
q__n6e2(q__i_) = q__nabe2(q__i_)*feed_2 + na6e2*q__feed_2(q_
&_i_)
enddo

c MOLZAHLAENDERUNG

delta_nl = n1 - nal - nlel
do x_i_ =1, x_d_
x_delta_ni(x_i_ ) = x_ni(x_i_)

enddo
do q__i_ =1, g__d_
q__delta_ni(q__i_) = - q__nal(q__i_) - q__nlel(q__i_)

enddo
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delta_n2 = n2 - na2 - n2e2

do x_i_ =1, x_d_
x_delta_n2(x_i_) = x_n2(x_i_)

enddo

doq _i_ =1, q__d_
q__delta_n2(q__i_

enddo

delta_n3 = n3

do x_i_ =1, x_d_
x_delta_n3(x_i_)

enddo

~
n

- q__na2(q__i_) - q__n2e2(q__i_)

x_n3(x_i_)

c ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN

n6 = na6 + n6el + n6e2
doq__i_ =1, q__d_
q__n6(q__i_) = q__na6(q__i_) + q__nbel(q__i_) + q__n6e2(q__i
&)
enddo
nb = - 0.3333333333333333d+0*delta_nl + 0.6666666666666666d+0*
&delta_n2 + 0.3333333333333333d+0*delta_n3

do x_i_ =1, x_d_

x_n5(x_i_) = - 0.3333333333333333d+0*x_delta_ni(x_i_) + 0.6
%£666666666666666d+0*x_delta_n2(x_i_) + 0.3333333333333333d+0*x_delt
&a_n3(x_i_)

do q__i_ =1, q__d_
q_x_nb(q__i_,x_i_) = 0.0d+0

enddo
enddo
do q__i_ =1, q__d_
q__n5(gq__i_) = - 0.3333333333333333d+0*q__delta_nl(q__i_) +
& 0.6666666666666666d+0*q__delta_n2(q__i_)
enddo
n4 = - delta_n2 - delta_n3
do x_i_ =1, x_d_
x_nd(x_i_) = - x_delta_n2(x_i_) - x_delta_n3(x_i_)

doq__i_ =1, q__d_
q_x_nd(q__i_,x_i_) = 0.0d+0

enddo
enddo
do q__i_ =1, q__d_
q__n4(q__i_ ) = - q__delta_n2(q__i_)
enddo
c GESAMTVOLUMEN IM REAKTOR
tmp1(1) = mml / rhol
tmp1(2) = mm2 / rho2
tmp1(3) = mm3 / rho3
tmp1(4) = mm4 / rhod
tmp1(5) = mm5 / rhob

tmp1(6) = mm6 / rho6
v = + nl*tmpl(1) + n2*tmp1(2) + n3%tmpl(3) + nd*tmpl(4) + nb*t
&mp1(5) + n6*tmpl(6)
do x_i_ =1, x_d_
x_v(x_i) = + x_nl(x_i_ )*tmp1(1) + x_n2(x_i_)*tmp1(2) + x_n
&3(x_i_)*tmp1(3) + x_nd(x_i_)*tmp1(4) + x_nb(x_i_)*tmp1(5)
do q__i_ =1, q__d_
q_x_v(q__i_,x_i_) = 0.04+0
enddo
enddo
doq__i_ =1, q__d_
q__v(q__i_) = + q__n4(q__i_)*tmp1(4) + q__nb(g__i_)*tmp1l(5)
& + q__n6(g__i_)*tmp1(6)
enddo
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c ARRHENIUS KINETIK

tmpval = -eal/rgas*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/trefl)
k1 = krefl * dexp( tmpval )
tmpvall = eal/( rgas*temp*temp )*kil
do gq__i_ =1, q__d_
q__k1(q__i_) = + q__temp(q__i_)*eal/( rgas*temp*temp )*kl
enddo
tmpval = -ea2/rgas*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/tref2)
k2 = kref2 * dexp( tmpval )
tmpvall = ea2/( rgas*temp*temp )*k2
dogq__i_ =1, g__d_
q__k2(q__i_) = + q__temp(q__i_)*ea2/( rgas*temp*temp )*k2
enddo
tmpval = -dh2/rgas*(1.0/ temp - 1.0/tg2)
tmpvall = dh2/(rgas*temp*temp)*k3
k3 = k2 / ( kc2 * dexp( tmpval ) )
doq _i_ =1, q__d_
q-_k3(q__i_) = q__k2(q__i_)*k3/k2 - q__temp(q__i_)*dh2/( rga
&s*temp*temp )*k3
enddo
tmpval = -ead4/rgas*(1.0d+0/temp - 1.0d+0/tref4)
k4 = krefd * dexp( tmpval )
tmpvall = ea4/( rgas*temp*temp )*k4
dogq__i_ =1, gq__d_
q__k4(q__i_) = + q__temp(q__i_)*ea4/( rgas*temp*temp )*k4
enddo

c REAKTIONS-GESCHWINDIGKEITEN

r1 = ki * (nil/v) * ( n2/v)
tmpval = alphal_1 + alphal_2
tmpvall = 1.0d+0 / (v * v )
tmpval2 = tmpval * rl / v
tmp7(1,2) = 1.04+0

tmpl(1) = n2
tmp2(1) = 1.0d+0
tmp5(1) = ( alphal_1 - 1.0d+0 ) * 1.0d+0 * nil**(alphal_1-2.0d+0

&) * tmp1(1)
tmp3(1) = tmpl(1) * tmp2(1)
tmp7(2,1) = 1.0d+0
tmp1(2) = ni
tmp2(2) = 1.0d+0
tmp5(2) = ( alphal_2 - 1.0d+0 ) * 1.0d+0 * n2##*(alphal_2-2.0d+0
&) * tmp1(2)
tmp3(2) = tmpl(2) * tmp2(2)
doq__i_ =1, q__d_
tmp(1) = q__k1(q__i_ ) * r1l / k1
tmp(2) = -q__v(q__i_) * tmpval * rl / v
q__ri(g__i_) = tmp(1) + tmp(2)
enddo
do x_i_ =1, x_d_
tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2

tmp4(1) = tmp3(1) * x_ni(x_i_)
tmp6(1) = tmp5(1) * x_ni(x_i_) * tmpl(1)
tmp8(1) = tmp2(1) * x_ni(x_i_)
tmp4 (2) = tmp3(2) * x_n2(x_i_)
tmp6(2) = tmp5(2) * x_n2(x_i_) * tmpl(2)
tmp8(2) = tmp2(2) * x_n2(x_i_)

tmpval2 = tmp4(1) + tmp4(2)
tmp(3) = k1 * tmpvall * tmpval2
x_r1(x_i_) = tmp(2) + tmp(3)

do q__i_ =1, q__d_
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block(2) =
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block(3) =
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= q__ki(q__i_ ) * r1 / kl-q__v(gq__i_) #* tmpval * r

- tmpval * r1 / v * ( q_x_v(q__i_,x_i_ ) - q__v(q_
/ v+ x_v(x_i_) * tmpvald / rl )

q__k1(q__i_) * tmpvall * tmpval2 - q__v(gq__i_) *
&tmpval * tmp(3) / v + k1 * tmpvall * ( tmp6(1) * gq__nl(q__i_) + tm
&p3(1) * q_x_nl(q__i_,x_i_) + tmp6(2) * q__n2(q__i_) + tmp3(2) * q_
&x_n2(q__i_,x_i_) )

&_i_ ) * x_v(x_i_

q_x_r1(q__i_,x_i_) = block(2) + block(3)
enddo
enddo

r2 = k2 * (n1/v ) * ( n3/v)
tmpval = alpha2_1 + alpha2_3
tmpvall = 1.0d+0 / (v * v )
tmpval2 = tmpval * r2 / v
tmp7(1,3) = 1.04+0

tmp1(1) = n3
tmp2(1) = 1.04+0
tmp5(1) = ( alpha2_1 - 1.04+0 ) * 1.0d+0 * nl**(alpha2_1-2.0d+0

&) * tmpi(1)

tmp3(1) = tmpl(1) * tmp2(1)
tmp7(3,1) = 1.04+0

tmp1(3) = ni
tmp2(3) = 1.04+0
tmp5(3) = ( alpha2_3 - 1.0d+0 ) * 1.0d+0 * n3**(alpha2_3-2.0d+0

&) * tmp1(3)

tmp3(3) = tmpl(3) * tmp2(3)
doq__i_ =1, q__d_
tmp(1) = q__k2(q__i_) * r2 / k2

tmp(2) = -q__v(q__i_) * tmpval * r2 / v
q__r2(q__i_) = tmp(1) + tmp(2)

enddo

do x_i_ =1, x_d_

tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2

tmp4 (1) = tmp3(1) * x_ni(x_i.)

tmp6(1) = tmp5(1) * x_nl(x_i_) * tmpi(1)
tmp8(1) = tmp2(1) * x_ni(x_i_)

tmp4(3) = tmp3(3) * x_n3(x_i )

tmp6(3) = tmp5(3) * x_n3(x_i_) * tmpl(3)
tmp8(3) = tmp2(3) * x_n3(x_i_)

tmpval2 = tmp4(1) + tmp4(3)

tmp(3) = k2 * tmpvall * tmpval2
x_r2(x_i_) = tmp(2) + tmp(3)
do q__i_ =1, q__d_
tmpvald = q__k2(q__i_) * r2 / k2-q__v(q__i_) * tmpval * r

&2 /v

block(2) - tmpval * r2 / v * ( g_x_v(q__i_,x_i_ ) - q__v(q_
/ v+ x_v(x_i_) * tmpvald / r2 )

q__k2(q__i_) * tmpvall * tmpval2 - q__v(q__i_) *

o~

block(3)

&tmpval * tmp(3) / v + k2 * tmpvall * ( tmp6(1) * g__nl(q__i_) + tm
&p3(1) * q_x_n1(q__i_,x_i_) + tmp6(3) * q__n3(q__i_) + tmp3(3) * q_
&x_n3(q__i_,x i ) )

_x_r2(q__i_,x_i_) = block(2) + block(3)
enddo
enddo

r3 = k3 * ( n4/v )
tmpval = alpha3_4

tmpvall = 1.0d+0 / v

tmpval2 = tmpval * r3 / v

tmp1(4) = 1.04+0

tmp2(4) = 1.04+0

tmp5(4) = ( alpha3_4 - 1.0d+0 ) * 1.0d+0 * néd**(alpha3_4-2.0d+0



A.1. AUTOMATISCH ERZEUGTE FORTRAN-ROUTINEN 135

&) * tmpl(4)
tmp3(4) = tmpl(4) * tmp2(4)
dogq__i_ =1, gq__d_
tmp(1) = q__k3(q__i_) * r3 / k3

tmp(2) = —q__v(q__i_) * tmpval * r3 / v
tmp4(4) = tmp3(4) * q__nd(q__i_)
tmpval2 = tmp4(4)

tmp(3) = k3 * tmpvall * tmpval2
q__r3(q__i_) = tmp(1) + tmp(2) + tmp(3)
enddo
do x_i_ =1, x_d_
tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2

tmp4(4) = tmp3(4) * x_nd(x_i)

tmp6(4) = tmp5(4) * x_nd(x_i_) * tmpl(4)
tmp8(4) = tmp2(4) * x_nd(x_i_)

tmpval2 = tmp4(4)

tmp(3) = k3 * tmpvall * tmpval2

x_r3(x_i_) = tmp(2) + tmp(3)

do q__i_ =1, q__d_

tmpvald = q__k3(q__i_) * r3 / k3-q__v(q__i_) * tmpval * r

&3 / v+ k3 * tmpvall * ( + g__nd4(q__i_) * tmp3(4) )

block(2) = - tmpval * r3 / v * ( q_x_v(q__i_,x_i_) - q__v(q_
& i) * x_v(x_i_ ) / v + x_v(x_i_) * tmpvald / r3 )

block(3) = q__k3(q__i_) * tmpvall * tmpval2 - q__v(q__i_) *
&tmpval * tmp(3) / v + k3 * tmpvall * ( tmp6(4) * q__nd4(q__i_) + tm
&p3(4) * q_x_n4(q__i_,x_i_) )

q_x_r3(q__i_,x_i_) = block(2) + block(3)

enddo

enddo

r4 = k4 * ( nl/v )**alphad_1
tmpval = alphad_1

tmpvall = v**( —tmpval )

tmpval2 = tmpval * rd / v

tmp1(1) = 1.0d+0

tmp2(1) = alpha4_1 * nl¥*(alphad4_1-1.0d+0)

tmp5(1) = ( alpha4_1 - 1.0d+0 ) * alphad4_1 * nl**(alphad_1-2.0d

&+0) * tmp1(1)
tmp3(1) = tmpl(1) * tmp2(1)
do q _i_ =1, g__d_

tmp(1) = q__k4(q__i_ ) * rd4 / k4
tmp(2) = -q__v(q__i_) * tmpval * r4 / v
q__r4(q__i_) = tmp(1l) + tmp(2)
enddo
do x_i_ =1, x_d_
tmp(2) = -x_v(x_i_) * tmpval2
tmp4 (1) = tmp3(1) * x_ni(x_i_)
tmp6(1) = tmp5(1) * x_ni(x_i_) * tmpl(1)
tmp8(1) = tmp2(1) * x_ni(x_i_)
tmpval2 = tmp4(1)

tmp(3) = k4 * tmpvall * tmpval2
x_rd(x_i_ ) = tmp(2) + tmp(3)

do g__i_ =1, q__d_
tmpvald = q__k4(q__i_) * r4 / kd-q__v(q__i_) * tmpval * r
&4 /v
block(2) - tmpval * r4 / v * ( q_x_v(q__i_,x_i ) - q__v(q_

& i) * x_v(x_i_) / v + x_v(x_i_) * tmpvald / rd )
block(3) = q__k4(q__i_) * tmpvall * tmpval2 - q__v(q__i_) *
&tmpval * tmp(3) / v + k4 * tmpvall * ( tmp6(1) * q__ni(q__i_) + tm
&p3(1) * q_x_ni(q__i_,x_i_) )
_x_r4(q__i_,x_i_) = block(2) + block(3)
enddo
enddo

c GESAMTZULAUFRATE DER SPEZIES
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d_nle = nalel * d_feed_1
d_n2e = na2e2 * d_feed_2
d_n3e = 04+0

RECHTE SEITEN DES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS

tmpval = - rl - r2 + r3 - 3.0d+0*r4
do x_i_ =1, x_d_
tmpvall = - x_ri(x_i_ ) - x_r2(x_i_ ) + x_r3(x_i_) - 3.0d+0*x
&_rd(x_i_)

x_f(x_i_,1) = x_v(x_i_) * tmpval + v * tmpvall
do q__i_ =1, q__d_
qx_f(q__i_,x_i_,1) = q_x_v(q__i_,x_i_) * tmpval + x_v(x_
&i ) * ( - q__r1(q__i.) - q__r2(q__i_) + q__r3(q__i_) - 3.0d+0*q__
&r4(q__i ) ) + q__v(q__i_) #* tmpvall + v * ( - q_x_ri(q__i_,x_i_)
& qx_r2(q__i_,x_i_ ) + q_x_r3(q__i_,x_i_) - 3.0d+0*q_x_r4(q__i_,x_
&i_) )

enddo
enddo
f(1) = v * (tmpval ) + d_nle
tmpval = - ril
do x_i_ =1, x_d_
tmpvall = - x_ri(x_i_)

x_f(x_i_,2) = x_v(x_i) * tmpval + v * tmpvall
do q__i_ =1, q__d_

qx_f(q__i_,x_i_,2) = q_x_v(q__i_,x_i_) * tmpval + x_v(x_

&i ) * ( - q__ri(q__i) ) + q__v(q__i_) * tmpvall + v * ( - q_x_r

&1(q__i_,x_i_) )

enddo
enddo
£f(2) = v * (tmpval ) + d_n2e
tmpval = + rl - r2 + r3
do x_i_ =1, x_d_
tmpvall = + x_ri(x_i_ ) - x_r2(x_i_ ) + x_r3(x_i_)

x_f(x_i_,3) = x_v(x_i_) * tmpval + v * tmpvall

do q__i_ =1, q__d_

qx_f(q__i_,x_i_,3) = q_x_v(q__i_,x_i_) * tmpval + x_v(x_

&i_ ) * ( + g__ri(q__i_) - q__r2(q__i_) + q__r3(q__i.) ) + q__v(q__
&i_) * tmpvall + v * ( + qx_ri(q__i_,x_i_ ) - q_x_r2(q__i_,x_i_) +
& q_x_r3(q__i_,x_i_) )

enddo

enddo

£(3) = v * (tmpval ) + d_n3e

iflag = 0
end

A.1.3 Zweite Ableitungen mit Numerischen Differenzen

o0 o0oo0o0ao0

Gerd Ruecker (IWR der Universitaet Heidelberg)
Mon Oct 18 20:18:57 GMT+03:30 1999

Berechnung der zweiten Ableitung der rechten Seiten

nach Steuergroessen mit dem einseitigen Differenzenquotienten
Berechnung des Deltas mit 2-Norm

subroutine q_x_ffcn( q..d_, x.d_, t, x, x_x, ldx_x, f, x_f, q_x_f,
& ldq_x_f, 1dx_f, p, q, q__q, ldq__q, rwh, iwh, iflag )

implicit none
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AUTOMATISCH ERZEUGTE FORTRAN-ROUTINEN

DEKLARATIONEN

integer*4 maxDir, maxDir2
parameter ( maxDir = 100 )
parameter ( maxDir2 = 100 )

real*8 t, x(*), £(*), p(*¥), q(*), rwh(*)
integer*4 iwh(*), iflag

ABLEITUNGEN

integer*4 x_i_
integer*4 x_d_,ldx_x, 1ldx_f
real*8 x_x(1ldx_x, *), x_f(ldx_f, *)

integer*4 q__i_
integer*4 q__d_, 1ldq__q, ldq x_f
real*8 q__q(ldq__q,*), q_x_f(ldq_x_f,1dx_f,*)

einseitiger Differenzenquotient

integer*4 1p

integer*4 1p2

real*8 delta2, q__delta(maxDir), x_f_delta(maxDir,20)
integer*4 i

Berechnung eines optimalen Deltas mit 2-Norm
delta2 = 0.0d+0

do 1p2 = 1, iwh(1)
delta2 = delta2 + q(1p2) * q(1p2)
enddo

delta2 = 0.00000001 * sqrt(delta2) + 0.00000001

call x_ffen( x_d_, t, x, x_x, ldx_x, f, x_f, 1dx_f, p, q, rwh,
&iwh, iflag )

do q__i_ =1, g__d_
do 1p2 = 1, iwh(1)
q__delta(1p2) = q(1p2) + delta2 * q__q(q__i_,1p2)
enddo

call x_ffen( x_d_, t, x, x_x, ldx_x, f, x_f_delta, ldx_f, p,

& q__delta, rwh, iwh, iflag )
do x_i_ =1, x_d_
do 1p =1, 20
_x_f(q__i_,x_i_,1p) = 1.0d+0/delta2 * ( x_f(x_i_,1p)
&- x_f_delta(x_i_,1lp) )
enddo
enddo

enddo

end
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A.2 Implementierte Packages und Java-Klassen

chem

math

misc

code

gui

shared

gemeinsame Datenstrukturen, Modellierung der Parameter,

Zustandsvariablen und Steuergréfien

chemische Modellierung eines Reaktionssystems, Warmebilanzfiihrung,
verfahrenstechnische Komponenten, Bestimmung des DAE-Systems

abstrakter Datentyp fiir Matrizen, Berechnung eines vollrangigen Sub-
systems des DAE-Systems, Gauflalgorithmus

Klassen aller statischen Methoden, Namenskonventionen fiir die
Quelltexte, Methoden zum Lesen und Schreiben von Dateien

Klassen fiir die Erzeugung der Fortran- oder C-Quelltexte der Modell-
gleichungen und deren erste und zweite Ableitungen

Klassen fiir die Erstellung der graphischen Benutzeroberfliche

Tabelle A.1: Packages des implementierten Java-Programmes MGAD

public
public
public
public
public
public
public
public
public

public
public
public
public

class
class
class
class
class
class
class
class
class

class
class
class
class

Data

Globals

Data
MainWindow
ValuePanel
FilesPanel
BasePanel
ReactorPanel
EquationPanel

SpeciesPanel
EintragPanel
WaermePanel
ViewFilesPanel

extends
extends
extends
extends
extends
extends

extends
extends
extends
extends

JFrame
JPanel
JPanel
JPanel
JPanel
JPanel

JPanel
JPanel
JPanel
JPanel

implements ItemListener
implements ItemListener
implements ItemListener,
ActionListener

implements ItemListener

Tabelle A.2: Klassen im Package gui
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public class IntC
public class DoubleC
public class Einheit
public class Einheitenliste
public class CommonDataSup implements Serializable
public final class CommonData
public class Zeit
public abstract class KPS
public class Kosten extends KPS
public class Konst extends KPS
public class Steuer extends KPS
public class Param extends KPS
public class Zustands extends KPS
public class Steuerintervall
public class Steuerfunktion
public class Dynamik
public class Experiment
Tabelle A.3: Klassen im Package shared
public class React
public class Species
public class Waermebilanz
public abstract class Reaktor
public class Kessel extends Reaktor
public class Technique
public class ReactSystem

Tabelle A.4: Klassen im Package chem

public class Matrix
public abstract class Gauss
public class GenBilanz

Tabelle A.5: Klassen im Package math

public final class StatMeth

public class ReadInput
public class PlotExpression
public class PlotFile

Tabelle A.6: Klassen im Package misc
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public
public
public
public
public
public
public
public
public
public
public
public

class Node
class Graph
final class N
class Coding
class Fortran
abstract class Generator
class GenFfcn
class GenGfcn
class GenMessSig
class GenPlot
class GenDiff
class GenDiff2

extends Object

extends Generator
extends Generator
extends Generator
extends Generator

Tabelle A.7: Klassen im Package code
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