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� ��2��^�����	 ��� ����� � � �����!^'�2�	 Z[`
�u����� ��� �]�!�TxV0�4T d]��&���g ���
QJ
��8��*(������
��<�:*+�z�	��
���
��1�n6l
GF	[!����>����
FMD��o � = B = �X9!�)�x�	��
F��2!��
����89!�!"��!
��<*+��"#
�2!��*T6
�������)
�� PF��
�������9!�!"#
��

g
�G*(���

t
-!��'1
��8�G\+���;�:*+� �`'(�!�)
C�)*(�;���8"E9!��
����

t
� �
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‖ ŷ(t) − y(t) ‖ ≤ C(F, |tf − t0|)
(
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T

(fq −Aqẋ)
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pq =

W T
q fyyWp + fyqWp + fyWpq + fpyWq + fpq

W T
q gyyWp + gyqWp + gyWp,q + gpyWq + gpq = 0.

��L)BJH �

��� � � ���c�T�:z�£��M��� �<�T�M�i�:���(����� ���T� ¡G��} �iz ��������£�z���� ~��:�c� �
��z ~����i�

g ���;[!��\(��
����8��
���
�� ��9!���	��
C23
����!
��^"E�89!�)�	��
�"#
��)�!
��WOF
���*+�!"#
��)
��)�8A 
�����
�� >9!�F��9	6
��
��8�������)
��RQk
���
���!��9!�!"��!
��Y��2!��
����89!�!"#�8���	L~'(�8�:*+�8��'(�)
��.-(�	��
 � � /21
�)	 1 � � & 1
� $ �
�� 1
��$ �)1�� 1
	�/0$ � /0$0��	�� � � � �C9!�)�y�	��
�+)	�/21
�)	 1 � � & 1
� $ �
�� 1 ��$ �)1
� 1�	*/0$ � /0$ ��	 � +���� #+B
MF��
 c 
��8�1���)'(��'("E��
]2/
��89!���R�)*+��*+9	L8-I�)*(���R23
��k�!
��1o l M �	��
jMF�CB3
���
����8�{*+�8��'(� *+9	6
r#
��8�G*+��2z�!
�JMF���8,���
��8������
��89!�!"#�������)
��:*(�J�!
�k��9!��
��8�������)
��bVX
��7Lv*+�!��
��)�k
��7L~'(��"E�?-�2/
��
�!
��oD l M ���!�)
��8�G*+��2.B

��� ± ��� � �!� ¦�«���¦ �!	 � ¦�«°§�������¦ � §���¦�«°¦�� � §� � § � �
QJ
�� �!
��Fo l M A<�����^�)*(�D��9!��
��8�������)
�VX
��7Lv*+�!��
��^[!�8���!>��[!��
����K*+���;
������lQk�{*(��,�6v23']F��~6
k�[3
���*+��'(�R2/
��8��*(������
��?-K�!
��R>9f"#
�"#
�2/
��)
��woK���!"�*+23
�A 
��8��
��w
����)
 M.�E��9!�!" ����
}L~
��8�?-
'(�!�)
 �)*(���.�:*+�R�!
�� VX'(�8"�*+�!"F����� D �!�)
���
����X�G\+�)
��&*+�G*+� @ �8��
��8�?B+a *+��*+[![!��']F	���1��
��8�
�	��
k��2!��
����89!�!"C�!
���M.�E��9!�!"

y(t; ξ)
�1���

ξ = (y0, p, q)
��� �D�������89!�!"

ζ ∈ R
ny+np+nq

�	9!����� 	)�!����
CMF�CBh
���
��!>?
��
∂y(t; ξ)

∂ζ
=
y(t; ξ + εζζ) − y(t; ξ)

εζ
+ O(εζ).

��L)BJK �



L)B =ul 9!��
��8�������)
CQJ
���
���!��9!�!"j�!
��;��2!��
����89!�!"#�8���	L~'(�8�:*+�8��'(�)
�� I��

M�*+23
��	A<=!���!
 �:*+�R>9!�G\(���)�8�X�	��
 M.�E�89!�!"
y(t; ξ)

�!
�&9!���8[!�8=!�!"E�������)
��:MD�FoI6 DlV5$X�?-
�	��
���'("#
��G*+�!����
 ��� & $�	-� � / ����� 1���/ ��� $ 1�-�23
���
���!�)
��.-�9!� �)*+�!�x�	��
���'("#
��G*+�!����
�� � � "
� $!$ 1��./21�	�� ����� 1���/ ��� $ 1�	 �1���1
������8[!��
���)
��)� �!
�� �;�������89!�!"

ζ
"#
�����(�8��
��w�;�	Lv*+�!"#�76

Ak
��8��
��.-G$I*+��*+��
���
��8��9!�)�bu�'(���8��'(����
�� >9]23
���
���!�)
��.B
gW
����!
��w�)*+23
��<�	��
 M.�E�89!�!"#
��yA<��
j���|9!�)��
���
�� 4G*+���<�1���1
����)
�� *(�)*+[!�8��p#
�� ��9	6
��
��8�������)
��fVX
��7L~*+�!��
��f2/
���
���!�)
��?-I��'zL`=!�!��
��d�vB *	BY�����)'(�f,���
����)
 � �)�!
��89!�!"#
��y*+�
���	Lv*+�!"#�8A 
��8��
��.-�$&*+��*+��
���
��8�b'��!
�� u�'(���8��'(����
��z>9x
����)
��J*+�)�!
���
��b�����!�8���8�lA 
�����
��	6
'��!
�� k����	��9!�!"#�7L~'(��"#
E-5*+����'w>9 
����)
�� *+�)�!
���
�� MF���8,���
��8������
��89!�!"#�������)
��:*	B5MF��
�
,E*+�!�Z>9f$K��'(2!��
���
��dLU=!�!��
��.-&�)*]�	��
x�;9)�8"�*+23
��!
�0VX
��7L~*+�!��
��)���)*+�!�f�vB *	B.�!�������
��
��!�R�	�CBh
���
��!>��
��82G*+�0p#'(�|�!
��doK���!"�*+23
�"E���(r#
��w*+2!�G\+�!"E�?- 9!�)�f�)*+�1���1*+9)���f2/
��
�1���!���:*+��
�� � �)�!
��89!�!"#
�� �!
��]oK���!"�*+23
�A 
��8��
d��[!�8=!�!"#
���� �!
��^PF���(r#
��)'(���	��9!�!"
�!
�� D ����
�"E��*+��'(�8"#
��G*+9!��"E,#
����;>9z
��8Ak*+�8��
��]�����)�h-�Ak'(��*+9	L�k��8�8�)
�"�*09!�)� �D�)
�����23'(���	�
� k �EAPA � -)��'_A<��
0P5
?*+�<9!�)�bVK9 � P5V�HPI � �!����A<��
��
��.B
k�2!��"#
��R���)��*+�8>:>9!���;[![!��'!F����:*+�8��'(�y�!
��0��2!��
����89!�!"#
��dLU=!�!�8�0��� ����A 
��)�	9!�!"#�86
,#'(����
GF��;>9^
����)
�� o ��>��
��!>[!��'(2!��
��]-@A 
��!�]�)'(�)
�P5
��G*+9!��"E,#
�����
����!
��;��2!��
����89!�	6
"#
�� "#
}L`'(���!
��8�z�8���)�hBk�;���x4G*+9)�8�8��
�"#
��F"E�����?- �)*(���:�:*+� LU=!�j�	��
�P5
��G*+9!��"E,#
����z�!
��
��2!��
����89!�!"#
��1�:*8F	���:*+�)�	��
kO5\+�nL`��
 �!
��mP5
��G*+9!��"E,#
����m�!
�� l '(�1���G*+���8��* �7
�,���'(�8��
J9!�)�
�!
��Yp(*+�8����
��8��
�� c ��* �8
�,���'(�8��
��R
��8�G\+��� � ��Q K =�� B_M�*+�)
��&� =)����
��CL`=!� �)'(�)
<P5
��G*+9!��"E,#
��n6
��
����!
��5�;2!��
����89!�!"#
��W�	��
 l '(�1���G*+���8��* �8
�,���'(�8��
R9!�)���	��
0p(*+�8����
��8��
�� c ��* �7
�,���'(�8��
��
�1��� ��
��!�m�)'(�)
��kP�
��G*+9!��"E,#
���� 23
���
���!�)
��kA 
����!
��.-�Ak*(� >9:
����)
�� �	��*(�8�8�������)
��z�;�	6
���8��
�"��!
� �;
���)
��G*+9	LUAJ*+�)�!�DL`=!�!��
��],E*+�!�.B

��� ± � ± � � � ¦�«��?¦ � 	 � ¦�«°§ ������¦ � §���¦9«�¦�� ��§� ��§ � �
QJ
��G�!
��tD l MR-#�!
���
��x$K�8���!>��[xp#'(�xQJ'���, �NQJ'��!Hi> � 
����lA<����,#
����kA<9!���!
E-�A<�����:�)*(�m��9	6
��
��8�������)
5VX
��7Lv*+�!��
��j�!�������D��
��!�D*+��� �lQk�{*(��,�6v2/'!F �~6 k�[3
���*+��'(�D23
��G*+�)�!
����?-!��'(�)�!
��8�
p���
�����
��!� *+����
����)
R4)'(��"#
1p#'(�%��2!2!�����	9!�!"#
��d*+�!"#
��
��)
��.BhM�*x��'��!
��8�)
 �l�8��*+��
}6l'+LU6
�8�)
}6 *+�8� �Da 
��8�)'��!
��:>9!�moK�8�{*+�!"E9!�!"����!��
��mo ��>��
��!>��	��
F�����!�8���8�lAk
�����
��	6X9!�)�rk�����6
��9!�!"#�7L~'(��"#
E-3*+23
��F*+9)����>#BNQFB/�	��
0����
���*+�8��p#
 M �E�89!�!"xp#'(�WPF��
�������9!�!"#��� @ �8��
���
��W*+�
�)*(� �8
�A 
�������"#
�$X��'(2!��
�� *+�![G*(����
��z� =)����
��.-	���8�k�	��
�4G'(��"#
F�!
��D��2!2!�����	9!�!"#
��b�!�������
,#'(�)����*+���?-<��'(�)�!
��8� �8��
�A<����� *(�)*+[!�8��p 
��8>?
�9!"E�?B<MF��
��
 *(�)*+[!�8��p 
��8>?
�9!"E��
%4)'(��"#

�G\+�!"E�F�vB *	B)�!�������5��
��!�5�8��
��8��"xp#'(� �!
�� oX���!"�*+2/
�Ak
��8��
���6J*+����'x�!
�� ���	L~*+�!"#��A 
��76
��
��.-�$&*+��*+��
���
��8�z9!�)��u�'(���8��'(����
��x6Y�!
��ma 
��8�)'��!
F*+2.B#MF��
ND �!

;�!
��3D l M 2/
����
����
��9!�]�)*+�8���.-)�	��
54)'(��"#
C�!
��D��2!2!�����	9!�!"#
��.-)�	��
523
��3�!
��DQJ
���
���!��9!�!"x�!
�� l '(�1���G*+�n6
�8��* �8
�,���'(�8��
J*(�)*+[!�8��p�
��8>?
�9!"E�IA<9!���!
E-(>9��	�CBh
���
��!>��
���
��.-E�!�������m*+2/
��I�	��
<*(�)*+[!�8��p#
��
u�'(�1[/'(�)
�����
�� ��
���2)�8�?-!�	��
�>9!�DoK�8>?
�9!"E9!�!"z�!
��D�;2!2!�����	9!�!"#�8L`'(��"#
0�	��
��)
��.B



L)B =ul 9!��
��8�������)
CQJ
���
���!��9!�!"j�!
��;��2!��
����89!�!"#�8���	L~'(�8�:*+�8��'(�)
�� IPA

$X��*+,��8�������Z23
�!
�9!��
�� �	��
�?-.�)*(�����G*(���Z�!
��0Qk
���
���!��9!�!"��!
�� l '(�1���G*+���8��* �7
�,���'(�8��

*+����
5*(�)*+[!�8��p#
��bu;'(�1[3'(�)
�����
��]
����!"#
}L`��'(��
��zA 
����!
��.-�9!����
��D*+�)�!
���
�� �	��
5�����!�8���8�76
Ak
�����
��	6.9!�)� k����	��9!�!"#���8��
�9)
��89!�!")-#�	��
k4)
��!��
��������G\+�8>9!�!" ��'_A<��
k�	��
 D ��
���*+�8��'(�)�8�:*T6
�8�8��>?
��^9!�)�]�	��
 D ��
���*+�8��'(�)��*+�!>_*+�!� 
��lAJ*+��"#
�������
���*+�8��p#
���PF��
�������9!�!"#��� @ �8��
��1���E��
��?B
g ���&9!����
��������)
����!
��1��� 4)'(��"#
��)�!
��1>A<�������)
��R>A 
��	"E�89!�)�!��\+�8>�������)
����;�)��\+�8>?
���>9!�
P�
��)
��8��
��89!�!":p#'(�^��2!��
����89!�!"#�8���	L~'(�:*+�8��'(�)
��^�1���8��
����;�!
��oD l MRB

a9��� � �����
�;&�� &��,�cVi()�"�����,�8�!��� �3��(��f� � �!���"�����
O���
��823
��)A 
����!
��z�	��
<g%��'(�)�8,��n6la *+�8�8��>?
�� ��L)B L �}-�\+�!�!�������x>9!�ko l MR-E�1���8��
���� 	)�!����
��
MF�CBh
���
��!>?
��d*+[![!��']F	���1��
��8�?- �hB �.B 
�5A<�����W��'?Ak'(�!�m�)*(� D VF$ LU=!�C�	��
 l '(�1���G*+���8��*T6
�8
�,���'(�8��


y(t; ξ)
>9]�!
��j9!����[!�8=!�!"E�������)
��^���	L~*+�!"#��A 
��8��
��.-)$I*+��*+��
���
��8�]9!�)�zu;'(�	6

�8��'(����
��b"#
����E���?-G*+���D*+9)���^�	��
 D V5$X�kLU=!�<�	��
5pE*+�8����
��8��
�� c ��* �8
�,���'(�8��
��
y(t; ξ + εζζ)

B
D � �;�)�����!��9!r�A<�����R�!
��XMF�CB3
���
��!>?
��5j�9)'(�8��
����X"#
�2!�����!
��?BPD � i ����
��������!��
��>9!�Io l M
A<����� �!��
��823
��X*+2/
��5��9!��
����%MF���8,���
��8���8��
��89!�!"#�������)
��:*jp#
��8A 
��)�!
��?- *+����'j���)�823
��'(�	6
�!
���
:��� �8
�!
��t�����!�8���8� �8
�A 
��������	��
��
���2/
j�����!�8���8�lAk
�����
E-3k����	��9!�!" 9!�)�Z�	��
��
���23
��
D ��
���*+�8��'(�)�8�:*+�8�8��>?
��Z��'?A '(�!�IL`=!�5�	��
 l '(�1���G*+���8��* �8
�,���'(�8��
RA<��
1*+9)����L`=!�5�	��
0pE*+�8�n6
��
��8��
�� c ��* �8
�,���'(�8��
��.B
oX���R$X��'(2!��
�� 2/
��	�	��
��
�� ���)��*+�8>J�8��
������K�	��
JgZ*+�!��p#'(�

εζ
�)*+�?BE�����I4G*+9)�8�8��
�"#
��!"E�����

�!��
��
εζ =

√
εmech

-)�1���
εmech

�!
���a�*(�����!���)
��!"#
��G*+9!��"E,#
����?-/Lv*+����� ||ξ|| ≈ ||ζ|| ≈ 1
9!�)�^�	��
�u;'(�1[3'(�)
�����
�� 9!�!"#
}L~\+�!�;�	��
C"E��
������)
�P5���(r#
��)'(���	��9!�!"j�G*+2/
��.B
M5
���VX'(�8��
���� ���8�?-)�)*(��� �8
��8>�;�	��
 c ��* �7
�,���'(�8��
�� �!�������F��
��!�;�1���F�!
��;23
��Y�!
��;o l M
23
��)�(�8��"E��
��1
GF��8��
���
��:P5
��G*+9!��"E,#
����I23
���
���!�)
��KAk
����!
����0=)����
��.-+9!� 
����)
 2!��*+9)���	6
2G*+��
FP5
��G*+9!��"E,#
���� �!
��X��2!��
����89!�!"#
��:>9�
��8�G*+����
��.B�Qk
�����[!��
����8A 
�����
D"#
���=!"E�m23
��)'(2!�n6
"#
��;gZ*+�!� p#'(�

εζ
9!�)�b"E��
������)
�� VX'(��*+9)����
��8>9!�!"#
���
����)
 D ����
�"E��*+�8��'(�)�8"#
��G*+9!��"E,#
����

p#'(� O(
√
εmech)

9!� 
����)
0P5
��G*+9!��"E,#
����;�!
��D��2!��
����89!�!"#
��]p#'(� O(
√
εmech)

>9]
��76
�G*+����
��.-)��� VX
��8"E��
�������>9 O(εmech)

23
��.�!
��;o l M � M.
���K�� � B

-3.������
�_&
��� � ()�"�2(i�����4���f6 a%Xc�
M5
���*+�)�!
���
����)��*+�8>C>9!�FP5
��)
��8��
��89!�!"z�!
�����2!��
����89!�!"#
��^23
�8��
����;�����!
���Qk
���
���	6
��9!�!"^�!
�� M.�E�89!�!"#
��d�!
���VFMD�FoX�?BhQJ
��8��*(������
��ZA<���C�)*(� QkM54Y6lMF���8,���
��8���8��
��89!�!"#�76
�����)
��:* � I	B?> = �m�!
�� l '(�1���G*+���8��* �8
�,���'(�8��
����

(n+1)
6v��
��^�����!�8���8�?-	
��8"�\+�!>�k9!� �	��


��2!�G\+�!"E��"E,#
����;p#'(��$&*+��*+��
���
��8��9!�)�]u;'(���8��'(����
��.-@��'1
��8�G*+����
���A<���



L)B =ul 9!��
��8�������)
CQJ
���
���!��9!�!"j�!
��;��2!��
����89!�!"#�8���	L~'(�8�:*+�8��'(�)
�� I�n

�1���
yn+1 = (xTn+1, z

T
n+1)

T

(

A(tn+1, yn+1, p, q)
∑k

i=0 αk−i,nxn+1−i + hnf(tn+1, yn+1, p, q)

g(tn+1, xn+1, zn+1, p, q)

)

= 0.

��L)B?>� �
M5
�� D �!

x�!
�� D l M 
������8[!��
���)
��)�|A<�����|�	��
� �G*(���|
����)
��R��2!��
����89!�!"#�8�8�������89!�!"

ζ
�	�CBh
���
��!>��
��8�?B#g ���KL`=!�!��
��:�	��
�m*+� QJ
����8[!��
��@�!
��m�;2!��
����89!�!"0�G*(���j�!
��:u;'(���8��'(����
��
q
�	9!������9!�)�b
��8�G*+����
�� �U�1���;
����!"#
}L`��'(��
��)
�� *(�)*+[!�8��p#
�� u;'(�1[3'(�)
�����
�� �

A(tn+1, yn+1, p, q)

k
∑

i=0

αk−i,n
∂xn+1−i

∂q
+

(

Ay(tn+1, yn+1, p, q)
∂yn+1

∂q
+Aq(tn+1, yn+1, p, q)

) k
∑

i=0

αk−i,nxn+1−i +

hnfy(tn+1, yn+1, p, q)
∂yn+1

∂q
+ hnfq(tn+1, yn+1, p, q) = 0

gy(tn+1, yn+1, p, q)
∂yn+1

∂q
+ gq(tn+1, yn+1, p, q) = 0.

��L)B?>P> �

VX
��8"E��
������)
��0A<��� ��9!�0�)*(�YQJMF4Y6lMF���8,���
��8���8��
��89!�!"#�������)
��:*	-T�)*(� A<��� 
��8�G*+����
��.-?Ak
��!�
A<���k�	��
;V5MD�Fo ��L)B�� �KL`=!� Wq

�	���8,���
��8���8��
���
��.-#�1���J�!
�� �����)
��:* ��L)B?>P> ��-���'0�8��
�����
��
A<����L~
�8�?-I�)*(���1�8��
j=!23
���
����)�8�8���1��
��.B�M.
�����
��wA<���R��9!� *+9)���y�)'����w�)*(�R����
���*+�8��p#

VX
��7Lv*+�!��
��^>9!�EM.�E�89!�!"z�!
���*+9	L`�8��
���
��)�!
��%PF��
�������9!�!"#��� @ �8��
���
 �`�8��
��)
0�;2)�����!�!���8�
�	BJI ��*+2.-3��'x���8���	��
��1���5'(2!��"#
�� �����)
��:*j2/
���
���!�)
���
 M.�E�89!�!"b�	��
�
GF!*+,���
0��2!��
��n6
�89!�!"5�!
��I�	���8,���
��8������
��8��
�� l '(�1���G*+���8��* �7
�,���'(�8��
EB(M5
��Y��'(,E*+��
 MF���8,���
��8���8��
��89!�!"#�7L~
��!��
��
�!
�� M.�E�89!�!"1�!
��JV5MFof���8�J�)*+23
��@p#'(�z�!
�����
���23
��9k����	��9!�!"1A<��
��!
�� �8
��!��"#
5�!
�� l '+6
�1���G*+���8��* �8
�,���'(�8��
��NQJ'��!H�n � B
QJ
����	��
��
�� �;�)� *+�8>XA 
����!
��0�)
�2/
�� �!
��0�;2!��
����89!�!"#
����!
�� a�'��!
����nL`9!�!,��8��'(�)
��C�G*(���
�!
�� H 9)�8��*+�)�!��p(*+�8�{*+2!��
��

y
*+9)�����	��
<�;2!��
����89!�!"#
����!
�����
���2!��"#
��1�G*(�����!
���$I*+��*+��
}6

��
��8�:9!�)�:u;'(���8��'(����
��.-�2!>ACBE�G*(���x,#'(� 2!���!��
��8��
�� �D�������89!�!"#
��b*+���G�	��
��
��m23
��)�(�8��"E�?B



� �������	��
��

r Y N ��� � t �p�

D �d�	��
��
��tuC*+[!����
��<�8��
�����
��fA<���R�!
��f��� H 9!"#
j�	��
��
��1M���[!��'(�:*+�823
����R���1[!��
���
��	6
�8��
��8��
��sDl����
�"E��*+��'(�0MD�Fo �)kEM36 D DFp#'(�?Bhg ���C23
�����!��
���23
��Z�	��
123
��m�!
�� D �1[!��
���
��	6
�8��
��89!�!" p#
��8A 
��)�!
���
��]���8��*+��
�"E��
��.-�"#
��)
��x*+9	Lh
����!��"#
D��
���!�!�������)
�����[/
�,���
<
�����9!�)�
23
�����!��
���2/
��^�!
��^"E�89!�)�	��
�"#
��)�!
�����9	LU2G*+9^�!
�mDl����
�"E��*+��'(���?B

H ��
����!
��boK���lA<����,���9!�!" p#'(� MD�Fo �)kEM36 D D�Ak*+�]
�_- 
����)
�� �l�8��*+��
}6l'+LU6v�8�)
}6 *+�8� �pDl�	6
��
�"E��*+��'(�F>9^���1[!��
���
����8��
���
��.-h�!
��F*+9	LX��'��!
��8�)
�� c �)
'(�8��
���9!�)� ���8��*+��
�"E��
�� >9!�
QJ
��G*+�)�	��9!�!"0p#'(�:MD�FoI6 DlV5$X�m2/
��89!���?-#A<��
D�8��
D>#BNQFB(��� �NQ<�!�iK�� � 2/
�����!�8��
�23
��:�8���)�hB
M5
�8Ak
�����
���
��:��'(������
J
��K
����)
<��'(�����!
k9!�)�R
����	L~*(����
��8A 
�����
��82G*+��
FP5�89!�)�	�{*+"#
kLU=!�IgW
��n6
��
���
����lA<����,���9!�!"#
��jA<��
<�	��
<QJ
��G*+�)�	��9!�!"Cp#'(� i �)�8��
��8��"E,#
��������8��
�����
��������!
��R��
������
��
��
�����
��.- �;
���*+���	��
��89!�!"#
�� 9!�)� �!�������b>9!��
��8>�j
����)
��z$&*+��*+����
���������
��89!�!"w�)*+���8��
�����
��.B
M�*+23
��Y��'(������
�����'��!
��8�)
1��'+L`�lAk*+��
}6lQk��2!����'(�8�)
�,#
��%p#
��8Ak
��)�!
��FAk
����!
��.-GAk
������)
R�	��

p#'(�8�G*+�)�!
��)
0OF*+���	AJ*+��
 '([!�8���:*+�Y*+9)����9!�8>?
��^,#�(�!�)
��.B
M;��o �)kEMh6 D Dk��
����8��
��<���^��
����)
��;
�������
��bVX
����8��'(�]9!����
��5*+�)�!
���
�� L~'(��"#
��)�!
� �
6:�����!�)
�����
09!�)� 
GF!*+,���
 M.�E��9!�!"xp#'(� DlV5$X�<L`=!������
��nL`
 �����)
?*+�����1[!����>����
�MD�FoX�
p#'(�YD �)�!
GF >E-
6:
���>��
�����
xoK�8>?
�9!"E9!�!"^p#'(�W��2!��
����89!�!"#
��d�	��
��
�� M �E�89!�!"#
��Z�G*(���Z�;�	Lv*+�!"#�76
A 
��8��
��.-@$&*+��*+��
���
��8� 9!�)�]u;'(���8��'(����
��.-

6:
����	L~*(���)
<oK�8A 
�����
��82G*+�8,#
����J'(�!�)
Jo'F	[/
��8��
���A<������
��1=!23
��I�!
��1"#
� *+� ��
��uD ����
}6
"E��*+��'(�D�	9!�����b��'��	9!�{*+��
��]�;9	L`2G*+9b�1���J[!��\+>����
5�!

	)�!��
��8��
�� �����!�!���8������
�����
��.-

6�,��{*+��
j9!�)�|23
���9!�8>?
��7L`��
�9!�)�	�������)
�Qk
�	��
���9!�!"�LU=!�1�!
��y����A 
��)�!
��:2/
��J9!�R6
L~*+�!"E��
������)
���u�'(� 	)"E9!��*+�8��'(�)�8���("E�������!,#
�����
��W9!�)�

IPH



�	B?> M5*+������
�����9!�!":�!
��mD ����
��8[3'(�{*+�8��'(�)�8[/'(� @ �)'(��
C��� QJM54Y6vVX
��7L~*+�!��
�� IPK

6:oK���)��
��8>2G*+�8,#
����<*+9	L/p���
���
��j� @ �8��
���
����1���m
���>��
�����
�� ��9)�8��9!�8>9!�!"��!
��Xp#'(�76
�G*+�)�!
��)
���O5*+���	Ak*+��
EB

� �
	 y{���M£����i}�}������ ���T� �������T�M| ~�} �$��z�~���£�|¢~�}*¤���~
�c��z � �<y�� �
�'�T�M� �
���:�i�

M�*(�Ku�
��8�)�8�8=)��,0p#'(�1MD�Fo �)kEM36 D D.���8�K
����1QJMF4Y6vVX
��7Lv*+�!��
��1>9!�/M.�E�89!�!"5p#'(�1�����)
?*+�
���1[!����>����
��zMD�FoI6 D VF$X�J*+9	L 
����)
�� p(*+�8�{*+2!��
��bPF���8��
��?-�A<��
�
�X��� I	BJI	B = 23
�����!�8��
�23
��
A<9!���!
EB
H 9!��M5*+������
�����9!�!" �!
��]���!�)
��8�G*+��2 �!
�]QJMF4Y6vVX
��7Lv*+�!��
��)�^23
��)�(�8��"E��
�� D ����
��8[3'(�{*T6
�8��'(�)��[/'(� @ �)'(��
Jp#
��8A 
��)�!
���A<���X�	��
 l 
�A<��'(�	6lM�*+���8��
�����9!�!")B#MF��
��
J
��8���("E��������� 
����)


���>��
�����
���[3
������)
��89!�!"z��'?A<��
 �;,��89G*+�����8��
��89!�!"x�!
��oDl����
��8[/'(�{*+�8��'(�)�8[3'(� @ �)'(��
Cp#'(�

����)
�� �����!�8���8�;>9!� �G\(���)�8��
��.B

a:���'���2�����0������������� R:�,\ �!�0� 6 a:()�8�]�!�	�	����
���
D �Z�!
�� � 1 � / � 	 "�� ��� � /21 �!� � 	��W���8� �)*(� Dl����
��8[/'(�{*+�8��'(�)�8[3'(� @ �)'(� P �	9!����� (k + 1)
$X9!�!,���


pi = p(ti), i = 0, . . . , k
*+�^�!
��F����
�����


t
"#
�"#
�2/
����	9!�����

P(t; p0, . . . , pk) =
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"#
�����
�� � 9)���?BtD � �����)
?*+�76v���1[!����>����
�� 4G*+���5�1���%D �)�!
GF >������)� �	��
 �	�CB3
���
����8��
�����
��
Vm*+�8�{*+2!��
��

x
L`��
��v-�9!�)�j�	��
F*+��"#
�2!��*+�������)
��bVm*+�8�{*+2!��
��

z
�8���)��Ak
�"#
��]�!
�� ��
�"E9!�{*+�8�n6

��\+����2/
�	���!"E9!�!"z*+�
gz

����)�!
�9!�8��"j�	9!����� �	��
C�	�CB3
���
����8��
�����
��^Vm*+�8�{*+2!��
���2/
�8�8���1�0�?B

MF��
�u�'(�)�8���8��
��!>0�!
����;�	Lv*+�!"#�8A 
��8��
C2/
�!
�9!��
��D�!��
��?-G�)*(���
g(t0, x0, z0) = 0

"E�����?B
4@*+�����&�	��
tDl����
�"E��*+�8��'(�1�1��� ���!,#'(�)�8������
�����
������	L~*+�!"#�8Ak
��8��
��0"#
����*+�8��
��&A<=!���!
E-TA<=!�76
�!
 �:*+� �G*(��� 
����)
�� �����!�8���8�?-JLv*+�����z�)*(�b����
���*+�8��p#
�VX
��7Lv*+�!��
�� >9!�9M.�E�89!�!"w�!
��
�!�������8�����)
?*+��
��WPF��
�������9!�!"#��� @ �8��
���
C
����)
 M.�E��9!�!"�=!2/
��8�G*+9![!� 	)�)�!
��?-)
����)
��b,#'(�)�8�n6
����
�����
��:$K9!�!,��m
��8�G*+����
��.B#������
����	���!"#�XA<=!���!
��x�8������$K��'(2!��
���
;�����!
��X4)
��!��
��������G\+�76
>9!�!" 9!�)�1�G*+�8=!�8�������z�!
�� ��9G*+������\+�m�!
��X23
���
���!�)
���
�� � M.�E�89!�!" �D
��8"#
�23
��.B#M5
��!�����

�������
��d�����!�8���8��"#
���� �1���

h0 → 0
�!
��54G
��!��
��C�!�������C"#
�"#
��

0
-h�)*x����
�����
����%�!�������



�	B n:��,(*+����
��89!�!" A��

p#
���������A<���)�!
��)�!
��JQJ
����8��*+" �!
��mMF���8��*+�!>D>A<�������)
���,#'(�)�8������
�����
��:9!�)�����!,#'(�)�8���8��
��	6
��
����;�	Lv*+�!"#�8A 
��8��
��^p#
��82!��
���2!�?B
QJ
��G
����)
�� �����)
?*+�X���1[!����>����
��jM;��oI6 D V5$Wp#'(�WD �)�!
GF >D2/
�!
�9!��
��m�	��
FP5
��)
��8��
��89!�!"
p#'(�|,#'(�)�8������
�����
��w���	L~*+�!"#�8Ak
��8��
��w��'(�1���1�	��
^��9)���)
z�G*(���|
����)
�� l 9!�����8��
�����
z�!
��
*+��"#
�2!��*+�������)
��fPF��
�������9!�!"#
��

g(t0, x0, z)
���%��2!�G\+�!"E��"E,#
�����p#'(� ��
�	��"E�������W�!
��W*+�n6

"#
�2!��*+�������)
��^Vm*+�8�{*+2!��
��
z
B

oX���w
����	L~*(���)
��:�;�)� *+�8>]�)*+>9.-K�!
��:*+9)���y���wMD�Fo �)kEM36 D D0���1[!��
���
����8��
��8�x���8�?-I���8�

����zVX'(���������!�8���8�76 l 
�A<��'(�	6vVX
��7Lv*+�!��
��.BGMF��
��
�k�G*+�<�	��
C������Ak\(���)
E-@�)*(���J
�J��9!�J,#'(�	6
p#
��8"E��
��8�?-�Ak
��!�z�	��
�����*+�8�������G\+�8>9!�!"RLU=!�J�	��
F*+��"#
�2!��*+�������)
��bVm*+�8�{*+2!��
��z��� ��'(,E*+��
��
u�'(��p#
��8"#
��!>23
���
������ �`�8��
��)
 *+9)��� �	*+�8> �	BJI	B?> �J�!
� l 
�A<��'(�	6vVX
��7Lv*+�!��
��)�D����
�"E�?B
QJ
��C�)'����!"E��*(�	��" �!�������8�����)
?*+��
�� $K��'(2!��
���
�� ���8�]
�]�)*+�)
��^���("E�������.-F�)*(���b,#
����)

"#

���"E�)
���
��|����*+�8�������G\+�8>9!�!"#
��dLU=!�C�	��
�*+��"#
�2!��*+�������)
��ZVm*+�8�{*+2!��
��d"#
}LU9!�)�!
��%Ak
��76
�!
��%,#�(�!�)
��.B�Dl�%�	��
��
��e4@*+���KA<=!���!
��Z�)*+�!�%"E��'(2G*+�X,#'(��p#
��8"#
�����
�VX
��7Lv*+�!��
��W>9!�
l 9!�����8��
�����
��)�89)���)
]23
��)�(�8��"E�?BXMF��
�1,#�(�!����
�� 2/
�����[!��
����8A 
�����
]"#
�)\+�1[	LU��
 l 
�A<��'(�	6
VX
��7Lv*+�!��
��Z'��!
��CO�'(��'(��'([!��
}6la 
��8�)'��!
��d��
����.-3A<��
�����
0��� �NQ<�!�iK�� � '��!
�� �NQ<*+9�KPK �
23
�����!�8��
�2/
��]Ak
����!
��.-)Ak
������)
C��
������������^MD�Fo �)kEM36 D Dk������
�"E�8��
��8��A 
����!
���,#�(�!�)
��.B

� ��� ���-��} z��T�M�����
QJ
��C�!
��b��9!��
��8�������)
�� M.�E�89!�!"wp#'(� $K��'(2!��
���
�� ���8�]
�z�)'(�lAk
��)�	��")-��	��
�9!����
��76
�����!��
�	�������)
���P5���(r#
��)'(���	��9!�!"#
��]�!
��J
����!>?
����)
��zu�'(�1[/'(�)
�����
��]�!
��mVm*+�8�{*+2!��
��z>9
23
��8=)��,	�8�������8��"#
��.B/M5*+�)
��;p#
��8A 
��)�!
�� A<���<2/
�� �!
��b23
�����!�8��
�2/
��)
��%���8��*+��
�"E��
��^>9!�
4G
��!��
��������G\+�8>9!�!"�9!�)�x�����!�8���8� A 
�����
��)�8��
�9)
��89!�!"1�8��*+�8� �!
��K"#
�A �(�!�!�������)
��

l2
6 l '(�8�

‖y‖2

����)
�"#
�A<��������
���
 l '(�8�]-)�	��
523
���
���!�)
���A<�����]�	9!����� �

∥

∥yn+1

∥

∥ =
1

ny

√

√

√

√

ny
∑

i=1

(

(yn+1)i
(vscaln+1)i

)2

.
� �	B L,I �

M�*+23
��K2/
�>?
������!�)
�� �!
�� D �)�!
GF
i
�8
�A 
������ �	��


i
6v��
�u;'(�1[3'(�)
�����
x�!
��VX
�,���'(����9!�)�

vscal
���8�J�!
��;��,(*+����
��89!�!"#��p#
�,���'(�?-!�!
��<�	��
5
����!>?
����)
�����,(*+����
��89!�!"#�8L~*+,���'(��
��b>9)��*+�R6

��
��	Lv*+rE�?B

D �bMD�Fo �)kEM36 D D �8���)�z2!���8�)
��Jp���
��<a �("E�������!,#
�����
���>9!�D��,E*+����
��89!�!"����1[!��
���
����8��
��8�?-
�	��
F�8�����j���b�!
��kgZ*+�!�39!�)�j��,��89G*+�����8��
��89!�!"1�!
��<��,E*+����
��89!�!"#�8p#
�,���'(��
��b9!����
��������)
��n6
�!
�� �

>EBDMF��
�M;�5�!�M36 ��,E*+����
��89!�!" �NQDsk$3KPA � -3�	��
�����p���
���
��pD ����
�"E��*+��'(��
��%p#
��8Ak
��)�!
��



�	BJH�Qk
���
���!��9!�!"j�!
��F��
��)�8���8��p�����\+��
�� Ai>

A<����� �

(vscaln+1)i = |(yn+1)i| + (atol)i/TOL, i = 1, . . . , ny.

= B�P5
?*+�76 ��,E*+����
��89!�!" �

(vscaln+1)i = max{|(yn+1)i|, (vscaln)i}, i = 1, . . . , ny.

I	BD�;����
 MF
�9	q)�G*+����6 ��,E*+����
��89!�!" �

(vscaln+1)i = max{|(yn+1)i|, (vscaln)i, CMIN}, i = 1, . . . , ny,

�1���
CMIN = max

ny

i=1(yn+1)i · εmech · 100
TOL

B

L)B l 
�9)
 MF
�9	q)�G*+����6 ��,E*+����
��89!�!" �

(vscaln+1)i = max{|(yn+1)i|, (vscaln)i, (atol)i}, i = 1, . . . , ny.

M�*+23
��G"E�����
vscal0 = 0

9!�)�
εmech

�8��
����mL`=!�k�	��
�a *(�����!���)
��!"#
��G*+9!��"E,#
����?-
TOL

L`=!�
�	��
 p#'(�^QJ
���9!�8>?
��Fp#'(�8>9!"#
�2/
��)�!
0��
��{*+�8��p#
 c '(��
���*+�!>�9!�)�

atol

����)
��;p#'(�^QJ
���9!�76

>?
���p#'(�8>9!"#
�23
��)�!
�� *+2)��'(��9!��
�� c '(��
���*+�!>#-K�	��
x��'?A '(�!�D*+������,E*+�{*+�?- A<��
z*+9)���w*+���
VX
�,���'(��*+�!"#
�"#
�23
��]A 
����!
���,(*+�!�.B
��9!r#
��.���C�!
�� M;�5�!�M36 ��,E*+����
��89!�!";�����.�!
��&��,(*+����
��89!�!"#��p#
�,���'(�Y��� *+,��89)
�����
��������!�8���8�
p#'(���!
��:p#'(�8�)
��8��"#
��:gW
��8��
��x*+2!�G\+�!"E��")-�9!� �!
����:*8F����:*+��
��:gW
��8�m�!
��X
����!>?
����)
��
u�'(�1[/'(�)
�����
��WAk\+�!��
��)�%�!
���D ����
�"E��*+�8��'(�%>9�2/
��8=)��,����������8��"#
��.B 4G*+������
����)
0u�'(�R6
[3'(�)
�����
R��� MY*+9	L`
1�!
�� D ����
�"E��*+�8��'(�Z�8��*+�8,�*+2	L~\+�����?-.*+23
����!
��!�)'����WA 
�����
��8�!���WLU=!�
�	��
FQJ
���
���!��9!�!"��8��"E�!� 	),(*+���J���8�?-������k�	��
FMD���!�M36 ��,(*+����
��89!�!"��!
��]*+�)�!
���
��zp#'(�8>9	6
>��
��)
��.B
VX
��������!��
�!
��)
 P5���(r#
��)'(���	��9!�!"#
�� �!
���
����!>?
����)
�� u�'(�1[/'(�)
�����
�� ,#�(�!�)
�� �	9!�����

������8[!��
���)
��)�!
�gZ*+�!�;�!
��:u�'(�1[/'(�)
�����
�� p#'(�

atol
23
��8=)��,	�8�������8��"E�xAk
����!
��.B3D �

�!
��RMD���!�M36 ��,E*+����
��89!�!"W�8[!��
����
atol

�	��
 �;'(����
:
����)
��1*+2)��'(��9!��
��y4)
��!��
��8��'(��
���*+�!>#-
���]�!
��;�)
�9)
��^M5
�9	q)�G*+����6 ��,(*+����
��89!�!"z�	��
C
����)
����,E*+����
��89!�!"#�7Lv*+,���'(���?B

� ��� �<�T�M�i�:��������� ���T� ���i��£�z ��z � z � �$���i�
H 9!�ZP5
��)
��8��
��89!�!" p#'(� ��2!��
����89!�!"#
�� �!
��pM.�E�89!�!" �!
�%MD�FoI6 D VF$X� p#
��8Ak
��)�!
��
M;��o �)kEMh6 D DY�	��
k����uC*+[!����
��)L523
�����!�8��
�23
��)
 c 
���!�!��,1�!
��'D ����
��8�)
�� l 9!��
��8�������)
��
MF�CBh
���
����8�{*+�8��'(�.B)M�*+23
��h�8���)�j���z�!
��D
�������
��jVX
�������'(�]�	��
;L~'(��"#
��)�!
��]�	��
��ha��("E�������	6
,#
�����
�� >9!�j��
��)�8���8��p�����\+���82/
���
���!��9!�!"f���1[!��
���
����8��
��8�?-k>A<�������)
�� �!
��)
�� �!
���QJ
}6
��9!�8>?
��;>9!�NM *+9	L`>?
����;AJ\+�!��
��],E*+�!� �



�	BJH�Qk
���
���!��9!�!"j�!
��F��
��)�8���8��p�����\+��
�� A =

* �zQJ
���
���!��9!�!"j�1���8��
����DpE*+�8����
��8��
�� c ��* �7
�,���'(�8��
��.-

2 �zQJ
���
���!��9!�!"5�	9!����� M.�E��
��C�!
��.Vm*+�8�{*+�8��'(�)�86lMD��o��1���8��
���� l 
�A<��'(�	6vVX
��7Lv*+�!��
��.-
� �zQJ
���
���!��9!�!"z�	9!����� �	����
�,���
�mM.�E��
��^�!
��DVm*+�8�{*+�8��'(�)�86lMD��o;B

� ()�"���2�����!� �t�8(��]�	� �!�0�������
O���
��823
��I
��7L~'(��"E���	��
RQk
���
���!��9!�!"�"�*+�!>1*+�G*+��'("]�)*+>9.-/A<��
1
�F���%�;2)�����!�!���8� L)B = B =
23
�����!�8��
�2/
��1A<9!���!
EBEQJ
���� ��9	LU�89	LGp#'(��M;��o �)kEMh6 D D "E��2!�K�!
��XQJ
���9!�8>?
�� 
����)
<a *T6
�8�8�CF Wddir

�1���;�!
�� �D�������89!�!"#
�� �!
��D>9b2/
���
���!�)
��)�!
�����2!��
����89!�!"#
��^p#'(�?B!M�*+�!�
Ak
����!
���
������8[!��
���)
��)���	��
��
��Ka�*+�8�8�CF��	��
k�;�	Lv*+�!"#�8A 
��8��
<�!
��I"#
�8���(�8��
��1pE*+�8����
��8��
��
c ��* �7
�,���'(�8��
��1"#
�2!�����!
��?B������!����
�rE��������A 
����!
��1[G*+��*+����
��)�	��
 l '(�1���G*+���8��* �7
�,���'(�8��
J9!�)�
�	��
Cp(*+�8����
��8��
�� c ��* �8
�,���'(�8��
�� �1���;�!
�����
���23
���MF���8,���
��8���8��
��89!�!"#�������)
��:*�������
�"E�8��
��8�
9!�)� *+���8
�!
�� ��9)�8"�*+23
�[!9!�!,��F�	��
 	)�!����
���MF�CBh
���
��!>?
���>9!�F�;[![!��'!F����:*+�8��'(���!
��
g%��'(�)��,��n6la�*+�8�8��>?
��^"#
�2!�����!
��?B

-3.������
�_&
��� � ()�"�2(i�����4���f6 a%Xc� Ts���uR:�,\ �!�0� 6 � �,��Z (5�
�8��
g ����23
�����!��
���23
��W�!��
�� *+9)�0PF�8=!�)�!
��d�!
�� �;23
����8�������8�������!,#
�������9!�0�!
��W4G*+���m
����)
��
��2!��
����89!�!"#�8�8�������89!�!"

ζ
-)�!
��5*+����"#
���
����)
04@*+���YA<�����^p#�(������"z*+�G*+��'("x2/
��G*+�)�!
����?B H 9!�

QJ
���
���!��9!�!"w�!
��^��
��)�8���8��p�����\+��
�� �	9!����� M.�E��
�� �!
��xV5MD�Fo �G*(��� �!
�� $K�8���!>��[
�!
�� D l M �	���8,���
��8���8��
���
��%A<����A<��
R���W��2)�����!�!���8� L)B = B = �8,���>>��
��8�C�	��
RV5MD�Fo ��L)B n �
9!�)� 
��8�G*+����
�� �)*+�!� L`'(��"#
��)�!
�]PF��
�������9!�!"#��� @ �8��
�� �`'(�!�)
����8"E9!��
�����
 ��LU=!�z�	��

g%��'(�)��,��n6la�*+�8�8�CF Wζ

�G*(���w
����)
��123
�����
�2!��"#
�� �D�������89!�!"
ζ ∈ R

nx+nz+np+nq
���

�����!�8���8�
(n+ 1)

�

(

αkA+ h fx − hAxẋ h fz − hAz ẋ

gx gz

)

· Wζ,n+1

=

(

−h((fp −Apẋ)(ζ)p + (fq −Aqẋ)(ζ)q −A cc(Wζ)n+1)
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0 = g(t, x, z) − ϑ(t)g(t0, x0, z0),

x(t0) = x0,

z(t0) = z0.
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Solve corrector equation

Error estimation after step

Calculate predictor and
corrector constant

Output trajectories

Output iteration log

New stepsize and 
order selection

Modifications after rejected step

Check of input stuctures

Generate consistent

initial values

Calculate predictor and
corrector constant IND

Solve corrector equation IND

Allocate memory or

reference memory

Call startup method IND

Call startup method

step accepted

solving failed

solving successful

while t < t_end

if start/restart

if start/restart

Call of DAESOL−II

Return to calling routine

Integration loop

Initialization

Sensitivity calculation with IND

error test failed
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mz̈ + cż +Dz = 0.

oX���W��
���G*+�!�������)
�0QJ
����8[!��
��X�)*TL`=!�C���8�C
����Wa�*(����
�[!9!�!,�� *+�Z
����)
��C4)
�!
��?-Y�!
����
��
QJ
�Ak
�"E9!�!":"#
�)\+�1[	L`�DA<�����hB!g ���;�!

	)�!��
���
��^�	��
C��2!,�=!�8>9!�!"#
��

γ :=
c

2m

9!�)�
ω2

0 :=
D

m
9!�)�^
��8�G*+����
��^�	��
�"#
�A �(�!�������)
0MF�CBh
���
����8�{*+��"E��
�������9!�!"z>A 
�����
�� k����	��9!�!"

z̈ + 2γż + ω2
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Nominaltrajektorien, TOL= 10-6
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Abweichungen bei der Berechnung der Nominaltrajektorie, TOL=10-6
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Vergleich der Fehlerschätzungen für Ek, TOL=10−6
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Vergleich der Schrittweiten, TOL=10-6
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ż0 = 0

	��*�
1 �70��7 !�� !�� "�� !� � ���� "0��7�
'! !�)1 ���

TOL = 10−10 �
���
TOL = 10−2 �



A	B?> oK���	L~*(���)
0��
��)�8���8��p�����\+���8��
�8�8[!��'(2!��
���
 H�n

c kEM �1����
�[)� ��oKpE*+�vB
f

��M5
�'(�1[.B@S�*(� ��M5
��8��p/B
f

MD�Fo �)kEM
10−3 >!H�n L = K >� >

MD�Fo �)kEM
10−7 �i>!I >fL,API A >

MD�Fo �)kEM36 D D
10−3 ��L KPA n >

MD�Fo �)kEM36 D D
10−7 >P>P> = L,H H =

a�� c M.�FQ
10−3 = K�� Ii>!K =P= >

a�� c M.�FQ
10−7 n = n H = I HPK >

� �7�� !���� ���� �� �  "0$��	
,- "0������36
 ��	
4 � �7��� 1 �7� � � . �	��� � � � . �	��� ��
�
 �
'�� � �)� � � � � �� "� �� "0
�  "0� ���6�	���� �
 30 ���7,-���*�7�(��0��	�  �
 ����0��� "� �
 "� 6*��0�, ����������6� !� � ��'"������������0��-4�
0

γ = 0.1
�

ω0 = 1
�

z0 = 2
�
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Abweichungen bei der Sensitivitätsberechnung von z(z0), TOL=10−6
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Var−ODE direkt

� ���
��� ��	��
� ����� �
�/��� �  !���36�	
���� "� �� !� �
 "0 �  30� ��36
��	���� �
 "0 �� !�����(����1��������
z(z0)(t) ≡

∂z(t)
∂z0

,-�(�
� � . ����� ��
�
 ,-�(���� !��� �
 "0 ��,-&
�� !,- !� ���� "0��� !� � ��0����7� �� !� 1 ��� �
 "0 �7�*�������������6  30�6*�7�(�� !�
 !� �� !�����(��� �
1��(�����$�
 "0 ���7��	����

z(t)
�� !� 6*��0�, ���
������6� "� � ��'"������������0��$�*� ��6 �
 !, � ��45�7�
��� �  "0��

z0

4��0
γ = 0.1

�

ω0 = 1
�
z0 = 2

�
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Abweichungen bei der Sensitivitätsberechnung von z(z’0), TOL=10−6
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ż0
4��0

γ = 0.1
�

ω0 = 1
�
z0 = 2

�
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∂ż0

,-�(� � � . ����� ��
�
/,-������ "��������0� 
��� 30 ������	
���-�� "0 � ��0�� ��� . 1 ��� �
 "0����*��� ���������6
 "0�6*������ "�� !� �� !�����(����1�������� �
 "0 ���7��	����

z(t)
�
 "� 6���0�, ���
�����36
 !��� ��'!������������0�� �*���36 �� !, � ��45�7�
��� �

�  "0��
z0

��'�� �
ż0
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2 FLB + 0.5 CO2
k1−→ FLBT +H2O

ZLA+ FLB
k2/K
−→
k2←−

FLBT + ZHU

FLB + 2ZHU + CO2
k3−→ LB +Nitrat

FLB.ZHU + 0.5CO2
k4−→ ZLA+H2O

FLB + ZHU −→
←− FLB.ZHU .
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y1 = [FLB]

y2 = [CO2]

y3 = [FLBT ]

y4 = [ZHU ]

y5 = [ZLA]

z1 = [FLB.ZHU ]
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g(t, y, z) =
(

Ksy1y4 − z1

)

.

MF��
0gW
��8��
R�!
�� ��
?*+,��8��'(�)�8��*+��
���9!�)� �!
��5*+�)�!
���
��W$I*+��*+��
���
���9!�)� u;'(�)�8��*+����
��
�����)�z"#
�"#
�2/
��^�	9!�����

k1 = 18.7

k2 = 0.58

k3 = 0.09

k4 = 0.42

K = 34.4

klA = 3.3

Ks = [FLB.ZHU ]
[FLB]·[ZHU ] = 115.83

p(CO2) = 0.9

H = 737.
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BrO−3 +Br−
k3−→ HBrO2 +HOBr
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k2−→ 2HOBr
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y = (y1, y2, y3)
T ∈ R

3 9!�)� y1 = [HBrO2
� -
y2 = [Br−]

��'_A<��


y3 = [CE(IV )]

��8�G*+����
��]A<���

f(t, y) =









s(y2 − y1y2 + y1 − qy2
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NADH +O2 +H+ −→ NAD+ +H2O2

H2O2 + Per3+ −→ coI

coI +NADH −→ coII +NAD

coII +NADH −→ Per3+ +NAD

NAD +O2 −→ NAD+ +O−

2

O−

2
+ Per3+ −→ coIII

2O−

2 + 2H+ −→ H2O2 +O2

coIII +NAD −→ coI +NAD+

2NAD −→ NAD2

Per3+ +NAD −→ Per2+NAD+

Per2+ +O2 −→ coIII

−→ NADH

O2gas
−→ O2fl

O2fl
−→ O2gas

Enzinakt +O−

2 −→ Enzakt

Enzact −→ Enzinakt
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−k1y1y2 − k3y7y1 − k4Dy1 + k12

−k1y1y2 − k5y5y2 + k7y
2
6 − k11y4y2 + k13 − k16y2

−k2y3y9 + k4Dy1 − k6y6y3 − k10y3y5

k10y3y5 − k11y4y2

(k3y7 + k4D)y1 − y5(k5y2 − k8y8 − 2k9y5 − k10y3)

k5y5y2 − k6y6y3 − 2k7y
2
6

k2y3y9 − k3y7y1 + k8y8y5

k6y6y3 − k8y8y5 + k11y4y2

k1y1y2 − k2y3y9 + k7y
2
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k14y
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17 + y5

6 − k15y10
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y1 = [NADH]

y2 = [O2]

y3 = [Per3+]

y4 = [Per2+]

y5 = [NAD]

y6 = [O−2 ]

y7 = [coI]

y8 = [coIII]

y9 = [H2O2]

y10 = [Enz]
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k1 = 3 · 10−6,

k2 = 18.0,

k3 = 0.04,

k4 = 0.026,

k5 = 20.0,

k6 = 1.7,

k7 = 20.0,

k8 = 110.0,

k9 = 56.0,

k10 = 1.8,

k11 = 0.1,

k12 =
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��
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k13 = 0.072,

k14 = 0.005,

k15 = 1.6,

k16 = 0.006,

k17 = 0.4,

POg = 1.5.
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