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Kapitel 1
Einleitung

Die numerische Simulation und die systematische Optimierung von kom-
plexen realen Prozessen hat gerade in der letzten Zeit sowohl im wissenschaft-
lichen wie auch im industriellen Bereich immer mehr an Bedeutung gewon-
nen. Dabei verstehen wir unter einem Prozels einen zeitabhingigen Vorgang,
der sich durch ein System von Differential- bzw. Differential-algebraischen
Gleichungen beschreiben 1&£t. Hierbei ermdéglicht die numerische Simulation
die Gewinnung von quantitativen und qualitativen Ergebnissen sowie von
neuen Erkenntnissen iiber komplexe Systeme und Mechanismen, beispiels-
weise in der Systembiologie, die sich sonst einer genaueren Untersuchung
und einem detaillierteren Verstindnis entziehen wiirden. Ferner bietet die
Simulation die Moglichkeit der Beurteilung von Entwiirfen und Modellen,
die bisher in der Realitdt nicht, oder nur in kleinerem Mafsstab existieren.
Die Wichtigkeit, die eine effiziente, systematische und auf Ableitungsinfor-
mationen basierende Optimierung bzw. optimale Steuerung von Abldufen
und Prozessen fiir die Wirtschaft und Industrie besitzt, kann in einer Zeit
des durch die Globalisierung und die Offenheit der Mérkte stetig steigenden
Konkurrenzdrucks kaum iiberschéitzt werden.

Die Modellierung von chemischen, verfahrenstechnischen und auch biotech-
nologischen Prozessen fithrt dabei oft auf nichtlineare und steife Systeme
von differential-algebraischen Gleichungen (DAEs), die durchaus Tausende
von Gleichungen umfassen kénnen. Obwohl wir in dieser Arbeit vor allem
Beispiele aus diesen Bereichen diskutieren, lassen sich die im Folgenden vor-

gestellten Strategien auch effizient auf andere Probleme, beispielsweise aus



der Wirtschaft, anwenden, solange sie sich als Anfangswertprobleme fiir steife
gewohnliche Differentialgleichungen oder differential-algebraische Gleichun-
gen formulieren lassen.

Zur Simulation dieser Probleme werden sehr zuverldssige und effiziente An-
fangswertproblemloser benétigt. Fiir die systematische, ableitungsbasierte
Optimierung der Prozesse, die durch diese Modelle beschrieben werden, wer-
den zudem sehr genaue Ableitungen der Losungen der DAEs nach Anfangs-
werten, Parametern und auch Kontrollen benétigt, die sogenannten Sensiti-
vitdten.

Bei der Losung steifer DAEs haben sich im allgemeinen aufgrund ihrer gu-
ten Stabilitdtseigenschaften die sogenannten BDF-Verfahren bewéhrt, die in
den flinfziger Jahren erstmals von Curtiss und Hirschfelder [CH52] fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen (ODEs) vorgestellt, und von Gear spiter
auf DAEs angewendet wurden [Gea7l].

Der im Zuge dieser Diplomarbeit implementierte Integrator DAESOL-II stellt
eine zuverléssige, effiziente und einfach zu handhabende Mdglichkeit zur Lo-
sung eines groken Teils der oben dargestellten Probleme dar. DAESOL-II
16st Anfangwertprobleme (IVPs) fiir linear implizite DAEs vom Index 1. Es
beruht auf einem BDF-Verfahren variabler Schrittweite und Ordnung und
nutzt zur effizienten Generierung von Sensitivitdten das Prinzip der Inter-
nen Numerischen Differentiation (IND), welches von Bock [Boc81] entwickelt
wurde. Wir verwenden auferdem einige Ergebnisse aus den Arbeiten von
Bleser [Ble86], Eich [Eic87] und Bauer [Bau99|. Diese entstanden iiber die
letzten Jahre hinweg in der Arbeitsgruppe von Bock und manifestierten sich
bisher in dem in einigen Varianten vorliegenden Vorginger-Code DAESOL.
Dieser stabile und zuverlédssige in Fortran-77 geschriebene Integrator wird
seit Jahren mit Erfolg zur effizienten Losung von Anfangswertproblemen
und zur Berechnung von Sensitivitdten im Optimierungskontext eingesetzt.
Er besitzt aber auch eine Reihe von, zum Teil durch die Implementierung
bedingten, Nachteilen und Schwéichen wie dem Fehlen einer dynamischen
Speicherverwaltung oder eines prézise definierten, erweiterbaren modularen
Aufbaus. Dies macht ihn nur schwer erweiterbar und erfordert dazu noch
Expertenwissen iiber den gesamten Integrator. Letzteres wird mit der zuneh-

menden Komplexitdt moderner Integratoren, sowohl hinsichtlich der zugrun-



deliegenden Theorie, wie auch des Programmcodes an sich, immer schwerer
vermittelbar.
Hier setzt das von Grund auf neu im ANSI-C Standard implementierte

DAESOL-IT an. Die Hauptziele bei seiner Entwicklung waren folgende:

Schnelle, zuverldssige und exakte Losung von IVPs fiir steife linear

implizite DAEs vom Index 1,

- effiziente Erzeugung von Ableitungen dieser Losungen nach Anfangs-
werten, Parametern und Kontrollen und kombinierten Richtungen all

dieser,

- einfache Erweiterbarkeit ohne Expertenwissen iiber den gesamten Inte-
grator durch einen modularen Aufbau mit prézise definierten Schnitt-

stellen,

- klare und benutzerfreundliche Bedienung fiir den Anwender bei um-

fangreichen Konfigurationsmoglichkeiten und

- Einsetzbarkeit auf vielen Systemen mit effizienter Ausnutzung der vor-

handenen Hardware.

Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Diplomarbeit gliedert sich in 7 Kapitel. Die einzelnen Kapitel
sind groftenteils unabhéngig voneinander, lediglich Kapitel 4 und 5 stiitzen

sich mehr auf die in den vorhergehenden behandelte Materie.
Kapitel 1 enthélt die Einleitung und diese Gliederung der Arbeit.

In Kapitel 2 stellen wir die notwendigen theoretischen Grundlagen vor, die
zur Losung von Anfangswertproblemen bei differential-algebraischen Glei-
chungen benétigt werden und behandeln dabei neben den verschiedenen
auftretenden Typen von DAEs auch die Existenz- und Eindeutigkeit der

Losungen, sowie den Begriff des Index.

In Kapitel 3 wird die Klasse der linearen Mehrschrittverfahren zur nume-
rischen Behandlung von Anfangswertproblemen vorgestellt. Wir erldutern
Aussagen {iber Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz dieser Verfahren zu-

ndchst auf dquidistanten Gittern und fiir konstante Ordnung und transfe-



rieren die Ergebnisse dann im Anschluf soweit moglich auf variable Gitter.
Schlieklich werden noch die BDF-Verfahren mit ihren grundlegenden Figen-
schaften eingefiihrt und ihre Anwendung auf DAEs erldutert.

Kapitel 4 beschéftigt sich mit der Berechnung von Sensitivitdtsinformatio-
nen fiir DAEs. Wir gehen dabei zunéchst auf die theoretischen Grundlagen
zur Sensitivitdtsberechnung ein und motivieren die Variationsdifferentialglei-
chungen bzw. die Variations-DAEs. Danach werden wir zwei grundsétzliche
Ansétze zur numerischen Berechnung der Sensitivitdten vorstellen und ihre
Vor- und Nachteile kurz erldutern. Hierbei gehen wir insbesondere auf die
Gewinnung von Sensitivitdten mit Hilfe des Prinzips der Internen Numeri-

schen Differentiation ein.

Kapitel 5 widmet sich dem wahrend dieser Diplomarbeit entstandenen Inte-
grator DAESOL-II. Wir présentieren und entwickeln die speziell in

DAESOL-IT verwendeten Strategien und gehen auf Fragen der Implementie-
rung ein. Im Zuge dessen beschéftigen wir uns mit der Darstellung der Inter-
polationspolynome im BDF-Verfahren, der Fehlerschitzung, einer effizienten
Schrittweiten- und Ordnungssteuerung, sowie der Losung der beim implizi-
ten BDF-Verfahren auftretenden nichtlinearen Gleichungssysteme und den
Strategien zum Start des Mehrschrittverfahrens. Auferdem betrachten wir
die Generierung von konsistenten Anfangswerten fiir ein DAE-Anfangswert-
problem und die im Optimierungskontext wiinschenwerte Moglichkeit der
relaxierten Formulierung der algebraischen Gleichungen. Ferner beschéfti-
gen wir uns detaillierter mit der konkreten Umsetzung des Prinzips der IND
bei der Berechnung der Sensitivitdten. Abschlieftend diskutieren wir noch
einige Moglichkeiten zur Generierung der bendtigten Ableitungen der Mo-
dellfunktionen und geben einen Uberblick iiber die Schnittstelle, den Aufbau

des Programms und die verwendeten Softwarebibliotheken.

Die Fahigkeit zur Losung komplizierter Probleme und die Effizienz des von
uns implementierten Integrators demonstrieren wir in Kapitel 6. Dazu mo-
tivieren und l6sen wir eine Reihe von Anfangswertproblemen fiir ODEs und
DAEs. Neben einigen einfachen Testbeispielen und anspruchsvolleren Proble-
men aus Problemsammlungen behandeln wir auch Beispiele aus der Anwen-
dung in der Verfahrenstechnik und der Biochemie, eine Destillationskolonne

und die Peroxidase-Oxidase-Reaktion.



In Kapitel 7 wird abschliefend das Wesentliche der Arbeit nocheinmal zu-
sammengefallt und es werden in einem Ausblick einige weitergehende Aspek-
te und Moglichkeiten der Erweiterung von DAESOL-IT andiskutiert.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen zur
Losung differential-

algebraischer Gleichungen

In diesem Kapitel werden die notwendigen theoretischen Grundlagen fiir die
Losung von differential-algebraischen Gleichungen (DAEs) dargestellt. Zu-
erst wird formal ein DAE-System eingefiihrt, danach werden grundlegende
Eigenschaften (Index, Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, etc.) erldu-
tert. Desweiteren werden grundlegende Begriffe definiert und einige Spezial-
falle von DAEs vorgestellt.

2.1 Verschiedene Typen von DAEs

Definition 2.1.1 (Voll-implizite DAE)

Eine voll-implizite DAE ist ein System von Gleichungen

F(t,y(t),5(t) =0, (2.1)

wobel F': R x R™ x R™ — R™ und y : R — R™ vektorwertige Funktionen
sind und ¢ eine unabhéngige Variable beschreibt. ¢ entspricht der Ableitung
nach ¢. (Diese Festlegung wird im Folgenden stets beibehalten.)

Oft treten in der Modellierung von realen Prozessen folgende Spezialfille auf:
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Definition 2.1.2 (Semi-explizite DAEs)
Eine differential-algebraische Gleichung heifit semi-explizit, wenn sie wie folgt
in einen differentiellen und einen algebraischen Teil aufgespaltet werden

kann:

z(t) = f(t,z(t),z(t)) e R (2.2)
0 = g(t,z(t),2(t)) € R",

wobel z(t) € R" die differentiellen und z(¢) € R™ die algebraischen Varia-
blen sind. Entsprechend heifien die oberen Gleichungen differentielle Glei-

chungen und die unteren algebraische Gleichungen der DAE.

Definition 2.1.3 (Linear implizite DAEs)
Eine DAE heiit linear implizit, wenn sie linear in den Ableitungen von =z

nach t ist

A(t,x(t),2(t)) z(t) = f(t,z(t),2(t)) € R™ (2.3)
0 = g(t,xz(t),2(t)) € R,

wobei A(t,x(t),z(t)) € R™*" g :R — R"™ und z: R — R"=.
Definition 2.1.4 (Losung einer DAE)

Eine (klassische) Losung auf einem Intervall Z C R der obigen Klassen von

DAEs ist eine stetig differenzierbare vektorwertige Funktion

= ( 0 ) ‘R — R™ =R" x R™,

2(t)

welche die gegebenen Gleichungen fiir alle ¢ € 7 erfiillt.

Aus obigen Definitionen wird ersichtlich, dass der Unterschied zwischen ge-
wohnlichen Differentialgleichungen (ODEs) und DAEs darin liegt, dass die
Loésung einer DAE auf der von den algebraischen Gleichungen (vollstdndig)
definierten Mannigfaltigkeit bleibt.

Jede hinreichend glatte DAE kann in eine gewthnliche Differentialgleichung
transformiert werden, indem man den algebraischen Teil des Systems diffe-
renziert. In diesem Zusammenhang ist der differentielle Index, welcher die
algebraischen Gleichungen charakterisiert, eine bedeutende Grosse. Dieser

wurde zuerst von Gear [Gea88| eingefiihrt.
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2.2 Differentieller Index einer DAE
Definition 2.2.1 (Differentieller Index einer DAE)
Die implizite DAE
F(t,y(t),4(t) =0
ist vom differentiellen Index k € N (kurz: Indez), wenn k die kleinstmogliche

Zahl ist, so dass y(t) vollstdndig durch die folgenden (k + 1) Gleichungen

bestimmt ist:

SRy, 50) = 0
dk .
TR (y(0).50) = 0

Beispiel 2.2.2 (Beispiel fiir ein System vom Index 1)
Betrachtet man die semi-explizite DAE (2.2) und die Ableitung der algebra-

ischen Gleichungen g nach ¢, so erhilt man (ohne das Argument ¢):
gt + 92 + 922 = 0.

Sei g, reguldr, dann erhélt man durch Umformen

2 =—g. (gt + gud)

und somit folgendes gekoppelte ODE-System

a(t) = ft,2),2())
dt) = —gz (tat), (1)) [ge(t, x(t), 2(1)) + gu(t, x(t), 2(1))E (t)] -

Nach Definition 2.2.1 ist diese DAE vom differentiellen Indez 1.
Ist g, singulér, so iteriert man das Schema und erhé&lt nach einer endlichen

Anzahl von Iterationen ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Bemerkung 2.2.3 (DAEs mit Index grésser als 1)

Eine DAE mit Index k grosser als 1 kann durch (k — 1)-faches Ableiten der
algebraischen Gleichungen nach ¢ in eine DAE mit Index 1 umgeformt wer-
den.

Die analytische Losung eines indexreduzierten Systems erfiillt die algebra-

ischen Gleichungen des urspriinglichen Problems und deren erste (k — 1)



2.3 Stoérungsindex einer DAE 9

Ableitungen. Sie ist somit identisch mit der analytischen Losung des ur-
spriinglichen Problems.
Das System der algebraischen Gleichungen und ihrer ersten (k — 1) Ablei-

tungen nennt man die Invarianten des indexreduzierten Systems.

Bemerkung 2.2.4 (Numerische Schwierigkeiten)

Die numerische Losung von DAEs mit Index grofer als 1 ist wesentlich
komplizierter als es nach den obigen Uberlegungen den Anschein hat. In
der numerischen Berechnung besteht das Problem, dass man, aufgrund der
Diskretisierungs- und Rundungsfehler, die durch die Invarianten definierte
Mannigfaltigkeit verldsst. Es muss somit sichergestellt sein, dass die Inva-
rianten im Laufe der Integration noch immer erfiillt sind. Die numerische
Behandlung von solchen Gleichungen wird detaillierter in den Werken von
Eich [Eic91, Eic93], von Schwerin [vS97], Petzold [PRM97]| oder Pantelides
[PSV94| beschrieben und wird in dieser Arbeit nicht weiter behandelt.

2.3 Storungsindex einer DAE

Fine weitere, insbesondere fiir die numerische Behandlung, wichtige Grosse
ist der Storungsindez. Dieser beschreibt die Sensitivitat des Systems in Be-
zug auf kleine Stérungen in der rechten Seite oder den Anfangswerten des

Systems und wurde von Hairer et al. [HLR89]| eingefiihrt.
Definition 2.3.1 (Stérungsindex einer DAE)
Fiir eine DAE (2.1) ist der Stérungsindez entlang der Losung y(t), t € [to, t¢],

definiert als die kleinste ganze Zahl k, so dass fiir alle Funktionen g(¢) mit
dem Defekt

die Abschétzung

[9@) —y@®) | < C(F |ty - 750|)<H 9(0) —y(0) ||
+ max | S(r)dr || (2.4)
o<i<t  Jo

A

+ max || 6 || +... + max || §F V() H>
0<i<t 0<i<t

gilt, unter der Voraussetzung, dass d(t) klein genug ist.
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Beispiel 2.3.2
Der Stoérungsindex ist 0, wenn folgende Abschétzung gilt

19() —y(t) < C(F, [ty —tol) (H §(0) = y(0) [| + max | / o(r)dr !) :
<i<t  Jo

Fiir gewohnliche Differentialgleichungen mit Lipschitz-stetiger rechter Seite

gilt diese Abschitzung immer und somit ist der Stérungsindex 0.

Fiir semi-explizite DAEs stimmt der differentielle Index mit dem Stérungs-
index iiberein. Dies gilt im Allgemeinen jedoch nicht, wie folgendes Beispiel
belegt [HLR&9|:

Man betrachte das System:

11(t) — y3(t)ya(t) + y2(t)ys(t) = 0
y2(t) = 0
Y3 (t) = 0.

Dieses Problem ist vom differentiellen Index 0.

Fiir die Anfangswerte y(0) = (0,0,0)7 erhélt man die Lésung y = 0. Nimmt
man die kleine Stérung §(t) = (0,esin(wt),ecos(wt))?, so erhilt man als
Losung § = (e2wt, esin(wt), e cos(wt))T. In diesem Fall ist es unmoglich fiir
kleines aber festes € und w — oo eine Abschdtzung der Form (2.4) mit k£ =1

zu finden, also ohne max ||(¢)|| zu berticksichtigen.

Gear bewies folgenden allgemeinen Zusammenhang zwischen differentiellem
Index und Stérungsindex: (Beweis, siehe [HNW96])

Theorem 2.3.3 (Gear, 1990)
Fiir die DAE (2.1) gilt
pi < di+1

falls der differentielle Index di und der Stérungsindex pi existieren.

Bemerkung 2.3.4

Die Wichtigkeit des Stérungsindex fiir die numerische Behandlung wird durch
folgende Uberlegung deutlich: Der Stérungsindex zeigt den Einfluss von Run-
dungsfehlern in F'. Hat die DAE Storungsindex k, so steht in (2.4) die (k—1)-
te Ableitung von ¢. Obwohl die Stérung J sehr klein sein kann (z.B. von der
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Ordnung der Maschinengenauigkeit aufgrund von Rundungsfehlern), kann
ihre Ableitung sehr grof werden. Dies kann zu Problemen in der numeri-
schen Behandlung von DAEs mit Stérungsindex grofer als 1 fiihren.

Fiir die numerische Losung kann man beweisen, dass die Diskretisierungs-
und Rundungsfehler des Integrators sie mit der Ordnung O(h('~*)) beein-

flussen, wobei h die maximale Schrittweite wahrend der Integration ist.

2.4 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Betrachtet man Systeme von gewthnlichen Differentialgleichungen, so gibt es
einfache Satze iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Anfangswertproble-
men, wie z.B. die bekannten Sdtze von Peano und Picard-Lindelif (siehe u.a.
[Wal93]). Manche der Aussagen aus der Theorie der gewthnlichen Differen-
tialgleichungen kénnen auf die Theorie der DAEs {ibertragen werden, indem
man DAEs wie oben beschrieben als gew6hnliche Differentialgleichungen be-
trachtet mit der Bedingung, dass die Losungen in der von den algebraischen
Bedingungen beschriebene Mannigfaltigkeit liegt. Diesen Ansatz verfolgte
z.B. Rheinboldt in [Rhe84].

Fiir die allgemeine Losbarkeit von DAEs gilt:

Definition 2.4.1 (Lésbarkeit von DAESs)

Sei Z C R offen, () eine offene und zusammenhéngende Teilmenge aus dem
R x R™ x R™ und F : Q — R"™ differenzierbar. Die DAE (2.1) ist dann in
Q) im Intervall 7 16sbar, wenn es eine r-dimensionale Familie von Lésungen
Y (t,¢) gibt, welche auf einer zusammenhingenden offenen Menge Z x Q,
Q) C R", definiert sind, so dass

1. Y(t,c) fiir alle t € Z und fiir alle ¢ € Q definiert ist,

2. (t,Y(t,¢),Y(t,c)) € Q fiir (t,c) € T x Q,

3. falls (t) eine weitere Losung ist, mit (¢,v(t),1(t)) € €, dann gilt
Y(t) = Y (t,c) fiir ein gewisses ¢ € Q,

4. der Graph von Y als Funktion von (t,¢) eine (r + 1)-dimensionale

Mannigfaltigkeit ist.

Dieses Konzept von Losbarkeit beinhaltet, dass keine Bifurkationen existie-

remn.
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Fiir den Fall einer linear impliziten DAE (2.3) vom Index 1 erhélt man fol-

gende Aussagen:

Satz 2.4.2 (Existenz und Eindeutigkeit von DAEs vom Index 1)
Seien A: Rx S — R™ xR"%, f:RxS — R"™ und g: R x § — R"=
C"-Funktionen, r > 2, § C R%*" offen und y = (27, 27)7 € R™.

Dann folgt, dass

A(t,y) 0 _f(tay)
Sy =< (¢, R x S : Ran M
0 {(t y) € Rx S: Rang (gx(t7y) g-(ty) gt y) > }

eine offene Teilmenge von R ist.

Betrachtet man die Mannigfaltigkeit

M(g,S) ={(t,y) e R x S:g(t,y) =0},

so gilt, falls My = M(g,S) NSy # 0, dass My eine Untermannigfaltigkeit
von M (g, S) ist und fiir alle (tg,yo) eine C"~'-Losung von (2.3) existiert, die
durch (tg,yo) verlauft und eindeutig ist.

Bemerkung 2.4.3 (Numerische Losung von DAEs vom Index 1)

Sei
Alt,y) 0
S =< (t,y) R x S :Ran -
1 {(t y) € Rx 8 (ggc(t,y) gZ(tvy)) }

und ferner

My = M(g,5) NSy # 0,

so muss fiir die numerische Losung der DAE (2.3) mit Standardmethoden
zusétzlich gelten, dass (¢,y) € M; fiir alle Punkte der Losung.

Dann sind die Matrizen A und g, regulér fiir alle (¢,y) € M, ihre Inversen
sind beschriankt und fiir konsistente Anfangswerte (to,yp) € M; hat das
Anfangswertproblem (2.3) eine eindeutig bestimmte Losung y(t). Diese hingt
stetig und (r — 1)-mal differenzierbar von den Anfangswerten z( ab. zo ist

eindeutig durch z¢ und g¢(tg, zo, z0) = 0 bestimmyt.



Kapitel 3

Numerische Losung von

Anfangswertproblemen fur
DAEs vom Index 1

In diesem Kapitel werden die linearen Mehrschrittverfahren (LMM) zur Lo-
sung von Anfangswertproblemen (IVPs) fiir gew6hnliche Differentialgleichun-
gen und DAEs eingefiihrt. Hierbei werden wir eine bestimmte Klasse von
LMMs, die Backward-Differentiation-Formulas (BDF), genauer betrachten,
da sich diese als sehr effizient fiir die Behandlung von steifen Problemen er-
wiesen haben.

Zuerst werden wir diese Methoden und ihre Eigenschaften fiir gewohnliche
Differentialgleichungen auf dquidistanten Gittern untersuchen, spéater wird
die Theorie auf variable Gitter erweitert. Zum Schluss wird erldutert, wie
BDF-Methoden auf linear implizite DAEs angewendet werden. (Weitere De-
tails hierzu, siche [SW95] oder [HNW96, HNW93].)

3.1 Lineare Mehrschrittverfahren auf Aquidistanten

Gittern

Definition 3.1.1 (IVP fiir gew6hnliche Differentialgleichungen)
Sei T = [to,tf] C R, f: R x R™ — R™. Ein Anfangswertproblem (IVP)

ist definiert als das Problem, eine Funktion y : R — R™ zu finden, welche

13
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dem System

und den Anfangswerten

y(to) = yo
geniigt.
Bemerkung 3.1.2 (Steifheit)

Bei der Simulation von vor allem chemischen und biologischen Prozessen,
aber auch bei manchen mechanischen oder elektrischen Prozessen, sowie der
Diskretisierung von parabolischen partiellen Differentialgleichungen mit der
Linienmethode, erhélt man oft Modelle, die eine bestimmte Eigenschaft, ge-
nannt Steifheit, besitzen. Die ersten, die diese Eigenschaft entdeckten und
beschrieben, waren Curtiss und Hirschfelder [CH52]. Zusammengefafit lautet
ihre Beschreibung: Steife Gleichungen sind solche, bei denen bestimmte im-
plizite Verfahren, insbesondere BDF-Verfahren, besser, normalerweise erheb-
lich besser, als explizite funktionieren. Hairer und Wanner charakterisieren
dies in [HNWO96] noch etwas pragnanter: Steife Gleichungen sind Probleme
bei denen explizite Verfahren nicht funktionieren. Steifheit entzieht sich bis
heute einer einheitlichen Definition, gebrduchliche Charakterisierungen fiir

steife Systeme sind aber beispielsweise:

e Die Existenz von sich langsam verdndernden Loésungen des Anfangs-
wertproblems und die Eigenschaft, dass Losungen, die sich in einer un-
mittelbaren Umgebung von diesen sich langsam &ndernden Ldsungen

befinden, sich diesen schnell annéhern.

e Es existieren Eigenwerte )\; der Matrix %, wobei f rechte Seite einer

dy?
ODE ist, mit
Hﬁ(t (t))H\t —to] > 1
y Y f—to )
flir welche
§R()\,) <0
gilt.

Ein bekanntes Beispiel fiir ein steifes System ist ein System von chemischen
Reaktionen, bei denen einige Reaktionen erheblich schneller ablaufen als an-

dere.
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Genau genommen sollte man i.a. nicht von einem steifen System an sich
sprechen, sondern einem Anfangswertproblem, dass fiir gewisse Anfangswer-

te steif ist.

Definition 3.1.3 (Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren)
Die allgemeine Form eines linearen Mehrschrittverfahrens mit k Schritten fiir

die Berechnung einer Gitterfunktion uy(t) auf einem dquidistanten Gitter
In = {t € [to, ts] : t = tm,m =0,1,..., N, t, = to + mh}
als Ndherung der Losung y(t) eines IVPs ist definiert durch:
1. Die Festlegung der k Startwerte w,, = up(t;,),m =0,1,...,k —1 und

2. einer Differenzengleichung, um den néichsten Naherungswert u,,  aus-

zurechnen

k k
Z AUm 4] = hZﬁlf(tm-i-laum-H)am = 07 ]-7 s aN - ka (31)
=0 =0

mit oy, f; € R und g # 0, |ag| + |Bo| # 0.

Bemerkung 3.1.4

e Das Verfahren heifst linear, weil die Verfahrensfunktion

k
¢(tma Umy « oy Um4-k3 h) = Z ﬂlf(tm—l—l, um-‘,—l)
=0

linear von den Werten f(t,,4, tm;) abhéngt.

e Die Bedingung aj # 0 stellt sicher, dass die implizite Gleichung (3.1)

eine eindeutige Losung w,,x besitzt (zumindest fiir h geniigend klein).

e Die Bedingung |ag| + |Go| > 0 stellt sicher, dass die Anzahl k£ von

Schritten eindeutig ist.

e Fiir B, = 0 ist das Verfahren explizit und die Losung kann direkt
berechnet werden. Andernfalls ist das Verfahren implizit und in jedem
Schritt muss ein System von Gleichungen der Form

B

a

Um+k = h kf(tm-‘rk, um-‘rk) + v, (32)
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wobel

e
—

1
oy

v = (hOLf (trmetis Umetl) — OqUm41]

N
Il
o

unabhéngig von (¢, 4k, Umik) ist, gelost werden. Dieses System ist im
Allgemeinen nichtlinear und wird normalerweise, abhdngend von der
behandelten Klasse von Problemen, mit Funktionaliterationen oder ei-

nem Newton- oder Newton-dhnlichen Verfahren gelost.

Bemerkung 3.1.5
Aus Definition 3.1.3 erkennt man, dass ein lineares Mehrschrittverfahren aus
2 Phasen besteht:

e Einer Anfangsphase, in der die Ndherungen wuy, ..., ug_; z.B. mit einem
Runge-Kutta-Verfahren oder mit einem LMM mit niedrigerer Schritt-

zahl berechnet werden, und

e ciner Laufphase, beschrieben durch (3.1), in der in jedem Schritt ein

System von nichtlinearen Gleichungen gelost werden muss.

3.1.1 Ordnung eines linearen Mehrschrittverfahrens
Definition 3.1.6 (Erzeugende Polynome)
Fiir ein lineares Mehrschrittverfahren 3.1.3 sind die erzeugenden Polynome

definiert als

p(§) = "+ 4+ ag (3.3)
o(&) = B +B1 T+ 4 B (3.4)
Definition 3.1.7 (Lokaler Diskretisierungsfehler, Konsistenzfehler)

Der lokale Diskretisierungsfehler o bzw. der Konsistenzfehler T eines LMM

ist definiert als

k
hr(y(t), h) == oly(t), h] == Lly(t), k] = 3 [euy(t + Ih) — hy(t + Ih)]
=0

wobei L der lineare Differenzenoperator ist.
Definition 3.1.8 (Konsistenzordnung eines LMM)
Ein LMM ist von der Konsistenzordnung p, wenn fiir alle y € CP1([to,t/])
gilt:
L[y(t),h] = O(h**1)
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fir h — 0. Die Konsistenzordnung beschreibt, wie schnell der lokale Fehler
fiir h — 0 nach 0 geht.

Lemma 3.1.9
Ein LMM ist von der Konsistenzordnung p, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

k
o =0, (3.5)
=0
k
> oy - = 0, (3.6)
=0
k
1 v—1
Z—‘ —1"" 3] = 0, v=23,...,p. (3.7)
=0 v )

Bemerkung 3.1.10 (Konsistenzbedingungen)
Die Bedingungen an ein LMM die Konsistenzordnung 1 zu besitzen, nennt
man Konsistenzbedingungen. Sie kénnen mit Hilfe der erzeugenden Polynome

als

dargestellt werden.
Hat ein Verfahren mindestens die Konsistenzordnung 1, so ist £; = 1 eine
Nullstelle von p(¢) und das Verfahren heifit konsistent.

3.1.2 Nullstabilitdt eines LMMs

Betrachtet man LMMs in der Praxis, so bemerkt man, dass ein LMM, trotz
hoher Konsistenzordnung und somit kleinem lokalen Diskretisierungsfehler,
nicht konvergieren muss. Dies beruht auf der Fehlerfortpflanzung aus fehler-
haften fritheren Werten u,, und den Auswertungen der rechten Seite f an
diesen Werten.

Vernachldssigt man nun die Fehlerfortpflanzung in den f,,-Termen, indem

man den Fall h — 0 betrachtet, so erhilt man das Konzept der Nullstabilitat:

Definition 3.1.11 (Nullstabilitit)
Ein LMM heifit nullstabil, wenn das erzeugende Polynom p(¢) folgende Be-

dingungen erfiillt:
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a) Die Nullstellen von p(§) liegen auf dem Rand oder innerhalb des Ein-

heitskreises und

b) die Nullstellen auf dem Rand des Einheitskreises sind einfach.

Bemerkung 3.1.12

Fiir ein konsistentes LMM definiert man noch folgende Begriffe:

Liegt mehr als eine Nullstelle auf dem Rand des Einheitskreises, so heifst das
Verfahren schwach stabil (oder schwach instabil).

Sind alle von & = 1 verschiedene Nullstellen innerhalb des Einheitskreises,
heift das Verfahren stark stabil.

3.1.3 Konvergenz eines LMMs

Dahlquist zeigte 1956, dass Konsistenz und Nullstabilitdt notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz eines LMMs sind [Dah56].

Definition 3.1.13 (Konvergenz eines LMMs)

Ein LMM ist konvergent, wenn fiir alle IVPs, fiir die f Lipschitz-stetig auf
S = {(t,y) :to <t <ty,y € R™} ist und fiir alle Startwerte up(to + mh),
m=0,1,...,k— 1 mit

lly(to +mh) — up(to + mh)|| — 0 firh — 0
gilt, dass
E(y(t)vh) = Hy(t) - uh(t)H —0,h—0,t€ [t07tf]7

wobei ¢ der globale Fehler des LMMs ist.

Definition 3.1.14 (Konvergenzordnung)

Ein LMM ist konvergent von der Ordnung p, wenn fiir alle IVPs mit auf S
geniigend glattem f ein hg > 0 existiert, so dass fiir alle Startwerte

up(to +mh), m=0,1,...,k — 1 mit

||y(t0 + mh) — ’uh(to + mh)|| < Coh? fiir h e (0, ho]

dann
ly(t) —un(t)|| < ChP, fiir h € (0, ho]

gilt.
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Definition 3.1.15 (Stabilitit ein LMMs)

Ein LMM ist stabil, wenn fiir alle geniigend glatten Funktionen y(¢) von h
unabhéngige Konstanten C7,Cy € R existieren, so dass fiir alle Gitter I
gilt:

<
max [le(y (1), O] < Crmax |7 (y(t), D} + C2 estare,

wobel €g4q+ das Maximum der Normen der Fehler in den Startwerten ist.

Folgerung 3.1.16
Wenn ein LMM konsistent und stabil ist und die Fehler in den Startwerten
gleich 0 sind, so ist es konvergent und die Konvergenzordnung ist gleich der

Konsistenzordnung.

Theorem 3.1.17 (Dahlquist)
Sei y(t) € C?>(I,R™) und f Lipschitz-stetig, dann ist ein nullstabiles und
konsistentes LMM stabil.

Theorem 3.1.18 (Konvergenzkriterium)

Ein LMM ist genau dann konvergent, wenn es nullstabil und mindestens von
Konsistenzordnung 1 ist.

Ein LMM ist genau dann konvergent und von der Konvergenzordnung p,

wenn es nullstabil und von Konsistenzordnung p ist.

Dahlquist hat gezeigt, dass die Konsistenzordnung eines nullstabilen k-Schritt
LMMs beschrankt ist [Dah56]:

Theorem 3.1.19 (Erste Dahlquist-Schranke)
Die Konsistenzordnung p eines nullstabilen k-Schritt LMMs erfiillt

IN

D k+ 2 falls k gerade,

p < k41 falls k ungerade,
p < k falls B;x/ar <0 (insbesondere also bei expliziten LMMs).

3.1.4 Absolute Stabilitidt eines LMMs

Bei dem Konzept der Nullstabilitdt haben wir die Fehlerfortpflanzung in den
Termen f(t,,,u,) der rechten Seite des LMMs vernachlissigt. Dies kann da-
zu fithren, dass wir, obwohl ein LMM nullstabil und konsistent - und damit
konvergent - ist, Konvergenz nur fiir sehr kleine Schrittweiten h erhalten.

Die Untersuchung der Fehlerfortpflanzung in der rechten Seite fithrt auf das
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Konzept der absoluten Stabilitdt.
Wir untersuchen das Verhalten eines LMM auf der reprisentativen Testglei-
chung von Dahlquist

y(t) = My(t), A e C. (3.8)

Wenn wir auf diese Gleichung ein k-Schritt LMM anwenden, erhalten wir die

lineare Differenzengleichung
(g — NGk ) tumak + - - - + (g — hABy ) um, = 0. (3.9)

Diese Gleichung hat genau dann stabile Losungen u;, wenn alle Nullstellen

der charakteristischen Gleichung

p(§) = hAa(§) =0

innerhalb oder auf dem Rand des Einheitskreises und mehrfache Nullstellen
im Inneren des Einheitskreises liegen.

Dies fiithrt zur folgenden Definition:

Definition 3.1.20 (Gebiet der absoluten Stabilitét)
Das Gebiet der absoluten Stabilitdt eines LMMs ist definiert als

D= {h)\ € C : Alle Nullstellen von (3.9) erfiillen |£;(hA)| < 1,
und mehrfache Nullstellen erfiillen |§;(h\)| < 1}.

Bemerkung 3.1.21
Fir h = 0 erhalten wir die Definition der Nullstabilitdt. Daher ist Nullsta-
bilitat dquivalent zu 0 € D.

Beispiel 3.1.22 (Stabilititsgebiete der Eulerverfahren)
Fiir das explizite Eulerverfahren w,,+1 = wy + hf (tm, uy) haben wir die

charakteristische Gleichung
—14+&—hA=0,

und daher |1+ hA| <1 fiir hA € D.

Fiir das implizite Eulerverfahren w,,+1 = wpm + hf (tm41, Um+1) haben wir
1+ E—RAE=0.

Und damit |1 — hA| > 1 fiir hA € D (vgl. Abb. 3.1).
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Explizites Eulerverfahren Implizites Eulerverfahren

0
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Abbildung 3.1: Stabilitidtsgebiete des expliziten und impliziten Eulerverfahrens

Bemerkung 3.1.23

Das explizite Eulerverfahren ist ein représentatives Beispiel fiir die Ineffi-
zienz von expliziten Verfahren bei der Behandlung von steifen Problemen,
die, auf die Testgleichung {ibertragen, gewohnlich dem Fall R(\) < 0 ent-
sprechen. Aufgrund seines beschrénkten Stabilitdtsgebietes kann man allein
aus Stabilitdtsgriinden gezwungen sein, sehr kleine Schrittweiten zu wéh-
len, unabhéngig vom lokalen Diskretisierungsfehler. Zum Beispiel folgt fiir
R(\) = —1000 notwendigerweise h < 1073.

Die bei der Behandlung von steifen Problemen wiinschenswerte Eigenschaft
eines LMMs, dass C~ = {z € C: R(z) < 0} eine Teilmenge von D ist, hat
Dahlquist definiert als:

Definition 3.1.24 (A-Stabilitit eines LMMs)
Ein LMM ist A-stabil wenn C~ C D.

Dahlquist hat 1963 gezeigt, dass es eine Beschrankung fiir die Ordnung eines
A-stabilen LMMs gibt [Dah63].

Theorem 3.1.25 (Zweite Dahlquist-Schranke)
Ein A-stabiles LMM besitzt eine Konsistenzordnung von p < 2.

Da eine maximale Konsistenzordnung von 2 in der Praxis i.A. nicht ausrei-
chend ist um Probleme effizient zu 16sen, filhrte Widlund eine leicht abge-

schwiichte Definition ein, um fast A-stabile Verfahren zu beschreiben.
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Definition 3.1.26 (A(«a)-Stabilitit eines LMM)
Ein konvergentes LMM ist A (a)-stabil mit 0 < o < 7/2 wenn

D, :={hA: |arg(—h\)| < a, hA # 0} C D,

wobei arg das komplexe Argument bedeutet.

3.2 Lineare Mehrschrittverfahren auf variablen Git-
tern

Wir gehen nun zu variablen Gittern iiber und transferieren einige unserer

Definitionen und Ergebnisse vom &quidistanten Fall. Dabei werden wir be-

obachten, dass, mit einigen kleinen Anpassungen, die meisten Resultate ohne

Probleme iibertragen werden konnen.

Definition 3.2.1 (Allgemeines LMM auf variablen Gittern)

Ein allgemeines LMM mit k Schritten auf einem variablen Gitter
Iy, = {t € [to,tf] t=tym,m=0,1,...,N, ty, =t;m_1+ hp_1 flir m # 0}

ist definiert durch
k k
> it = honsk1 Y Bim f (tm s Umgr), m=0,...,N =k, (3.10)
= =0

Up(tm) = Um, m=0,...,k—1,

wobei A, Bim € R, |aom|+|Bom| # 0 und oy, Br von den Schrittweitenéin-
derungen w; := h;/h;—1,i=m+1,...,m+k—1, abhingen. Wir normieren

im Folgenden so, dass oy, = 1.

3.2.1 Konsistenzordnung von LMMs auf variablen Gittern

Ahnlich zu 3.1.8 definieren wir

Definition 3.2.2 (Konsistenzordnung auf variablem Gitter)
Ein LMM (3.10) besitzt Konsistenzordnung p, wenn fiir alle Polynome P(t)
mit deg(P) < p und alle Gitter I}, gilt:

Zalm tmt) = Pnro— 1Zﬁzm (tmt1)-
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Theorem 3.2.3
Sei das LMM (3.10) von Konsistenzordnung p und sei f € CP(S). Zuséatzlich
gelte:

1. Die Schrittweitendnderungen w; = h;/h;—1, i =m+1,... . m+k—1,

sind beschrankt fiir alle m und
2. die Koeffizienten oy, i sind beschréinkt.

Dann ist der lokale Diskretisierungsfehler, der analog zum dquidistanten Fall
definiert ist, von der Ordnung (’)(hfnﬂ).

3.2.2 Stabilitit
Definition 3.2.4
Fiir ein LMM (3.10) mit Koeffizienten o, definieren wir zur einfacheren

Notation die Matrizen

—Qg—1m —Ok—2m ... —O1m —Qom
1 0 0 0
A, = 0 1 .0 0
0 0 1 0

Definition 3.2.5 (Stabilitit auf variablem Gitter)
Ein LMM auf einem variablen Gitter ist stabil, wenn es ein M € R gibt mit

AmsjAmtjo1- - Amp1Aml|] < M

fiir alle m und j > 0.

Wir erhalten den folgenden Zusammenhang zwischen Stabilitdt auf varia-
blen Gittern und starker Stabilitdt auf dquidistanten Gittern, bewiesen von
Crouzeix und Lisbona [CL84|.

Theorem 3.2.6 (Stabilitit auf variablen Gittern)
Fiir das LMM (3.10) gelte

L. Zé:ol A, = —1,

2. die Koeffizienten oy, = apm(Wm41,-- -, Wmtk—1) sind stetig in einer

Umgebung von (1,...,1) und
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3. das LMM ist stark stabil auf allen dquidistanten Gittern.

Dann existieren w, 2 € R, mit w < 1 < 2, so dass das LMM stabil ist, falls

w<wy, <N

fiir alle m gilt.

3.2.3 Konvergenz
Nun kénnen wir die Konvergenzaussage fiir variable Gitter formulieren.

Theorem 3.2.7 (Konvergenz eines LMMs auf variablem Gitter)
Das LMM (3.10) sei stabil, von Konsistenzordnung p und die Koeffizienten
Qm, Bim, selen beschrénkt. Fiir die Startwerte wu(t,,), m = 0,1,...,k — 1
gelte

ly(tm) = u(tm)|| = O(h{)

und die Schrittweitenénderungen w,, seien beschrénkt fiir alle m > 1.
Dann ist das LMM konvergent von der Ordnung p, d.h. es existiert ein C' € R,

so dass

[y(tm) = ultm)|| < CRP, o € [to, 7], h = max by,

3.3 BDF-Verfahren

Jetzt stellen wir die Backward-Differentiation-Formulas (BDF) vor. Diese
wurden eingefithrt von Curtiss und Hirschfelder [CH52] und wurden weiter
bekannt durch die Untersuchungen von Gear [Gea71]. Wir beginnen mit ihrer
Anwendung auf ODEs, erwdhnen einige ihrer Eigenschaften und zeigen, wie

man sie auf linear implizite DAEs anwendet.

3.3.1 BDF-Verfahren fiir ODEs

Die zugrunde liegende Idee bei BDF-Verfahren ist es, ein Interpolationspoly-
nom durch die (k + 1) Werte uy,, . .., Ui zu legen, und zu verlangen, dass

dieses der ODE an der Stelle ¢,,,1 geniigt.
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Definition 3.3.1 (BDF-Verfahren)
Das k-Schritt BDF-Verfahren ist definiert durch Festlegung der k Startwerte

und die Differenzengleichung

k
Z AmUm4] = hm—l—k—lf(tm—f—k, um-l—k)a m = 07 cee ,N - kj,
1=0

mit o, € R, ap,ar # 0. Dabei werden die oy, als Koeffizienten der Ab-
leitung des Interpolationspolynoms, geteilt durch h,,r—1, gewonnen. Da
Br = 1 # 0, sind die BDF-Verfahren implizite Verfahren.

Theorem 3.3.2 (Ordnung der BDF-Verfahren)
Ein k-Schritt BDF-Verfahren besitzt Konsistenzordnung k.

Im Gegensatz zu anderen LMMs sind die BDF-Verfahren nicht automatisch
nach Konstruktion nullstabil, so dass es nétig ist, dies nachzurechnen. Cryer

zeigte in diesem Zusammenhang folgenden Satz [Cry72]:

Theorem 3.3.3 (Nullstabilitit der BDF-Verfahren)
Die BDF-Verfahren (auf dquidistanten Gittern) sind nullstabil fiir & < 6 und
instabil fiir k > 7.

Daher sind nur die Verfahren bis zu k = 6 in der Praxis von Bedeutung (fiir
lokale Fehlerschitzung ggf. bis k = 7).

Theorem 3.3.4 (Stabilititsgebiete der BDF-Verfahren)
Die BDF-Verfahren sind A-stabil fiir £ < 2 und A(«)-stabil fiir & < 6 mit

folgenden Werten fiir a:

k‘l 2 3 4 5 6
| 90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°

Stabilitatsgebiete der BDF-Verfahren fir k=1,2,3 Stabilitatsgebiete der BDF-Verfahren fir k=4,5,6
k=l —— 20
4+ e k=2 - L
\k:?’ 7777777 Lr
,,,,,, 10
2 N 0 k=4 ——
5t . k=5 -~
Y k=6 -
Eo0 E o0 i
_5 L
KA BT
I -15
-20 B sz
-2 0 2 4 6 8 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Re Re



3.3 BDF-Verfahren 26

Stabilitatsgebiet des BDF-Verfahrens fir k=7

30
20 r
10

_lo L
_20 L
_30 L

Dabei sind die Stabilitdtsgebiete in obigen Abbildungen stets die Bereiche

auferhalb der geschlossenen Kurven.

Griegorieff untersuchte das Verhalten der BDF-Verfahren auf variablen Git-
tern [Gri83|:

Theorem 3.3.5 (Stabilitit von BDF-Verfahren auf variablen Gittern)
Die BDF-Verfahren sind stabil auf variablen Gittern, wenn folgende Schran-

ken an die Schrittweitendnderungen eingehalten werden:

k \ 9 3 4 5 6
w |0 0.836 0979 0997 1-+6
Q| 2414 1127 1.019 1.003 1—0,

wobei §1, 0o gewisse Werte mit 0 < d1,d2 < 0.001 sind. Das BDF-Verfahren

mit k = 1 ist ein Einschrittverfahren, welches auf jedem Gitter stabil ist.

Bemerkung 3.3.6

Die obigen Schranken an die Schrittweitendnderungen sind sehr restriktiv, da
sie alle moglichen Schrittweitendnderungen beriicksichtigen. In der Anwen-
dung sind diese Schranken zur effizienten Schrittweitensteuerung praktisch

nicht zu gebrauchen. Wir kommen in Abschnitt 5.4 auf dieses Thema zuriick.
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3.3.2 BDF-Verfahren fiir DAEs vom Index 1

Wir betrachten nun das IVP fiir die linear implizite DAE (2.3)

A(t, x(t), 2(t)) (t)

Il
~
~—~
\‘@F

8
—~

~
S—

N
—~

~
S—
S—

.’E(t(]) =z9 € R", (311)

0 = glta(t)=(t), (to) = 20 € R™,
t € [to,ty] CR,
z(t) € R"',
z(t) € R",
A(t,z(t),2(t)) € R"™*™ reguldr
g-(t,z(t), 2(t)) € RMXTetm:) pogylsr

und wéhlen hier den sogenannten indirekten Ansatz, um ein Diskretisierungs-
schema zu erhalten: Da sowohl g, als auch A regulér sind, existiert nach dem
Satz der impliziten Funktion in einer gewissen Umgebung einer Losung fiir
alle t € [to, ] eine glatte Funktion G und eine lokal eindeutige Losung der
algebraischen Gleichungen z(t) = G(z(t)).

Eingesetzt in das urspriingliche Problem fiihrt dies auf das IVP

A(t,x(t),G(x(t)) l‘(t) = f(t,a:(t),G(m(t))), x(tO) =1zp € R".

Wenden wir nun ein BDF-Verfahren auf dieses IVP an, so erhalten wir auf

variablem Gitter das Diskretisierungsschema

k

A(thrka Tm+ks Zerk:) Z AT+l = hm+k71f(tm+k7 Tm+k, Zerk)
=0

0 = Q(tm+k,$m+k, Zm-i—k), (3-12)

mit m=0,...,N — k.
Die Konvergenz der BDF-Verfahren angewendet auf die DAE (3.11) folgt

aus folgendem Theorem:

Theorem 3.3.7

Sei das LMM (3.10) von der Konsistenzordnung p, liege 0 im Stabilitatsge-
biet, seien die Anfangswerte der DAE konsistent, d.h. g(to,xo, 2z0) = 0, und
seien die Fehler in den Startwerten des BDF-Verfahrens von der Ordnung
O(h?), dann ist das LMM konvergent von der Ordnung p.



Kapitel 4

Ableitungserzeugung bei DAESs

vom Index 1

In diesem Kapitel stellen wir Methoden zur Generierung von Ableitungen der
Losungen von DAEs nach Anfangswerten, Parametern und Kontrollen, den
sogenannten Sensitivitdtsinformationen oder kurz Sensitivitdten, vor, die in
vielen Anwendungen im Optimierungskontext bendtigt werden.

Zuerst erldutern wir die benotigte zugrunde liegende Theorie und gehen im
Anschluss daran auf zwei Ansétze zur numerischen Berechnung der Ablei-
tungsinformationen mittels eines adaptiven numerischen Verfahrens ein: Die
Ezxterne Numerische Differentiation (END) und die Interne Numerische Dif-
ferentiation (IND).

4.1 Die Variationsdifferentialgleichungen

Wir betrachten in den folgenden Kapiteln ODE-IVPs und DAE-IVPs, bei
denen die Modellfunktionen f, g und A aufler von der unabhéngigen Varia-
blen ¢ und den Zustandsvariablen x bzw. z zusétzlich von Parametern p und

Kontrollen ¢ abhéngen konnen.

28
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Definition 4.1.1 (ODE-IVP mit Parametern und Kontrollen)
Mit Parametern und Kontrollen lautet das IV P fiir ODEs

yt) = ft.y(t).p.q) € R™ (4.1)
y(to) = yo € R™,

t € [to,ty] CR,

p € R",

qg € R".

Ist f stetig, so konnen wir dieses Problem in differentieller Form &quivalent

in der sogenannten Integralform formulieren als

y(t) = ylto) + ttf F(ry(r).p.q) dr. (12)

Offensichtlich héngt die Losung y(¢) hierbei sowohl von den Anfangswerten
Yo, als auch von den Parametern p und den Kontrollen g ab. Wir driicken
dies mit der Schreibweise y(t; yo, p, q) aus.

Es gelten folgende Aussagen iiber die Differenzierbarkeit der Losungen der
ODE nach diesen Groéfsen, die man prinzipiell durch Induktion und An-
wendung der grundlegenden Differentiations- und Integrationsregeln beweist
(Beweis, siehe z.B. [CL55]).

Satz 4.1.2 (Differenzierbare Abhingigkeit)
Sei k € N*. Wenn f € CF(S,R™), S = [to,t;] x R"™ x R™ x R" und
die Ableitungen von f auf S beschrankt sind, so ist die eindeutige Ldésung

y(t; 90, p,q) von (4.1)

- k-fach stetig differenzierbar in yg, p und ¢ und
- (k + 1)-fach stetig differenzierbar in ¢.

Wir erhalten zur Berechnung der Ableitungen formal durch Differenzieren
von (4.2) nach yg, p bzw. ¢ und Umwandlung in die differentielle Form An-
fangswertprobleme fiir die Sensitivitdten, die sogenannten Variationsdiffe-
rentialgleichungen (VDE).
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Satz 4.1.3 (Variationsdifferentialgleichungen)
Man erhélt die Ableitungen der Losung y(¢; yo, p, ¢) des zugrunde liegenden

IVPs als Losung der Variationsdifferentialgleichungen

d Oy(t;yo,p, q) y(t; yo,p, q)
— BT = f (s SeAUE AR SR 2A
dt ayO fy( ’y( ayOapaQ)vpaQ) ayo
ay(to;y07p7 q) — Ide Rnyxny
Yo
fiir die Ableitung nach yg, bzw.
d 0y(t; yo,p, q) y(t:yo,p,q)
— B = f(ty(t R AR R SR 2A
dt 3( fy( ’y( ayOapaQ)vpaQ) aé-
+ fe(t, y(t: 9o, 0, q), P q)

dy(to; Yo, p, q)

= 0eR™*™
a¢

fiir ¢ € {p,q}-

Bemerkung 4.1.4

Da in der Variationsdifferentialgleichung auch y(¢; yo, p, q) auftritt, erfordert
ihre Losung i.a. stets auch die Losung des zugrunde liegenden IVPs.

Die Loésung einer VDE existiert bzw. ist eindeutig, wenn die Loésung des
zugrunde liegenden IVP existiert bzw. eindeutig ist.

Falls die Anfangswerte yg von p oder ¢ abhéngen, miissen die Anfangswerte

der entsprechenden VDE zu 24owo:r.a) — 90 o difiziert werden.
ac aC

Beispiel 4.1.5

Betrachten wir das einfache IVP mit einem skalaren Parameter p € R
J(t;y0.p) = —p y(t; Y0, p), y(to) =yo € R.
Dieses besitzt die allgemeine Losung
y(t; yo,p) = yo e P 710,

Wir untersuchen den Fall p = 1 und ¢35 = 0 sowie 39 = 1, bei dem man die

VDE:s leicht analytisch 16sen kann.
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Fiir die VDE der Ableitung nach yg erhalten wir dann

d 9y(t; yo, p)
dt 3y0

0y(t;yo, p
= fy(t,y(t;yo,p),p)%
Yo

y(t; yo,p)
8y0
d dy(t;1,1) 9y 1,1
dt 8y0 3y0 ’
o OLY
8y0

Und damit in diesem einfachen Fall
ay(t7 17 1) _ -t
o '
Fiir die VDE der Ableitung nach p ergibt sich:

d Oy(t; yo,p)
dt dp

dy(t; yo, p)

o9 + fp(t,y(t;y0,p), p)

= fy(t,y(t;90,p), D)

y(t;yo, p)
S ASCL ALY A G PR
Py + (=1) y(t; yo,p)
dy(t;1,1)
= 1) 11
R y(t;1,1)
doyt1y) o 9ynll)
dt  9p N Op ’
ot OLY

dp
Damit erhilt man dann

dy(t;1,1)
Op

= —te L.

Wir untersuchen nun den Fall der linear impliziten DAE mit Index 1 und wer-
den fiir die Berechnung der Sensitivitdten der DAE dann Variations-DAFEs
(VDAEs) erhalten.
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Definition 4.1.6 (DAE-IVP mit Parametern und Kontrollen)

Das IVP fiir eine linear implizite DAE mit Parameter und Kontrollen lautet

Alt,2(t), 2(6),p,q) #(8) = f(t,a(t),2(D),p.q) €R™  (43)
0 = gt x(t),2(t),p.q) € R™
z(tp) = xoeR"™
z(tg) = z0€R™
t € [to,tyg] CR
z(t) e R"™, 2(t) e R"™ |, peR"™, geR"™

A(t,z(t), 2(t),p, q)
g:(t,z(t), 2(t), p, q)

€ R™*™ regulér
e R™X(Menz) pegulir,

wobei hier die Abhéngigkeit von x bzw. z von den Anfangswerten, Parame-

tern und Kontrollen der Ubersichtlichkeit halber nicht ausgeschrieben wurde.

Definition 4.1.7 (Wronski-Matrizen)
Wir definieren die Wronski-Matrizen W, (hier ohne Argumente) als

W2 9z
¢ a¢

wobei ¢ € {xg, 20,p, q} oder auch eine beliebige Richtung aus dem

R+ n=4np+ng gein kann. Mit W bezeichnen wir

W = W = Wag Wy Wp Wy . (4.4)
4% Wi, Wi, Wy W,
Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich dann analog zu Satz 4.1.3 die VDAE
fiir z.B. W, als
(AgWg + Az + AWE = f W+ [,
0 = gWy+9g (4.5)
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mit y = (27, 27)T. Allgemeiner kénnen wir die VDAEs fiir die Ableitungen

W nach den Anfangswerten, Parametern und Kontrollen zusammenfassen zu

(o AT\ [ W2, Wz W
e — | AT Wig Woe Wor Wo )
(fp — Ap2)T 0o 0 Id,, O
(f, — Aga)T 0 0 0 Idp,
WE Wz WE W
0 = <gx 9= 9p gq) V\fo V\fo [Vd\/i ngz

0 0 0 Idy,

In vielen Anwendungen, so z.B. dem Optimalsteuerungs-Code MUSCOD-II
[Lei99, BBLS99], oder dem Versuchsplanungs-Tool VPLAN [K02], wird im
allgemeinen nicht die komplette Ableitungsmatrix W, also die Ableitungen
nach allen Parametrisierungsvariablen, benétigt, sondern nur Ableitungen
nach ngg;, bestimmten Richtungen ¢; € R =¥ =1 .. ngg.. Fas-

sen wir diese in eine Matrix
deir = ( Cl - Cn ) c R(”w"‘nz‘f'"p‘f'"q)xnddw
° ddir

zusammen, so kénnen wir direkt die VDAE zur Berechnung der Richtungs-

ableitungen W = W - W4, formulieren:

(fo — Agi)T w*
— z Az i) w*
= | WA Y (4.7)
(fp - Apx) (deir)p
(fq - qu")T (deir)q
Wa:
Wz
0 = (9% 9: % g ;
( P I > (deir)p
(deir)q
mit
(deir)m
W ir )z
Wi, — (Wadir)
(deir)p
(Wdir )q
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Bemerkung 4.1.8

Diese Formulierung erlaubt eine effiziente numerische Behandlung, da hierbei
auch fiir die Modellfunktionen f, g und A nicht unbedingt die kompletten
Jakobimatrizen berechnet werden miissen, sondern nur die entsprechenden

Richtungsableitungen.

Bemerkung 4.1.9

Die obige Herleitung der VDEs bzw. VDAEs léft sich bei geniigend glatten
Modellfunktionen f, g und A iterieren. Auf diese Weise kénnen VDEs bzw.
VDAZEs auch fiir zweite und hohere Ableitungen ganz analog gewonnen wer-
den. Beispielsweise erhélt man fiir die gemischte zweite Ableitung W, nach
Parametern und Kontrollen die VDAE:

(We Ay Wy + Ay Wy + Ay Wi + Apy Wy + Ayl
+(A, Wy + Ap)W(f + (AW, + Aq)me + AW, =
ngypr + fyaWp + fyWpq + FoyWa + g
Wngypr + 9ygWp + 9yWpq + GpyWo + 9pg = 0.

4.2 Numerische Berechnung der Ableitungsinforma-

tionen

Wir présentieren nun die beiden grundlegenden Herangehensweisen zur nu-
merischen Berechnung der Ableitungsinformationen, die Externe Numerische
Differentiation (END) und die Interne Numerische Differentiation (IND).
Die Terminologie beruht darauf, dass bei der END die Differentiation au-
Berhalb des Diskretisierungsschemas des numerischen Verfahrens erfolgt, bei
der IND innerhalb.

4.2.1 Externe numerische Differentiation

Bei der END wird das numerische Verfahren prinzipiell als ein "Black-box”-
Operator betrachtet, der zu gegebenen Eingabewerten eine Losung liefert,
ohne dass man den Vorgang im "Inneren” néher analysiert. Man approximiert
die Ableitung der Losung y(¢; ) mit &€ = (yo, p, ¢) in Richtung ¢ € R tnq

durch finite Differenzen

Ay(t;€)  yt;€+ ecC) —y(t;€)
= > +O(e). (4.9)
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Dabei wiirde man zunéchst die Losung y(t; £) des urspriinglichen DAE-IVPs,
die sogenannte Nominaltrajektorie, berechnen, um dann die sogenannten va-
riterten Trajektorien mit entsprechend der Richtung ¢ gestorten Anfangs-
werten, Parametern und Kontrollen zu berechnen.

Werden dabei die Losungen wie in unserem Fall mit einem adaptiven nu-
merischen Verfahren berechnet, so fiihren i.a. schon kleine Anderungen an
Anfangswerten, Parametern oder Kontrollen zu einer anderen Schrittweiten-
oder Ordnungsfolge, also zu einem anderen Diskretisierungsschema. Dies
kann zu Problemen fiihren, da die Ausgabe des Verfahrens dann i.a. nicht
mehr differenzierbar von den Eingabegrofen abhéngt, und damit auch bei
minimalen Anderungen der Eingabewerte Spriinge in der Gréfenordnung
der Integratorgenauigkeit zu erwarten sind, worauf Orthega und Rheinboldt
[OR66], sowie Gear und Vu [GV83] hinwiesen.

Obiger Ansatz zur Approximation der Ableitungen fiihrt im Anwendungs-
kontext zu einem Effizienzproblem, wenn hohe Genauigkeiten der Ableitun-
gen gefordert sind. Als Faustregel gilt, dass man fiir die Genauigkeit der
Ableitungen maximal die Hélfte der Genauigkeit der Nominaltrajektorie und
der variierten Trajektorien erhélt [SB92]. Daher miissen fiir hohe Genauigkei-
ten der Ableitungen die Nominaltrajektorie und die variierten Trajektorien
mit sehr hoher Genauigkeit berechnet werden, was zu einem drastischen An-

stieg des Rechenaufwands fiithren kann.

4.2.2 Interne Numerische Differentiation

Bei der IND, deren Prinzip von Bock [Boc81] entwickelt wurde, wird das nu-
merische Verfahren nicht mehr als "Black-box”-Operator behandelt, sondern
vielmehr als eine Folge von Abbildungen angesehen. Da moderne "state-of-
the-art” Methoden zur Erlangung ihrer Effizienz die Schrittweiten- und Ord-
nungsfolge, aber auch z.B. die iterative Losung von Gleichungssystemen an
das jeweilige Problem anpassen miissen, ist die Folge der Abbildungen nicht
konstant, sondern sie wird adaptiv erzeugt. Diese adaptiv erzeugte Folge
héngt i.a. nicht mehr stetig von den Eingabewerten - also den Anfangswer-
ten, Parametern und Kontrollen - der Methode ab. Die Idee der IND besteht
nun darin, die Folge der Abbildungen, die bei der Berechnung der Nominal-
trajektorie adaptiv erzeugt wurde, zu differenzieren, nicht aber die adaptiven

Komponenten selbst, die zur Erzeugung der Abbildungsfolge dienen.
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Praktisch bedeutet dies, dass nach der Berechnung der Nominaltrajektorie
alle adaptiven Komponenten eingefroren werden, unter anderem die Schritt-
weiten- und Ordnungssteuerung, die Fehlerschitzung sowie die Iterationsma-
trizen und die Iterationsanzahl etwaiger iterativer Gleichungssystemloser.

Wir unterscheiden im Folgenden zwischen zwei grundsitzlichen Ansdtzen zur

Generierung von Ableitungsinfomationen mittels der IND.

Die Methode der variierten Trajektorien

Hierbei werden die Wronski-Matrizen (4.4), dhnlich zur END, mittels finiten
Differenzen approximiert, d.h. es wird sowohl das IVP fiir die Nominaltra-
jektorie y(t; &) zu den urspriinglichen Anfangswerten, Parametern und Kon-
trollen gel6st, als auch die IVPs fiir die variierten Trajektorien y(t; & + ().
Im Anschluf wird der Differenzenquotient gebildet. Im Unterschied zur END
wird hierbei aber nur ein Diskretisierungsschema verwendet, also insbeson-
dere in jedem Schritt jeweils dieselbe Schrittweite, Ordnung und dieselben
Iterationsmatrizen sowohl fiir die Nominaltrajektorie wie auch fiir die vari-
ierten Trajektorien.

Ein Problem bei diesem Ansatz stellt die Wahl von €, dar. Als Faustregel gilt
hier €, = \/€mech, Mit €pyecn der Maschinengenauigkeit, falls ||£]| = ||| ~ 1
und die Komponenten ungefihr die gleiche Grofenordnung haben.

Der Vorteil ist, dass jetzt die Trajektorien nicht mehr mit der bei der END
benotigten extremen Genauigkeit berechnet werden miissen, um eine brauch-
bare Genauigkeit der Ableitungen zu erhalten. Beispielsweise geniigt bei obi-
ger Wahl von €, und gleichen Voraussetzungen eine Integrationsgenauigkeit
von O(y/€mecn) um eine Genauigkeit der Ableitungen von O(y/€yecn) Zu er-
halten, im Vergleich zu O(€pecn) bei der END [Lei95].

Loésung der Variations-DAE

Der andere Ansatz zur Generierung der Ableitungen besteht in der Berech-
nung der Losungen der VDAEs. Betrachten wir das BDF-Diskretisierungs-
schema (3.12) der Nominaltrajektorie im (n + 1)-ten Schritt, ergénzt um die

Abhéngigkeit von Parametern und Kontrollen, so erhalten wir
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. _ (T T \T
mit Yng1 = (T 415 2ny1)

=0.

k
Altng 1, Ynt 1,05 0) Dimo U—isnTng1—i + M f (b1, Yns1, 0, @)
9(tnt1, Tng1s Znt1, 05 Q)

(4.10)
Der Idee der IND entsprechend wird dies nach einer Ableitungsrichtung ¢
differenziert. Wir fiihren dies am Beispiel der Ableitung nach den Kontrollen

q durch und erhalten (mit eingefrorenen adaptiven Komponenten)

k

O0Tpq1—
A(tn+1,yn+1,1)’q>za’“_i’”# i
=0
y y
+1

(Ay(tn+1,yn+1apa q) a" + Aq(tns1, Yny1, 0, Q)) Zak—z‘,nxnﬂ—z’ +

q =0

OYn+1
hnfy(thrl,?/nJrl,P, q) anq + hnfq(thrl’ynJrl’p’ q) =0
aynJrl

Gy(tnt1, Yn+1,0,q) 9 + 9q(tns1, Yns1,0,9) = 0. (4.11)

Vergleichen wir nun das BDF-Diskretisierungsschema, das wir erhalten, wenn
wir die VDAE (4.5) fiir W, diskretisieren, mit dem Schema (4.11), so stellen
wir fest, dass sie ilibereinstimmen. Leiten wir nun auch noch das iterative
Verfahren zur Losung der auftretenden Gleichungssysteme (siehe Abschnitt
5.3) ab, so ist die mit obigem Schema berechnete Losung die exakte Ablei-
tung der diskretisierten Nominaltrajektorie. Der lokale Diskretisierungsfehler
der Losung der VDE ist dabei von derselben Ordnung wie derjenige der No-
minaltrajektorie [Boc87].

Bei diesem Ansatz werden neben den Ableitungen der Modellfunktionen nach
den Zustandsvariablen y auch die Ableitungen derselbigen nach den Parame-

tern und Kontrollen, bzw. nach kombinierten Richtungen all dieser bendtigt.



Kapitel 5

DAESOL-II

In diesem Kapitel stellen wir den im Zuge dieser Diplomarbeit implemen-
tierten Integrator DAESOL-II vor. Wir beschreiben die bei der Implemen-
tierung verwendeten Strategien, gehen auf einige technische Aspekte ein und

beschreiben den grundlegenden Aufbau des Integrators.

Ziel der Entwicklung von DAESOL-IT war es, einen "state-of-the-art” In-
tegrator zu implementieren, der auf modernen Theorien und Strategien zur
Behandlung von DAE-IVPs beruht, wie sie z.B. in [BSS95| beschrieben sind.
Desweiteren sollte er eine solide und einfach erweiterbare Grundlage fiir Wei-
terentwicklungen wie die Behandlung von Unstetigkeitsstellen in den rechten
Seiten, Retardierungen und nicht zuletzt einer Parallelisierung darstellen.
Dabei sollten moderne Software-Bibliotheken verwendet werden, welche die
vorhandene Hardware optimal ausnutzen kdnnen.

DAESOL-II leistet in seiner ersten Version unter anderem folgendes:

- schnelle und exakte Losung von IVPs fiir steife linear implizite DAEs

vom Index 1,

- effiziente Erzeugung von Ableitungen dieser Lésungen nach Anfangs-

werten, Parametern und Kontrollen,

- einfache Erweiterbarkeit ohne Expertenwissen iiber den gesamten Inte-

grator durch modularen Aufbau mit prézise definierten Schnittstellen,

- klare und benutzerfreundliche Bedienung fiir den Anwender bei um-

fangreichen Konfigurationsmoglichkeiten und

38
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- Einsetzbarkeit auf vielen Systemen mit effizienter Ausnutzung der vor-

handenen Hardware.

5.1 Darstellung der Interpolationspolynome im BDF-

Verfahren

Das Kernstiick von DAESOL-II ist ein BDF-Verfahren zur Losung von linear
impliziten DAE-IVPs auf einem variablen Gitter, wie es in 3.3.2 beschrieben
wurde.

Zur Darstellung der innerhalb des BDF-Verfahrens benétigten Interpola-
tionspolynome verwenden wir die Newton-Darstellung. Diese ermoglicht eine
effiziente Speicherung sowie Aktualisierung der Interpolationspolynome von

einem Schritt zum néchsten.

Definition 5.1.1 (Newton-Darstellung)
In der Newton-Darstellung ist das Interpolationspolynom P durch (k + 1)
Punkte p; = p(t;),i = 0,...,k an der Stelle t gegeben durch

k
i=0
wobei die sogenannten dividierten Differenzen pl...] rekursiv definiert sind
durch
plts] = p(t)
Plticis s tiv1] — plticio1, ... ti
pltisg,. .t = Plltgeo bl Zoltigo o 4 (5.2)

tivj —ti

und die Newtonpolynome N; durch

Nift) { [T, (t—tey) fiiri=1,....k

5.3
1 fir ¢ = 0. (5:3)

Bei der Implementierung des BDF-Verfahrens wird in jedem Schritt das dem
Verfahren zugrunde liegende Interpolationspolynom P¢ benétigt. Dieses ist
bei einem k-Schritt BDF-Verfahren vom Grad k und interpoliert die (k+ 1)
Werte x,+1-4,0 = 0,...,k der differentiellen Variablen und geniigt in ¢,41
der DAE.

Mit diesen Bedingungen ist sowohl das Interpolationspolynom P wie auch
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sein Wert y¢ 1= PC (t,+1) eindeutig festgelegt. Wir bezeichnen dieses Inter-
polationspolynom als Korrektorpolynom und seinen Wert an der Stelle ¢,,41
als Korrektor.

Da das resultierende Gleichungssystem im Diskretisierungsschema (3.12)
nichtlinear ist, ben6tigen wir zur iterativen Lésung zudem einen Startwert
fiir die differenziellen und algebraischen Variablen, den wir als Prddiktor be-
zeichnen.

Wir gewinnen ihn mit Hilfe eines zweiten Interpolationspolynoms P¥ vom
Grad k durch die letzten k + 1 Werte ypt+1—4,2 = 1,...,k + 1, dem Pridik-
torpolynom. Da Priadiktor- und Korrektorpolynom bei der Behandlung von
ODEs und DAEs jeweils von der gleichen Gestalt sind, entwickeln wir sie im
folgenden der Ubersichtlichkeit halber nur fiir ODEs.

Wir definieren die folgenden Bezeichnungen, die es uns erméglichen, die Be-
rechnung und Speicherung der Interpolationspolynome sowie den Ubergang

von einem Schritt zum nachsten effizient zu beschreiben.

Definition 5.1.2
Wir definieren die einzelnen Faktoren der Newtonpolynome (5.3) (fiir den
Wert ¢ = tn+1)

Yin+1) :=tgr1 —tpy1i =ha+ ...+ hppri =Yi1(n) + hy,  (5.4)

die Quotienten aus den neuen und alten N,’s

7j=1

Buln 4 1) { 1 fiir i = 1 (55)
i\ =\ i) () e .
liﬂl(n)'---'wi—i(n) firi > 1,
die modifizierten dividierten Differenzen
. fir i — 1
@i(n) = g o (5.6)
wl(n) S -wi_l(n) Z/[tm---,tn—i-i-l] fir ¢ > 1,
sowie
O (n) = Bi(n+1) Pi(n) (5.7)
i—1
1
i(n+1) = _— 5.8
Yi(n+1) 2:: Y (5.8)

)

Siln+1) = Z@;(n). (5.9)
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Dabei vereinbaren wir leere Produkte als 1 und leere Summen als 0.

Als néchstes zeigen wir, wie Pridiktor und Korrektor mittels dieser Grossen

dargestellt werden.

Lemma 5.1.3 (Darstellung des Pridiktors)
Fiir das Pradiktorpolynom im (n + 1)-ten Schritt gilt

Pltn1i) = ynyr-i i=1,...,k+ 1. (5.10)

Mit der Newtondarstellung (5.1) und obigen Bezeichnungen erhalten wir

dann die Darstellung
ybo = PP(tnsr)

k
= Z (thrl - tnfi) Z/[tn, cee atnfj]

= Y @i(n) (5.11)
= Opt1(n+1).

Damit sind die ¢;(n+1) die Partialsummen des Korrektors im Schritt (n+1).
Fiir die Ableitung PP (t,,1) an der Stelle ¢, ergibt sich:

?P(thrl) = Zdth_tnz na"' n]]

t:tn+1

= Z t_tnz na“'vtnfj]

= ) yi(n+1)25(n). (5.12)
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Lemma 5.1.4 (Darstellung des Korrektors)
Sowohl Prédiktor- als auch Korrektorpolynom interpolieren die & Werte

Ynys - - -y Yn—ka1 Korrekt. Damit kénnen wir ihre Differenz schreiben als

PE(E) = PP (1) = A (Ysi1 — Ynr)- (5.13)

Dabei ist A(t) als Differenz zweier Polynome vom Grad k selbst ein Polynom
vom Grad < k, das durch die (k + 1) Bedingungen

1 firi=0
Atpt1-i) = 5.14
(fot1-3) {0 firi=1,... .k (5.14)
eindeutig festgelegt ist. Wir erhalten also
k —_—
H oty (5.15)

n+1 - tn+1 —7

und durch Differenzieren fiir die Ableitung an der Stelle ¢,,11

] e
dt =% tpr = tng1-j
I= t=tn41

k k

D D el | et v
— tp+1 —lnti—j . T, tngl — lng1—j
j=1"* nHITT i e t=tn+1

S

o1tk ~ it
= Yr1(n+1). (5.16)

Durch Differentiation von (5.13) erhalten wir schlieRlich bei ¢,,41 mit (5.12)
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und (5.11)
’!Jg+1 = P%tpt1)
= 7jp(thrl) + A(thrl)(yg-i-l - ?/5—1—1)
k+1 k+1
= > i+ 1) n) + e (n+ D)5, — Y 2i(n)
j=1 j=1
k+1
= Z(’Yj(n +1) = Yrg1(n + 1)) 5 (n) + Yrg1(n + 1)Z/S+1
j=1
k 1 J
- N~ V¢ 1)y<
b 1
= - —; 1 c . .
Dabei bezeichnen wir den Term
b 1
cc(Y)pt1 == — —bi(n+1 5.18

als Korrektor-Konstante.

Lemma 5.1.5 (Update der modifizierten dividierten Differenzen)

Seien y,, und J;(n) gegeben, dann erhélt man ®;,1(n) als

Piyi(n) = vi(n)...i(n)yltn, ... tni
= ) a0l i) =yl i)
= 1(n) .. pima () Wltn, - tamit1] = Ylta—1, - tami])
i)~ din— 1)

= Yn — 0i(n). (5.19)
Damit erhalten wir fiir ®7(n)
@7 (n) = Bi(n + 1 (yn — di-1(n)), (5.20)

und konnen die im Schritt n bendtigten Terme ®7(n) mit Hilfe der d;—1(n)

aus dem vorherigen Schritt (n — 1) und des letzten Wertes y,, berechnen.
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Implementierung in DAESOL-II

Die Berechnung von Pridiktor und Korrektor im Schritt (n + 1), ausgehend

von Schritt n, ist in DAESOL-II folgendermafen implementiert.

Seien aus Schritt n die Grofen 1;(n), 0;(n) und y,, gegeben. Dann berechnen

wir in folgender Reihenfolge:

a) Die ¢;(n 4 1) nach (5.4)

Giln £ 1) = g (0) + oy i =kyeey2 n(n+1) = hy,

b) die B;(n + 1) nach (5.5)

ﬁl(n—i—l) =1, ﬂi(n—i—l) = ﬁi_l(n—i-l)%n(j;)l), 1 =2,.
¢) Vkt1(n+ 1) nach (5.8)
k
Yer1(n +1) ZZ% nt 1)

=1

d) den neuen Pradiktor y/',; nach (5.11)
U = Y ®j(n)

k
= Ynt Z @7, 1(n)

k
= Yn+ D Biri(n+1)[yn — 5;(n)] nach (5.20),

j=1

e) sowie die neue Korrektor-Konstante
Cc(y)n—H = - Z 71 (5](71 + 1).
7 ¢j (TL + 1)

Damit kann der Korrektor dargestellt werden als

Z)S—l—l = Yrt1(n + 1)Z/S+1 + cc(Y)nt1

und fiir den Koeflizienten oy des BDF-Verfahrens gilt

ar = hpYpr1(n+1).

(5.21)
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Bemerkung 5.1.6

Waéhrend der Integration brauchen nur die jeweils letzten Werte von v;(n),
di(n) und y,, gespeichert zu werden.

Fiir die §; geschieht dies jeweils widhrend der Summation in Punkt d), so

dass diese nicht noch einmal gesondert berechnet werden miissen.

5.2 Fehlerschatzung

Ziel der Schrittweiten- und Ordnungsstrategie eines effizienten adaptiven nu-
merischen Verfahrens ist es, die Schrittweite und Ordnung wahrend der Inte-
gration so an das Problem anzupassen, dass die Integration mit minimalem
Aufwand durchgefiihrt wird, wobei der Fehler jeweils unter einer meist vom
Benutzer vorgegebenen Toleranz T'OL bleiben soll. Dazu ist es offensicht-
lich nétig, in jedem Schritt den Fehler des Verfahrens zu schéitzen und dann
dementsprechend den Schritt zu akzeptieren oder zuriickzuweisen und mit
angepalfster Schrittweite zu wiederholen.

Wiinschenswert wére dazu eine Moglichkeit zur Berechnung des globalen
Fehlers des Verfahrens. Leider 14t sich dies in der Praxis nicht einfach be-
werkstelligen: Der globale Fehler akkumuliert sich aus den in den einzelnen
Schritten gemachten lokalen Fehlern und der Fehlerfortpflanzung, wobei ins-
besondere die Fehlerfortpflanzung quantitativ nicht zugénglich ist. Eine Ap-
proximation des globalen Fehlers € im Schritt (n+1) findet man beispielsweise
bei Bauer [Bau99] mit der Formel

apA+ Agil +hfe AsiS + RS €+l | _
gz 9z Efz-i—l

hoy — A(hopir — hee(e®)) (5.22)
5 ’ |

wobei in §; und &9 der Fehler durch vorzeitigen Abbruch des iterativen Ver-
fahrens zur Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme innerhalb des BDF-
Verfahrens und hoéhere Ordnungen der Fehler €, ¢* und o zusammengefasst
sind. Diese Grofen sind allerdings ebenso wie die Korrektor-Konstante cc(e”)
nicht direkt berechenbar.

Daher begniigen wir uns fiir die Fehlerkontrolle mit einer Schétzung des lo-

kalen Fehlers, basierend auf dem lokalen Diskretisierungsfehler, wie man sie
beispielsweise bei [Bau99] oder [Eic91] findet.
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Schitzung des lokalen Fehlers

Nach Definition 3.1.7 und der Korrektorformel (5.17) erhalten wir im Schritt
(n + 1) den lokalen Diskretisierungsfehler fiir ein k-Schritt BDF-Verfahren
durch

Opt1 = 0(Y(tns1) hn) = Yltnt1) — 954
= Yltny1) — 75P7ex(tn+1)
—rr1(n +1) (y(tns1) = PP (tny1))

wobei y(t) hier die exakte Losung der DAE beschreibt und P das mit-
tels der exakten Werte y(t,),...,y(t,—r) berechnete Pradiktorpolynom im
Schritt (n + 1) bezeichnet. Analog werden wir die Bezeichungen y°*|...] und
d verwenden.

Aufgrund der Interpolationseigenschaften von P¢* ergibt sich:

k

y(t) = PP (tngr) = [ [t = tni) vt tns - st (5.23)
=0

Daraus folgt durch Differenzieren:

| &

k
§) = PP () = = (Ha—tni)) Yttt )
=0

i

k
d
+ H(t - tn,Z) Eyex[ta tna v atn—k]'

i=0
Es gilt
d
Eyem[tv tna cee 7tn7k] - yex[tv t7tn7 cee 7tn7k]7
wobel y*[t,t] := y°*(t) definiert wird.
Ferner ist
k k41
[Iteis —ta) = J]wiln+1) und
i=0 i=1
k k41 1 k
R H(thrl - tnfi) Z H(thrl - 7fnfi)
dt j=1 Yi(n+1) =0
k+1
= sz [Ji(n+1)
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Und damit erhalten wir fiir o,

k+1
On+1 = 7k+2(n + 1) H 1/%(” + 1) yem[tn-f—l? s 7tn*k‘]
=1
k+1
+ H T;Z)l(n + ]-) yex[thrla tpgty .- atn—k]
i=1

k1
—rpr(n+1) [T wiln+1) v bt - s ta i)
i=1
k+1
= (2 +1) =1+ D) [T itn + 1) v [tngr, - s toi]
i=1
k1
+ H T;Z)l(n + 1) yex[tn+la thrla cee 7tn—k2] (524)
i=1
k1 k
1 1 -
- >y n+1
(S~ Sy #hs
k1
+ Wi+ 1) v tnsr tagts - o]
i=1
) k1
= — 0 1 i 1) y**It t vy bkl
ri1(n+ 1) fpa(n + )+£Il¢z(n+ ) Y bttty -tk

Die mit ex indizierten Terme wie &%, die hier eigentlich mit der exakten
Losung berechnet wurden, werden in der Praxis durch die entsprechenden
Terme aus der numerischen Berechnung der Losung ersetzt, da die exakte
Losung ja nicht zuginglich ist. Gear hat gezeigt, dass diese Schatzung fiir
dquidistante Gitter asymptotisch korrekt ist [Gea74].

Analog zur Approximation fiir den globalen Fehler (5.22) kann man nun
folgende Approximation des lokalen Fehlers p, basierend auf dem lokalen

Diskretisierungsfehler, herleiten

( apA+ ApiS +hfe Al +hf ) ( Pt ) _ ( —hAoy )

gz gz M%Jrl 0

(5.25)

Implementierung der Fehlerschitzung in DAESOL-II

Eine Berechnung des lokalen Fehlers (und im Zuge der Schrittweitensteue-

rung einer neuen Schrittweite) aus (5.25) wiirde aber sehr aufwendig sein, da
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wir in jedem Schritt das Gleichungssystem 16sen miifsten. Daher verwenden
wir in DAESOL-IT die folgende vereinfachte Fehlerschétzung

Ex(n+1,hy) = hallonpgl|
1
— hn

Yrr1(n+1)
k41

+ T i+ 1) wltnsnstosrs o tusl|
i=1

Ppio(n+1)

1 k+1
- hnm((ilenH)y[tnﬂ,...,tn_k]\(
_ hnﬁ¢i(n+1) Hy[thrl,...,tn_k]H. (5.26)
i=1

Nach jedem Schritt wird getestet, ob diese Schétzung fiir E(n+1, hy,) unter
der vom Benutzer vorgegeben relativen Toleranz T'OL liegt. Ist dies der Fall,
so wird der Schritt akzeptiert. Andernfalls wird der Schritt zuriickgewiesen
und mit verringerter Schrittweite wiederholt. Die Details zur Reduktion der
Schrittweite werden im Abschnitt 5.4 ndher diskutiert.

5.3 Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme

Da die BDF-Verfahren implizite Verfahren sind, miissen wir, wie oben fest-
gestellt, in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem losen. Dies ge-
schieht aufgrund der Steifheit der behandelten Probleme in der ersten Ver-
sion von DAESOL-II mittels eines Newton-&hnlichen Verfahrens unter An-
wendung einer Monitor-Strategie, welche im Folgenden naher erldutert wird.
Aufgrund des modularen Aufbaus von DAESOL-II ist es allerdings spéter
auch moglich, andere, mehr an das jeweils behandelte Problem adaptierte,
Verfahren zur Losung der Gleichungssysteme mit begrenztem Aufwand ein-
zubinden.

Wir schreiben das Diskretisierungsschema (3.12) des BDF-Verfahrens fiir ei-

ne linear implizite DAE als
_ . T T \T
F(ynt1) =0, wobei wiederum yni1 = (5415 2p41)" - (5.27)

Das Newton-Verfahren zur iterativen Losung des Gleichungssystems im

(0)

il und die Itera-

Schritt (n + 1) ist dann gegeben durch einen Startwert y
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tionsvorschrift
i+1 i) i)
yr(:+1) = yr(zl—f—l + Ayr(Z+1v

wobei das Inkrement Ayfj_{l berechnet wird als Losung des linearen Glei-

chungssystems
Th) - Ayihy = =Flyih), (5.28)
mit J (3/7(;)31) = %Z“) der Jakobi-Matrix von F'. Sie hat die Gestalt

Ty =

< oA+ Az(akx,(ﬁrl +hee)+h fy Az(akaJ)rl +hece)+hf,
Iz gz

(5.29)
wobei cc = cc(x)n+1 hier die Korrektor-Konstante, also den von g, unab-
héngigen Teil der Ableitung des Korrektorpolynoms PC(t,41) an der Stelle
tni1, beschreibt. Als Startwert verwenden wir den Wert PF(¢,,,1) des Pri-
diktorpolynoms an der Stelle ¢, 1.

Bei der Losung der Gleichungssysteme mit dem Newton-Verfahren mufs also
in jedem Iterationsschritt die Jakobi-Matrix aufgestellt und zerlegt werden.
Normalerweise wird hierzu der grofite Teil der Rechenzeit wihrend der Inte-
gration bendétigt. Dies ist insbesondere der Fall fiir grofe DAE-Systeme bzw.
wenn die Auswertungen der Ableitungen der Modellfunktionen f, g und A
sehr kostspielig zu berechnen sind.

Oft &ndert sich jedoch die Jakobi-Matrix von einer Iteration zur nichsten
bzw. sogar iiber mehrere Integrationsschritte des BDF-Verfahrens nur sehr
wenig. Daher bietet es sich an, die Jakobi-Matrix so lange wie moglich kon-
stant zu halten und wiederzuverwenden, um den Rechenaufwand zu verrin-
gern. Das Newton-&hnliche Verfahren besitzt leicht schlechtere Konvergenz-
eigenschaften als das reine Newton-Verfahren, was einige zusédtzliche Itera-
tionen notwendig macht. Dieser zusétzliche Aufwand féllt aber i.A. deutlich
geringer aus als die Einsparungen durch weniger Auswertungen und Zerle-
gungen der Jakobi-Matrix.

Wir stellen nun eine Monitor-Strategie fiir die Iterationsmatrizen vor, die
gewahrleistet, dass das Newton-dhnliche Verfahren mit wenigen Iterations-
schritten konvergiert, und dabei die Jakobi-Matrix und die Ableitungen der
Modellfunktionen so lange wie moglich wiederverwendet.

Die Monitor-Strategie geht zuriick auf Bock und Eich und findet sich bei-

spielsweise in [Eic87].
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Als Grundlage der Strategie betrachten wir zuerst das Konvergenzverhal-
ten von Newton-&hnlichen Verfahren, fiir das Bock [Boc87| folgenden Satz

bewiesen hat.

Satz 5.3.1 (Lokaler Kontraktionssatz)

Sei D C R™ offen und F : D — R™ eine C'-Funktion. Wir bezeichnen
mit J = %—Z die Jakobi-Matrix von F' und mit M eine Approximation der
Inversen von J.

Fiir alle 7 € [0, 1], fiir alle y,y + Ay € D mit Ay = —M F(y) und fiir alle m

existieren w und k, so dass:

1. Eine verallgemeinerte Lipschitz-Bedingung gelte:

|M(J(y™ +7Ay™) — J(y™))Ay™ ||
|| Ay™||?

Sw” W' <w< oo, (5.30)

2. die Giite der N&herungsinversen M in Richtung der Newton-Inkremente
ausreichend ist:
[IM(Fy™) = Jy™)Ay™)|l
[Ay™|

<k™ KM <Kk<I1, (5.31)

3. der Startwert y° der Iteration die folgende Bedingung erfiille

w’ 0 0
0o = EHAy I+ & <1, (5.32)

°l

4. und die Kugel Dg := S,(y°) um ¢° mit Radius r = ||Ay6

1-d9

in D liege.
Dann gilt:

1. Die Tteration y™ ! = ¢y™ + Ay™ | Ay™ = —M F(y™) ist wohldefiniert
und bleibt in Dy,

2. es existiert eine Nullstelle y* € Dy, gegen die y™ konvergiert,

3. die Folge y™ konvergiert mindestens linear mit
m—1

2

w _ _ _ _
lAy™]| < ( JAy™ 1 4 5 ) 1Ay™ 1 < Ay
4. und es gilt die apriori-Abschétzung

m

m * 50 0
Yy — < ——A .
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Mittels einer Schitzung der Konvergenzrate dp konnen wir dann die Kon-
vergenz des Newton-dhnlichen Verfahrens kontrollieren. Wir erhalten diese
nach der Durchfiihrung von zwei Newton-Iterationen durch

= Ayt

0p = ——r < dy.
Ay

Als Abbruchkriterium fiir das Newton-dhnliche Verfahren verwenden wir die
Norm des Inkrementes || Ay’||. Wenn ||Ay?|| < cnewton - TOL, mit Chewton < 1
und T'OL der vom Benutzer vorgegebenen relativen Toleranz, so brechen wir
das Verfahren ab.

Da der Startwert y©) = PP (t,;1) normalerweise in der Nihe des Losungs-
punktes y* liegt, sollte er sich im lokalen Konvergenzbereich des Newton-
dhnlichen Verfahrens befinden. Aufer beispielsweise bei sehr nichtlinearen
Problemen ist es hier also weniger das Ziel, iiberhaupt einen Losungspunkt
zu finden, sondern vielmehr ihn mit moglichst geringem Aufwand pro Inte-
grationsschritt zu berechnen. Der Aufwand setzt sich hierbei aus der Berech-
nung und Zerlegung der Jakobi-Matrizen und dem Losen der linearen Glei-
chungssysteme im Newton-dhnlichen Verfahren mit bereits zerlegter Matrix
Zusaminen.

Um letzteren Anteil zu begrenzen, fordern wir eine so gute Konvergenzrate,
dass nach maximal 3 Iterationen das Abbruchkriterium erfiillt wird. (Wir
benotigen auf jeden Fall 2 Iterationen zur Schétzung der Konvergenzrate
und lassen noch eine dritte zu, wenn die Schétzung der Konvergenzrate eine
Erfiillung des Abbruchkriteriums nach 3 Schritten voraussagt.)

Eine Ubersicht zur Wahl der Bedingungen an 8, in Abhingigkeit der Anzahl
der Iterationen m und dem geforderten Verbesserungsfaktor c,..q nach m Ite-
rationen in der Abschitzung ||2™ — 2*|| < cpeql|z” — 2% gibt von Schwerin
[vS97]. Wir verwenden eine Wahl von m = 3 Iterationen und ¢,cq = % und
erhalten damit 6y < 0.3.

Wir testen also nach 2 Iterationen neben dem Abbruchkriterium, ob fiir
die geschitzte Konvergenzrate g < 0.3 gilt. Falls 0y > 0.3 ist, d.h. die
Konvergenzrate des Newton-dhnlichen Verfahrens zu schlecht ist, kann dies

verschiedene Ursachen haben:

a) Die Giite der Iterationsmatrix ist nicht gut genug, d.h. £ im lokalen

Kontraktionssatz ist zu grok:
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— Der Koeffizient «; des BDF-Verfahrens oder die Schrittweite h
hat sich stark verindert, z.B. bei Anderung der Ordnung oder
der Schrittweite.

— Die Ableitungen der Modellfunktionen f, g oder A haben sich

wesentlich veréndert.

b) Der Startwert 49 ist zu weit vom Lésungspunkt entfernt, das Problem
ist "zu nichtlinear”, d.h. w im lokalen Kontraktionssatz ist zu grof und
der Startwert liegt nicht mehr im lokalen Konvergenzbereich des Ver-

fahrens.

Implementierung der Monitor-Strategie in DAESOL-II

Von obigen Uberlegungen geleitet verwenden wir in DAESOL-II folgende
Strategie zur Steuerung der Newton-Iterationen mittels der Schiatzung der

Konvergenzrate.

a) In jedem Iterationsschritt wird das Abbruchkriterium getestet. Falls es

erfiillt ist, wird die Iteration als erfolgreich abgebrochen.

b) Nach zwei Iterationen wird die Konvergenzrate geschétzt. Liegt diese
unterhalb der geforderten Schranke von 0.3, so wird eine dritte Itera-
tion zugelassen, andernfalls die Iteration als fehlgeschlagen abgebro-

chen.

c) Falls nach 3 Iterationen das Abbruchkriterium nicht erfiillt ist, wird

die Iteration ebenfalls als fehlgeschlagen abgebrochen.

Die Wiederverwendung bzw. Neuberechnung und Zerlegung von Ableitungen

und der Iterationsmatrix erfolgt nach folgendem Schema:

1. Solange fiir die Schitzung der Konvergenzrate 6y < 0.3 gilt, wird die

Jakobi-Matrix konstant gehalten und ihre Zerlegung weiterverwendet.

2. Falls keine Konvergenz erzielt wird, so wird die Iterationsmatrix mit
den aktuellen Werten fiir oy, und h neu zerlegt, dabei aber die alten
Ableitungen f,, g, und A, verwendet. Dann werden die Iterationen

wiederholt.
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3. Falls wiederum keine Konvergenz erzielt wird, werden auch die Ablei-
tungen f,, g, und A, neu berechnet und die Iterationsmatrix erneut

zerlegt. Die Iterationen werden wiederholt.

4. Falls dennoch keine Konvergenz erzielt wird, so wird der komplette
BDF-Schritt mit verkleinerter Schrittweite wiederholt. Die Details der

Schrittweitenreduktion werden in Abschnitt 5.4 ndher erliutert.

Dabei ist insbesondere Punkt 2 eine Mafnahme, die in vielen anderen In-
tegratoren nicht verwendet wird. Wenn sich allerdings die Ableitungen der
Modellfunktion nur langsam &ndern, und sie dazu noch aufwendig auszuwer-

ten sind, bietet sich hier viel Einsparpotential [Eic87].

5.4 Schrittweiten- und Ordnungssteuerung

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Strategie zur Schrittweiten- und
Ordnungssteuerung, die wir in DAESOL-II verwenden.

Ziel dieser Strategie ist es, den néchsten Schritt so zu planen, dass die neue
Schrittweite mdglichst grof ist, aber der entstehende lokale Fehler unter der
Toleranz T'OL bleibt, so dass der Schritt akzeptiert wird.

Schéitzung von h,

Nehmen wir im Folgenden an, der Schritt (n + 1) sei akzeptiert worden.
Um eine neue Schrittweite h,y; flir den néchsten Schritt zu bestimmen,
bendtigen wir zunéchst eine Schitzung fiir den lokalen Fehler im Schritt
(n + 2) fiir die Ordnung k, in Abhéngigkeit der neuen Schrittweite Ay 1.

Ausgehend von der Formel (5.24) fiir den lokalen Diskretisierungsfehler o,

erhalten wir fiir oy,42

k
On4+2 = H T;Z)l(n + 2) yex[tn+2a .- 7tn—k+1]
i=1

k+1
+ H ¢Z(n + 2) yex [tn+25 tn+25 e 7tn—k+1],
=1
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und daraus analog die Fehlerschéitzung fiir den lokalen Fehler
Ep(n+2,hny1) = hosallonl

= hpp1 ﬁzp,(n + 2)Hy[tn+2, . ,tn,kJrl]H. (5.33)
i=1

Hierbei 14t sich die noch unbekannte dividierte Differenz (konservativ) schit-
zen durch [BSS95]:

"y[tn+2,...,tn_k+1]u < Hy[thrl,...,tn_k]H

pa(n + 2) |y[tn+1, . ,tn,k,l]H. (5.34)

Damit erhalten wir die folgende Bedingung fiir Ay :

k
Er(n+2,hpy1) = hn—l—lei(n‘f’Q)'(Hy[tn-‘rh---,tnfk]u
i—1

+pra(n +2)||yltnta, - -- 7tn7k71]H>
< TOL = ¢TOL, (5.35)

wobei hier ¢ <1 ein Sicherheitsfaktor ist, z.B. ¢ = 0.5.

Aus dieser in A, polynomiellen Ungleichung 14t sich nur schwer ein pas-
sendes h,1 ermitteln. Daher berechnen wir zunéchst als Naherung die ma-
ximale zuldssige Schrittweite auf einem &quidistanten Gitter und reduzieren
sie gegebenenfalls mittels obiger Ungleichung.

Auf dquidistantem Gitter erhalten wir fiir die Ordnung k die Schétzung
E’k(n + 2, h) = k! thrl”y[tn_H, .. ,tn,k]H,

und damit aus der Forderung Ek(n+ 2,h) < TOL' die sogenannte mazimale
gleichmapige Schrittweite [Ble86]:

) TOL
- & ' (5.36)
KM [yt - -5t gl

Wir berechnen fL,; fiir die aktuelle Ordnung k = k der Integration, sowie fiir
k=k—1und k =k + 1. Wir vergleichen diese drei Werte und dndern die
Ordnung im néchsten Schritt, wenn sich fiir die neue Ordnung eine signifikant

grokere Schrittweite ergibt. Auf diese Weise erhalten wir eine neue Ordnung
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k* fir den néachsten Schritt.

SchlieRlich testen wir noch, ob hy- die Formel fiir die Fehlerschitzung
Ek(n + 2, iLk*) < TOL'

auf variablem Gitter erfiillt. Ist dies der Fall, so wird die Schrittweite akzep-
tiert und der n#chste Schritt mit A,y = iLk geplant. Andernfalls wird die

Schrittweite mit Hilfe von (5.35) angepakt. Dazu benutzen wir die Formel

B2 — _Tor ‘
k q(hyx) (1yltns1 ety —gx I+ (hix 1 (nA D) Y ltng 15 tn—k—1]l)’ (5.37)
wobei
k*—1
g(h) == ] (h+i(n+1))
=1

monoton wachsend in / ist.
Da hj~ < hy- ist, folgt hi.q(h=) < h2*q(iLk*) und hg+ erfiillt dann die
Ungleichung

Ep(n+2,hg) <TOL

und wird daher als Schrittweite fiir den neuen Schritt verwendet.

Die vorgestellte Strategie, die die Ordnungs- und Schrittweitensteuerung
auf Basis variabler Gitter durchfiihrt, erlaubt eine flexible Anpassung von
Schrittweiten und Ordnungen. Sie steigert, wie Bleser [Ble86] und spéter
Eich [Eic91] demonstriert haben, im Vergleich zu konventionellen Schritt-
weitenstrategien, die auf dquidistanten Gittern basieren, sowohl die Effizienz
durch weniger Schrittzuriickweisungen und ein relativ schnelles Hochschal-

ten der Ordnung, als auch die Stabilitét.

Bemerkung 5.4.1 (Schrittweiteninderungen und Stabilitit)

Wie in Abschnitt 3.2.2 gezeigt ist die Stabilitdt von BDF-Verfahren auf va-
riablen Gittern ohne weitere Annahmen nur fiir sehr begrenzte Schrittwei-
tenédnderungen bewiesen, die besonders bei héheren Ordnungen eine effizi-
ente Schrittweitensteuerung nicht zulassen. Es gibt eine Reihe von Unter-
suchungen, die unter bestimmten Annahmen grofziigigere Schranken zulas-
sen. Calvo et. al. [CLM87| berechneten beispielsweise fiir BDF-Verfahren auf
pseudo-dquidistantem Gitter (Nordsieck-Verfahren, [Nor62]) Schranken fiir

die Schrittweitendnderungen, die die Stabilidt garantieren. Dabei wird im
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Anschluf an eine Schrittweitendnderung die Schrittweite konstant gehalten.

Die Schranken werden dabei umso grofsziigiger, je ldnger die Schrittweite

konstant gehalten wird.

Gear und Tu [GT74]| bewiesen unter der Annahme stetiger Schrittweiten-

dnderungen weniger strenge Schranken an die Schrittweitenéinderungen als

Griegorieff in [Gri83].

Die in DAESOL-II verwendete Schrittweitensteuerung zielt auf stetige Schritt-
weitendnderungen ab und vermeidet allzu starke Spriinge in den Schrittwei-

ten. Dabei werden Schrittweitendnderungen in jeden Schritt gestattet. Die

engen Schranken aus Theorem 3.3.5 miissen daher nicht eingehalten werden.

Bemerkung 5.4.2 (Ordnungsinderungen und Stabilitit)

Analog zu Schrittweiteninderungen konnen auch Anderungen der Ordnung,
was ja streng genommen ein Wechsel der verwendeten LMM bedeutet, Pro-
bleme bei der Stabilitét mit sich bringen. In DAESOL-IT wird dem vorge-
beugt, indem das in den Untersuchungen von Gear und Wanatabe [GW74]
geforderte Einfrieren der Ordnung nach einem Ordnungswechsel eingehal-
ten wird. Dieses Konstanthalten der Ordnung dauert je nach Ausgangsord-
nung und Erhéhung bzw. Reduzierung der Ordnung zwischen einem und vier
Schritten.

Verhalten bei Schrittzurilickweisungen

Die obigen Uberlegungen dienten der Schitzung einer neuen Schrittweite fiir
den néchsten Schritt fiir den Fall, dass der aktuelle Schritt akzeptiert wur-
de. Ist dies nicht der Fall, stellt sich die Frage, mit welcher Schrittweite der
aktuelle Schritt (n + 1) wiederholt werden soll.

Dabei unterscheiden wir zwischen den beiden méglichen Ursachen der Schritt-
zuriickweisung in DAESOL-II:

a) Der geschitzte Fehler Ey(n + 1, hy,) ist zu grok.

b) Das Newton-ahnliche Verfahren konvergiert trotz Neuberechnung und

Zerlegung der Jakobi-Matrix nicht innerhalb von drei Schritten.

Im Fall a), wenn das Newton-dhnliche Verfahren konvergiert, aber die Schét-

zung des lokalen Fehlers zu grof ist, berechnen wir eine neue Schrittweite zur
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Wiederholung des Schrittes aus der Fehlerformel (5.35) auf variablem Gitter

mittels
TOL'

Ex(n+ 1,0y

hgneu) — hglalt) (538)

mit TOL’ wie in (5.35).

Im Fall b), wenn das Newton-dhnliche Verfahren trotz Neuberechnung und
Zerlegung der Jakobi-Matrix nicht konvergiert, reduzieren wir die Schritt-
weite implizit iiber eine Verscharfung der Toleranz.

Dabei soll die neue Schrittweite so gewéhlt werden, dass fiir die neue Kon-
vergenzrate 5(()neu) < % gilt. Das entspricht dem Ziel einer Konvergenz des
Newton-dhnlichen Verfahrens innerhalb von zwei Schritten [Enk84].

Da die Schrittzuriickweisung am Ende der Monitor-Strategie liegt, wurde zu-
vor die Jakobi-Matrix mit den aktuellen Ableitungen der Modellfunktionen
neu berechnet und zerlegt. Daher gilt hier im Giitekriterium fiir die Itera-
tionsmatrix (5.31) k = 0.

Eine Schitzung von w erhalten wir dann mittels (5.32) als:

5(()alt)
wR2——— (5.39)
0
1Y e
Damit 14ft sich die Forderung
new) 0) 1
0 = IAY el < 5
umformen zu )
||Ayn+1 altH
< L InTLait
HA n+1 neuH = 4 5((]alt) . (540)

Betrachten wir nun die Schitzung des lokalen Fehlers, so erhalten wir aus

k
lyeir = viall = T wi(n + Dllyltnsas - ynalll
i=1

und der Ndherung
P
1AL~ llySer = vl

schliefflich die Approximation

h
A,
Byln+1,0) = 2 1Ay . (5.41)
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Verschéarfen wir also nun TOL zu

Ay
TOL — h H ynJrl,altH (542)

Yry1(n +1) 46((]a”)

und fordern dementsprechend in der Schrittweitenneubestimmung

!/

Ei(n+1,n"%) < TOL

n

so erreichen wir damit

neu 1
s < e

5.5 Start des BDF-Verfahrens

Ein k-Schritt BDF-Verfahren erfordert die Vorgabe von k-Startwerten. Zu
Beginn des Integrationsvorgangs zur Losung eines IVPs steht lediglich der
Anfangswert yo = (z{,2{)T zur Verfiigung. Nun gibt es mehrere Moglich-
keiten, die Integration zu starten.

Bei einem sogenannten selbst startenden Verfahren beginnen wir mit einem
Ein-Schritt BDF-Verfahren und erhéhen die Ordnung sukzessive geméf der
Schrittweiten und Ordnungssteuerung. Der Nachteil hierbei ist, dass wegen
der niedrigen Ordnung zu Beginn meist sehr kleine Schritte gemacht werden
miissen, und die Losung evtl. ungenauer ist. Fehler, die dabei zu Beginn der
Integration gemacht werden, kénnen u.U. noch eine ganze Zeit lang den Ge-
samtfehler des Verfahrens dominieren (sieche dazu z.B. [Bau99|). Auferdem
sind im Zuge der sukzessiven Schrittweiten- und Ordnungserhéhung mehrere
Neuberechnungen und Zerlegungen der Jakobi-Matrix zu erwarten.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, einen kleinen Riickwértsschritt mit
einem Einschrittverfahren zu machen, um dann mit einem Zwei-Schritt-
Verfahren zu starten.

Schlieklich gibt es noch die Mdéglichkeit, ein Einschrittverfahren héherer Ord-
nung zu benutzen, um einige Startwerte zu berechnen und dann gleich mit
einem LMM hoherer Ordnung zu starten. Gear [Gea80| verwendete als erster
ein Runge-Kutta-Verfahren zum Start eines LMMs. Von Schwerin und Bock
[vSB95| verwendeten ein explizites Runge-Kutta-Verfahren (RK) als Starter
fiir ein Adams-Verfahren. Im Unterschied zu Gear sind bei diesem Verfahren

mehrere innere Stufen von héherer Ordnung, so dass mit einem Schritt des
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RK-Verfahrens die bendtigten Startwerte bereitgestellt werden konnen.

Fiir BDF-Verfahren entwickelte Bauer [Bau99| ein implizites RK-Verfahren,
bei dem analog zu dem Ansatz von Bock und von Schwerin mehrere innere
Stufen von héherer Ordnung sind. Damit kénnen mit einem Schritt des RK-
Verfahrens die Startwerte fiir ein BDF-Verfahren 4. Ordnung bereitgestellt
werden. Weiterhin ist dieses so konstruiert, dass die Iterationsmatrizen fiir

das RK-Verfahren im BDF-Verfahren wiederverwendet werden konnen.

In der ersten Version von DAESOL-II ist ein selbst startendes Verfahren
implementiert. Da hierbei im ersten Schritt auch nicht genligend Vergan-
genheitswerte fiir das Pradiktorpolynom zur Verfiigung stehen, verwenden
wir zur Pradiktorgewinnung im ersten Schritt ein explizites Euler-Verfahren.
Auch hier ist durch den modularen Aufbau eine spétere Erweiterung bei-
spielsweise mit einem der obigen Ansdtze moglich.

Dies ist insbesondere im Hinblick auf die effiziente Behandlung von Pro-
blemen mit Unstetigkeiten in den Modellfunktionen oder deren niedrigeren
Ableitungen von Interesse, da bei jeder Unstetigkeitsstelle die Integration

gestoppt und neu gestartet werden muf.

5.6 Generierung von konsistenten Anfangswerten

Um ein Anfangswertproblem fiir eine DAE zu 16sen, werden konsistente An-
fangswerte bendtigt. Im Anwendungsfall sind diese unter Umstédnden nicht
genau bekannt, weil sie sich beispielsweise einer Messung entziehen. Im voll-
impliziten Fall bedeuten konsistente Anfangswerte, dass F'(to,y0,%0) = 0
gelten muss. Im linear-impliziten Fall mit Index 1 sind die differentiellen
Variablen x frei, und die algebraischen Variablen z sind wegen der Regulari-
tdtsbedingung an g, eindeutig durch die differentiellen Variablen bestimmt.
Die Konsistenz der Anfangswerte bedeutet hier, dass g(tg, o, 20) = 0 gilt.

Falls die Integration mit inkonsistenten Anfangswerten gestartet wiirde, wiir-
de man nach einem Schritt, falls das iterative Verfahren zur Losung der
nichtlinearen Gleichungssysteme eine Losung {iberhaupt findet, einen konsi-
stenten Punkt erhalten. Allerdings wiirden sich Probleme in der Fehlerschét-
zung und natiirlich der Qualitit der berechneten "Losung” ergeben. Denn im

ersten Schritt geht mit hg — 0 der Fehler nicht gegen 0, da stets ein nicht
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verschwindender Beitrag der Distanz zwischen konsistenten und inkonsisten-
ten Anfangswerten verbleibt.

Bei einem linear impliziten DAE-IVP vom Index 1 bedeutet die Generierung
von konsistenten Anfangswerten somit die Suche nach einer Nullstelle der
algebraischen Gleichungen g¢(t¢, z¢, z) in Abhéngigkeit von lediglich den al-
gebraischen Variablen z.

Ein einfacher Ansatz dazu, der auch in DAESOL-II implementiert ist, ist
ein Vollschritt-Newton-Verfahren. Dieses hat die Schwéche, dass es nur kon-
vergiert, wenn die Startschéitzung fiir die algebraischen Variablen im lokalen
Konvergenzbereich (siehe auch Satz 5.3.1) des Newton-Verfahrens liegt.

Bei hochgradig nichtlinearen Problemen ist es daher mdoglich, dass keine
geeigneten Startschitzungen fiir die algebraischen Variablen gefunden wer-
den konnen. In diesem Fall wiirden dann global konvergente Verfahren zur
Nullstellensuche benétigt. Dies konnten beispielsweise geddmpfte Newton-
Verfahren oder Homotopie-Methoden sein, wie sie in [BSS95| oder [Bau99]

beschrieben werden, welche leicht in DAESOL-II integriert werden kénnen.

5.7 Skalierung

Bei der numerischen Losung von Problemen ist es notwendig, die unter-
schiedlichen Grofenordnungen der einzelnen Komponenten der Variablen zu
beriicksichtigen. Daher verwenden wir bei den beschriebenen Strategien zur
Fehlerschatzung und Schrittweitensteuerung statt der gewohnlichen ls-Norm

|ly||2 eine gewichtete Norm, die berechnet wird durch:

1SS e )
Hyn+1H - n, ; <(Uscaln+1)i> : (5-43)

Dabei bezeichnet der Index 7 jeweils die i-te Komponente des Vektors und
Vgeql 18t der Skalierungsvektor, der die einzelnen Skalierungsfaktoren zusam-

menfaft.

In DAESOL-II sind bisher vier Moglichkeiten zur Skalierung implementiert,
die sich in der Wahl und Aktualisierung der Skalierungsvektoren unterschei-

den:

1. Die DASSL-Skalierung [BCP96]|, die in vielen Integratoren verwendet
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wird:
(Vscalpi1 )i = |(Yns1)il + (atol);/TOL, i =1,...,n,.
2. Gear-Skalierung:
(Vscalps)i = Max{|(Yn+1)ils (Vscat, )it 1 =1,...,ny.
3. Alte Deuflhard-Skalierung:
(Vscalnyr )i = max{|(Yn+1)il, (Vscat, )is CMINY, i =1,...,ny,
mit CMIN = max?:yl(yn+1)i © €mech %LOOL'
4. Neue Deuflhard-Skalierung:
(Vscalpsr)i = max{|(Yn+1)ils (Vseaty )i» (atol)i}, i =1,...,ny.

Dabei gilt vseqr, = 0 und €,,¢0, steht fiir die Maschinengenauigkeit, TOL fiir
die von Benutzer vorzugebende relative Toleranz und atol einer von Benut-
zer vorzugebenden absoluten Toleranz, die sowohl als Skalar, wie auch als
Vektor angegeben werden kann.

Aufer in der DASSL-Skalierung ist der Skalierungsvektor im aktuellen Schritt
von den vorherigen Werten abhéngig, um den maximalen Wert der einzelnen
Komponenten wiahrend der Integration zu beriicksichtigen. Falls eine Kom-
ponente im Laufe der Integration stark abfillt, aber dennoch weiterhin fiir
die Berechnung signifikant ist, ist die DASSL-Skalierung den anderen vorzu-
ziehen.

Verschiedene Grofenordnungen der einzelnen Komponenten kénnen durch
entsprechende Wahl der Komponenten von atol beriicksichtigt werden. In
der DASSL-Skalierung spielt atol die Rolle einer absoluten Fehlertoleranz,

in der neuen Deuflhard-Skalierung die eines Skalierungsfaktors.

5.8 Berechnung der Sensitivitaten

Zur Generierung von Ableitungen der Losung des DAE-IVPs verwendet
DAESOL-II die in Kapitel 4 beschriebene Technik der Internen Numerischen
Differentiation. Dabei sind in der ersten Version die folgenden drei Mdoglich-
keiten zur Sensitivitdtsberechnung implementiert, zwischen denen der Be-

nutzer zur Laufzeit wahlen kann:
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a) Berechnung mittels variierter Trajektorien,
b) Berechnung durch Losen der Variations-DAE mittels Newton-Verfahren,

c) Berechnung durch direktes Losen der Variations-DAE.

Variierte Trajektorien

Hierbei erfolgt die Berechnung ganz analog dazu, wie es in Abschnitt 4.2.2
beschrieben wurde. Beim Aufruf von DAESOL-II gibt der Benutzer eine Ma-
trix Wyg;r mit den Richtungen der zu berechnenden Ableitungen vor. Dann
werden entsprechend dieser Matrix die Anfangswerte der gestorten variierten
Trajektorien gebildet. Schlieflich werden parallel die Nominaltrajektorie und
die variierten Trajektorien mit demselben Diskretisierungsschema integriert
und an jedem Ausgabepunkt die finiten Differenzen zur Approximation der
Wronski-Matrizen gebildet.

Losung der Variations-DAE mit Newton-Verfahren

Wir beschreiben hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur den Fall einer
Ableitungsrichtung ¢, der allgemeine Fall wird vollig analog behandelt. Zur
Berechnung der Sensitivitdten durch Lésen der VDAE nach dem Prinzip
der IND diskretisieren wir wie in Abschnitt 4.2.2 skizziert die VDAE (4.7)
und erhalten dann folgendes Gleichungssystem (ohne Argumente) fiir die
Wronski-Matrix W, nach einer beliebigen Richtung ¢ € R™ ="+ jm
Schritt (n + 1):

( axA+hfo—hAyd hf, —hAQ )
: ¢,n+1
9z 9z
( —h((fp — Ap®)(Q)p + (fg — Ag®)(Q)g — A ccWVe)n41) )
g

(5.44)

wobei cc(W¢)p41 hier analog zur Berechnung der Nominaltrajektorie den

konstanten Anteil des Korrektorpolynoms der Wronski-Matrix beschreibt.

Bemerkung 5.8.1
Die Matrix auf der linken Seite von (5.44) ist identisch zur Jakobi-Matrix

(5.29) bei der Losung des nichtlinearen Gleichungssystems fiir die Nominal-
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trajektorie im aktuellen Punkt g, 1.

Folgen wir strikt dem Prinzip der IND, so leiten wir zur Berechnung der
Wronski-Matrix We¢ 41 an der Stelle ¢,,1 auch die Berechnungsschritte des
Iterationsverfahrens zur Gewinnung von ¥, bei der Berechnung der Nomi-
naltrajektorie ab.
Leiten wir also das Newton-dhnliche Verfahren

(i+1) (@) (@)

Ynt1” = Ypy1 T+ Ayn+17
Ayr(:-)i-l = _MF(yy(Z-)Flapv Q)7

nach ¢ ab, wobei F hierbei wieder wie in (5.27) das Diskretisierungsschema
des BDF-Verfahrens zusammenfaftt, M die Iterationsmatrix des Newton-
dhnlichen Verfahrens beschreibt und sich ¢ hier aufgrund der Monitor-Stra-
tegie zwischen 0 und maximal 2 bewegt.

Unter Anwendung der Kettenregel ergibt sich dann als Iterationsvorschrift

fiir die Wronski-Matrizen

oyt — 8%(:11_]\/_[ OF (g7 ) Oty OF (i, 10)
ac ac oy, % o

i+1 i i i i
= Wé,:+)1 = Wé,zm -M (J(xfﬂr)i’l’p’ Q)Wé,zzﬂ + Ff(xgtzrl’p’ Q))(5-45)

wobei hier
i oF Y p.q) [ arA+hfs—hAyi hf,—hAd
J(miz-)l,-lapv Q) = + =
ayn—}—l 9z 9z
gerade die Matrix auf der linken Seite von (5.44) ist und

FC(xgi-pp, q) = ( —h((fp — Apz)(Q)p + (fq_—g;‘lqi)(oq — A ccOVe)n+1) )

(5.46)
die rechte Seite.
Dies bedeutet also, dass wir auf das Gleichungssystem (5.44) fiir die Wronski-
Matrizen ein Newton-dhnliches Verfahren mit derselben Iterationsmatrix wie
fiir die Nominaltrajektorien und derselben Iterationszahl anwenden, so dass
wir die Iterationsmatrizen hier nicht neu berechnen miissen. Wir gewinnen
dabei den Startwert analog zur Nominaltrajektorie aus dem entsprechenden
Priadiktorpolynom. Wahrend der Iterationen wird die linke Seite von (5.44)

mittels der Richtungsableitungen der Modellfunktionen ausgewertet.
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Direktes Losen der Variations-DAE

Die dritte Méglichkeit zur Berechnung der Sensitivitdten, die in DAESOL-II
implementiert ist, erhalten wir durch eine leichte Abweichung vom Prinzip
der IND. Weil das Gleichungssystem (5.44) linear in der Wronski-Matrix
We m+1 ist, kénnen wir es direkt l6sen.

Dies erspart uns die Auswertungen der Ableitungen der Modellfunktionen
wahrend der Newton-dhnlichen Iterationen, dafiir miissen wir die Matrix

J(Zn41,p,q) aber in jedem Schritt zerlegen.

5.9 Ableitungen der Modellfunktionen

Wiéhrend des Integrationsvorgangs werden Ableitungen der Modellfunktio-
nen bendétigt. Bei der Losung der Nominaltrajektorie sind dies die Ableitun-
gen nach den Zustandsvariablen z und z, in Fall der Sensitivitdtsberechnung,
aufer bei der Benutzung der variierten Trajektorien, auch die nach Para-
metern und Kontrollen. In DAESOL-II kénnen die bendtigten Ableitungen
entweder durch das Programm selbst mittels einer Approximation durch fi-
nite Differenzen oder durch den Benutzer in Form vom Funktionen {iberge-
ben werden. Dabei werden in DAESOL-II die Ableitungen soweit mdglich
gleich als Richtungsableitungen ausgewertet, was sowohl Speicherplatz wie
auch Rechenzeit spart. Diese Moglichkeit wird sowohl bei der Berechnung
durch DAESOL-II mittels finiter Differenzen, als auch bei der Ubergabe der
Ableitungsroutinen durch den Benutzer, sofern diese Richtungsableitungen
unterstiitzen, ausgenutzt.

Im Folgenden wollen wir einige Moglichkeiten zur Ableitungsgenerierung

kurz diskutieren.

Finite Differenzen

Hierbei werden, wie in Abschnitt 4.2.1 fiir die Approximation der Ableitun-
gen der Nominaltrajektorie beschrieben, die Richtungsableitungen beispiels-
weise von f im Punkte £ nach einer Richtung ( approximiert durch den

Differenzenquotienten

of(t;6) . f(t;€+ecC) — f(:€)
ac €

. (5.47)



5.9 Ableitungen der Modellfunktionen 65

Wie bereits geschildert bereitet hier die Wahl von €, Probleme, insbesondere
fiir unterschiedliche Gréfenordnungen der einzelnen Komponenten. Wéhlen
wir es zu grof, so erhalten wir gréfiere Fehler durch die Terme héherer Ord-
nung, die bei der Approximation vernachlissigt werden. Wéhlen wir es zu
klein, so wachst durch Ausléschung der Fehleranteil, der auf den Rundungs-
fehlern beruht. Ein weiterer Nachteil ist, dass wir selbst im giinstigsten Fall
nur eine Genauigkeit von der halben Maschinengenauigkeit erwarten konnen.
Dies kann bei hoher geforderter Genauigkeit an die berechneten Sensitivita-
ten zu einem Problem fiihren. Daher ist in diesem Fall oft eine Auswertung
der Ableitungen auf eine der folgenden Weisen mehr zu empfehlen. Bei der
Losung der Nominaltrajektorie ist dies nicht so kritisch, da dort die Ablei-
tungen der Modellfunktionen lediglich fiir die Iterationsmatrix des Newton-
dhnlichen Verfahrens bendtigt werden. Hierbei reicht meist, wie oben ge-
zeigt, eine méfkig gute Approximation der Jakobi-Matrix des nichtlinearen

Gleichungssystems aus.

Manuelle Berechnung

Hierbei werden die Ableitungen vom Benutzer analytisch von Hand berech-
net und dann in einer Funktion programmiert und diese an DAESOL-II
iibergeben. Dies bietet den Vorteil, dass man die Berechnung der Ableitun-
gen sehr effizient gestalten kann und eine hohe Genauigkeit erzielt wird.
Allerdings ist das Ausrechnen der Ableitungen von Hand fiir groke Modelle

ersteinmal sehr aufwendig und auch fehleranféllig.

Symbolische Berechnung

Bei diesem Ansatz werden die Ableitungen aus einer Zeichenkette, welche
die Funktionsauswertung beschreibt, auf symbolischen Wege mit Hilfe eines
Computeralgebra-Systems wie beispielsweise Mathematica oder Maple wie-
der als Zeichenkette berechnet, und dann in eine Routine transformiert, die
DAESOL-II iibergeben wird. Der Vorteil ist die relativ komfortable Generie-
rung von analytischen Ableitungen der Modellfunktionen. Allerdings sind die
entstehenden Berechnungsvorschriften mitunter sehr komplex und aufwendig

auszuwerten.



5.9 Ableitungen der Modellfunktionen 66

Automatische Differentiation

Eine effiziente Moglichkeit zur akkuraten numerischen Berechnung von (Rich-
tungs)-Ableitungen der Modellfunktionen im Rahmen der Maschinengenau-
igkeit stellt die sogenannte Automatische Differentiation (AD) dar. Hierbei
wird die Berechnungsvorschrift der Modellfunktion als Abfolge von soge-
nannten Elementaroperationen wie Addition, Multiplikation, Division, Ex-
ponentialfunktion, Wurzelfunktion usw. betrachtet, von denen die Ableitun-
gen bekannt und leicht zu berechnen sind. Dies fiihrt zu einer Graphen von
vielen dieser Elementaroperationen zur Auswertung der Funktion, aus dem
man dann eine lineare Sequenz von Auswertungen generieren kann. Die Ab-
leitungen der Funktion erhdlt man dann durch Ableiten der einzelnen Ele-
mentaroperationen und durch sukzessive Anwendung der Kettenregel. Dies
geschieht in engem Zusammenhang mit der Auswertung der Funktion selbst.
Dabei treten lediglich Rundungsfehler auf, die auch bei der Funktionsaus-
wertung unvermeidbar sind, aber keine Diskretisierungsfehler, so dass wir die
Ableitungen faktisch mit Maschinengenauigkeit berechnen kénnen. Die Au-
tomatische Differentiation erlaubt ebenfalls eine effiziente Ausnutzung der
Diinnbesetztheit der Ableitungsmatrizen.

Es existieren zwei Moglichkeiten der Richtung, in der man sich beim Ableiten
durch die Sequenz der Elementaroperationen bewegen kann, beide im Detail
beschrieben in [Gri00].

Vorwiartsmodus Dieser wird zur Generierung von Richtungsableitungen

nach einer Richtung ¢ der Form

5_%4-7

eingesetzt, wie wir sie auch in der ersten Version von DAESOL-IT benétigen.
Dabei werden bei der Auswertung der Funktion parallel zur Berechnung der
Zwischenwerte der Funktion die Ableitungen der Zwischenergebnisse nach
der unabhéngigen Variable x berechnet. Nach Abschluf der Auswertung der
Funktion haben wir somit auch die Ableitung der Funktion vorliegen. Man
kann zeigen, dass der Aufwand zur Berechnung einer Richtungsableitung im
Vorwértsmodus maximal %—mal so hoch ist wie zur Auswertung der Funktion

selbst und praktisch kein zusétzlicher Speicherplatz bendtigt wird. Bei der
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Berechnung von ngg;- Richtungsableitungen betrdgt der Aufwand maximal
(1 4+ 1.5n44;-)-mal den der Funktionsauswertung [Gri00].

Riickwirtsmodus Dieser wird dazu eingesetzt, Linearkombinationen

von Ableitungen der Form

= =d

e=c
zu berechnen. Dabei werden schrittweise die Ableitungen des Endergebnisses
der Funktionsauswertung nach den Zwischenergebnissen erzeugt. Da man
sich dazu in umgekehrter Reihenfolge durch die Auswertungssequenz der
Funktion bewegt, muff man zunéchst eine komplette Auswertung der Funk-
tion machen und die Zwischenergebnisse dabei abspeichern. Danach werden
in einem sogenannten Riickwértslauf die Ableitungen berechnet. Hierbei wird
fiir die Abspeicherung der Zwischenergebnisse zusédtzlicher Speicherplatz be-
notigt. Der Aufwand fiir die Berechnung einer Linearkombination ist hierbei
maximal 4-mal so hoch wie der der Funktionsauswertung, bei ny;promp Line-

arkombinationen dann (1.5 + 2.5 nyinkoms)-mal so hoch [Gri00].

Bemerkung 5.9.1

Neben den in der ersten Version von DAESOL-IT erforderlichen Richtungs-
ableitungen, die bei Anwendung der Automatischen Differentiation am be-
sten mit dem Vorwirtsmodus berechnet werden, werden ferner auch kom-
plette Jakobi-Matrizen der Modellfunktionen benétigt. Nehmen wir an, dass
f:R" - R™ so ist die Jakobi-Matrix % € R™*™ Dann kann die Jakobi-
Matrix im Zuge der Automatischen Differentiation durch n Richtungsablei-
tungen im Vorwartsmodus oder m Linearkombinationen von Ableitungen im

Riickwértsmodus mit zusdtzlichem Speicherbedarf gewonnen werden, so dass

hier die beste Wahl von den konkreten Problemdimensionen abhingt.

Bemerkung 5.9.2

Der Riickwértsmodus der Automatischen Differentiation ist auferdem im
Hinblick auf die zukiinftige Erweiterung von DAESOL-IT mit einem Riick-
wartsmodus der Sensitivitétsberechnung mittels der Losung der adjungierten
Variations-DAE von Interesse. Hierbei werden Linearkombinationen der Ab-
leitungen der Modellfunktionen benétigt. Auch fiir die Generierung von Sen-
sitivitdten hoherer Ordnung ist der Riickwértsmodus von Bedeutung. Wie

aus (4.8) ersichtlich werden hierbei hohere Ableitungen der Modellfunktionen
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bendtigt, und durch eine Kombination von Vorwérts- und Riickwértsmodus
der AD konnen beispielsweise sehr effizient zweite Ableitungen erzeugt wer-

den.

Bemerkung 5.9.3 (Implementierungen der AD)

Bei der Implementierung der AD finden sich vor allem zwei Ansétze.

a) Die Sourcecode-Transformation, bei der aus dem Quellcode der Funkti-
on, nach dem Prinzip der AD, Quellcode fiir die Ableitungen generiert
wird.

Diese Moglichkeit wird beispielsweise in den Tools ADIFOR, [BCCT92|

fiir Fortran-Routinen bzw. ADIC fiir C-Routinen verwendet.

b) Das Operator-Overloading in objektorientierten Programmiersprachen.
Hierbei werden die Elementaroperationen {iberladen mit der zusétzli-
chen Berechnung der Ableitungen. Dies ist beispielweise in dem Tool
ADOL-C [GIM199] in C++ realisiert.

5.10 Relaxierung der algebraischen Gleichungen

Bei der numerischen Losung von Optimierungsproblemen, bei denen ein
DAE-Modell auftritt, kann es mitunter wiinschenwert oder sogar notwen-
dig sein, DAE-IVPs mit inkonsistenten Anfangwerten fiir die algebraischen
Variablen starten zu kénnen. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn das Opti-
mierungsproblem mit Newton-Typ-Verfahren geldst wird und wenn die alge-
braischen Variablen von den zu optimierenden Variablen abhingen, da dann
meist nach jeder Iteration die Konsistenzbedingungen verletzt sind.

In diese Féllen ist eine Relaxierung der algebraischen Gleichungen empfeh-
lenswert (Bock et. al in [BES88|). Der Optimierungsalgorithmus ist in diesem
Fall dafiir verantwortlich, dass im Lésungspunkt des Optimierungsproblems
die Konsistenz gewihrleistet ist, beispielsweise durch Hinzunahme der al-
gebraischen Gleichungen im Startpunkt als Nebenbedingungen, wie dies im
Code MUSCOD-II [Lei99] realisiert ist.
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Die Relaxierung fithrt auf ein DAE-IVP der Form
Alt,z,2)e = f(t,x,2)
0 = g(t,z,2) = I(t)g(to, xo, 20),
z(to) = o,
z(tg) = =zo0.

(5.48)

Dabei wird die Relaxierungsfunktion ¥ : R — R als geniigend glatt angenom-
men und es gilt ¥(tp) = 1, J(¢) > 0 und i.A. ist J(¢) monoton fallend. Falls
die Relaxierungsfunktion stark genug fillt und man iiber einen hinreichend
langen Zeitraum integriert, erhélt man schlieflich konsistente Werte.

Diese relaxierte Formulierung bietet im Optimierungskontext den Vorteil,
dass nun alle Anfangswerte frei wahlbar sind.

Der hinzugefiigte Relaxierungsterm erscheint bei dieser Formulierung iden-

tisch im Diskretisierungsschema fiir die Nominaltrajektorie.

In DAESOL-II ist die Moglichkeit der Relaxierung mittels der Standard-
Relaxierungsfunktion

0(15) — e_prelaac (@—t_oto>

implementiert, mit einem durch den Benutzer frei wihlbaren Relaxierungspa-
rameter pyejqe- Auberdem ist eine Moglichkeit der Implementierung weiterer

Relaxierungsfunktionen vorgesehen.

Bemerkung 5.10.1 (Relaxierung bei der Sensitivitdtsberechnung)
Wenn die relaxierte Formulierung bei der Losung der Nominaltrajektorie an-
gewendet wird, so verdndern sich entsprechend auch die zu l6senden VDAESs
und die entsprecheden Diskretisierungsschemata. Dort erscheint ein zusétz-
licher Term, der sich aus der Relaxierungsfunktion und den entsprechen-
den Ableitungen von g nach Anfangswerten, Parametern bzw. Kontrollen im
Startpunkt (to,xo,20) zusammensetzt. So muf beispielsweise der algebrai-
sche Teil der VDAE (4.7) modifiziert werden zu

IA L

w
W
(Wadir )p
Wadir)q

_19(15) ( 9z,0 9z,0 YGp,0 Yq,0 > Wadir

z

0 = <gx 9= 9p gq>
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wobei die Indizierung der Ableitungen von g mit 0 die Auswertung an der
Stelle (tg, zo, 20, p, q) kennzeichnet. Der Ableitungsterm der Relaxierung muf

nur einmal zu Beginn der Integration ausgewertet und abgespeichert werden.

5.11 Kontinuierliche Darstellung der Losungen

Durch die im BDF-Verfahren stattfindende Polynominterpolation der letz-
ten Trajektorienwerte bietet sich eine einfache und effiziente Moglichkeit zur
Generierung einer kontinuierlichen Darstellung der Losungen. Diese ermdg-
licht es, die Ausgabe der Losungen vom Integrationsgitter zu entkoppeln und
somit die Werte der Losung an beliebigen Stellen, die nicht auf dem Inte-
grationsgitter liegen, fehlerkontrolliert zu berechnen. Diese Darstellung kann
bei spiteren Erweiterungen wie beispielsweise der Behandlung von implizit
definierten Modelldnderungen auch dazu genutzt werden, Unstetigkeitsstel-
len bzw. Schaltpunkte zu suchen (siehe auch [BP04], [Eic91]).

Zur kontinuierlichen Darstellung der Losung im Intervall [t,,, t,,+1] verwenden
wir das Interpolationspolynom P. 11(t), welches die Werte 1,41, . .., Yn—k in-
terpoliert, d.h. mit dem Korrektorpolynom des gerade durchgefiihrten Schrit-
tes identisch ist. Falls wir die Ordnung im néchsten Schritt beibehalten, so
ist es auch identisch mit dem Préadiktorpolynom in n#chsten Schritt. Wir
erhalten also

E j—1

Péﬂ(t) = Z H(f —tnt1—i) Yltng1s- s tny1—j] (5.49)
=0 i=0

= 7)7?+1(t)
= 73,];2 (t) (falls die Ordnung konstant bleibt).

Man kann zeigen, dass diese kontinuierliche Darstellung der Lésungen zumin-
dest bei dquidistantem Integrationsgitter die Bedingungen der natirlichen
Interpolation |[BS81] erfiillt. Das bedeutet, dass der Interpolationsfehler bei
der Auswertung von P! asymptotisch kleiner ist als der Diskretisierungsfeh-
ler des BDF-Verfahrens an den Gitterpunkten.

Die Ausgabe von Losungen in DAESOL-II beruht auf der soeben beschrie-
benen kontinuierlichen Loésungsdarstellung. Der Benutzer kann dabei so-

wohl einen Vektor mit beliebigen Ausgabestellen, als auch ein dquidistan-
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tes Gitter definieren, auf dem Ldsungen ausgegeben werden sollen. Ferner
kann DAESOL-II an das Problem angepafte, vom Nutzer konfigurierbare
Gnuplot-Dateien erstellen. Schliefslich kann der Benutzer noch eine eigene

Ausgaberoutine {ibergeben, die dann an den Ausgabestellen aufgerufen wird.

5.12 Softwarebibliotheken

DAESOL-II bedient sich zur Erzielung eines hohen Mafes an Effizienz bei der
Ausfiihrung von Standard Matrix-Vektor- und Matrix-Matrix-Operationen,
sowie zur Losung linearer Gleichungssysteme der Standard-Schnittstellen von
BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) und LAPACK (Linear Algebra
PACKage) im Falle der Behandlung von dichtbesetzten Matrizen. Ferner
besitzt es eine variable Darstellung von diinnbesetzten Matrizen zur Mog-
lichkeit der Verwendung verschiedener Software-Bibliotheken, da es fiir den
diinnbesetzten (engl.: sparse) Fall keine einheitliche verbreitete Schnittstelle
gibt. Dies ermoglicht die Verwendung von sowohl fiir die einzelnen Probleme
als auch fiir die verwendete Hardware-Plattform optimierten Bibliotheken.
In der ersten Version von DAESOL-II werden standardméfig die folgenden

beiden frei verfiigbaren Bibliotheken verwendet.

ATLAS

Die Automatically Tuned Linear Algebra Sofware (ATLAS) [ATL] ist ei-
ne frei verfiigbare Bibliothek, die die komplette Funktionalitdt des BLAS-
Standards [BLA02, BDD102], sowie eine Teilmenge der Routinen von LA-
PACK [ABB'99] zur Verfiigung stellt. Sie wurde von Whaley und Petitet
[WPDO01] entwickelt. Das besondere an ihr ist, dass die bereitgestellten Rou-
tinen automatisch ohne Zutun des Benutzers bei der Kompilierung fiir den
Aufbau der vorhandene Hardware wie z.B. die Cache-Hierarchie und den Be-
fehlssatz des verwendeten Prozessors optimiert werden. Dies erméglicht eine
sehr hohe Effizienz der Linearen-Algebra-Operationen auch auf Systemen,
fiir die keine von Hersteller optimierten Bibliotheken verfiigbar sind. Selbst
wenn diese vorhanden sind, so ist ihr Performancegewinn im Vergleich zu
ATLAS meist nur marginal.

Die Geschwindigkeitsgewinne insbesondere bei Matrix-Operationen mit dicht-
besetzten Matrizen auf den Systemen der DAESOL-II-Entwickler lagen beim
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Faktor 10-15 gegeniiber der Standard-BLAS bzw. LAPACK.

UMFPACK

UMFPACK ist eine frei verfiigbare Bibliothek zur Lésung von diinnbesetz-
ten Gleichungssystemen mit unsymmetrischen Matrizen, die ihrerseits zur
Erlangung ihrer Effizienz auch vollen Gebrauch der ATLAS-BLAS macht.
UMFPACK steht fiir Unsymmetric-pattern MultiFrontal PACKage und wur-
de von Davis et al. entwickelt [Dav04, Dav]. Neben der Losung von Glei-
chungssystemen und der Mdglichkeit, mit variablen Sparsity-Strukturen zu
arbeiten, bietet sie Hilfsroutinen zur effizienten Umwandlung zwischen ver-
schiedenen Darstellungen von Sparse-Matrizen, so dass sie sich auch im Hin-
blick auf die spéatere Verwendung anderer Sparse-Bibliotheken gut als Grund-

lage eignet.

5.13 Das Programmpaket DAESOL-II

In diesem Abschnitt beschreiben wir kurz die Schnittstelle von DAESOL-II,
geben einen kurzen Uberblick iiber den modularen Aufbau des Programms
in Form eines Ablaufdiagramms und beschreiben einige weitere Routinen,
die im Zuge der Entwicklung von DAESOL-II entstanden.

Die Schnittstelle

Die Schnittstelle von DAESOL-II spiegelt die Ziele der Erweiterbarkeit und
Modularitdt wieder. Der Aufruf von DAESOL-II erfolgt mittels des Pro-
grammcodes

int DAESOL(

double* xz,

doublex* p,

doublex q,

double* time,

int (*EVAL_F) (double, double *, ... , double *),

int (*EVAL_G) (double, double *, ... , double *),

int (*EVAL_A) (double, double *, ... , struct TDAESOL_DMat ),
int (*EVAL_S) (double, double *, ... , double * ),

struct TIntegratorControls *IntegratorControls,

struct TIntegratorConstants *IntegratorConstants,
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struct TSensitivityControls *SensitivityControls,

struct TIntegratorStatus *IntegratorStatus

).

Dabei sind beim Aufruf xz, p und q die Zeiger auf die (Start-)Werte der
entsprechenden Variablen, time auf die Anfangszeit, bei der Riickkehr ent-
halten sie die entsprechenden Werte am Ende der Integration.

Die mit EVAL _ beginnenden Zeiger sind Zeiger auf die vom Benutzer be-
reitzustellenden Auswertungsroutinen fiir die Modellfunktionen f, g und A,
sowie fiir eventuelle Schaltfunktionen S. Diese letzte Moglichkeit wird von
der ersten Version nicht benutzt und ist fiir spétere Erweiterungen gedacht.
Falls eine der Funktionen nicht benotigt wird, kann sie einfach durch einen
NULL-Zeiger ersetzt werden.

Die vier Strukturen am Ende enthalten alle anderen von DAESOL-II verwen-
deten Informationen und Konfigurationsmoglichkeiten, thematisch in einzel-
ne Strukturen aufgeteilt. Die Subsummierung der Parameter und Konfigura-
tionen auf diese Strukturen hat den Vorteil, dass bei spiteren Erweiterungen
die Schnittstellen nicht gedndert werden miissen.

In der Struktur IntegratorControls sind die vom Benutzer normalerwei-
se zur Losung eines Anfangswertproblems vorzugebenden Informationen zu-
sammengefafit. Dazu gehoren die Problemdimensionen, die Endzeit, die Ska-
lierungen und Toleranzen und auch die Art der Systemmatrix A sowie die
Methode der Ableitungsgenerierung der Modellfunktionen und ggf. die Ab-
leitungsroutinen.

Die Struktur IntegratorConstants enthélt Konfigurationen und Einstellun-
gen, die vom Benutzer normalerweise nicht, oder nur selten gedndert werden
miissen. Diese beinhalten neben anderen die Maschinengenauigkeit, die ma-
ximale und die minimale Ordnung und Schrittweite des BDF-Verfahrens,
Schranken an Ordnungs- und Schrittweitendnderungen und Einstellungen
zum Start des Verfahrens und der relaxierten Formulierung.

Mit der Struktur SensitivityControls werden die Einstellungen zur Gene-
rierung der Sensitivitdten geregelt. Darunter fallen beispielsweise die Wahl
des Modus der Sensitivitdtsberechnung sowie die Ableitungsrichtungen fiir
die Richtungsableitungen und ihre Anzahl.

Die Struktur IntegratorStatus hingegen muf nicht zwingend vor dem Auf-

ruf von DAESOL-II vom Benutzer gedndert werden. Sie enthilt neben vielen
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statistischen Informationen wie gesamter Schrittzahl, Anzahl der Funktions-
und Ableitungsauswertungen sowie der Matrizenzerlegungen auch Zeiger auf
Informationen, die den aktuellen Status des Integrators beschreiben, wie die
aktuelle Zeit, die Werte der Trajektorien und dividierten Differenzen, den
aktuellen Skalierungsvektor und die aktuelle Fehlerschétzung. Damit ist es
moglich, den Integrator nach jedem Schritt anzuhalten, die Informationen zu
verwerten, und die Integration durch Ubergabe der unveranderten Struktur

mittels eines sogenannten Warm-Starts nahtlos fortzusetzen.

Weitere Routinen

Neben der eigentlichen Integrationsroutine entstanden im Zuge der Entwick-
lung noch einige fiir den Benutzer niitzliche Hilfsroutinen sowie ein Rahmen-
programm zur einfachen Implementierung von eigenen Problemen.

Die Hilfsroutinen, die fiir den Benutzer von Bedeutung sind, dienen der
Initialisierung der oben genannten Kontrollstrukturen. Sie sind nach dem
Schema FORMAT_{name_der_struktur} bezeichnet und erlauben eine einfa-
che Initialisierung der jeweiligen Struktur mit definierten Werten, so dass
DAESOL-II spéter bei Einstellungen, die der Benutzer nicht gedndert hat,
Standardeinstellungen verwenden kann.

Das Programm daesol_test bietet eine einfach zu bedienende Mdglichkeit
zur Einbindung von eigenen Anfangswertproblemen, die dann mittels des
Rahmenprogramms aufgerufen kdnnen. Dabei sind die wichtigsten Einstel-

lungsmoglichkeiten iiber Kommandozeilenparameter steuerbar.
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Programmaufbau

Der Aufbau der Routine daesol gestaltet sich folgendermafen:

‘ Call of DAESOL-11

if start/restart

!

)

Calculate predictor and
corrector constant

Call startup method

solving failed

i

Solve corrector equation

Initialization

' infegfafioh Ibdp

error test failed

\—¢ solving successful

Error estimation after step

Modifications after rejected step

step accepted

Sensitivity calculation with IND

if start/restart ¢

|

Call startup method IND

Calculate predictor and
corrector constant IND

Solve corrector equation IND

Output trajectories

¢

New stepsize and
order selection

Output iteration log

whilet<t_end

Return to calling routine
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5.14 Dokumentation

Eines der Ziele der Entwicklung von DAESOL-II ist die gute Erweiterbar-
keit und einfache Bedienbarkeit des Integrators. Damit sich auch andere
Entwickler und ggf. auch Anwender in dem doch umfangreichen und kom-
plexen Programmcode, wie er mit einem modernen Integrator einhergeht,
zurechtfinden und eine gute Wartbarkeit des Programmcodes gewéhrleistet
ist, ist eine gute Dokumentation des Quelltextes und der Programmstruktur
notwendig. Zu diesem Zweck verwenden wir in DAESOL-II das Programm
dozygen, welches von van Heesch entwickelt wird [vH| und von ihm unter
der freien GPL-Lizenz [GNU] zur Verfiigung gestellt wird. Es extrahiert
aus den C-Quelltexten mit Hilfe von speziellen Kommentaren Informatio-
nen und Beschreibungen von Funktionen, Parametern, Variablen, Aufruf-
hierarchien u.a. Diese werden, zum Teil graphisch, aufbereitet und wahlwei-
se im HTML-Format oder auch als Latex- oder PDF-Datei ausgegeben. Im
HTML-Format kann dann beispielsweise der Quelltext interaktiv mit einem
Browser betrachtet werden, und von einem Funktionsparameter oder einer
struct-Komponente fithrt dann ein Link zu dessen Definition. Dies bedeutet
eine erhebliche Vereinfachung einerseits bei der Dokumentation und Wartung
des DAESOL-II-Projekts, andererseits auch ein einfacheres Zurechtfinden fiir

den Anwender und den Entwickler von Erweiterungen.



Kapitel 6
Anwendungen

In diesem Kapitel demonstrieren wir anhand von Anwendungen die Zuverlds-
sigkeit und die Effizienz der von uns vorgestellten Methoden und des von uns
implementierten Integrators DAESOL-II. Hierzu beginnen wir aus Referenz-
zwecken mit zwei einfachen Beispielen, fiir die die Losungen einfach analy-
tisch zugénglich sind. Im Anschluff daran behandeln wir einige Aufgaben aus
Beispielsammlungen fiir AnfangswertproblemlGser fiir steife Probleme. Zum
Abschluf beschaftigen wir uns mit dem Modell eines Destillationsprozesses
aus der Anwendung und der interessanten Peroxidase-Oxidase-Reaktion aus
der Biochemie.

Soweit nicht anders angegeben verwenden wir dabei stets eine dichte Dar-
stellung bei der Losung der Linearen-Algebra Subprobleme und fiir die To-
leranzen wdhlen wir rel tol = a_tol = T'OL. Die benétigten Ableitungen

der Modellfunktionen werden i.a. mittels finiter Differenzen berechnet.

6.1 Einfache Sensitivitiatstestprobleme

In diesem Abschnitt behandeln wir zu Testzwecken zwei relativ einfache Bei-
spiele, bei denen wir die Losungen und auch die Sensitivitdten analytisch als

Referenz berechnen konnen.

6.1.1 Die Dahlquistgleichung mit Parameter

Wir betrachten die Dahlquistgleichung
Y= —Ay, mit A >0, y,AeR.

7
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Sei to = 0 und y(tp) = yo dann erhalten wir die Losung

y(t) = yo e M

und als Losungen fiir die Sensitivitdten nach yy bzw. A

ay(t) — ef)\t und
8y0

89@) . —\t
Ton . twe

Wir verwenden die Werte yo = 1, A = 1 und 16sen das Problem auf dem
Intervall I = [0,20]. Wir vergleichen im Folgenden die Losungen sowie die
Schrittweiten und Fehlerschdtzungen von DAESOL-IT und dem Vorgénger-
code DAESOL.

Nominaltrajektorie
l T T T

0.8 8

0.6 | .

y(t)

04 | .

0.2 .

0 1 1
0 5 10 15 20

t

Abbildung 6.1: Die Nominaltrajektorie fiir die Dahlquistgleichung, berechnet mit den Wer-
ten yo = 1, A = 1 und der Toleranz TOL = 1076,
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Abweichungen in der Nominaltrajektorie, ToL=10"°

-7
400 DAESOL-Il ——
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2107’
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£
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Abbildung 6.2: Abweichungen der mit DAESOL bzw. DAESOL-II berechneten Nominal-
trajektorien fiir die Dahlquistgleichung mit den Werten yo = 1, A = 1 und der Toleranz

TOL = 107° von der analytischen Losung iiber dem Integrationsintervall.

Vergleich der Fehlerschatzungen fur E,, TOoL=10"®

21 DAESOL-Il ——
800 DAESOL -

Schatzung des lokalen Fehlers

Abbildung 6.3: Schitzungen des lokalen Fehlers in den einzelnen Integrationsschritten von
DAESOL bzw. DAESOL-II bei der Berechnung der Nominaltrajektorie der Dahlquistglei-
chung fiir o = 1, A = 1 und der Toleranz TOL = 10~°.
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Vergleich der Schrittweiten, TOL=10"°

1.8

DAESOL-Il ——

Abbildung 6.4: Verwendete Schrittweiten von DAESOL bzw. DAESOL-II bei der Berech-
nung der Nominaltrajektorie der Dahlquistgleichung fiir yo = 1, A = 1 und der Toleranz
TOL =107°.

Integrationsfehler Nominaltrajektorie gegen TOL

|yanal(tend) - ynum(tend)l
=
o
0

107 L - DAESOL-Il ——
N DAESOL ——x——
10—10 % ]
101t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X
10 10° 10% 107 10® 10° 10% 10% 102
TOL

Abbildung 6.5: Die Relation zwischen dem Fehler am Ende des Integrationsintervalls
bei der Berechnung der Nominaltrajektorie der Dahlquistgleichung mit DAESOL bzw.
DAESOL-II fiir yo = 1, A = 1 und der von Benutzer vorgegebenen Toleranz fiir Toleran-
zen von TOL = 107'% bis TOL = 107>,
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‘ TOL ‘ #Steps ‘ #Eval. f ‘ #Decomp. Jac ‘ #Deriv. f ‘

DAESOL | 1074 53 104 8 1
DAESOL | 1076 83 165 6 1
DAESOL | 1078 126 292 7 1
DAESOL | 10710 | 215 527 10 2
DAESOL-II | 10~ 51 105 9 1
DAESOL-II | 1076 79 170 7 1
DAESOL-II | 10~8 124 308 8 2
DAESOL-II | 10710 | 218 547 8 2

Tabelle 6.1: Der numerische Aufwand von DAESOL bzw. DAESOL-II bei der Berechung
der Nominaltrajektorien der Dahlquistgleichung fiir yo = 1, A = 1 und verschiedene Werte
fiir TOL.

Wir beobachten also von einem Ausreiffer abgesehen prinzipiell ein dhnliches

Fehlerverhalten, und eine vergleichbaren Aufwand der beiden Verfahren.

Abweichungen bei der Sensitivitdtsberechnung, TOL=10"%

410™’

201077

|
N
=
S
4

y(yo),num(t) - y(yo),anal(t)
N
[
ol
8

~610”" Var. Trajektorien
Var-ODE Newton ---—--—--—--

Var—-ODE direkt

_SDLO_7 Il Il
0 5 10 15 20

t

Abbildung 6.6: Abweichungen bei der Berechnung der Sensitivitat y(,,)(t) = %yT? mit
DAESOL-II mittels der implementierten Varianten von der analytisch erhaltenen Sensiti-
vitdt der Losung der Dahlquistgleichung nach dem Anfangswert yo fiir yo = 1, A = 1 und

der Toleranz TOL = 107,
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Abweichungen bei der Sensitivitatsberechnung, TOoL=10"°

1078

%

5]

< -10°%F

|
% |

S -201078 |}
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Var. Trajektorien
L Var-ODE Newton -
-310% F  in Var-ODE direkt |
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t

9y(t)
2

DAESOL-II mittels der implementierten Varianten von der analytisch erhaltenen Sen-

Abbildung 6.7: Abweichungen bei der Berechnung der Sensitivitit yx(¢f) = mit

sitivitdt der Losung der Dahlquistgleichung nach dem Parameter A fiir yo = 1, A = 1 und
der Toleranz TOL = 1075,

| | Methode | #Eval. f | #Decomp. Jac | #Deriv. f |
| DAESOL | V-ODE Direkt | 467 | 83 | 80 |
DAESOL-II | Var. Traj. 488 7 1
DAESOL-II | V-ODE Newton | 170 7 160
DAESOL-II | V-ODE Direkt | 170 84 78

Tabelle 6.2: Numerischer Aufwand bei der Sensitivitatsberechnung nach yo und X fiir die
Dahlquistgleichung mittels DAESOL bzw. DAESOL-II fiir yo = 1, A = 1 und TOL=1075.

Hierbei kénnen wir gut die unterschiedlichen Auswirkungen der Art der Sen-
sitivitdtsberechnung im Hinblick auf die Anzahl der benétigten Funktions-
und Ableitungsauswertungen begutachten, wie die Tabelle 6.2 demonstriert.
Je nach Aufwand zur Berechnung von Funktionen bzw. Ableitungen ist da-
her in der Praxis zwischen der Anwendung der einzelnen Arten abzuwégen,

um eine optimale Effizienz zu erlangen.
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6.1.2 Freier geddmpfter harmonischer Oszillator

Der freie geddmpfte eindimensionale harmonische Oszillator wird beschrie-

ben durch die Bewegungsgleichung
mzZ+cz+ Dz =0.

Ein mechanisches Beispiel dafiir ist ein Massepunkt an einer Feder, dessen

Bewegung geddmpft wird. Wir definieren die Abkiirzungen

& D
und wi ==

L m

und erhalten die gewonliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
fé—i—272—|—wgz =0.

Seien die Anfangwerte als z(tp) = zp € R und 2(t9) = 29 € R gegeben.
Abhiingig von dem Verhiltnis von v und w} kénnen wir dann drei Fille

unterscheiden:
a) Fiir 72 < w? die gedimpfte harmonische Schwingung mit der Lésung
2(t) =e " (zo cos(wt) + 1230+ %0 sin(wt)),
w

wobei w 1= /w3 — 2.

b) Fiir v > w? den Kriechfall mit der Losung

2(t)=e " (zo cosh(1/72 —wd t) + L—i_ZOQ sinh(1/7? — wd t)),
0

7w
c) Fiir v2 = w? den aperiodischen Grenzfall mit
Z(t) =e N <ZQ + (20 + ")/Zo) t) .

Wir formulieren das Problem als System von zwei gewdhnlichen Differen-

tialgleichungen folgendermaRen: Mit y = (y1,y2) € R? erhalten wir als rechte

Seite
Y2
—27y2 — w1

Fiir die folgenden Tests wahlen wir die Anfangswerte zp = (y1)o = 2 und
20 = (y2)o = 0 und integrieren auf dem Intervall I = [0,100]. Die drei Falle

werden getrennt betrachtet.
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Gedidmpfte harmonische Schwingung

Wir wéhlen v = 0.1 und wg = 1 und erhalten folgende Resultate. Dabei
vergleichen wir wieder mit dem Code DAESOL sowie bei der Berechnung
der Nominaltrajektorie mit MATLAB mit dem Loser odelbs, der ebenfalls
fiir steife Probleme konstruiert ist und teilweise auf BDF-Verfahren basiert.
Aus Platzgriinden beschrinken wir uns bei der detaillierteren Fehleranalyse

und der Sensitivitdtsberechnung auf die Komponente z(t) = y;(¢).

Nominaltrajektorien, TOL= 10
2 T T T T

-2 I I I I
0 20 40 60 80 100

t

Abbildung 6.8: Numerisch mit DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorien des harmoni-
schen Oszillators fiir v = 0.1, wo = 1, 20 = y1,0 = 2, 20 = 20 = y2,0 = 0 und die Toleranz
TOL = 107°. Hierbei beobachten wir eine gedimpfte harmonische Schwingung, wobei in
der Darstellung z(t) = y1(¢) den Ort des Oszillators beschreibt und 2/(¢) = 2(t) = y2(t)

seine Geschwindigkeit.
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Abweichungen bei der Berechnung der Nominaltrajektorie, ToL=10®

5
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Abbildung 6.9: Abweichungen der mit DAESOL, DAESOL-II bzw. MATLAB berechneten
Nominaltrajektorie fiir z(t) = y1(¢) fiir den harmonischen Oszillator mit den Werten
vy =01 w =1, 20 = 410 = 2, 20 = y20 = 0 und die Toleranz TOL = 10~ °% von

der analytischen Losung iiber dem Integrationsintervall.

Vergleich der Fehlerschatzungen fir E,, TOoL=10"%

DAESOL-Il ——
DAESOL -

Schétzung des lokalen Fehlers

0 20 40 60 80 100
t

Abbildung 6.10: Schitzungen des lokalen Fehlers in den einzelnen Integrationsschritten
von DAESOL bzw. DAESOL-II bei der Berechnung der Nominaltrajektorien des harmo-
nischen Oszillators fiir v = 0.1, wo = 1, 20 = 2, %0 = 0 und die Toleranz TOL = 107°.
Das scheinbar unruhigere Verhalten gegen Ende des Integrationsintervalls ist rein darstel-

lungsbedingt aufgrund der gestiegenden Schrittweiten.
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Vergleich der Schrittweiten, TOL=10®

0.7
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Abbildung 6.11: Verwendete Schrittweiten von DAESOL bzw. DAESOL-II bei der Berech-
nung der Nominaltrajektorien des harmonischen Oszillators fiir v = 0.1, wo = 1, 20 = 2,
%o = 0 und die Toleranz TOL = 10"°.

Integrationsfehler Nominaltrajektorie gegen TOL

l T T
DAESOL-Il —<—
101 F DAESOL ——x—
MATLAB - x

|Zanal(tend) - Znum(tend)l

10'9 I I I I I I 1

10 10° 10% 107 10° 10° 10* 10° 107
TOL
Abbildung 6.12: Die Relation zwischen dem Fehler am Ende des Integrationsintervalls
bei der Berechnung der Nominaltrajektorie z(t) = y1(¢) des harmonischen Oszillators
mit DAESOL, DAESOL-II bzw. MATLAB fiir v = 0.1, wo = 1, z0 = 2, 20 = 0 und
vorgegebenen Toleranzen von TOL = 107° bis TOL = 1072.
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‘ TOL ‘ #Steps ‘ #Eval. f ‘ #Decomp. Jac ‘ #Deriv. f ‘

DAESOL | 1073 187 429 10 1
DAESOL | 1077 | 513 1463 6 1
DAESOL-IT | 1073 54 96 1
DAESOL-IT | 107 111 248 8 2
MATLAB | 1073 | 290 319 22 1
MATLAB | 1077 | 727 823 89 1

Tabelle 6.3: Der numerische Aufwand von DAESOL, DAESOL-II bzw. MATLAB bei der
Berechung der Nominaltrajektorien des harmonischen Oszillators fiir v = 0.1, wo = 1,
zo = 2, 20 = 0 und verschiedene Werte fiir TOL.

An diesem Beispiel beobachten wir, wie positiv sich die Monitorstrategie fiir
das Newton-dhnliche Verfaren, die in DAESOL und DAESOL-IT implemen-
tiert ist, auswirkt. Beide Codes bendtigen hier erheblich weniger Matrixzer-
legungen als MATLAB.
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Sensitivitatstrajektorien, TOL=10"°

1 ‘
Zzg) —
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Abbildung 6.13: Numerisch von DAESOL-II mittels der Methode der variierten Trajek-
. e e ) ;) .. . ..

torien berechneten Sensitivititen z.)(t) = azz(é) und z(.7)(t) = %;) fiir die Losung z(t)

des harmonischen Oszillators mit den Werten v = 0.1, wg = 1, z0 = 2, 20 = 0 und die

Toleranz TOL = 107°.

Abweichungen bei der Sensitivitatsberechnung von z, , TOL=10"°
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Abbildung 6.14: Abweichungen bei der Berechnung der Sensitivitéit z(.,)(t) = 8822(3) mit
DAESOL-II mittels der implementierten Varianten von der analytisch erhaltenen Sensiti-
vitdt der Losung z(t) des harmonischen Oszillators nach dem Anfangswert zo fiir v = 0.1,

wo =1, 20 =2, 20 = 0 und die Toleranz TOL = 107°.



6.1 Einfache Sensitivitdtstestprobleme 89
Abweichungen bei der Sensitivitatsberechnung von Zzy) TOL=10"°
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Abbildung 6.15: Abweichungen bei der Berechnung der Sensitivitit z./)(t) = 222 mit
( 0) 9z

DAESOL-II mittels der implementierten Varianten von der analytisch erhaltenen Sensiti-

vitdt der Lésung z(t) des harmonischen Oszillators nach dem Anfangswert 2o fiir v = 0.1,
wo =1, 20 = 2, 20 = 0 und die Toleranz TOL = 1079,

Methode #Eval. f | #Decomp. Jac | #Deriv. f
DAESOL | V-ODEDirekt | 753 | 390 | 382 |
DAESOL-I | Var. Traj. 530 8 2
DAESOL-II | V-ODE Newton | 182 8 176
DAESOL-II | V-ODE Direkt | 182 95 89

Tabelle 6.4: Numerischer Aufwand bei der Sensitivitdtsberechnung nach zo und 2, fiir den
harmonischen Oszillator mittels DAESOL bzw. DAESOL-II fiir v = 0.1, wo = 1, z0 = 2,
%o = 0 und die Toleranz TOL = 10" °.
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Fehler der Sensitivitatstrajektorien gegen TOL
-1
10 T T T T T T T

Abbildung 6.16: Die Relation zwischen dem Fehler am Ende des Integrationsintervalls bei
der Berechnung der Sensitivititen z(.,)(t) = agz(é) bzw. z(.1)(t) = %ﬁl fiir die Losung z(t)

des harmonischen Oszillators mittels DAESOL bzw. DAESOL-II fiir die Werte v = 0.1,
wo =1, z0 = 2, 20 = 0 und vorgegebenen Toleranzen von TOL = 10~ bis TOL = 10™2.
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Bei den beiden anderen nun folgenden Féllen beschrinken wir uns auf die
Angabe der von DAESOL-II berechneten Ergebnisse und deren Abweichun-

gen von der jeweiligen analytischen Ldsung.

Kriechfall

Hierbei wihlen wir v = 0.5 und wg = 0.2.

Nominaltrajektorien

15+ b

05 r b

0 20 40 60 80 100

Abbildung 6.17: Numerisch mit DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorien des harmoni-
schen Oszillators fiir v = 0.5, wo = 0.2, 20 = y1,0 = 2, 2) = 0 = y2,0 = 0 und die Toleranz
TOL = 107°. Hierbei bezeichnet in der Abbildung z(t) = y1(¢t) den Ort des Oszillators
beschreibt und 2'(t) = 2(¢) = y2(t) seine Geschwindigkeit.
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Abweichungen bei Berechnung der Nominaltrajektorie von z, TOL=10®
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Abbildung 6.18: Abweichungen der mit DAESOL-II berechneten Nominaltrajektorie fiir
z(t) = y1(t) fiir den harmonischen Oszillator fiir die Werte v = 0.5, wo = 0.2, z0 = y1,0 = 2,
%0 = y2,0 = 0 und die Toleranz TOL = 107° von der analytischen Lésung iiber dem

Integrationsintervall.

Sensitivitatstrajektorien, TOL=10"°
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Abbildung 6.19: Numerisch von DAESOL-II mittels Losung der Var-ODE mit Newton-

Verfahren berechnete Sensitivititen z(.,)(t) = agz(;) und z(./)(t) = 8;2(;)

fiir die Losung
z(t) des harmonischen Oszillators mit den Werten v = 0.5, wo = 0.2, 20 = 2, 20 = 0 und
der Toleranz TOL = 1075,
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Abweichungen Sensitivitdtsberechnung, Var—-ODE (Newton), TOL=10"°
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Abbildung 6.20: Abweichungen bei der Berechnung der Sensitivitdten z.)(t) = 22(1) by,

— 9zp
220y (t) = Baz Z(;) mit DAESOL-II mittels Losung der Var-ODE mit Newton-Verfahren von
der analytisch erhaltenen Sensitivitit der Losung z(¢) des harmonischen Oszillators nach

dem Anfangswert zo bzw. 2o fir v = 0.5, wo = 0.2, 20 = 2, 290 = 0 und die Toleranz
TOL = 1079,
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Aperiodischer Grenzfall

Hierbei wihlen wir v = 0.2 und wy = 0.2.

Nominaltrajektorien
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Abbildung 6.21: Numerisch mit DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorien des harmoni-
schen Oszillators fiir v = 0.2, wo = 0.2, 20 = y1,0 = 2, 2y = 20 = y2,0 = 0 und die Toleranz
TOL = 1075. Hierbei bezeichnet in der Abbildung z(t) = y1(t) den Ort des Oszillators
beschreibt und 2'(t) = 2(¢) = y2(t) seine Geschwindigkeit.

Abweichungen bei Berechnung Nominaltrajektorie von z, ToL=10"°
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Abbildung 6.22: Abweichungen der mit DAESOL-II berechneten Nominaltrajektorie fiir
z(t) = y1(t) fiir den harmonischen Oszillator fiir die Werte v = 0.2, wo = 0.2, z0 = y1,0 = 2,
%0 = 92,0 = 0 und die Toleranz TOL = 10~°% von der analytischen Losung iiber dem

Integrationsintervall.
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Sensitivitatstrajektorien, TOL=10"°
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Abbildung 6.23: Numerisch von DAESOL-II mittels direkter Losung der Var-ODE berech-

_ 9z(t) z(t)
nete Sensitivitéten 2(.,)(t) = - S
nischen Oszillators mit den Werten v = 0.2, wg = 0.2, 20 = 2, 20 = 0 und der Toleranz

TOL = 1078,

und z(.;)(t) fiir die Losung z(t) des harmo-

Abweichungen Sensitivitdtsberechnung, Var—-ODE direkt, ToL=10"°
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Abbildung 6.24: Abweichungen bei der Berechnung der Sensitivitdten z(..(t) = 921 by

— Ozp
Z(z0)(t) = 857(;) mit DAESOL-II mittels direkter Losung der Var-ODE von der analytisch
erhaltenen Sensitivitdt der Losung z(¢) des harmonischen Oszillators nach dem Anfangs-

wert zo bzw. 2o fiir v = 0.2, wo = 0.2, 20 = 2, 20 = 0 und die Toleranz TOL = 1076,



6.2 Beispiele aus Problemsammlungen 96

6.2 Beispiele aus Problemsammlungen

In diesem Abschnitt prisentieren wir numerische Ergebnisse bei Anwendung
von DAESOL-II auf Beispiele aus Testsammlungen. Wir haben dazu Bei-
spiele aus den bekannten (STIFF) DETEST Testsets von Enright, Hull et.
al [HEFS72, EHL75|, sowie aus dem ODE/DAE Testset von Mazzia und
Iavernaro [MIO3] an der Universitdt Bari, frither unterhalten vom CWI in

Amsterdam, ausgewahlt.

6.2.1 Sparse-Testproblem

Das erste Beispiel ist eine Modifikation des Problem DETEST C4 und dient
zur Demonstration der Effizienz des in DAESOL-II integrierten Sparse-Losers
UMFPACK! fiir grofe diinnbesetzte Probleme. Ursprung des Problems ist
die Diskretisierung einer parabolischen partiellen Differentialgleichung, wel-
che auf eine Bandstruktur in der Ableitung der Modellfunktion fiihrt.

Das Problem ist von variabler Dimension n,, y = (y1, - . . ,yny)T und hat die
Gestalt

-2 1 0

1 -2 1

flty) = y
1 -2 1

0 1 -2

Als Anfangswert verwenden wir yo = (1,0,...,0)” und integrieren auf dem

Intervall I = [0, 20] fiir verschiedene Werte von n,, jeweils unter Benutzung
der ATLAS-LAPACK! Routinen bzw. UMFPACK zur Losung der linearen
Gleichungssysteme. Dabei werden in diesem Beispiel die diinnbesetzten Ab-

leitungsmatrizen von Hand analytisch bereitgestellt.

'Fiir Referenzen siehe Kapitel 5
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Nominaltrajektorien, ny:10, TOL=10"°

15 20

Abbildung 6.25: Einige der numerisch mittels DAESOL-II berechneten Nominaltrajekto-
rien des modifizierten Beispiels DETEST C4 fiir TOL=10"° und die Dimension n, = 10.

Methode ‘ Ny ‘ CPU-Zeit in s

LAPACK 50 0.03
LAPACK 100 0.07
LAPACK 200 0.32
LAPACK 500 2.58
LAPACK 1000 8.18
UMFPACK | 50 0.04
UMFPACK | 100 0.08
UMFPACK | 200 0.14
UMFPACK | 500 0.18
UMFPACK | 1000 0.40

Tabelle 6.5: Zeitaufwand zur Berechnung der Nominaltrajektorien des modifizierten Bei-
spiels DETEST C4 mittels DAESOL-II mit UMFPACK bzw. ATLAS-LAPACK zur Lo-
sung der linearen Gleichungssysteme fiir TOL=10"° und verschiedene Werte fiir die Di-

mension n.



6.2 Beispiele aus Problemsammlungen 98

Wir sehen also, dass bei niedrigeren Problemdimensionen die Sparse-Behand-
lung aufgrund des dabei entstehenden Overheads keine Vorteile bringt. Bei
hoheren Dimensionen ist der Geschwindigkeitsvorteil allerdings deutlich be-
merkbar. Dabei ist noch anzumerken, dass UMFPACK urspriinglich nicht
fiir Bandmatrizen optimiert und auch nicht auf diese beschrénkt ist, son-

dern allgemeiner unstrukturierte diinnbesetzte Matrizen behandeln kann.

6.2.2 Van-der-Pol Oszillator

Das van-der-Pol Beispiel hat seinen Ursprung in der Elektronik und be-
schreibt das Verhalten von bestimmten nichtlinearen Schaltkreisen. Die van-
der-Pol Gleichung ist eine nichtlineare gewohnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung und hat die Gestalt

Ftp(z2-1)2i+2=0

mit z(¢) € Rund p > 0, € R. Dabei gewichtet der Parameter p den nicht-
linearen Teil der Gleichung.

Sie hat zwei periodische Losungen, némlich die triviale instabile Losung
z(t) = 0 und den nichttrivialen sogenannten Grenzzyklus, der in etwa den
Anfangswerten z(0) = 2, 2(0) = 0 entspricht. Der Name Grenzzyklus riihrt
daher, dass alle nichttrivialen Losungen der Gleichung fiir ¢ — oo dagegen
konvergieren.

Wenn man das Problem umformuliert in ein System von zwei Differential-

gleichungen erster Ordnung, so erhiilt man mit y = (y1,42)” € R? die rechte

Seite
Y2
ty) = .
Jy) ( 11 =y1)y2 — 1 )

Wir 16sen das Anfangswertproblem fiir die Anfangswerte

(2

und den Wert = 1000 auf dem Intervall I = [0, 2.
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Nominaltrajektorien, ToL=10""
25 T T

Ly ——

0 500 1000 1500 2000
t

Abbildung 6.26: Numerisch mittels DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorie yi1(t) =
z(t) des van-der-Pol Beispiels fiir 1 = 1000, die Anfangswerte y1,0 = 20 = 2, y2,0 = 20 =0
und die Toleranz TOL = 107".

Nominaltrajektorien, ToL=10""
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Abbildung 6.27: Numerisch mittels DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorie y2(t) =
2(t) des van-der-Pol Beispiels fiir 1 = 1000, die Anfangswerte y1,0 = 20 = 2, y2,0 = 20 =0
und die Toleranz TOL = 107".
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‘ TOL ‘ #Steps ‘ #Eval. f ‘ #Decomp. Jac ‘ #Deriv. f ‘

DAESOL | 107* | 405 1644 226 56
DAESOL | 1077 | 941 2997 257 57
DAESOL-IT | 10~* | 340 1105 315 52
DAESOL-IT | 10~7 | 1009 3035 447 72

Tabelle 6.6: Numerischer Aufwand zur Berechnung der Nominaltrajektorien des van-der-
Pol Beispiels mittels DAESOL bzw. DAESOL-II fiir ;1 = 1000, die Anfangswerte y1,0 =

zo = 2, y2,0 = 20 = 0 und verschiedene Toleranzen.

6.2.3 Chemisches Akzo Nobel Beispiel

Das chemische Akzo Nobel Beispiel ist ein Testproblem aus der Akzo No-
bel Forschungszentrale. Es beschreibt eine chemische Reaktion in dem zwei
chemische Spezies, FLB! und ZHU', unter kontinuierlicher Zugabe von Koh-
lendioxid gemischt werden. Dabei ist die Produktspezies ZLA! von Interesse.

Das Reaktionsschema, ist gegeben durch

2FLB+05C0y — FLBT+ H20

ZLA+ FLB FLBT + ZHU

FLB+2ZHU +C0Oy — LB+ Nitrat
FLB.ZHU 4+0.5C0y — ZLA+ H3O
FLB+Z7ZHU — FLB.ZHU .

Wir haben y = (y1,...,y5)" € R% 2z = z; € R und formulieren die Konzen-

tration der einzelnen Spezies als

y1 = [FLB] ys = [ZHU]
y = [COy ys = [ZLA
ys = |[FLBT] | » = [FLB.ZHU|

'yon Akzo Nobel anonymisiert
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sowie die Reaktionsgeschwindigkeiten ry,...,75 € R und den Zufluf von

Kohlendioxid pro Volumeneinheit Fj,

1
r = kly%yf Ty = k3y1y§1
re = koysys rs = kaziy}
co
r3 = k—;?yl% F,, = FKkIA- (% —42),

wobei klA der Massentransferkoeffizient, H die Henrykonstante und p(CO2)
der Partialdruck von Kohlendioxid ist, der unabhéngig von [C'Os] angenom-
men wird.

Wir erhalten dann folgendes DAE-System von Index 1 mit 5 differentiellen

und einer algebraischen Gleichung:

—2r1 4ry —r3 Ty
—0.571 —-rqy —05r5 +F;,
flty,2) = r1 —ry +r3
—ry +rs —2ry
ro T3 +75
9(t,y,2) = ( Ksyiys — 21 )

Die Werte der Reaktionsraten und der anderen Parameter und Konstanten

sind gegeben durch

ki o= 187 | kg = 042 K, = s = 11583
ky = 058 | K = 344 | p(COy) = 09
ks = 009 | kIA = 33 H = 737

Wir integrieren das mit den folgenden konsistenten Anfangskonzentrationen

y1(0) = 0.444 y1(0) = 0.007
y2(0) = 0.00123 | ys5(0) = 0
y3(0) = 0 21(0) = Ksy1(0)y4(0)

steife Anfangswertproblem auf dem Intervall I = [0, 180].
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Nominaltrajektorien, ToL=10"10
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Abbildung 6.28: Numerisch mittels DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorien der Kon-
zentrationen y1(t) = [FLB](t), ys(t) = [FLBT|(t), z1(t) = [FLB.ZHU](t) fiir das chemi-
sche Akzo-Nobel Beispiel mit der Toleranz TOL = 10™'? und konsistenten Anfangswerten.

Nominaltrajektorien, ToL=10"
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Abbildung 6.29: Numerisch mittels DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorien der Kon-
zentrationen y2(t) = [CO:|(t), ya(t) = [ZHU|(¢), ys(t) = [ZLA](t) fiir das chemische
Akzo-Nobel Beispiel mit der Toleranz TOL = 107'° und konsistenten Anfangswerten.
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‘ TOL ‘ #Steps ‘ #Eval. f ‘ #Decomp. Jac ‘ #Deriv. f ‘

DAESOL-IT | 106 147 347 28 6
DAESOL-IT | 10°8 244 570 43 6
DAESOL-IT | 10710 420 1013 31 6

Tabelle 6.7: Numerischer Aufwand zur Berechnung der Nominaltrajektorien des chemi-
schen Akzo Nobel Beispiels mittels DAESOL-II fiir verschiedene Toleranzen TOL.

6.2.4 Oregonator

Der Oregonator ist Modell fiir die bekannte Belousov-Zhabotinskii Reakti-
on (BZ-Reaktion). Wenn bestimmte Spezies, unter anderem Bromige Séure,
Bromid-Ionen und Cerium-Ionen kombiniert werden, so lduft eine chemische
Reaktion ab, die nach einer inaktiven Anfangsphase unter Anderungen in
Struktur und der Farbe von rot nach blau und umgekehrt oszilliert. Diese
Farbéinderungen werden durch Anderungen der Oxidationszahl des Ceriums
durch abwechselnde Oxidation und Reduktion verursacht.

Field, Koros und Noyes [FKN72] formulierten das Oregonator-Modell, das
die wichtigsten Teile des Prozesses beschreibt, der fiir die Oszillationen ver-
antwortlich ist.

Der Mechanismus kann zusammengefaftt werden zu den folgenden drei kon-

kurrierenden Abliufen:
e Die Reduktion von Bromat zu Brom.

e Den Anstieg der Konzentration von Hypobromiger Sdure mit sich be-
schleunigender Rate und der Produktion von Ce(IV). Hierbei tritt der

plotzliche Farbwechsel von rot nach blau auf.

e Die Reduktion von Ce(IV) zu Ce(III). Hierbei haben wir einen Farb-

wechsel von blau nach rot.
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Von diesem Mechanismus kann man folgendes Reaktionsschema, fiir den Ore-

gonator ableiten

BrO; + Br~ % HBrO,+ HOBr
HBrO,+ Br~ 2 2HOBr
BrO; + HBrOy -5 2HBrO, +2CE(IV)
2HBrO, % BrOj + HOBr
Org+CE(IV) L& 05Br

wobei Org alle oxidierbaren Spezies beinhaltet. Dies fiihrt auf das folgen-
dende Differentialgleichungssystem mit 3 Gleichungen.

Mit y = (y1,92,%3)" € R3 und y; = [HBrOs), y2 = [Br~| sowie

y3 = [CE(IV)] erhalten wir

s(y2 — y1y2 + y1 — qu?)
fty) = L(—y2 — y1y2 + y3)
w(y1 — y3)

mit den Parametern
s="7727, w=0.161, ¢q=8.375-1079,

und den Anfangswerten yo = (1,2,3)”. Wir integrieren auf dem Intervall
I =10,400].
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Nominaltrajektorien, ToL=10"®

Abbildung 6.30: Numerisch mittels DAESOL-II berechnete Nominaltrajektorien der Kon-
zentrationen y(t) = [HBrO:](t), y2(t) = [BR™|(¢), y3(t) = [CE(IV)](¢) fiir das Orego-

nator Beispiel mit der Toleranz TOL = 10~ °% und den Anfangswerten 10 = 1, 32,0 = 2

und y3,0 = 3.
‘ TOL ‘ #Steps ‘ #Eval. f ‘ #Decomp. Jac ‘ #Deriv. f ‘
DAESOL-II | 109 813 2754 715 182
DAESOL-II | 10~8 1425 4463 709 133
DAESOL-II | 10719 | 2600 7494 708 111

Tabelle 6.8: Numerischer Aufwand zur Berechnung der Nominaltrajektorien des Oregona-
tor Beispiels mittels DAESOL-II fiir verschiedene Toleranzen TOL und die Anfangswerte
y1,0 = 1, y2,0 = 2 und y3,0 = 3.

6.3 Destillationskolonne

Das folgende Beispiel betrifft die Simulation eines Destillationsprozesses, der
dazu dient, ein Gemisch aus Methanol und n-Propanol mit sehr hoher Rein-
heit zu trennen. Urspriinglich ist es als ein Echtzeit-Optimalsteurungsproblem
formuliert, bei dem das Ziel der Steuerung des Destillationsprozeses eine

moglichst hohe Reinheit des Destillats und des Bodenproduktes ist. Fiir mehr
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Details hierzu verweisen wir auf die Arbeit von Diehl [Die01]. Wir betrach-
ten im Folgenden nur die Simulation des Prozesses fiir festgelegte konstante
Kontrollen.

Die betrachtete Destillationskolonne besteht aus einem Erhitzer, einem was-
sergekiihlten Kondensierer und 40 Boden.

Die Warmezufuhr zum Erhitzer bezeichnen wir mit ¢ und die Riickflussrate
aus dem Kondensierer in die Kolonne mit L.

Wir numerieren die 40 Béden von unten nach oben durch und beziehen uns
mit dem Index [ = 1,...,40 auf den entsprechenden Boden, wobei der Bo-
den [ = 20 = Np derjenige ist, bei dem das zu trennende Gemisch zugefiihrt
wird. Mit Index [ = 0 bezeichnen wir den Erhitzer, mit [ = 41 den Konden-
sierer.

Die Temperaturen an den entsprechenden Stellen bezeichnen wir mit 7;,1 =
0,...,41, die Konzentrationen von fliissigem Methanol mit X;,[ =0,...,41.
Da wir nur ein Gemisch aus 2 Substanzen haben, sind die Konzentrationen
von n-Propanol dadurch auch eindeutig bestimmt.

Den molaren Dampf- bzw. Fliissigkeitsfluss aus jedem Boden bezeichnen wir
mit Vi, = 0,...,40 bzw. L;,l = 1,...,41, und ferner mit B den Abfluss
des fliissigen Bodenprodukts aus dem Erhitzer, mit D den des Destillats aus
dem Kondensierer und mit n;,l = 1...,40 schlieflich die molaren Holdups
der Boden.

Wir erhalten dann ein DAE-Modell von Index 1 fiir die Destillationskolonne
mit 82 differentiellen Variablen und 122 algebraischen Variablen, 2 (konstan-

ten) Kontrollen und 17 Parametern der Form

i(t) = f(z(),2(t),p,q)
0 = g(m(t),z(

~~

), D5 q)-

Dabei bestehen x € R®2, z € R'?2 bzw. u € R? aus den Komponenten

r = (Xo,...,X41,n1,...,n40)T

z = (Lla"'7L407‘/17"'7V407T07"'7T41)T
u = (Lv017 Q)T
Wir integrieren auf dem Intervall I = [0,900] mit auf dem Intervall als kon-

stant angenommenen Kontrollen @ ~ 4.078 und L, =~ 2.681 und Anfangs-

werten aus dem Betrieb der Destillationskolonne nach einer kurzen Stérung
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des normalen Ablaufs. Im Folgenden stellen wir einige Komponenten der

Losung sowie die dazugehorigen Sensitivitdten nach den Kontrollen dar.

Konzentrationen, ToL=10"
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Abbildung 6.31: Die mittels DAESOL-II berechneten Konzentrationen von Methanol im
Erhitzer (o), im Kondensierer (z41), sowie auf den Béden 14 und 28 (14, w2s) der De-

stillationskolonne fiir eine Toleranz von TOL = 1076.

Holdups, TOL=10®
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Abbildung 6.32: Die mittels DAESOL-II berechneten molekularen Holdups von den Béden

14 und 28 (n14, n2s) der Destillationskolonne fiir eine Toleranz von TOL = 107°.
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Temperaturen, TOoL=10"°
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Abbildung 6.33: Die mittels DAESOL-II berechneten Temperaturen auf den Béden 14
und 28 (Ti4, Tos) der Destillationskolonne fiir eine Toleranz von TOL = 107°.

TOL | #Steps | #Eval. f | #Decomp. Jac | #Deriv. f |

DAESOL-II | 1076 128 328 16 5
DAESOL-IT | 10~8 181 445 16 5
DAESOL-IT | 10719 305 751 10 3

Tabelle 6.9: Numerischer Aufwand zur Berechnung der Nominaltrajektorien bei der Simu-
lation des Destillationsprozesses mittels DAESOL-II fiir verschiedene Toleranzen TOL.



6.3 Destillationskolonne 109

Sensitivitat der Konzentrationen nach L, TOL=10"°
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Abbildung 6.34: Die mittels DAESOL-II berechneten Sensitivitdten nach der Riickflussrate
Lyo1 der Konzentrationen von Methanol im Erhitzer (zo), im Kondensierer (x41), sowie
auf den Boden 14 und 28 (14, x2s) der Destillationskolonne fiir eine Toleranz von TOL =
107°.

Sensitivitat der Konzentrationen nach Q, TOL=10"%
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Abbildung 6.35: Die mittels DAESOL-II berechneten Sensitivitdten nach der Wérme-
zufuhr @ der Konzentrationen von Methanol im Erhitzer (zo), im Kondensierer (z41),
sowie auf den Boden 14 und 28 (z14, x2s) der Destillationskolonne fiir eine Toleranz von
TOL =10"°.
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Sensitivitat der Holdups nach L), TOL=10"°
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Abbildung 6.36: Die mittels DAESOL-II berechneten Sensitivitdten nach der Riickflussrate
Lyoi der molekularen Holdups von den Béden 14 und 28 (n14, nos) der Destillationskolonne

fiir eine Toleranz von TOL = 1075,
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Abbildung 6.37: Die mittels DAESOL-II berechneten Sensitivitéten nach der Wirmezu-
fuhr @ der molekularen Holdups von den Bbéden 14 und 28 (n14, nog) der Destillationsko-

lonne fiir eine Toleranz von TOL = 107°.
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Sensitivitat der Temperaturen nach L, TOL=10"°
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Abbildung 6.38: Die mittels DAESOL-II berechneten Sensitivitdten nach der Riickflussrate
Lyoi der Temperaturen auf den Béden 14 und 28 (714, Ths) der Destillationskolonne fiir

eine Toleranz von TOL = 1076.

Sensitivitat der Temperaturen nach Q, TOoL=10"°
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Abbildung 6.39: Die mittels DAESOL-II berechneten Sensitivitéten nach der Wirmezu-
fubhr @ der Temperaturen auf den Béden 14 und 28 (744, T2s) der Destillationskolonne fiir

eine Toleranz von TOL = 1076.
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Methode ‘ #Eval. f ‘ #Decomp. Jac ‘ #Deriv. f ‘
Var. Traj. 958 16 5
V-DAE Newton 328 16 320
V-DAE Direkt 328 142 131

Tabelle 6.10: Numerischer Aufwand bei der Sensitivitdtsberechnung der Losungen des De-
stillationsprozesses nach der Riickflussrate L,,; und der Warmezufuhr @ mittels DAESOL-

IT mit den verschiedenen implementierten Varianten fiir ein Toleranz von TOL = 1076,

Bei der Betrachtung der Sensitivitdten kann man erkennen, dass die durch die

Anderungen an den Steuerungen verursachten Losungséinderungen bei den

Holdups und Temperaturen sich nach einer zeitlichen Verzdgerung zuerst

bzw. am intensivsten an den der Stérung nahegelegensten Béden auswirken.

Bei den Konzentrationen ist das Verhalten komplexer und kann nicht so

einfach erklart werden.
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6.4 Peroxidase-Oxidase-Reaktion

Die Peroxidase-Oxidase-Reaktion (PO-Reaktion) beschreibt die Oxidation
von NADH mittels molekularem Sauerstoff mit dem Enzym Peroxidase als
Katalysator. Sie ist Gegenstand vieler aktueller Untersuchungen, weil sie als
Beispiel nichtlinearer Dynamik ein sehr komplexes dynamisches Verhalten
zeigt, dass je nach Reaktionsbedingungen aus periodischen oder chaotischen
Oszillationen oder auch dem Ubergang in einen stationéren Zustand beste-
hen kann.

Die Gesamtreaktion besteht aus einer Anzahl von elementare Einzelreak-
tionen, die gut untersucht und deren kinetisches Verhalten hinreichend gut
bekannt ist. Es 148t sich folgender detaillierter Reaktionsmechanismus ange-
ben. Fiir eine detaillierte Beschreibung hierzu, insbesondere die kinetischen
Parameter und die Beschreibung der einzelnen Spezies, verweisen wir auf
[HKLOO1] und Standardlehrbiicher der Biochemie.

NADH 4+ Oy +Ht — NADY 4+ H,0, 2NAD — NADo
Hy05 + Per3t  —  col Per3t + NAD — Per?tNADt
col + NADH — coll + NAD Per*t + 0y — colll
coll + NADH — Per3t + NAD — NADH
NAD+0Oy; — NADT 405 03,,. — Oz
Oy + Per3™ —  colll Oz, — Oy,
205 +2HT — Hy05+ Oy Enzipakt + O  —  Enzeg:
colIl + NAD — col + NADT Enzees — Enzinekt

Durch stéchiometrische Analyse und die Vermeidung der expliziten Model-
lierung der reinen Produkte des Systems, kann man das System auf 10 Zu-
standsvariablen yq,...,y10 reduzieren. Dies filhrt dann schliefslich auf ein
ODE-System mit der folgenden rechten Seite |ZLK105]:
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—k1y1y2 — k3yry1 — kaDy1 + k12
—k1y1y2 — ksysya + kryg — kuiyaye + ks — ki6ye
—koysyo + kaDy1 — keYeys — k10y3Yys
k10y3ys — k11Y4y2
(k3yr + kaD)y1 — ys(ksy2 — ksys — 2koys — k10y3)
ksysy2 — keyeys — 2k7yg
kaysye — ksyry1 + kgysys
keyeys — ksysys + k11yay2
k1y1ye — kaysyo + kryg
k14ygkdr + yg — k1sy10

mit D := POg — (y3 + y4 + y7 + yg) und den Konzentrationen der Spezies

y1 = [NADH] | ys = [Oy]

y2 = [0 yr = [col]

ys = [Per3t] ys = |[colII]

Ya [Per®*] Yo [H20,]

ys = [NAD] yio = [Enz]

und den Parametern und Konstanten

ki = 3-1076, kr = 20.0, kis = 0.072,
ke = 18.0, ks = 110.0, k14 = 0.005,
ks = 0.04, ky = 56.0, ks = 1.6,
ks = 0.026, kio = 1.8, ki = 0.006,
ks = 20.0, kpn = 0.1, ki; = 04,
ke = 1.7, k1o = variabel, POg = 1.5.

Als Anfangswerte verwenden wir yo = (0,12.0,1.5,0,0,0,0,0,0,0)” und in-
tegrieren auf dem Intervall I = [0, 10%].

Dann lassen sich in Abhéngigkeit von kyo, der Zuflussrate von NADH, sehr
anschaulich verschiedenen dynamischen Verhaltensweisen des Systems und

seine Empfindlichkeit gegeniiber der Zuflussrate beobachten.
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Konzentrationen, k;,=0.129
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Fiir eine NADH-Zuflufrate von kj2 = 0.129uM /s durchléuft das System al-

so zunéchst eine transiente Phase, die durch Relaxations-Oszillationen mit

grofen Amplituden charakterisiert ist. Danach geht es {iber zu kleinen, re-
guldren Oszillationen, wobei der Ubergang bei ca. 3200s erfolgt. Dabei wird
die Aktivierung des Enzyms, die vorher durch das Superoxid O, verursacht
wurde, dynamisch ausgeschaltet, wie auf den Abbildungen gut zu erkennen

ist.
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Konzentrationen, k;,=0.132
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Fiir eine NADH-Zuflufrate von kjo = 0.132uM /s durchlduft das System
auch zunéchst eine transiente Phase, die durch Relaxations-Oszillationen
mit grofsen Amplituden charakterisiert ist. Danach geht es {iber zu einer
transienten Phase mit kleinen, reguléren, aber geddmpften Oszillationen, und
schliefflich n&her es sich einem stationdren Zustand an. Dabei kann wieder

das Abschalten des Enzyms beobachtet werden.
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Konzentrationen, k,,=0.082
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Fiir eine NADH-ZufluRrate von k12 = 0.089uM /s erhélt man schlieflich ein
System, das durch Relaxations-Oszillationen mit gleichbleibend grofen Am-
plituden charakterisiert ist. Hierbei findet keine Abschaltung des Enzyms
statt.
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Je nach Zuflussrate und damit verbunden dem dynamischen Verhalten des
Systems kénnen wir dann aufgrund der adaptiven Kontrollen des Integrators
auch einen unterschiedlichen Aufwand bei der Berechnung des zeitlichen Ver-

laufs des Systems beobachten.

| kiz | TOL | #Steps | #Eval. f | #Decomp. Jac | #Deriv. f |

0.0129 | 1076 | 4841 14864 2640 474
0.0129 | 1078 | 8680 24960 2640 400
0.0129 | 1071° | 16699 46566 2399 316
0.0132 | 1076 | 3510 10697 1657 278
0.0132 | 1078 | 6387 18267 1715 262
0.0132 | 10710 | 12265 33580 1616 200
0.082 | 107¢ | 4208 13743 3202 690
0.082 | 10~® | 7606 23244 3372 596
0.082 | 10710 | 14542 41767 3454 531

Tabelle 6.11: Numerischer Aufwand zur Berechnung der Nominaltrajektorien des
Peroxidase-Oxidase Reaktion mittels DAESOL-II fiir verschiedene Zuflufiraten k12 von
NADH und fiir verschiedene Toleranzen T'OL.



Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

Zum Abschluff werden in diesem letzten Kapitel noch einmal die wichtig-
sten Punkte der Diplomarbeit kurz zusammengefafst. Auferdem wollen wir
mogliche zukiinftige Erweiterungen des Integrators DAESOL-II und deren

Motivation diskutieren.

7.1 Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit haben wir nach der Vorstellung der benétigten Theo-
rie fiir DAEs (siehe Kapitel 2) und den allgemeinen linearen Mehrschritt-
verfahren die BDF-Verfahren eingefiihrt (siehe Kapitel 3), sowie die notwen-
digen theoretischen Grundlagen und die wichtigsten Ideen zur effizienten

Sensitivitatsgenerierung erldutert (siche Kapitel 4).

Dann haben wir Ideen und Strategien fiir ein effizientes BDF-Verfahren
prasentiert (siehe Kapitel 5), das Anfangswertprobleme fiir linear implizi-
te DAEs vom Index 1 16st, wie sie in der Praxis oft bei der Modellierung
von chemischen, verfahrenstechnischen und biologischen Prozessen entste-
hen. Weiterhin erlaubt es die Berechnung von Sensitivitdten der Losung des
Anfangswertproblems in Bezug auf Anfangswerte, Parameter und Kontrol-

len.

Diese Strategien wurden im Integrator DAESOL-IT von Grund auf neu in

ANSI-C implementiert. Damit wurde ein Programm geschaffen, welches sehr
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effizient gleichermafien zur Losung von DAE-IVPs, wie auch zur Sensiti-
vitdtsgenerierung eingesetzt werden kann und sich somit hervorragend zur
Integration in Optimerungs- bzw. Optimalsteuerung-Codes anbietet. Dabei
wurden in DAESOL-II zur effizienten Berechnung von Lésungen und Sensi-

tivitdten die folgenden Punkte realisiert:

e Der Kern des Integrators besteht aus einem BDF-Verfahren variabler
Schrittweite und Ordnung. Dabei beruhen die Strategien zur Fehler-
schatzung und Schrittweitensteuerung auf dem tatséchlichen variablen
Gitter.

e Der modulare Aufbau des Programms gestattet eine einfache Erweite-
rung, sowie den Austausch bzw. die Anpassung der verwendeten Stra-
tegien u.a. zum Start des Verfahrens und der Lésung der nichtlinearen

Gleichungssysteme.

e Die Monitor-Strategie fiir das implementierte Newton-&hnliche Verfah-
ren, welche den Aufwand fiir die Losung der nichtlinearen Gleichungs-
systeme durch eine adaptive Kontrolle der Iterationsmatrizen aufbau-

end auf dem lokalen Kontraktionssatz reduziert.

e Die Verwendung von sich selbst an die Hardwaregegebenheiten anpas-
senden Softwarebibliotheken ermdglicht eine hohe Effizienz auf einer

Vielzahl verschiedener Systeme ohne groken Anpassungsaufwand.

e Die im Optimierungskontext wichtige Relaxierungsmdglichkeit der al-
gebraischen Gleichungen, um eine Integration von DAEs auch mit in-

konsistenten Anfangswerten starten zu kénnen.

e Die effiziente Sensitivitdtsgenerierung aufbauend auf dem Prinzip der
Internen Numerischen Differentiation. Dabei existiert die Méglichkeit,
direkt Richtungsableitungen zu berechnen und so Speicherplatz und

Aufwand zu sparen.

Abschliefsend haben wir die Effizienz des von uns implementierten Integra-
tors DAESQOL-II bei der Lésung von Anfangswertproblemen und der Gene-
rierung von Sensitivitdten anhand mehrerer komplexer und anspruchsvoller

Anwendungsbeispiele demonstriert (siehe Kapitel 6).
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7.2 Ausblick

DAESOL-IT in seiner in dieser Arbeit vorgestellten ersten Version bildet ein
effizientes und starkes Fundament fiir zukiinftige Erweiterungen und Verbes-
serungen. Einige Mdglichkeiten dazu wollen wir im Folgenden diskutieren,

wobel wir diese zum Teil schon in der Arbeit skizziert haben.

e Zur Gewinnung von konsistenten Anfangswerten fiir die Integration
bei stark nichtlinearen DAEs, und/oder solchen fiir die keine guten
Schitzungen der Anfangswerte vorliegen, ist die Implementation eines
geddmpften Newton-Verfahrens oder eines Homotopieverfahrens sinn-

voll.

e Im Hinblick auf einen effizienteren Start bzw. Neustart des BDF-Verfah-
rens nach Unstetigkeitsstellen oder Anderungen der Modellfunktio-
nen bietet sich die Implementierung eines Einschrittverfahrens héherer
Ordnung als Starter des BDF-Verfahrens an, wie es zum Beispiel von
Bauer [Bau99]| beschrieben wird.

e Eine Implementierung einer Strategie zur Schaltpunktsuche und Up-
dates der Sensitivitdtsmatrizen zur Behandlung von DAE-Problemen
mit mehreren Modellen, bei denen der Wechsel zwischen den Modellen
implizit durch Schaltfunktionen gegeben ist, wie sie Brandt-Pollmann
[BP04] beschrieben hat. Die Implementierung dieser Strategie fiir den
Fall von ODE-Problemen hat bereits im Rahmen einer anderen Di-

plomarbeit auf der Basis von DAESOL-II begonnen.

e Im Optimierungs- bzw. Optimalsteuerungskontext, wo DAEs als Ne-
benbedingungen auftreten, werden Sensitivitdten nach Anfangswerten,
Parametern und Kontrollen bendtigt. Hierbei ist auch eine Anwendung
des Prinzips der Internen Numerischen Differentiation auf die adjun-
gierte Variationsdifferentialgleichung sehr interessant. Dadurch erhélt
man einen Riickwirtsmodus der IND, der eine sehr effiziente Moglich-
keit der Gewinnung von Sensitivitdtsinformationen erlaubt, wenn die
Ableitungen nur weniger Komponenten der Losung nach vielen An-
fangswerten, Parametern und Kontrollen benotigt werden.

Da hierbei, analog zum Riickwartsmodus der Automatischen Differen-

tiation, die Zwischenwerte der Nominaltrajektorie zur Berechnung der
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Ableitungen bendtigt werden, ist dies u.U. mit einem sehr hohen Spei-
cherbedarf verbunden. Hier bietet eine sogenannte Checkpointing-Stra-
tegie Abhilfe, wie sie in der Arbeit von Walther [Wal00| vorgestellt
wird. Hierbei wird an definierten Stellen, z.B. bei Neuzerlegung der
Iterationsmatrizen, der Status des Integrators und der Wert der Nomi-
naltrajektorie gespeichert, und bei Bedarf werden dann die bené6tigten

Zwischenwerte erneut berechnet.

e Ebenfalls im Zusammenhang mit der Optimierung und besonders der
optimalen Versuchsplanung ist eine Mdoglichkeit der Generierung von
zweiten und hoheren Ableitungen der Losungen von Interesse. Dies
koénnte mit Hilfe der Automatischen Differentiation der Modellfunktio-
nen, insbesondere der Kombination von Vorwérts- und Riickwértsmo-

dus der AD, sehr effizient implementiert werden.

e Im Zusammenhang mit der Behandlung von Problemen aus der Bio-
chemie und Biotechnologie, die in der letzten Zeit von immer grofer
werdendem wissenschaftlichen und wirtschaftlichem Interesse ist, bie-
tet sich die Integration von speziellen Methoden fiir die Losung der
nichtlinearen Gleichungssysteme an. Denn bei diesen Anwendungen
treten oft Modelle auf, die aus der Diskretisierung von partiellen Dif-
ferentialgleichungen herrithren und die somit eine bestimmte Struktur

haben, die es auszunutzen gilt.

e In Modellen aus der Wirtschaftstheorie, aber z.B. auch der Biologie,
treten bisweilen sogenannte retardierte Differentialgleichungen auf, bei
denen die Modellfunktionen nicht nur von den Zustandsvariablen im
aktuellen Zeitpunkt, sondern auch zu - moglicherweise implizit defi-
nierten - fritheren Zeitpunkten abhéngen.

Die Moglichkeit zur kontinuierlichen Darstellung vergangener Trajek-
torienwerte durch die Interpolationspolynome des BDF-Verfahrens bie-
tet hier einen Ansatz zur Behandlung dieser Art von Problemen, wie
es von Bock und Schléder in [BS81] fiir Adamsverfahren dargestellt

wurde.

e Zur begrenzten Behandlung von DAE-Problemen mit héherem Index

ist die Implementation eines Projektionsverfahrens denkbar, wie es bei-
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spielsweise bei Eich [Eic91] verwendet wird.

e 7u guter Letzt bietet sich im Hinblick auf die Lésung von sehr groften
Problemen sowie zur Verbesserung der Laufzeiten eine Parallelisierung
des Verfahren an. Diese konnte zum einem natiirlich in Hinblick auf
die Losung der auftretenden Gleichungssysteme erfolgen, wobei auch
iiber eine Version mit Datenparallelitit nachgedacht werden konnte,
womit dann extrem grofe Probleme, die ansonsten speicherplatztech-
nisch nicht behandelbar wéren, gelost werden konnten.

Aber auch das Integrationsverfahren an sich 14ft sich in nicht direkt
voneinander abhingende Segmente aufteilen. So hingt beispielsweise
die Berechnung des néchsten Wertes der Nominaltrajektorie weder von
der Sensitivitdtsgenerierung noch der Generierung der kontinuierlichen
Losungsdarstellung in vorherigen Schritten ab, so dass diese Berech-
nungen leicht voneinander entkoppelt und parallel betrieben werden

kénnen.
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