AD und Parametersensitivitaten fir ODE

Hier noch einmal die drei Argumente, warum AD fiir Parametersensitivitdten fiir die numerische
Losung von ODE’s

u = f(ta uvp)v enauer ’U,(t,p) = f(tau(tap)ap)a
{ w0) = up, g { uw(0,p) = (1)

(damit auch DAE’s) mit Schrittweitensteuerung leider nicht funktioniert, wenn man AD vor dem
Solver mit p als aktive Variablen einschaltet, und hinterher du/dp abgreift.

(Aquivalent zur Sensitivitdt der Losung u bzgl. Parametern p ist das Problem der Sensitivitat der
Losung u bzgl. des Anfangswertes ug. Siehe [1].)

Argument 1

Soweit waren wir letztes Mal nicht mehr gekommen, als Sie zu Besuch waren. Machen wir doch
einfach ein Gedankenexperiment, was passiert, wenn wir von aussen durch Finite Differenzen
Parametersensitivitdten berechnen wollen. Der Einfachheit halber seien die absolute, sowie die
relative Solvertoleranz beide identisch, etwa gleich Tor, > 0. Dann haben wir

%(uTOL(t,p +0p) — uroL(t,p)) = %((u(t,p + p) + O(rov)) — (u(t,p) + (’)(TOL)))
= %(u(t,p + 8p) — u(t,p)) + O(roL/ép)
= Z—Z(t,p) + O(ép) + O(ror/dp).

Die beiden O(rtoL)-Terme heben sich natiirlich nicht weg, da die numerischen Fehler i.a. unkor-
reliert sind. An dem Beispiel erkennt man, was die beste Wahl fiir dp ist, ndmlich dp = ¢y/ToL,

damit hat man
ou

%(uTOLQyp + 6p) — uroL(t,p)) = ap (t,p) + O(v/ToL).

Siehe [1]. Selbst bei recht stringenter Toleranz Tor = 1.08° fiihrt das schon zu einer grossen
Parameterstorung 6p ~ 1.0873. Nun, bei AD, da haben wir ép — 0, was zu O(co) fiihrt, der
GAU, siehe Beispiel harmonischer Oszillator HOSZ_AD_TOL_XX.gif.

Argument 2

Zu ToL > 0 ist die Funktion
(t7pa UO) = UTOL(t7P7 u0)7

welche einem gegebenem Startwert vy und Parametersatz p die numerische Losung zu gegebener
Toleranz ToL zu einem Zeitpunkt ¢ (geméss (irgend-)eines Integrationsverfahrens mit Schrittweit-
ensteuerung) zuordnet, iberhaupt nicht differenzierbar nach p! Hier gibt es einen Haufen 1F’s,
THEN’s uns ELSE’s. Siehe [1].

Argument 3

Das kleine (numerische) Rauschen der numerischen Losung um die wahre analytische Losung
ist extrem sensitiv bzgl. kleiner Parameterstorungen. Siehe Beispiel harmonischer Oszillator
HOSZ _rauschen_im_hinteren_bereich*.gif.

[Eigentlich ist dies kein neues Argument, sondern driickt nur ’anschaulicher’ die Tatsache aus, dass
die beiden O(tor)-Terme aus Argument 1 oben, zueinander unkorreliert sind und sich daher im
Dreizeiler oben nicht wegheben.]

Ausweg 1



’Interne Differentiation’. Das erweiterte Anfangswertproblem

O (uew)) = 1
aat(au(t )) = %(t,u(t,p%p)%(t»p)Jr%

,U(t,p),p), U(O’p) = Uo (2)
(tu(t,p),p), %(O,p) -

dp

|
o

solven. Siehe [1]. D.h. die Parametersensitivitdtsgleichungen simultan mitintegrieren. Das ist
die sauberste Vorgehensweise. Der Solver sorgt durch seine Schrittweitensteuerung dafiir, dass die
Losung (u, Ou/dp) bis auf ToL genau berechnet wird. Insbesondere wird auch du/dp kontrolliert’
integriert. Die Schrittweiten, die der Solver fiir das erweiterte System nimmt, sind natiirlich
generell kleiner als die fiir das System (1). Die Jacobimatrizen 0 f/0u und 0 f/9p kénnen natiirlich
am geweiligen Arbeitspunkt (¢, p) durch AD bestimmt werden!

Ausweg 2

Konstante Zeitschrittweite. Keine Schrittweitensteuerung verwenden, sondern mit konstanter
Schrittweite integrieren. Haben wir ausprobiert. Funktioniert wunderbar. Aber: Keine gute
Idee fiir die Praxis...

Ausweg 3
'Step size freeze’. Siehe [1]. System (1) zu gegebener Toleranz Tor solven, sich dann die Zeitschritte
O=ty<...<tny=T (3)

des Solvers merken/einfrieren. Dann im folgenden die Schrittweitensteuerung des Solvers abstellen
und den Solver mit den Zeitschritten (3) fahren. [Vorher natrlich AD aktivieren mit p als aktiven
Variablen.] Die Zeitschritte sind damit a priori fest vorgegeben und héngen nicht mehr von p
ab. Haben wir noch nicht ausprobiert. Miisste (Muss!) aber funktionieren, weil es mit konstanter
(p-unabhéngiger) Schrittweite auch funktioniert.

Ausweg 4

AD mit p als aktive Variablen anstellen. Im Solver jedesmal, nachdem der Solver sich einen
neuen Zeitschritt At (ein adouble in ADOL-C-Sprache, ein deriv in ADMAT-Sprache) errechnet,
wieder ein normales double machen. [Oder dquivalent: Die Ableitungen At.dot auf Null setzten.]
Das haben wir auf Thr anraten noch ausprobiert. Funktioniert! (Entspricht wahrscheinlich dem
Step-Size-Freeze-Vorgehen.)

Ausweg 5
777
Beispiel (linearer) harmonischer Oszillator

Hier u = (z,v) und p = (r,w)

r = w
{ v = _2TU—W2,12 ! x(o):x(h U(O):O

Die analytische Losung ist

x(t,r,w) = %e‘” (Qcos(t) + rsin(Q)), Q=+vw?—r?
bekanntlich eine geddmpfte harmonische Schwingung. Daraus ergeben sich v(t,r,w) = @(¢, r,w)
sowie u(t,r,w), ferner alle Parametersensitivitdten du/0r und du/Ow. Letztere klingen ebenfalls
exponentiell wie die Losung v = (x,v) mit der Zeit ab.



[Siehe dazu auch den Plot HOSZ_analytische_loesung_und_sensitivitaeten.gif.]

Alle Rechnungen haben wir mit MATLAB und dessen ODE Léser ode45 durchgefiihrt. Dies ist eine
Implementierung von DoPri5 (explizites eingebettetes Runge-Kutta- Verfahren) von Dormand und
Prince, implementiert von Shampine. Wir haben ferner das AD-Tool ADMAT 2.0 im einfachen
(tapeless) Vorwartsmodus (von Coleman und Verma) verwendet, da die Zahl der Outputs (ganze
Zeitreihen) viel grosser als die Zahl der Inputs (hier nur zwei Parameter r und w) ist.
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