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Aufgabe 1.
Berechnen Sie mittels der Mayer—Vietoris-Sequenz die Homologie

(a) der projektiven Ebene RP? aufgefasst als der Raum, den man durch Verkleben eines Mobi-
usbandes mit einer 2-Scheibe erhilt;

(b) des 2-Torus, erhalten durch das Verkleben zweier Zylinder;
(c) der Kleinschen Flasche, ebenfalls erhalten durch das Verkleben zweier Zylinder.

(d) Beschreiben Sie weiter die Homologie einer verbundenen Summe M; # Ms zweier n-Mannigfaltigkeiten
My und M5 durch die Homologie ihrer Summanden.

Aufgabe 2.

(a) Zeigen Sie dass
Sm+n+1 o (Sm X Dn+1) U (Dnz+1 X Sn)

mit
(8™ x D"H) N (Dm+1 x §") = 8" x S".

Hinweis: Betrachten Sie dazu den Rand von D™+n+2 & pm+l 5 pntl

(b) Zeigen Sie mittels der Mayer—Vietoris-Sequenz, dass fiir m # n gilt:

7 fi _
Hq(SmxS")E{ ir ¢g=0,m, n, m+n

0 sonst.

(c) Was gilt fur H,(S™ x S™)?

Aufgabe 3.

(a) Vervollstédndigen Sie den Beweis von Satz 7.18 aus der Vorlesung, indem Sie Im(j,) = ker(A)
und Im(A) = ker(i,) verifizieren.

(b) Geben Sie eine geometrische Beschreibung des Homomorphismus A in der Mayer—Vietoris-
Sequenz (Satz 7.19) fiir die Zerlegung eines Komplexes K in zwei Unterkomplexe L und M.
Mit anderen Worten: Gegeben ein ¢-Zykel x in K = L U M, wie findet man geometrisch
einen (q — 1)-Zykel z in LN M, so dass Alz] = [2]?

b.w.



Aufgabe 4.
Gegeben sei ein kommutatives Diagramm von Gruppen und Homomorphismen mit exakten Zeilen:
i3 7:4

i1 iz

Ay Ao As Ay As
f1 f2 f3 fa fs
Bl J1 Bg J2 Bg J3 B4 Ja B5

Bestimmen Sie die minimalen Annahmen an f1, fa, f1, f5 (bzgl. Injektivitdt und Surjektivitét),
die garantieren, dass f3

(i) injektiv
(ii) surjektiv
(iii) bijektiv

ist. Zeigen Sie durch Beispiele, dafl diese Annahmen nicht weiter abgeschwicht werden kénnen.

Bonusaufgabe.

Seien L, M Unterkomplexe des Simplizialkomplexes K = L U M mit |K|, |L|, |M]| wegzusam-
menh#ngend. Leiten Sie aus der Mayer—Vietoris-Sequenz eine Beschreibung der ersten Homologie-
Gruppe Hy(L U M) als Quotientengruppe von Hq(L) ® Hy(M) unter gewissen zusétzlichen Rela-
tionen her, in Analogie zum Satz von Seifert und van Kampen.

Abgabe: Freitag, 5.7.19 vor der Vorlesung. Verspétete Abgabe oder Abgabe per E-Mail ist leider
nicht moglich.



