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Topologie 1

Ubungsblatt 4

Aufgabe 1.
(a) Fiir n > 3 ist R™\ {0} einfach zusammenhéngend.
(b) Ein wegzusammenhéngender Raum ist zusammenhéngend.

(c) Folgern Sie daraus erneut, dass R nicht homdomorph zu R™ ist, fiir n > 2.
)

(d) Beschreiben Sie einen Raum der zusammenhiingend, aber nicht wegzusammenhingend ist.

Aufgabe 2.

(a) Jede stetige Abbildung f: X — S™, die nicht surjektiv ist, ist nullhomotop, d.h. homotop
zu einer konstanten Abbildung.

(b) Je zwei beliebige stetige Abbildungen f,g: X — CY sind homotop zueinander, wobei CY
den Kegel iiber Y bezeichnet.

(c) Eine stetige Abbildung f: X — Y ist nullhomotop genau dann, wenn sie zu einer stetigen
Abbildung CX — Y erweitert.

Aufgabe 3.
Seien w und v Schleifen in einer topologischen Gruppe (G, o) mit Basispunkt e. Sei uwowv die Schleife
definiert durch (v o v)(s) := u(s) o v(s). Zeigen Sie, dass

uv ~ uowv ~ vy rel{0,1}

und folgern Sie daraus, dass 71 (G, e) abelsch ist.

Aufgabe 4.

(a) Sei f: (X,z9) = (X,z0) eine stetige Abbildung, die homotop zur Identitét ist (nicht not-
wendig rel {x,}). Zeigen Sie, dass f,: m1(X,z9) — m (X, zo) ein innerer Automorphismus
ist, d.h. f, ist von der Form

fiir eine geeignete Schleife v am Punkt .

(b) Seien f,g: X — Y homotope Abbildungen vermoge einer Homotopie F. Sei x ein Basis-
punkt in X und u der Weg u(t) = F(xo,t) von f(xo) nach g(xg). Dann gilt

fo =g g m(X,20) = m(Y, f(x0)).

b.w.



Bonusaufgabe 1.
Fiihren Sie die Details aus den Beweisen von Satz 4.4 und Satz 4.6 aus der Vorlesung aus.

Bonusaufgabe 2.

Der komplex projektive Raum CP" ist definiert als der Quotientenraum von C* 1\ {(0,...,0)}
(oder S?"+1 c C"*1) unter der Aquivalenzrelation (2o, ...,2,) ~ (wo,...,wy,) < 3IX € C\ {0} :
(20, ..., 2n) = (Awp, ..., \w,). Die Aquivalenzklasse eines Punktes (z,...,2,) bezeichnet man
mit homogenen Koordinaten [zg : ... : z,]. Man kann CP™ auch als den Raum der komplexen
Geraden durch den Ursprung in C"*! auffassen.

Die Ein-Punkt-Kompaktifizierung C" von C" ist definiert als die Menge C" = C" U {oc}
(d.h. die disjunkte Vereinigung aus C™ und einer Menge mit genau einem Element, das wir mit
oo bezeichnen), mit der folgenden Topologie: Die offenen Mengen von Cn seien genau die offenen-
Teilmengen von C" C Cn und die Mengen der Form cr \ K mit kompaktem K C C". Zeigen
Sie

(a) C™ ist tatsichlich ein kompakter topologischer Raum.

(b) C" ist hombomorph zu S2.
Hinweis: Nutzen Sie dazu die stereographische Projektion aus Aufgabe 1(b) von Blatt 1.

(¢) Die Abbildung
cpPt —C
[0 : 2] — {21/z0, falls zg # 0
021

0, falls zo =0

ist ein Homoomorphismus.

Abgabe: Freitag, 3.5.19 vor der Vorlesung. Verspétete Abgabe oder Abgabe per E-Mail ist leider
nicht moglich.



