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1 Motivation und Einleitung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist es die Kontakt-Dehn-Chirurgie einzuführen und einige An-
wendungen dieser zu zeigen. Die Grundlage dafür ist [1].
Dehn-Chirurgie ist eine Konstruktionsmethode für dreidimensionale Mannigfaltigkeiten.
Grob gesprochen wird ein Volltorus aus einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit her-
rausgeschnitten und dann auf eine andere Art wieder hineingeklebt. Man kann dann
zeigen, dass das entstandene Objekt wieder eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist,
die nur von sehr wenigen Daten abhängt, nämlich von der Seele des herrausgeschnit-
tenen Volltorus (einem Knoten) und dem sogenannten Chirurgiekoeffizienten, einer ra-
tionalen Zahl, welche die Anklebeabbildung beschreibt. Es zeigt sich dann, dass die
Dehn-Chirurgie ein sehr starkes Werkzeug in der Theorie der dreidimensionalen Man-
nigfaltigkeiten ist. Zum Beispiel kann jede dreidimensionale (zusammenhängende, orien-
tierbare, geschlossene) Mannigfaltigkeit aus S3 durch Chirurgie entlang einer Verschlin-
gung erhalten werden (Satz von Dehn-Lickorish). Weiter lassen sich viele Eigenschaf-
ten dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten verträglich mit Dehn-Chirurgie machen, das
heißt sie bleiben unter Dehn-Chirurgie erhalten. So kann man ausgehend vom Satz von
Dehn-Lickorish zeigen, dass jede dreidimensionale (zusammenhängende, orientierbare,
geschlossene) Mannigfaltigkeit eine dreifach verzweigte Überlagerung über S3 besitzt
(Satz von Hilden-Montesinos) (für dies und weitere Informationen siehe [12]) oder dass
jede solche Mannigfaltigkeit die Struktur eines offenen Buches hat (siehe [11, Satz 9.1.3]).
Dies lässt hoffen, dass sich Dehn-Chirugie auch verträglich mit Kontaktstrukturen aus-
führen lässt.
Eine Kontaktstruktur auf einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit ist ein nirgends inte-
grierbares Ebenenfeld im Tangentialraum dieser Mannigfaltigkeit. Während man Ebe-
nenfelder, welche durch zweidimensionale Blätterungen dieser Mannigfaltigkeit induziert
wurden, lokal immer als Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit auffassen kann
(dies bedeutet integrierbar), ist dies bei Kontaktstrukturen nirgends möglich. In gewisser
Weise sind Kontaktstrukturen also das Gegenteil von Blätterungen. Die Motivation für
diese Kontaktstrukturen stammt allerdings aus der theoretischen Physik. Dort treten
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KAPITEL 1. MOTIVATION UND EINLEITUNG

Kontaktmannigfaltigkeit zum Beispiel als Energiehyperflächen in Phasenräumen (also
symplektischen Mannigfaltigkeiten) auf (siehe dazu [7, Kapitel 1]).
In Kapitel 2 wird genauer erklärt, was eine Kontaktstruktur ist und eine kurze Einfüh-
rung in die hier benötigten Grundbegriffe der Kontaktgeometrie gegeben. Dabei wird
allerdings nicht auf die physikalische Motivation eingegangen. Wer schon einige Erfah-
rung in diesem Bereich hat, kann das Kapitel auch überspringen.
Um die Dehn-Chirurgie verträglich mit den Kontaktstrukturen auszuführen, muss die
alte Kontaktstruktur über den neu hereingeklebten Volltorus erweitert werden. Dazu
muss man genau wissen, wie die Kontaktstruktur am Rand des herrausgeschnittenen
Volltorus aussieht. Um dies effizient angeben zu können wird in Kapitel 3 eine Einfüh-
rung in die Theorie der konvexen Flächen gegeben.
Eine konvexe Fläche ist eine bestimmte Fläche in einer Kontaktmannigfaltigkeit. In ei-
ner Umgebung dieser Fläche ist die Kontaktstruktur dann im Wesentlichen schon durch
Angabe einiger weniger einfach geschlossener Kurven auf dieser Fläche, der sogenannten
Teilungsmenge, bestimmt. Bei der Kontakt-Dehn-Chirurgie wird dann ein Volltorus mit
konvexem Rand herrausgeschnitten, denn dann ist es relativ einfach den hereingeklebten
Volltorus mit einer verträglichen Kontaktstruktur aufzufüllen.
Der Hauptteil dieser Arbeit ist das Kapitel 4, in dem zunächst kurz die Dehn-Chirurgie
wiederholt und dann die Kontakt-Dehn-Chirurgie definiert wird. Im Anschluss werden
einige einfache Sätze über diese Kontaktchirurgie bewiesen.
Zum Schluss werden in Kapitel 5 einige einfache Anwendungen dieser Sätze präsentiert
und kurz ein Ausblick über weitere (kompliziertere) Anwendungen gegeben.
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2 Kontaktmannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel wird, wie in der Einleitung schon erwähnt, eine kurze Einführung
in die Grundbegriffe der Kontaktgeometrie gegeben. Die Grundlage dafür ist [7]. Am
Anfang steht der Begriff der Kontaktmannigfaltigkeit, welcher seine Motivation aus der
theoretischen Physik hat. Bevor aber die Definition einer Kontaktmannigfaltigkeit gege-
ben wird, sollte noch erwähnt werden, dass alle Abbildungen, Mannigfaltigkeiten, etc.
als glatt (das heißt unendlich oft differenzierbar) vorrausgesetzt werden.

Definition 2.1 (Kontaktmannigfaltigkeit).
Eine (koorientierbare) Kontaktstruktur ξ auf einer dreidimensionalen Mannigfaltig-
keit M ist ein zweidimensionales Unterbündel von TM , so dass eine 1-Form α existiert
mit ξ = kerα und α ∧ dα 6= 0 (nirgends verschwindend). Eine solche 1-Form α heißt
Kontaktform und die Bedingung α ∧ dα 6= 0 heißt Kontaktbedingung.
Das Paar (M, ξ) heißt Kontaktmannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.2
(1) Das Vorzeichen der Kontaktbedingung ist unabhängig von der speziellen Wahl von
α, denn eine andere Kontaktform für dieselbe Kontaktstruktur unterscheidet sich von α
nur durch eine Funktion λ : M → R \ {0} und dann gilt

(λα) ∧ d(λα) = λ2α ∧ dα.

(2) Eine Kontaktstruktur induziert deswegen eine Orientierung auf der Kontaktman-
nigfaltigkeit durch die Volumenform α ∧ dα. (Diese Orientierung ist unabhängig von
der Wahl der Kontaktform.) Also muss eine Kontaktmannigfaltigkeit notwendigerwei-
se orientierbar sein. Hat man eine orientierte Mannigfaltigkeit gegeben, so kann man
sinnvoll von positiven (oder negativen) Kontaktstrukturen sprechen, je nach dem, ob
die Orientierung mit der durch ξ induzierten Orientierung übereinstimmt (oder nicht
übereinstimmt).
(3) Den Begriff der Kontaktmannigfaltigkeit kann man noch etwas allgemeiner fassen.
Zum einen kann man Kontaktstrukturen in allen ungerade Dimensionen definieren und
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

zum anderen kann man auch nicht koorientierte Kontaktstrukturen (was bedeutet, dass
eine Kontaktform nur lokal existiert) betrachten. In dieser Arbeit werden allerdings nur
koorientierbare Kontaktstrukturen auf dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten betrach-
tet, weswegen wir die Dimension und die Koorientierbarkeit in Zukunft unterdrücken
werden. Die Kontaktstruktur ξ lässt sich dann durch die Form dα orientieren. Die Ori-
entierung der Kontaktstruktur hängt also von der Wahl der Kontaktform ab. Wenn eine
Kontaktform explizit gegeben ist, so soll die Kontaktstruktur immer durch dα orientiert
sein.

Wenn man ein mathematisches Objekt auf eine solch abstrakte Weise einführt, stellt sich
natürlich sofort die Frage, ob es solche Objekte überhaupt gibt. Dazu einige Beispiele:

Beispiel 2.3
(1) Betrachte den R3 mit kartesischen Koordinaten (x, y, z). Die 1-Form

αst = x dy + dz

ist eine Kontaktform, denn αst ∧ dαst = dx ∧ dy ∧ dz ist eine Volumenform, und defi-
niert somit die sogenannte Standardkontaktstruktur ξst := kerαst auf R3. Der Name
begründet sich durch den Satz von Darboux, welcher besagt, dass jede Kontaktstruktur
lokal wie die Standardkontaktstruktur aussieht (siehe Satz 2.6).
(2) Betrachte S1 ×R2 mit Winkelkoordinate θ auf S1 = R/2πZ und kartesischen Koor-
dinaten (x, y) auf R2. Sei n ∈ Z \ {0} dann ist die 1-Form

αn = cos(nθ) dx− sin(nθ) dy

eine Kontaktform, denn

αn∧dαn =
(
cos(nθ) dx−sin(nθ) dy

)
∧
(
−n sin(nθ) dθ∧dx−n cos(nθ) dθ∧dy

)
= n dθ∧dx∧dy.

Also ist (S1 × R2, ξn = kerαn) eine Kontaktmannigfaltigkeit.
(3) Betrachte den R3 mit Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z). Definiere eine 1-Form durch

αot = cos r dz + r sin r dϕ.

Für r = 0 ist zuerst einmal nicht klar, dass dies wohldefiniert ist, da dann dϕ nicht
wohldefiniert ist. Allerdings ist die 1-Form r2 dϕ = x dy − y dx glatt und die Funktion
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

r 7→ sin r
r

besitzt eine diffenzierbare Fortsetzung in r = 0, also ist αot wohldefiniert.
Weiter gilt

αot ∧ dαot =
(

cos r dz + r sin r dϕ
)
∧
(
− sin r dr ∧ dz +

(
sin r + r cos r

)
dr ∧ dϕ

)
=
(

cos r sin r + r cos2 r + r sin2 r
)
dr ∧ dϕ ∧ dz

=
(

1 + sin r
r

cos r
)
r dr ∧ dϕ ∧ dz.

Wenn man in der Klammer nun in r = 0 wieder diffenzierbar fortsetzt sieht man, dass αot
eine Kontaktform ist und somit eine Kontaktstruktur ξot := kerαot induziert. Der Index
ot steht für overtwisted (engl. für überdreht), denn diese Kontaktstruktur nennt man
die überdrehte Standardkontaktstruktur. (Warum diese Bezeichnung Sinn macht
sieht man in Beispiel 2.14 (1) und Definition 2.12.)

Als nächstes ist es ein natürliches Vorgehen, Abbildungen zu definieren, welche die Struk-
turen einer Kontaktmannigfaltigkeit erhalten.

Definition 2.4 (Kontaktomorphismus).
Seien (M1, ξ1) und (M2, ξ2) zwei Kontaktmannigfaltigkeiten.
(1) Ein Diffeomorphismus f : M1 → M2 heißt Kontaktomorphismus, wenn er die
Kontaktstrukturen erhält, bei gegebenen Kontaktformen ξ1 = kerα1 und ξ2 = kerα2

heißt dies, dass eine glatte Funktion λ : M1 → R \ {0} existiert mit f ∗α2 = λα1.
(2) Zwei Kontaktmannigfaltigkeiten heißen kontaktomorph, wenn ein Kontaktomor-
phismus zwischen ihnen existiert.
(3) Eine Einbettung f : M1 → M2 heißt Kontakteinbettung, wenn sie ein Kontakto-
morphismus auf ihr Bild ist, dass heißt f : (M1, ξ1)→ (f(M1), ξ2) ist ein Kontaktomor-
phismus.
(4) Zwei Kontaktstrukturen ξ1 und ξ2 auf einer Mannigfaltigkeit M heißen isotop, falls
es einen Kontaktomorphismus (M, ξ1)→ (M, ξ2) gibt, der isotop zur Identität ist.

Beispiel 2.5
Die Kontaktmannigfaltigkeiten (S1 × R2, ξn) sind alle kontaktomorph zueinander. Dies
sieht man wie folgt:
Definiere einen Diffeomorphismus von S1 × R2 durch

fn(θ, x, y) :=
(
θ, x cos(nθ) + y sin(nθ),−x sin(nθ) + y cos(nθ)

)
.

Die 1-Form f ∗nαn ist dann wieder eine Kontaktform, denn fn ist ein Diffeomorphismus
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

und somit gilt f ∗nαn ∧ d(f ∗nαn) = f ∗n(αn ∧ dαn) 6= 0. Deswegen ist fn ein Kontaktomor-
phismus von (S1 × R2, ξn = kerαn) nach (S1 × R2, ker f ∗nαn). Berechnen wir nun diese
Kontaktform:

f ∗nαn = f ∗n
(
cos(nθ) dx− sin(nθ) dy

)
= cos(nθ) d

(
x cos(nθ) + y sin(nθ)

)
− sin(nθ) d

(
−x sin(nθ) + y cos(nθ)

)
=
(
cos2(nθ) + sin2(nθ)︸ ︷︷ ︸

=1

)
dx−

(
cos(nθ) sin(nθ)− sin(nθ) cos(nθ)︸ ︷︷ ︸

=0

)
dy

+
(
cos(nθ) sin(nθ)− sin(nθ) cos(nθ)︸ ︷︷ ︸

=0

)
nx dθ +

(
cos2(nθ) + sin2(nθ)︸ ︷︷ ︸

=1

)
ny dθ

= dx+ ny dθ.

Definiere einen weiteren Diffeomorphismus von S1 × R2 durch

gn
(
θ, x, y

)
:=
(
θ, x,

1
n
y
)
.

Damit gilt:
g∗n
(
dx+ ny dθ

)
= dx+ n

1
n
y dθ = dx+ y dθ

Also ist gn ein Kontaktomorphismus von
(
S1×R2, ker(dx+ny dθ)

)
zu der Kontaktman-

nigfaltigkeit
(
S1 × R2, ker(dx + y dθ)

)
. Die Behauptung folgt daraus, dass die Relation

kontaktomorph zu sein offensichtlich eine Äquivalenzrelation ist. Man bemerke aber,
dass die Kontaktstrukturen ξn nicht isotop sind (siehe Beispiel 3.12).

Satz 2.6 (Satz von Darboux).
Sei p ein Punkt in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ). Dann gibt es eine Kontaktein-
bettung (Bst, ξst) ↪→ (M, ξ), die den Ursprung auf p abbildet. Dabei bezeichnet Bst den
Einheitsball im R3.
Jede Kontaktmannigfaltigkeit kann also mit solchen Abbildungen als Karten überdeckt
werden. Diese Karten nennt man auch Darboux-Karten.

Beweis. siehe [7, Satz 2.5.1]

Der Satz von Darboux sagt also aus, dass lokal alle Kontaktstrukturen gleich aussehen.
In der Kontaktgeometrie kann es also (ähnlich wie in der symplektischen Geometrie,
aber im Gegensatz zur Riemannschen Geometrie) keine lokalen Invarianten geben.
Als Nächstes betrachten wir eine spezielle Klasse von Knoten in Kontaktmannigfaltig-
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

keiten, die sogenannten Legendre-Knoten. In Kapitel 4 wird dann gezeigt, dass Dehn-
Chirurgie entlang dieser Legendre-Knoten relativ leicht verträglich mit der Kontakt-
struktur ausgeführt werden kann.

Definition 2.7 (Legendre-Knoten).
Ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ) ist eine Einbettung
K : S1 →M mit K ′(θ) ∈ ξK(θ) für alle θ ∈ S1.

Bemerkung 2.8
Oft wird mit Legendre-Knoten auch das Bild einer solchen Einbettung bezeichnet. Im
Folgenden wird für beides einfachK geschrieben und nicht mehr zwischen der Einbettung
und dem Bild dieser Einbettung unterschieden. Je nach Kontext sollte klar sein, was
gemeint ist.

Beispiel 2.9
Betrachte die Kontaktmannigfaltigkeit (S1×R2, ξn) aus Beispiel 2.3 (2). Die Einbettung
S1 3 θ 7→ (θ, 0, 0) ∈ S1 × R2 ist ein Legendre-Knoten, denn die Ableitung (1, 0, 0) liegt
immer im Kern von αn = cos(nθ) dx− sin(nθ) dy.

Abbildung 2.1: Ein Legendre-Knoten in der Kontaktmannigfaltigkeit (S1 × R2, ξn)

Lokal sieht sogar jeder Legendre-Knoten so aus, wie folgender Satz zeigt.

Satz 2.10 (Umgebungssatz für Legendre-Knoten).
Sei K : S1 → (M, ξ) ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit. Dann ist
eine Umgebung von K in M für jedes r > 0 kontaktomorph zu (S1 × Dr, ξn) und der
Kontaktomorphismus bildet K auf θ 7→ (θ, 0, 0) ab. Dabei bezeichnet Dr die Scheibe mit
Radius r im R2.
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

Beweis. siehe [7, Beispiel 2.5.10]
Dort wird dieser Satz zwar nur für eine Umgebung von θ 7→ (θ, 0, 0) und nur für die
Kontaktstruktur ξ1 bewiesen, aber zusammen mit Beispiel 2.5 und mit der Beobachtung,
dass die Abbildung (θ, x, y) 7→ (θ, rx, ry) für jedes r > 0 ein Kontaktomorphismus für die
Kontaktstrukturen ξn ist, folgt die Behauptung auch in dieser allgemeineren Form.

Satz 2.11 (Approximationssatz durch Legendre Knoten).
Sei K : S1 → (M, ξ) ein beliebiger Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit. Dann kann
K durch einen zu K isotopen Legendre-Knoten C0-nah approximiert werden.

Beweisskizze. (für genaueren Beweis siehe [7, Satz 3.2.3 und Satz 3.3.1])
Betrachte zuerst einen beliebigen Knoten

S1 3 t 7−→
(
x(t), y(t), z(t)

)
∈
(
R3, ξst = ker(xdy + dz)

)
im R3 mit der Standardkontaktstruktur. Dieser Knoten ist ein Legendre-Knoten genau
dann, wenn z′(t) + x(t) y′(t) = 0 gilt (durch Einsetzten in die Kontaktform). Nach
einer kleinen Störung eines solchen Legendre-Knotens kann angenommen werden, dass
y′(t) 6= 0 bis auf isolierte Punkte, diese Punkte heißen Spitzen. Durch seine Front-
Projektion

S1 3 t 7−→
(
y(t), z(t)

)
∈ R2

ist ein solcher Knoten dann eindeutig festgelegt, denn abseits der (isolierten) Spitzen
gilt dann

x(t) = −z
′(t)
y′(t) = −dz

dy
.

Sei nun K : [0, 1]→ (R3, ξst) eine Einbettung. Dann approximiere ihre Front-Projektion
durch eine sogenannte Front (das sind Kurven ohne vertikale Tangenten, aber mit Spit-
zen), deren Steigung dz

dy
die negative x-Komponente von K approximiert (siehe Skizze).

Abbildung 2.2: Ein Legendre-Approximation durch eine Front
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

Diese Einbettung hebt dann zu einer Legendre-Einbettung in (R3, ξst) an.
Hat man nun einen allgemeinen Knoten K : S1 → (M, ξ) in einer allgemeinen Kontakt-
mannigfaltigkeit, dann kann man diesen Knoten (mit dem Lemma von Lebesgue) in end-
lich viele Stücke zerteilen, die in Darboux-Karten liegen, und jedes dieser Stücke durch
eine Legendre-Einbettung approximieren. Insgesamt ergibt sich dann also ein Legendre-
Knoten, der isotop zu dem alten Knoten ist und beliebig nahe an ihm liegt.

Dieser Satz zeigt also insbesondere, dass es in jeder Kontaktmannigfaltigkeit sehr vie-
le Legendre-Knoten gibt und dass die Einschränkung auf Legendre-Knoten bei der
Kontakt-Dehn-Chirurgie keine wirkliche Einschränkung ist.
Als Nächstes wird eine fundamentale Aufteilung der Kontaktstrukturen in sogenannte
überdrehte und straffe Kontaktstrukturen eingeführt. Auf den ersten Blick wirkt dies
völlig willkürlich, aber die Arbeiten von Eliashberg zeigen, dass dies der erste wichti-
ge Schritt in Richtung der Klassifikation von Kontaktstrukturen ist. Auf diesen Aspekt
wird hier allerdings nicht eingegangen. Historisch war es auch ein langer Weg dies so
einzuführen, wie es jetzt hier gemacht wird (für diese Aspekte siehe [7, Kapitel 4]).

Definition 2.12 (überdrehte und straffe Kontaktstrukturen).
(1) Eine eingebettete Scheibe ∆ ⊂ (M, ξ) in einer Kontaktmannigfaltigkeit heißt über-
drehte Scheibe, wenn ihr Rand ∂∆ ein Legendre Knoten für ξ ist und ∆ entlang ∂∆
transversal zu ξ ist.
(2) Eine Kontaktstruktur ξ auf einer Mannigfaltigkeit M heißt überdreht, falls es ei-
ne in M eingebettete überdrehte Scheibe gibt. Wenn keine solche eingebettete überdrehte
Scheibe existiert, heißt die Kontaktstruktur straff.

Bemerkung 2.13
Diese Definition lässt sich nur mit größerem Aufwand auf beliebige Dimensionen aus-
weiten. Die Aufteilung der Kontaktstrukturen in straffe und überdrehte ist also ein
Phänomen, das zuersteinmal nur im Dreidimensionalen auftritt.

Beispiel 2.14
(1) Die überdrehte Standardkontaktstruktur ξot auf dem R3 aus Beispiel 2.3 (3) ist,
wie der Name schon andeutet, eine überdrehte Kontaktstruktur. Eine überdrehte Schei-
be erhält man indem man die Scheibe ∆ := {z = 0, r ≤ π} betrachtet. Der Rand
dieser Scheibe ist {z = 0, r = π} und somit offensichtlich ein Legendre-Knoten für die-
se Kontaktstruktur. ∆ ist aber noch keine überdrehte Scheibe, denn an den Punkten
{z = 0, r = π}∪{0} liegen ihre Tangentialebenen im Kern von αot, das heißt die Scheibe
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

ist dort tangential an die Kontaktstruktur. In allen anderen Punkten ist ∆ transversal
zu ξot. (Dies sieht man alles sofort an αot = cos r dz + r sin r dϕ.) Wenn man ∆ nun ein
kleines Stück anhebt, aber dabei den Rand festlässt, liefert dies eine überdrehte Scheibe,
denn ∂∆ ist dann immer noch ein Legendre-Knoten, aber in einer Umgebung des Randes
ist ∆ dann transversal zu ξot.
(2) Die Standardkontaktstruktur ξst auf R3, ist straff (siehe [7, Bemerkung 4.6.37]).
(3) Die Kontaktstrukturen ξn auf S1 × R2 sind alle straff. Dies sieht man wie folgt:
Angenommen ξn wäre überdreht. Dann gibt es eine überdrehte Scheibe ∆ ⊂ (S1×R2, ξn).
Da diese überdrehte Scheibe kompakt ist, existiert ein r > 0, sodass ∆ ⊂ (S1 ×Dr, ξn).
Nach dem Umgebungssatz für Legendre-Knoten ist (S1×Dr, ξn) kontaktomorph zu einer
Umgebung eines Legendre-Knotens in (R3, ξst). Mit diesem Kontaktomorphismus würde
die überdrehte Scheibe ∆ dann auf eine überdrehte Scheibe in (R3, ξst). abbilden. Was
aber nicht sein kann, da diese Kontaktstruktur straff ist.

Bemerkung 2.15
Dies zeigt insbesondere, dass (R3, ξst) nicht kontaktomorph zu (R3, ξot) ist und dass
(R3, ξot) nicht kontaktomorph in die Kontaktmannigfaltigkeiten (S1×R2, ξn) eingebettet
werden kann.
Nach dem Satz von Darboux und dem Umgebungssatz für Legendre-Knoten kann man
aber (Bst, ξst) und die (S1 ×Dr, ξn) kontaktomorph in (R3, ξot) einbetten.

Als nächstes werden symplektische Mannigfaltigkeiten eingeführt. Die Motivation dazu
stammt, genau wie bei den Kontaktmannigfaltigkeiten, aus der theoretischen Physik.
Dort treten symplektische Mannigfaltigkeiten ganz natürlich als Phasenräume physika-
lischer Systeme auf. Symplektische Mannigfaltigkeiten sind mit den Kontaktmannigfal-
tigkeiten sehr eng verknüpft. In vielerlei Hinsicht sind Kontaktmannigfaltigkeiten das
Gegenstück zu symplektischen Mannigfaltigkeiten. Einige Aspekte dieser Phänomene
werden weiter unten deutlich.

Definition 2.16 (symplektische Mannigfaltigkeit).
Eine 2-Form ω auf einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit W heißt symplektische
Form, falls sie geschlossen (das heißt dω = 0) und nicht-entartet ist (das heißt die
Differentialform ω2 := ω ∧ ω ist eine Volumenform auf W ).
Das Paar (W,ω) heißt dann symplektische Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.17
Ähnlich wie bei den Kontaktmannigfaltigkeiten (siehe Bemerkung am Anfang) gilt, dass
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

man den Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit auch in höheren Dimensionen defi-
nieren kann, hier allerdings nur in geraden Dimensionen. In dieser Arbeit kommen aber
nur vierdimensionale symplektische Mannigfaltigkeiten vor, weshalb wir auch hier die
Dimension unterdrücken. Weiter ist auch auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit eine
natürliche Orientierung durch die Volumenform ω2 gegeben.

Beispiel 2.18
(1) Die symplektische Standardform auf dem R4 mit kartesischen Koordinaten
(x, y, z, t) ist ωst = dx ∧ dy + dz ∧ dt (dωst = 0 und ω2

st ist die Standardvolumenform).
Ähnlich wie bei der Standardkontaktstruktur auf dem R3, kann man auch hier zeigen,
dass jede symplektische Form lokal aussieht wie die symplektische Standardform. Dies
nennt man dann auch Satz von Darboux (siehe [9, Satz 1]). Genau wie in der Kontakt-
geometrie, gibt es also auch in der symplektischen Geometrie keine lokalen Invarianten.
(2) Sei (M, ξ = kerα) eine Kontaktmannigfaltigkeit. Bezeichne mit t die R-Koordinate
in R ×M und mit p : R ×M → M die Projektion. Dann kann man α mit p zu einer
1-Form auf R×M zurückziehen. Der Einfachheit halber identifiziert man diese 1-Form
p∗α mit α.
Dann ist

(
R × M,ω := d(etα)

)
eine symplektische Mannigfaltigkeit, die sogenannte

Symplektifizierung von M , denn für die geschlossene 2-Form ω gilt:

ω2 = d(etα) ∧ d(etα) = et
(
dt ∧ α + dα

)
∧ et

(
dt ∧ α + dα

)
= 2e2t dt ∧ α ∧ dα 6= 0

Die Orientierung von W (durch ω2) stimmt mit der Produktorientierung von R ×M

überein (wennM durch α∧dα orientiert ist). (Dies scheint jetzt nicht sehr wichtig, wird
aber später bei der Betrachtung symplektischer Kobordismen entscheidend.)

Man kann also aus einer Kontaktmannigfaltigkeit eine symplektischen Mannigfaltigkeit
erhalten. Andersherum wollen wir auch aus symplektischen Mannigfaltigkeiten Kontakt-
mannigfaltigkeiten konstruieren. Dazu braucht man die folgende Definition:

Definition 2.19 (Liouville-Vektorfeld).
Ein Vektorfeld Y auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (W,ω) heißt Liouville-
Vektorfeld, falls LY ω = ω.

Mit diesen Liouville-Vektorfeldern kann man nun Kontaktmannigfaltigkeiten erhalten.

Proposition 2.20 (Kontakthyperfläche).
Sei M eine Hyperfläche in einer symplektischen Mannigfaltigkeit (W,ω), die transversal
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KAPITEL 2. KONTAKTMANNIGFALTIGKEITEN

zu einem Liouville-Vektorfeld Y steht. Dann ist (M, ker ιY ω) eine Kontaktmannigfaltig-
keit.
Solche Kontaktmannigfaltigkeiten nennt man auch Kontakthyperflächen.

Beweis.
Nachzurechnen ist die Kontaktbedingung für die 1-Form ιY ω. Nach der Formel von
Cartan für die Lie-Ableitung und wegen dω = 0 gilt

ω = LY ω = d(ιY ω) + ιY (dω) = d(ιY ω).

Also:
ιY ω ∧ d(ιY ω) = (ιY ω) ∧ ω = 1

2ιY (ω2)

Da nun ω2 eine Volumenform auf (W,ω) ist, ist auch ιY (ω2) eine Volumenform auf jeder
Hyperfläche transversal zu Y .

Beispiel 2.21
(1) Betrachte den R4 mit seiner symplektischen Standardstruktur ωst (wie im obigen
Beispiel). Dann ist das Radialvektorfeld Y := 1

2(x ∂x + y ∂y + z ∂z + t ∂t) ein Liouville-
Vektorfeld für ωst, denn:

LY ωst = d(ιY ωst) = d
(1

2
(
x dy − y dx+ z dt− t dz

))
= dx ∧ dy + dz ∧ dt = ωst.

Weiter ist das Liouville-Vektorfeld Y transversal zu der Einheitssphäre S3 ⊂ R4. Also
induziert Y eine Kontaktstruktur auf S3, nämlich die sogenannte Standardkontakt-
struktur auf S3:

ξst = kerαst = ker ιY ωst = ker
(1

2
(
x dy − y dx+ z dt− t dz

))

Man kann zeigen, dass (S3\{p}, ξst) kontaktomorph zu (R3, ξst) ist, weswegen es sinnvoll
ist beide Kontaktstrukturen die Standardkontaktstruktur zu nennen (siehe [7, Proposi-
tion 2.1.8]).
(2) Betrachte die Symplektifizierung

(
R ×M,ω := d(etα)

)
einer Kontaktmannigfaltig-

keit (M, ξ = kerα). Dann ist das Vektorfeld Y := ∂t ein Liouvielle-Vektorfeld für ω,
denn:

LY ω = d
(
ιY (et dt ∧ α + α ∧ α)

)
= d

(
etα

)
= ω

Betrachtet man nun einen (topologischen) Kobordismus zwischen zwei Mannigfaltigkei-
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ten, die eine Kontaktstruktur tragen, kann man sich fragen, ob dieser Kobordismus eine
symplektische Struktur trägt, welche die Kontaktstrukturen im obigen Sinne induziert.
Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.22 (symplektischer Kobordismus und symplektische Füllung).
(1) Seien (M±, ξ±) zwei geschlossene Kontaktmannigfaltigkeiten orientiert durch die von
den Kontaktstrukturen induzierten Volumenformen. Ein (starker) symplektischer Ko-
bordismus von (M−, ξ−) nach (M+, ξ+) ist eine kompakte symplektische Mannigfaltig-
keit (W,ω), orientiert durch ω2, so dass:

• ∂W = M+tM−, wobeiM− die MannigfaltigkeitM− mit umgekehrter Orientierung
bezeichnet,

• ein Liouville-Vektorfeld Y in einer Umgebung von ∂W existiert, das transversal
zu ∂W ist, entlang M+ nach außen und entlang M− nach innen zeigt, und

• dieses Liouville-Vektorfeld die Kontaktstruktur der Kontaktmannigfaltigkeit (M±, ξ±)
induziert (das heißt: ker(ιY ω|TM±) = ξ±).

(M−, ξ−) heißt dann (stark) symplektisch kobordant zu (M+, ξ+).

Abbildung 2.3: Ein (starker) symplektischer Kobordismus von (M−, ξ−) nach (M+, ξ+)

(2) Ein (starker) symplektischer Kobordismus von der leeren Menge ∅ zu einer Kontakt-
mannigfaltigkeit (M, ξ) heißt eine (starke) symplektische Füllung von (M, ξ).
(M, ξ) heißt dann (stark) symplektisch füllbar.
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Abbildung 2.4: Eine (starke) symplektische Füllung von (M, ξ)

Bemerkung 2.23
(1) In den Abbildungen oben sind solche Situationen schematisch in zwei Dimensionen
kleiner dargestellt. Die Kontaktmannigfaltigkeiten sind dort eindimensional gezeichnet
und die Kobordismen als zweidimensionale Objekte.
(2) Es gibt auch eine etwas schwächere Formulierung dieser Definition nämlich den
schwachen symplektischen Kobordismus (und dann analog auch die schwache symplek-
tische Füllung). Wie der Name schon andeutet ist ein starker symplektischer Kobor-
dismus auch ein schwacher symplektischer Kobordismus, die Umkehrung gilt allerdings
nicht (siehe [7, Kapitel 5]). In dieser Arbeit werden aber nur starke symplektische Ko-
bordismen betrachtet, deshalb wird stattdessen einfach nur von einem symplektischen
Kobordismus gesprochen.

Beispiel 2.24
(1) Nach Beispiel 2.21 (1) ist (S3, ξst) symplektisch füllbar durch (D4, ωst).
(2) Nach Beispiel 2.18 (2) und Beispiel 2.21 (2) ist jede geschlossene Kontaktmannigfal-
tigkeit symplektisch kobordant zu sich selbst vermöge des symplektischen Kobordismuses(
[0, 1]×M,ω = d(etα)

)
.

Allgemeiner gilt:

Satz 2.25 (über symplektische Kobordismen).
Die Relation symplektisch kobordant zu sein ist reflexiv und transitiv, aber nicht sym-
metrisch.

Beweisskizze.
Die Reflexivität folgt aus dem Beispiel 2.24 (2).
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Für die Transitivität muss man etwas mehr arbeiten. Sei (W−, ω−) ein symplektischer Ko-
bordismus von (M−, ξ−) nach (M, ξ) und (W+, ω+) ein symplektischer Kobordismus von
(M, ξ) nach (M+, ξ+) (siehe auch Abbildung 2.5). Bezeichne mit j± : M → W± die Inklu-
sionen und mit Y± die entsprechenden Liouville-Vektorfelder. Dann sind α± := j∗±(ιY±ω±)
zwei Kontaktformen zur Kontaktstruktur ξ. Es gibt also eine Funktion f : M → R, so
dass α+ = efα− ist. Für eine Konstante C >> 0 ist (W+, Cω+) immer noch ein sym-
plektischer Kobordismus von (M, ξ) nach (M+, ξ+). Man kann also ohne Einschränkung
annehmen, dass f nur positive reelle Werte annimmt.
Definiere für eine geeignete Umgebung U−(M) von M in W− einen Diffeomorphismus

Φ: U−(M) −→
(
(ε, 0]×M,d(etα−)

)
,

indem die Flusslinien von Y− auf die Flusslinien von ∂t abgebildet werden. Man kann
nun zeigen, dass Φ dann die symplektischen Strukturen erhält, also ein Symplekto-
morphismus ist. (Dies ist kein Zufall. Allgemeiner kann man zeigen, dass gleiche Kon-
takthyperflächen in symplektischen Mannigfaltigkeiten symplektomorphe Umgebungen
besitzen. Also ist die symplektische Struktur in einer Umgebung einer Kontakthyperflä-
che schon eindeutig durch diese Kontakthyperfläche bestimmt.) (siehe [7, Lemma 5.2.4])
So erhält man also eine Kragenumgebung von M in (W−, ω−) der Form

(
(ε, 0]×M,ω− = d(etα−)

)
.

Analog erhält man eine Kragenumgebung von M in (W+, ω+) der Form

(
[0, ε)×M,ω+ = d(etα+) = d(et+fα−)

)
.

Definiere nun eine symplektische Mannigfaltigkeit durch

W0 :=
{

(t, x) ∈ R×M : 0 ≤ t ≤ f(x)
}

mit symplektischer Form d(etα−). Dann ist

(W− +W0 +W+)/∼,

mit W− 3 (0, x) ∼ (0, x) ∈ W0 und W0 3 (f(x), x) ∼ (0, x) ∈ W+, ein symplekti-
scher Kobordismus von (M−, ξ−) nach (M+, ξ+). Betrachte dazu auch die schematische
Abbildung unten (in zwei Dimensionen tiefer).
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Abbildung 2.5: Ein symplektischer Kobordismus von (M−, ξ−) nach (M+, ξ+)

Die Relation symplektisch kobordant zu sein, ist also auch transitiv.
Aber wie oben schon gesagt ist sie nicht symmetrisch. Dies folgt sofort aus den beiden
folgenden (nicht-trivialen) Sätzen.

Satz 2.26 (Gromov-Eliashberg-Straffheitssatz).
Wenn eine Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ) symplektisch füllbar ist, so ist die Kontakt-
struktur ξ straff. Anders gesagt, ist eine Kontaktmannigfaltigkeit mit überdrehter Kon-
taktstruktur nicht symplektisch füllbar.

Beweis. siehe [7, Satz 6.5.6]

Satz 2.27 (Existenz von Kobordismen zur leerem Menge).
Für jede Kontaktmannigfaltigkeit existiert ein symplektischer Kobordismus von dieser
Kontaktmannigfaltigkeit zur leeren Menge.

Beweis. siehe [6]
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3 Konvexe Flächen

In diesem Kapitel wird eine Einführung in die Theorie der konvexen Flächen gegeben,
welche fast komplett von Giroux entwickelt wurde. Diese wird dann in Kapitel 4 benötigt
um die Kontakt-Dehn-Chirurgie zu definieren. Grundlage dafür ist [7, Kapitel 4.8].
Eine Motivation hinter den konvexen Flächen ist der Zusammenhang zwischen symplek-
tischen und Kontaktmannigfaltigkeiten. Im Beweis von Satz 2.25 haben wir gesehen,
dass eine Kontakthyperfläche in einer symplektischen Mannigfaltigkeit schon alle Eigen-
schaften der symplektischen Struktur in einer Umgebung der Hyperfläche trägt. Diese
Eigenschaften sind alle in einer Kontaktstruktur, welche durch die symplektische Struk-
tur induziert wurde, kodiert. Man kann also zum Beispiel symplektische Mannigfaltig-
keiten entlang dieser Hyperflächen aufschneiden und wieder zusammenkleben und dabei
die symplektische Struktur erhalten, solange die Kontaktstrukturen auf diesen Hyper-
flächen übereinstimmen (siehe zum Beispiel Beweis von Satz 2.25). Man hat also eine
vierdimensionale Struktur in der Umgebung einer dreidimensionalen Hyperfläche auf ei-
ne dreidimensionale Struktur zurückgeführt. Dasselbe soll nun für Kontaktstrukturen
gemacht werden. Man möchte also die Kontaktstruktur in der Umgebung einer Fläche
durch eine Struktur auf der Fläche beschreiben. Das Erstaunliche dabei ist, dass man
ziemlich ähnlich vorgehen kann.
Aber zuerst wird ein etwas einfacheres Konzept beschrieben, nämlich das Konzept der
charakteristischen Blätterung.

Definition 3.1 (charakteristische Blätterung).
Sei S ⊂ (M, ξ = kerα) eine orientierte geschlossene Fläche in einer Kontaktmannig-
faltigkeit mit orientierter Kontaktstruktur. (Die Kontaktstruktur ist orientiert durch dα,
wie in der Bemerkung am Anfang beschrieben.) Dabei sei S durch eine Volumenform Ω
so orientiert, dass S×R (identifiziert mit einer Umgebung von S inM) die Orientierung
von M (induziert durch die Kontaktstruktur) liefert.
Die charakteristische Blätterung Sξ von S induziert durch die Kontaktstruktur ξ ist
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die eindimensionale, singuläre Blätterung repräsentiert durch das Vektorfeld X, welches

ιXΩ = α|TS

erfüllt.

Bemerkung 3.2
(1) Eine eindimensionale, singuläre Blätterung auf einer Fläche kann man auffassen als
Äquivalenzklasse von Vektorfeldern auf dieser Fläche, wobei zwei Vektorfelder äquivalent
sind, wenn sie sich nur durch eine Funktion f : S → R+ unterscheiden, und andere
Wahlen von Ω oder α führen zu einem Vektorfeld, dass sich von dem alten nur durch
eine solche Funktion f : S → R+ unterscheidet.
Also ist die charakteristische Blätterung bei fester Orientierung der Fläche unabhängig
von der Wahl der Volumenform Ω und bei fester Orientierung der Kontaktstruktur ξ
unabhängig von der Wahl der Kontaktform α, sie wird also nur durch die Fläche S und
die Kontaktstruktur ξ bestimmt.
(2) Geometrisch zeigt das Vektorfeld immer in Richtung der Geraden, in der sich der
Tangentialraum von S und die Kontaktebene schneidet, und falls diese übereinstimmen
ist das Vektorfeld null.

Beispiel 3.3
Betrachte V := {x2 +y2 ≤ 1} ⊂

(
S1×R2, ξn = ker

(
cos(nθ) dx−sin(nθ) dy

))
. Der Rand

∂V = {x2 + y2 = 1} ist eine geschlossene Fläche. Versehe den R2-Faktor mit Polarkoor-
dinaten (r, ϕ), dann induziert die Volumenform Ω := dθ ∧ dϕ die Standardorientierung
auf S. Um nun die charakteristische Blätterung von S zu bestimmen, suchen wir ein
Vektorfeld X auf S, welches ιXΩ = αn|TS erfüllt. Ein allgemeines Vektorfeld auf S ist
von der Form X(θ, ϕ) = a(θ, ϕ) ∂θ+a(θ, ϕ) ∂ϕ. Wenn man dies in die Gleichung einsetzt,
erhält man:

αn|TS = ιXΩ = a(θ, ϕ) dϕ− b(θ, ϕ) dθ.

Auf S gilt nun dx = − sinϕdϕ und dy = cosϕdϕ, also ist

αn|TS =
(
cos(nθ) dx− sin(nθ) dy

)∣∣∣
TS

= −
(
cos(nθ) sinϕ− sin(nθ) cosϕ

)
dϕ.

Koeffizientenvergleich liefert dann X(θ, ϕ) = −
(
cos(nθ) sinϕ − sin(nθ) cosϕ

)
∂θ. Dies

kann man nun wieder in kartesische Koordinaten umrechnen und erhält ein Vektorfeld
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X auf S, welches die charakteristische Blätterung Sξn beschreibt:

X(θ, x, y) = −
(
x sin(nθ) + y cos(nθ)

)
∂θ.

In Abbildung 3.1 weiter unten sind einige Integralkurven der charakteristische Blätterung
im Fall n = 1 in grün eingezeichnet.

Was dies alles bringt, zeigt der folgende Satz.

Satz 3.4 (über die Kontaktstruktur in der Umgebung einer Fläche).
Seien Si ⊂ (Mi, ξi) (i = 1, 2) zwei orientierte, geschlossene Flächen in zwei Kontakt-
mannigfaltigkeiten und sei φ : S1 → S2 ein Diffeomorphismus mit φ(S1,ξ1) = S2,ξ2 .

Dann gibt es einen Kontaktomorphismus ψ : U(S1) → U(S2) von geeigneten Umgebun-
gen U(Si) von Si in Mi mit ψ|S1 = φ.

Beweis. siehe [7, Satz 2.5.23]

Dieser Satz sagt also aus, dass eine Kontaktstruktur in einer Umgebung einer Fläche
schon durch die charakteristische Blätterung auf dieser Fläche bestimmt ist. Dies ist
eine entscheidende Beobachtung, wenn wir später Chrirugiekonstruktionen durchführen
wollen, das heißt entlang Flächen aufschneiden und wieder zusammenkleben. Mit diesem
Satz kann man solche Konstruktionen mit den Kontaktstrukturen verträglich machen,
solange man dafür sorgen kann, dass die charakteristischen Blätterungen dieselben sind.
Dies ist allerdings nicht so einfach, da charakteristische Blätterungen sehr kompliziert
sein können. Dieses Problem löst die Theorie der konvexen Flächen, denn bei diesen
konvexen Flächen ist die charakteristische Blätterung (und nach dem vorigen Satz dann
auch die Kontaktstruktur) schon durch viel weniger bestimmt, nämlich durch eine end-
liche Vereinigung von eingebetteten, einfach geschlossenen Kurven auf der Fläche. Um
den Begriff der konvexen Fläche zu definieren, wird zuerst ein Objekt benötigt, das dem
Liouville-Vektorfeld recht ähnlich ist.

Definition 3.5 (Kontaktvektorfeld).
Ein Vektorfeld X auf einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ = kerα) heißt Kontaktvek-
torfeld falls, LXα = µα für eine Funktion µ : M → R gilt.

Bemerkung 3.6
(1) Diese Definition ist unabhängig von der speziellen Wahl der Kontaktform α, wel-
che die Kontaktstruktur ξ beschreibt, denn für eine weitere Kontaktform α̃ = λα mit
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λ : M → R \ {0} gilt
LX(λα) =

(
dλ(X) + λµ

)
α,

wie man mit der Definition der Lie-Ableitung oder der Cartan-Formel sofort nachrech-
nen kann.
(2) Man kann zeigen, dass diese Definition äquivalent dazu ist, dass der Fluss von X

die Kontaktstruktur erhält (also ein lokaler Kontaktomorphismus ist), was man nor-
malerweise als Definition zugrunde legt. In dieser Arbeit wird allerdings nur die obige
Eigenschaft eines Kontaktvektorfeldes benötigt.

Mit diesen Kontaktvektorfeldern kann man nun den Begriff der konvexen Fläche, völ-
lig analog zu den Kontakthyperflächen in symplektischen Mannigfaltigkeiten definieren
(siehe Proposition 2.20).

Definition 3.7 (konvexe Fläche).
Eine orientierte geschlossene Fläche S ⊂ (M, ξ) heißt konvexe Fläche, falls ein Kon-
taktvektorfeld in einer Umgebung von S existiert, das transversal zu S ist.

Bemerkung 3.8
(1) Der Begriff konvex hat hier nichts mit dem geometrischen Begriff konvex zu tun.
Hier gibt es auch keine Unterscheidung zwischen konvex und konkav, deshalb ist dieser
Begriff etwas irreführend.
(2) Man kann den Begriff der konvexen Fläche auch etwas allgemeiner definieren und
zwar für nicht orientierbare Flächen oder Flächen mit Rand. Dies wird hier aber nicht
benötigt.
(3) Man kann zeigen, dass jede geschlossene, orientierbare Fläche in einer Kontaktman-
nigfaltigkeit C∞-nahe zu einer konvexen Fläche liegt (siehe [7, Proposition 4.8.8]).
(4) Wie alle anderen kontaktgeometrischen Begriffe werden auch konvexe Flächen unter
Kontaktomorphismen erhalten, wie man leicht nachrechnen kann.

Beispiel 3.9
Betrachte wieder (wie in Beispiel 3.3) V ⊂ (S1×R2, ξn). Der Rand ∂V ist eine orientierte,
geschlossene Fläche. Das Vektorfeld X := x ∂x + y ∂y ist transversal zu ∂V . Weiter gilt

LXαn = d(ιXαn) + ιX(dαn)

= d
(
x cos(nθ)− y sin(nθ)

)
+ ιX

(
−n sin(nθ) dθ ∧ dx− n cos(nθ) dθ ∧ dy

)
= cos(nθ) dx− nx sin(nθ) dθ − sin(nθ) dy − ny cos(nθ) dθ + n sin(nθ) dθ + n cos(nθ) dθ

= αn.
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Also ist X ein Kontaktvektorfeld für die konvexe Fläche ∂V ⊂ (S1 × R2, ξn).

Jetzt haben wir die konvexen Flächen in Analogie zu den Kontakthyperflächen in sym-
plektischen Mannigfaltigkeiten definiert. Nun stellt sich natürlich die Frage, ob wir damit
wirklich eine einfachere Beschreibung der Kontaktstruktur als mit der charakteristischen
Blätterung bekommen. Dies werden wir im Folgenden sehen.

Definition 3.10 (Teilungsmenge).
Sei S ⊂ (M, ξ) eine konvexe Fläche mit Kontaktvektorfeld X. Die Teilungsmenge von
S ist

ΓS := {p ∈ S : X(p) ∈ ξp}.

Bezeichne mit #ΓS die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von ΓS.

Bemerkung 3.11
(1) Diese Definition hängt von der Wahl des Kontaktvektorfeldes ab. Man kann aber zei-
gen, dass der Isotopietyp von ΓS unabhängig von X ist, weswegen das Kontaktvektorfeld
in der Notation weggelassen wird. Weiter wird auch der Isotopietyp der Teilungsmenge
unter Kontaktomorphismen erhalten.
(2) Weiter unten werden wir sehen, dass die Teilungsmenge immer eine disjukte Verei-
nigung von eingebetteten Kreisen ist.

Zuerst ein Beispiel dazu.

Beispiel 3.12
In Beispiel 3.9 wurde gezeigt, dass X = x ∂x+y ∂y ein Kontaktvektorfeld für die konvexe
Fläche ∂V ⊂ (S1 × R2, ξn) ist. Die Teilungsmenge ist nun die Menge, an denen X

tangential zu den Kontaktebenen ist, also alle Punkte auf ∂V für die

αn(X) = x cos(nθ)− y sin(nθ) = 0

gilt. Die Teilungsmenge von ∂V zu dem Kontaktvektorfeld X ist also

Γ∂V =
{(
θ,± sin(nθ),± cos(nθ)

)}
.

(Betrachte dazu auch die Abbildung unten für den Fall n = 1. Die Teilungsmenge ist in
rot dargestellt.)
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Abbildung 3.1: Die charakteristische Blätterung und die Teilungsmenge der konvexen
Fläche ∂V bezüglich der Kontaktstruktur ξ1

In diesem Fall besteht die Teilungsmenge also aus zwei Kurven, das heißt #Γ∂V = 2.
Hier sieht man dann auch, dass die Kontaktstrukturen ξn paarweise nicht isotop sind.
Denn wenn ξn isotop zu ξm ist, dann ist Γ∂V,ξn isotop zu Γ∂V,ξm und dies ist offensichtlich
nur der Fall für n = m.

Die Behauptung ist nun, dass diese Teilungsmenge im Wesentlichen schon die Kontakt-
struktur beschreibt. Um dies einzusehen braucht man noch eine weitere Definition.

Definition 3.13 (Teilung einer Blätterung).
Sei F eine eindimensionale, singuläre Blätterung auf einer geschlossenen Fläche S. Ei-
ne disjunkte Vereinigung Γ von eingebetteten einfach geschlossenen Kurven in S, die
transversal zu F sind, teilt F, wenn eine Volumenform Ω auf S und ein Vektorfeld X,
welches F repräsentiert, existieren, so dass

• LXΩ 6= 0 auf S \ Γ, und

• mit S± := {p ∈ S : ±d(ιXΩ) > 0} zeigt das Vektorfeld X entlang Γ aus S+ heraus.

Im obigen Bild sieht man sofort, dass diese Teilungsmenge die charakteristische Blätte-
rung in diesem Beispiel wirklich teilt, dies gilt immer, wie folgender Satz zeigt.
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Korollar 3.14.
Die Teilungsmenge einer konvexen Fläche teilt die charakteristische Blätterung dieser
Fläche. Die Teilungsmenge ist also insbesondere eine disjunkte Vereinigung von einfach
geschlossenen Kurven auf der konvexen Fläche.

Beweis.
Der Beweis ist nicht schwierig, für den Rest dieser Arbeit aber nicht von Bedeutung
(deswegen siehe [7, Seite 230-231]).

Satz 3.15 (Giroux-Flexibilität).
Sei S ⊂ (M, ξ) eine konvexe Fläche in einer Kontaktmannigfaltigkeit, sei F eine eindi-
mensionale, singuläre Blätterung von S, die durch die Teilungsmenge ΓS von S geteilt
wird, und sei U(S) eine beliebige Umgebung von S in M .
Dann gibt es eine Isotopie ψt : S → U(S) (t ∈ [0, 1]) von Einbettungen mit

• ψ0 ist die Inklusion S ⊂M ,

• ψt(S) ist eine konvexe Fläche mit Teilungsmenge ψt(ΓS) für alle t ∈ [0, 1] und

• die charakteristische Blätterung (ψ1(S))ξ stimmt mit ψ1(F) überein.

Beweis. siehe [7, Satz 4.8.11]

Bemerkung 3.16
Zusammen mit Satz 3.4 zeigt dieser Satz die volle Stärke der konvexen Flächen, denn
der obige Satz sagt, dass die Teilungskurven (nach einer beliebig kleinen Störung) die
charakteristische Blätterung bestimmen und diese bestimmt nach Satz 3.4 die Kon-
taktstruktur in einer Umgebung der Fläche. Man kann also Chirurgiekonstruktionen so
ausführen, dass die Kontaktstruktur erhalten bleibt, solange man dafür sorgt, dass die
Teilungskurven auf den Flächen, die man zusammenklebt, die selben sind.
Dies ist allerdings ein Phänomen, das nur im Dreidimensionalen auftritt. Diese Sätze
lassen sich so nicht auf höhere Dimensionen ausweiten.

Im folgenden Kapitel soll die Kontakt-Dehn-Chirurgie eingeführt werden. Man möchte
also Volltori aus einer Kontaktmannigfaltigkeit herrausschneiden und dann Volltori wie-
der hereinkleben. Dabei soll die Kontaktstruktur erhalten bleiben. Deswegen wird im
Folgenden der Fall eines Volltorus mit Kontaktstruktur betrachtet, bezüglich derer der
Rand des Volltorus eine konvexe Fläche ist.
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Definition 3.17 (Steigung).
Sei V ⊂ (M, ξ) ein Volltorus mit konvexem Rand ∂V in einer Kontaktmannigfaltigkeit
(M, ξ) mit straffer Kontaktstruktur ξ. Bei Festlegung eines Meridians µ und einer Lon-
gitude λ auf ∂V (siehe Anfang von Kapitel 4 für eine genaue Definition) kann man ∂V
mit R2/Z2 durch

µ ≡
{

(t, 0) : t ∈ [0, 1]
}

λ ≡
{

(0, t) : t ∈ [0, 1]
}

identifizieren. Mittels dieser Identifikation erhalten wir:
Steigung von µ=: s(µ) = 0
Steigung von λ=: s(µ) =∞
Nach Korollar 3.14 ist die Teilungsmenge Γ∂V eine disjunkte Einbettung von Kreisen
in ∂V , welche wir Teilungskurven nennen. Nach einem Diffeomorphismus isotop zur
Identität, welcher einer anderen Wahl eines Kontaktvektorfeldes entspricht, kann man
annehmen, dass die Teilungskurven linear und parallel in R2/Z2 sind. (Dies geht, da die
Kontaktstruktur straff sein soll und es somit nach dem Giroux-Kriterium keine auf ∂V
zusammenziehbaren Teilungskurven geben kann, dafür siehe [7, Satz 4.8.13].)
Die Steigung der Teilungskurven heißt dann Steigung des konvexen Torus ∂V und wird
mit s(∂V ) bezeichnet.

Bemerkung 3.18
Die Steigung eines konvexen Torus ist immer rational, da lineare Kurven auf einem
Torus genau dann geschlossen sind, wenn sie rationale Steigung haben (dafür siehe zum
Beispiel [12, Proposition 14.1]).

Beispiel 3.19
Betrachte wieder wie in den vorigen Beispielen die konvexe Fläche ∂V ⊂ (S1 × R2, ξn),
wobei ∂V = {x2 + y2 = 1}.
(1) Ein Meridian ist gegeben durch

µ :=
{(

0, cosϕ, sinϕ
)

: ϕ ∈ S1
}

und eine Longitude zum Beispiel durch

λ :=
{(
θ, sin(nθ), cos(nθ)

)
: θ ∈ S1

}
.

Mittels dieser Identifikation mit R2/Z2 erhalten wir s(∂V ) = s(Γ∂V ) = s(λ) =∞.
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(2) Ein weitere Identifikation mit R2/Z2 ist gegeben durch

µ :=
{(

0, cosϕ, sinϕ
)

: ϕ ∈ S1
}

und
λ :=

{(
θ, 1, 0

)
: θ ∈ S1

}
.

Dann gilt für die Steigung s(∂V ) = s(Γ∂V ) = − 1
n
(siehe auch Abbildung 3.1 für den Fall

n = 1).
(3) Eine Kontaktstruktur mit Steigung ∞ bezüglich dieser Identifikation mit R2/Z2 ist
durch die Kontaktform dx+ y dθ gegeben. Denn dann gilt:

Lx ∂x+y ∂y(dx+ y dθ) = ιx ∂x+y ∂y(dy ∧ dθ) + d(x) = y dθ + dx.

Also ist ∂V auch eine konvexe Fläche für diese Kontaktstruktur. Die Teilungsmenge ist
dann

Γ∂V =
{

(dx+ y dθ)(∂x + y ∂y)
}

=
{
x = 0

}
.

Somit ist die Steigung s(∂V ) = s(Γ∂V ) =∞.

Es gibt also straffe Kontaktstrukturen auf S1 × D2 mit konvexem Rand, so dass es
genau zwei Teilungskurven mit Steigung 1

n
gibt. Jetzt stellt sich natürlich die Frage, ob

es für jede rationale Zahl eine solche Kontaktmannigfaltigkeit mit dieser rationalen Zahl
als Steigung gibt und ob diese Kontaktstrukturen eindeutig sind. Die Antwort gibt der
folgende Satz.

Satz 3.20 (Klassifikation straffer Kontaktstrukturen auf Volltori).
Für jedes n ∈ Z (auch 0) existiert genau eine (bis auf Isotopie, welche den Rand fest
lässt) straffe Kontaktstruktur auf S1 ×D2 mit festgelegtem konvexem Rand ∂(S1 ×D2),
so dass #Γ∂(S1×D2) = 2 und Steigung s(∂(S1 ×D2)) = 1

n
.

Weiter gibt es für jedes r ∈ Q \ {0} mindestens eine straffe Kontaktstruktur auf S1×D2

mit festgelegtem konvexem Rand ∂(S1 × D2), so dass #Γ∂(S1×D2) = 2 und Steigung
s(∂(S1 ×D2)) = r.

Beweisskizze. (für einen genaueren Beweis siehe [11, Satz 5.1.30] oder [10, Satz 2.3])
Im vorigen Beispiel wurden genau solche Kontaktstrukturen mit Steigung 1

n
konstruiert.

Zu zeigen bleibt also die Eindeutigkeit im Fall 1
n
.

Ein k-facher Dehn-Twist (k ∈ Z) entlang eines Meridians ist der Diffeomorphismus von
∂(S1 ×D2), bei dem der Torus entlang einer meridionalen Scheibe aufgeschnitten wird,
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dann k-mal verdreht wird und anschließend wieder zusammengeklebt wird.

Abbildung 3.2: Ein Dehn-Twist entlang eines Meridians

Ein solcher Dehn-Twist erweitert zu einem Diffeomorphismus über den Volltorus S1×D2.
Die Erweiterung eines Dehn-Twists ist gegeben durch

(θ, x, y) 7−→
(
θ, x cos(kθ) + y sin(kθ),−x sin(kθ) + y cos(kθ)

)
.

(siehe auch Beispiel 2.5). Wenn man nun zeigen kann, dass der Satz für Steigung − 1
n

gilt, dann gilt er auch für Steigung − 1
n−k , da man die Kontaktstrukturen mit Steigung

− 1
n
mit einem k-fachen Dehn-Twist auf Kontaktstrukturen mit Steigung − 1

n−k abbilden
kann und umgekehrt (siehe Beispiel 2.5, Beispiel 3.19 und Bild unten). Es reicht also
diesen Satz für Steigung 1 zu beweisen. Dabei ist die Idee die folgende:
Man schneidet den Volltorus entlang einer meridionalen Scheibe auf. Die resultierende
Kontaktmannigfaltigkeit ist ein 3-Ball (nach Glättung des Winkels). Dabei soll die me-
ridionale Scheibe so gewählt werden, dass der Rand dieses 3-Balles eine konvexe Fläche
mit zusammenhängender Teilungsmenge ist (um zu zeigen, dass dies geht müsste man
noch ein wenig arbeiten). Ein Resultat von Eliashberg [5, Satz 2.1.3] besagt nun, dass
ein 3-Ball mit konvexem Rand und zusammenhängender Teilungsmenge eine eindeutige
straffe Kontaktstruktur (bis auf Isotopie fest am Rand) besitzt. (In Abbildung 3.3 auf
der nächsten Seite ist dies dargestellt. Im Allgemeinen muss man natürlich eine andere
meridionale Scheibe als {θ = 0} wählen um das oben geforderte zu erreichen.)
In [10, Satz 2.3] wird sogar eine vollständige Auflistung aller straffer Kontaktstrukturen
auf S1×D2 mit festgelegtem konvexem Rand ∂(S1×D2) gegeben, so dass #Γ∂(S1×D2) = 2
und Steigung s(∂(S1×D2)) = r ∈ Q \ {0} ist. Insbesondere folgt also, dass es zu jedem
r ∈ Q \ {0} mindestens eine solche Kontaktstruktur gibt.
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Abbildung 3.3: Dehn-Twist entlang eines Meridians und Aufschneiden des Volltorus zu
einem Dreiball mit zusammenhängender Teilungsmenge

Bemerkung 3.21
Jetzt kann man sich noch fragen, was im Falle Steigung null passiert.
Nehmen wir zuerst an, dass es eine Kontaktstruktur auf S1×D2 gibt, so dass ∂(S1×D2)
eine konvexe Fläche mit zwei linearen und parallelen Teilungskurven mit Steigung null
ist. Diese Kontaktstruktur ist dann in jedem Fall überdreht, denn da die Teilungskur-
ven Steigung null haben, entsprechen diese Teilungskurven Meridianen, die gleichzeit
Legendre Knoten sind. Diese beranden zweidimensionale Scheiben, die man so einbetten
kann, dass sie an ihren Rändern transversal zu den Kontaktebenen stehen. So kann man
überdrehte Scheiben erhalten.
Weiter kann man solche Kontaktstrukturen relativ leicht explizit mit einer Methode, die
Lutz-Twist genannt wird, konstruieren. Dafür siehe zum Beispiel [2, Seiten 586-587].
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4 Kontaktchirurgie

In diesem Kapitel soll die Kontakt-Dehn-Chirurgie definiert werden (wie sie in [1] ein-
geführt wurde), das heißt Dehn-Chirurgie an einem Knoten in einer Kontaktmannig-
faltigkeit, so dass die entstehende Mannigfaltigkeit wieder eine Kontaktstruktur trägt
und diese außerhalb einer Tubenumgebung des Knotens wie die alte Kontaktstruktur
aussieht. Dabei wird das Hauptwerkzeug die Theorie konvexer Flächen aus Kapitel 3
sein.
Im Anschluss werden einige fundamentale Sätze über oder mit Kontaktchirurgie be-
wiesen und im nächsten Kapitel dann einige einfache Anwendungen dieser Ergebnisse
vorgestellt.
Aber zuerst werden einige Grundkonzepte der Dehn-Chirurgie für dreidimensionale Man-
nigfaltigkeiten wiederholt (für genauere Informationen darüber siehe [12, Kapitel 6] oder
[13, Kapitel 9]).

Betrachte einen Knoten K in einer orientierten dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M .
Sei νK eine Tubenumgebung von K inM . (Dann ist νK diffeomorph zu einem Volltorus
S1 ×D2.) Auf dem Rand dieser Tubenumgebung gibt es nun zwei spezielle Kurven:

• Den Meridian µ: Eine einfach geschlossene Kurve auf ∂(νK)(∼= S1 × S1), welche
einen Erzeuger von H1(∂(νK);Z) repräsentiert, aber in νK nullhomolog ist.

• Die Longitude λ: Eine einfach geschlossene Kurve auf ∂(νK), die µ transversal
in genau einem Punkt schneidet.

Dabei sollen die beiden Kurven so orientiert sein, dass das Paar (µ, λ) die positive Ori-
entierung von ∂(νK) in M liefert. (Mit der Regel: Äußere Normale zuerst.) Man kann
nun zeigen, dass diese Bedingungen den Meridian µ bis auf Isotopie festlegen. Doch die
Longitude λ ist dadurch noch nicht eindeutig bestimmt. Für eine gegebene Longitude
λ sind weitere Longituden durch λ̃ = λ+ nµ gegeben, wobei n ∈ Z.
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Abbildung 4.1: Verschiedene Wahlen von Longituden

Sei nun r = p
q
∈ Q ∪ {∞} mit p, q koprim und g : ∂(S1 ×D2)→ ∂(νK) ein Diffeomor-

phismus mit:
{∗} × S1 =: µ0

g7−→ pµ+ qλ

(Dabei bedeutet r =∞, dass p = ±1 und q = 0 ist.)
Dann definiere:

M ′ :=
(
M \ (νK) + (S1 ×D2)

)/
∼

wobei ∂(S1 × D2) 3 x ∼ g(x) ∈ ∂(νK) und M \ (νK) den Abschluss dieser Menge
bezeichnet.
Man sagt dann,M ′ entsteht ausM durch Dehn-Chirurgie entlang des Knotens K mit
Chirurgiekoeffizient r.
Nun kann man folgenden Satz zeigen (siehe [13, Kapitel 9.F]).

Satz 4.1 (Dehn-Chirurgie).
M ′ ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit und bei festgelegter Longitude λ durch den
Chirurgiekoeffizienten r (und natürlich den Isotopietyp von K und den Diffeomorphietyp
von M) bis auf Diffeomorphie eindeutig bestimmt.

Wenn man nun einen Knoten K in S3 (oder allgemeiner in einer Mannigfaltigkeit, in
welcher der Knoten nullhomolog ist) betrachtet, dann kann man eine Longitude λ durch
die Forderung lk(K,λ) = 0 eindeutig festlegen. Dabei bezeichnet lk die Verschlingungs-
zahl (siehe [12, Kapitel 6.15] oder [7, Kapitel 3.4.3]). Für allgemeine Mannigfaltigkeiten
ist solch eine natürliche Wahl allerdings nicht gegeben.
Betrachtet man nun Knoten in Kontaktmannigfaltigkeiten, so stellen sich zwei natürliche
Fragen, die wir im Folgenden beantworten wollen:

1. Gibt es natürliche Longituden auf Tubenumgebungen spezieller Knoten in Kon-
taktmannigfaltigkeiten?

2. Wenn wir eine Dehn-Chirurgie in einer Kontaktmannigfaltigkeit ausführen, gibt
es dann eine Kontaktstruktur auf der resultierenden Mannigfaltigkeit, die außer-
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halb einer Tubenumgebungen des Knotens mit der alten Kontaktstruktur überein-
stimmt?

Für Legendre-Knoten in Kontaktmannigfaltigkeiten, lässt sich die erste Frage positiv
beantworten, wie im folgenden gezeigt wird.

Definition 4.2 (Kontaktrahmung).
Sei K : S1 → (M, ξ) ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit. Wähle eine
spezielle Longitude λ auf dem Rand einer Tubenumgebung ∂(νK) durch Verschiebung
von K in eine Richtung tangential zu ξ|TK aber transversal zu K. Die zugehörige Rah-
mung heißt Kontaktrahmung.

Bemerkung 4.3
(1) Dies ist wohldefiniert, denn wegen TpK ⊂ ξp für alle p ∈ K spaltet das Normalen-
bündel von K in M in zwei triviale Geradenbündel

(TM |K)/TK = (TM |K)/(ξ|K)⊕ (ξ|K)/TK.

Dies liefert eine Trivialisierung des Normalenbündels, welche man als die obige Rahmung
auffassen kann. (Dazu betrachte auch die lokal Skizze unten. Im Globalen wird sich der
parallele Knoten im Allgemeinen mehrere Male um den alten Knoten herumwinden.)
(2) Dies ist einer der wenigen Punkte an denen benötigt wird, dass die Kontaktstruktur
koorientiert ist. Natürlich geht dies so auch nur in Dimension drei.
(3) In diesem speziellen Fall entspricht eine Rahmung eines Knotens einfach der Wahl
einer festen Longitude des Knotens. Man braucht also die allgemeine Definition nicht zu
kennen.
(4) Analog kann man auch dieselbe Rahmung erhalten, indem man K in eine Richtung
transversal zu ξ|TK verschiebt. (Dies kann man auch in der Skizze unten sehen.)
(5) Die Rahmung eines nullhomologen Knotens K, die durch die Forderung lk(K,λ) = 0
bestimmt ist, heißt Flächenrahmung.
(6) Natürlich unterscheidet sich die Kontaktrahmung im Allgemeinen von der Flächen-
rahmung. Aber man kann sie leicht ineinander umrechnen (dazu später mehr in Kapitel
5).
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Abbildung 4.2: lokales Bild einer Kontaktrahmung eines Legendre-Knotens

Beispiel 4.4
Betrachte V := {x2 + y2 ≤ 1} ⊂

(
S1×R2, ξn = ker

(
cos(nθ) dx− sin(nθ) dy

))
wie in den

alten Beispielen. Dann ist V eine Tubenumgebung des Legendre-Knotens

S1 3 θ 7→ (θ, 0, 0) ∈ (S1 × R2, ξn).

Der Meridian µ ist also bis auf Isotopie eindeutig bestimmt. Die zur Kontaktrahmung
gehörende Longitude λ erhält man, indem man den Knoten in die Richtung eines Vek-
torfeldes R transversal zu dem Knoten, aber tangential zu der Kontaktstruktur ξn ve-
schiebt. Damit ein Vektorfeld transversal zu diesem Knoten ist, darf es keinen Anteil
in θ-Richtung haben, also muss R von der Form R(θ, x, y) = a(θ, x, y) ∂x + b(θ, x, y) ∂y
sein. Weiter ist das Vektorfeld R genau dann tangential an die Kontaktebenen, wenn
αn(R) = 0. Also betrachte:

αn(R) = a(θ, x, y) cos(nθ)− b(θ, x, y) sin(nθ) = 0

Eine Möglichkeit das Vektorfeld zu wählen ist also offensichtlich:

R(θ, x, y) = sin(nθ) ∂x + cos(nθ) ∂y
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Dieses Vektorfeld ist natürlich nicht eindeutig, aber die zugehörige Longitude ist bis auf
Isotopie dieselbe. Wenn man nun den Knoten in Richtung dieses Vektorfeldes auf den
Rand von V verschiebt, erhält man:

λ =
{(
θ, sin(nθ), cos(nθ)

)
: θ ∈ S1

}

Abbildung 4.3: Kontaktrahmung des Legendre-Standardknotens im Fall n = 1

Diese Longitude ist übrigens genau eine der Teilungskurven, wie in Beispiel 3.12 be-
schrieben.

Jeder Legendre-Knoten besitzt also eine natürliche Longitude. Bezüglich dieser Longi-
tude kann man nun eine Chirurgie definieren. Die folgende Definition wird die zweite
Frage aus der Einleitung auch positiv beantworten.

Definition und Satz 4.5 (Kontakt-Dehn-Chirurgie).
Sei K ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ) und sei M ′ die drei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, welche aus M durch Chirurgie entlang K mit Chirur-
giekoeffizient r ∈ Q ∪ {∞} bezüglich der Kontaktrahmung entstanden ist. Dann trägt
M ′ eine Kontaktstruktur ξ′, so dass ξ|T (M\νK) = ξ′. (Die Kontaktstrukturen sind also
außerhalb einer Tubenumgebung des Knotens gleich.)
Man sagt (M ′, ξ′) ist durch Kontaktchirurgie entlang K mit Chirurgiekoeffizient r aus
(M, ξ) entstanden.
Weiter gilt: Wenn r 6= 0 ist, dann ist ξ′|S1×D2 straff (hier bezeichnet S1 × D2 den neu
hereingeklebten Volltorus), ist aber r = 0, so ist ξ′ überdreht.
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Bemerkung 4.6
(1) Die Kontaktstruktur ξ′ ist im Allgemeinen nicht eindeutig, später werden wir aber
eine Situation betrachten, in der sie eindeutig ist.
(2) Selbst wenn ξ eine straffe Kontaktstruktur aufM und r 6= 0 ist, dann ist es überhaupt
nicht klar, ob die neue Kontaktstruktur ξ′ aufM ′ auch straff ist. Eine überdrehte Scheibe
könnte teilweise in der alten Mannigfaltigkeit und teilweise in dem neu hereingeklebten
Volltorus liegen.

Beweis von Satz 4.5.
Wir haben gesehen, dass die resultierende Mannigfaltigkeit nicht von der Wahl der Tu-
benumgebung abhängt. Die Idee ist es nun eine Tubenumgebung des Knotens so zu
wählen, dass ihr Rand eine konvexe Fläche ist. In Kapitel 3 haben wir gesehen (Satz
3.4 und Satz 3.15), dass die Kontaktstruktur in einer Umgebung der konvexen Fläche
im Wesentlichen schon durch ihre Teilungsmenge bestimmt ist. Es reicht also eine Kon-
taktstruktur auf S1×D2 anzugeben, bezüglich derer der Rand ∂(S1×D2) eine konvexe
Fläche deren Teilungsmenge unter der Anklebeabbildung g auf die Teilungsmenge des
konvexen Randes der Tubenumgebung abgebildet wird, denn dann könnten wir diesen
Volltorus in die Kontaktmannigfaltigkeit, aus der die Tubenumgebung des Knotens ent-
fernt wurde, hereinkleben und zwar so, dass die Kontaktstrukturen auf den einzelnen
Komponenten zu einer globalen Kontaktstruktur auf der neuen Mannigfaltigkeit erwei-
tern. Genauer:
Nach dem Umgebungssatz für Legendre-Knoten existiert eine Kontakteinbettung

f : (S1 ×D2, ξ1) ↪→ (M, ξ)

auf eine Tubenumgebung des Knotens K.

Abbildung 4.4: Die Kontakteinbettung f : (S1 ×D2, ξ1) ↪→ (M, ξ)
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Wir können also unseren Legendre-Knoten K mit dem Legendre-Standardknoten

S1 3 θ 7→ (θ, 0, 0) ∈ (S1 ×D2, ξ1)

identifizieren. In diesem lokalen Modell lässt sich nun leichter Arbeiten. In Beispiel 4.4
oben haben wir gesehen, dass V = {x2 + y2 ≤ 1} eine Tubenumgebung von K ist. Auf
dieser wollen wir nun die Chirurgie ausführen. Sei nun r = p

q
mit p, q koprim, weiter sei

g : ∂(S1 ×D2) −→ ∂V

ein Diffeomorphismus mit
µ0 7−→ pµ+ qλ.

(Eine solche Abbildung existiert immer. Wenn man ∂(S1 × D2) als Teilmenge von C2

auffasst, kann man eine solche Abbildung in Polarkoordinaten leicht hinschreiben.) Nun
schneiden wir die Tubenumgebung V des Legendre-Knotens K heraus und kleben einen
Volltorus S1 ×D2 mittels g wieder herein, also:

M ′ :=
(
M \ f(V ) + S1 ×D2

)/
∼

wobei ∂(S1 ×D2) 3 x ∼ f(g(x)) ∈ ∂(f(V )).
Topologisch liefert dies also nach Satz 4.1 eine wohldefinierte dreidimensionale Man-
nigfaltigkeit M ′, die unabhängig von den getroffenen Wahlen ist. Um den Beweis zu
beenden muss noch eine entsprechende Kontaktstruktur auf M ′ konstruiert werden.
In Beispiel 3.12 und Beispiel 4.4 haben wir gesehen, dass ∂V ⊂ (S1×D2, ξ1) eine konvexe
Fläche mit #Γ∂V = 2 und Teilungsmenge

Γ∂V =
{(
θ,± sin θ,± cos θ

)
: θ ∈ S1

}
=
{
± λ

}
ist. Wir benötigen nun also eine Kontaktstruktur auf S1×D2, bezüglich derer der Rand
∂(S1 ×D2) eine konvexe Fläche mit genau zwei Teilungskurven ist und deren Teilungs-
kurven unter g auf die Teilungskurven von ∂V abgebildet werden.
Im Klassifikationssatz straffer Kontaktstrukturen auf Volltori (Satz 3.20) und in der fol-
genden Bemerkung haben wir gesehen, dass es im Falle zweier Teilungskurven, für jede
mögliche Steigung dieser Teilungskurven mindestens eine solche Kontaktstruktur gibt.
Für Steigung null ist eine solche Kontaktstruktur überdreht, bei allen anderen Steigun-
gen kann diese Kontaktstruktur straff gewählt werden.
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Nun wählt man eine solche Kontaktstruktur ξg auf S1×D2. (Diese hängt natürlich ent-
scheidend von der Abbildung g ab.) Wenn man nun den konvexen Rand ∂(S1×D2) mit
g auf ∂V abbildet, sind die Teilungskurven dieselben, also kann man mit der Giroux-
Flexibilität (Satz 3.15) annehmen, dass die charakteristischen Blätterungen schon die-
selben sind. (Das heißt man isotopiert ∂(S1 ×D2) in einem leicht verdicktem Volltorus
zu einer konvexen Fläche mit der richtigen charaktersitischen Blätterung. Diese neue
Fläche ist dann wieder der Rand eines Volltorus.) Dann kann man mit Satz 3.4 schlie-
ßen, dass die Kontaktstrukturen in einer Umgebung der Fläche (also einmal in S1 ×D2

und einmal in M \ f(V ) ) gleich aussehen. Also ist

ξ′ :=

ξg auf S1 ×D2

ξ auf M \ f(V )

eine auf M ′ wohldefinierte Kontaktstruktur.

Abbildung 4.5: Kontaktchirurgie

Diese neue Kontaktstruktur hängt dann natürlich von den getroffenen Wahlen ab, also
von der Kontakteinbettung f , dem Diffeomorphismus g und der Kontaktstruktur auf
S1 ×D2.
Um die Aussagen über Überdrehtheit und Straffheit der neuen Kontaktstruktur zu zei-
gen, reicht es zu zeigen, dass man nur für Chirurgiekoeffizient r = 0 eine Kontaktstruktur
auf S1×D2 mit Steigung null benötigt, denn diese ist die einzige, die überdreht gewählt
werden muss.
Sei also eine Kontaktstruktur auf S1 × D2 gegeben, so dass ∂(S1 × D2) eine konvexe
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Menge mit zwei Teilungskurven und Steigung null ist. Dann gilt:

s
(
µ0
)

= 0 = s
(
∂(S1 ×D2)

)
= s

(
Γ∂(S1×D2)

)
Wegen µ0

g7−→ pµ+ qλ und Γ∂(S1×D2)
g7−→ Γ∂V = {±λ} gilt:

pµ+ qλ = g(µ0) = g(Γ∂(S1×D2)) = ±λ

Eine solche überdrehte Kontaktstruktur wird also wirklich nur im Fall p = r = 0 benö-
tigt.

Eine Kontaktchirurgie liefert also erneut eine Kontaktmannigfaltigkeit, deren Kontakt-
struktur allerdings im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. Wenn man nicht an der
genauen Kontaktstruktur auf der entstehenden Mannigfaltigkeit interessiert ist, kann
man hiermit schon einiges anfangen. Zum Beispiel kann man hiermit einen alternati-
ven Beweis des Satzes von Martinet geben. (Der ursprüngliche Beweis funktioniert mit
Chirurgie entlang transversalen Knoten. Das sind Knoten die immer transversal zu den
Kontaktebenen stehen, dafür siehe [7, Satz 4.1.1].)

Korollar 4.7 (Satz von Martinet).
Jede dreidimensionale orientierbare geschlossene Mannigfaltigkeit besitzt eine Kontakt-
struktur.

Beweis.
Sei M eine solche Mannigfaltigkeit. Ohne Einschränkung können wir M als zusammen-
hängend vorraussetzen.
Nach dem Satz von Dehn-Lickorish (siehe [12, Satz 12.4]) kann man M durch Chirur-
gie entlang einer Verschlingung in S3 erhalten und S3 trägt nach Beispiel 2.21 (1) eine
Kontaktstruktur. Jetzt kann man nach dem Approximationssatz für Legendre-Knoten
die Verschlingung durch eine Legendre-Verschlingung approximieren. Dies ändert den
Diffeomorphietyp von M nach Satz 4.1 nicht. Wie wir eben gesehen haben, trägt M
dann eine Kontaktstruktur.

Proposition 4.8 (Eindeutigkeitssatz).
Sei (M ′, ξ′) eine Kontaktmannigfaltigkeit, welche aus (M, ξ) durch Kontaktchirurgie ent-
lang eines Legendre-Knotens K mit Chirurgiekoeffizient r = 1

n
(wobei n ∈ Z, auch 0 ist

erlaubt) entstanden ist. Dann ist (M ′, ξ′) eindeutig, das heißt unabhängig von der Kon-
takteinbettung f , dem Diffeomorphismus g und der Kontaktstruktur auf S1×D2. (M ′, ξ′)

40



KAPITEL 4. KONTAKTCHIRURGIE

hängt also nur von dem Chirurgiekoeffizienten r = 1
n
(und natürlich von (M, ξ) und K)

ab.

Bemerkung 4.9
(1) Diese Eindeutigkeitsaussage gilt natürlich nur bis auf Kontaktomorphie, genau wie
bei ähnlichen Aussagen im weiteren Teil dieser Arbeit.
(2) Allerdings können verschiedene Legendre-Knoten verschiedene Kontaktstrukturen
liefern, auch wenn sie topologisch isotop sind (weiteres dazu in Kapitel 5).

Beweis von Proposition 4.8.
Zu zeigen ist also, dass die neue Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′) (bis auf Kontaktomor-
phie) nicht von den Wahlen in der vorigen Konstruktion abhängt. Im Wesentlichen liegt
dies daran, dass es genau eine solche straffe Kontaktstruktur auf S1 ×D2 mit Steigung
1
n
gibt, wie sie in der obigen Konstruktion benötigt wird (siehe Klassifikationssatz 3.20).

Man muss allerdings dennoch ein wenig arbeiten.
Zuerst betrachten wir, welche Wahlmöglichkeiten wir bei dem Diffeomorphismus g ha-
ben.
Ein Diffeomorphismus g : ∂(S1×D2)→ ∂V ist bis auf Isotopie durch seine Wirkung auf
Homologieebene festgelegt, das heißt durch das Bild des Meridians und das Bild einer
Longitude. Die Isotopieklasse von g entspricht also einer Matrix aus SL2(Z). Für den
Meridian µ0 gilt nach Wahl des Chirurgiekoeffizentes:

µ0
g7−→ µ+ nλ

Für die Longitude λ0 := S1 × {p} von ∂(S1 × D2) gibt es dann verschiedene Wahl-
möglichkeiten. Da aber die Isotopieklasse von g einem Element aus SL2(Z) entsprechen
muss, sind die einzigen Möglichkeiten (k ∈ Z):

λ0
g7−→ λ− k(µ+ nλ)

(Verschiedene Wahlen von k entsprechen verschiedenen Wahlen der Longitude. Deswegen
ist die Mannigfaltigkeit M ′ topologisch unabhängig von k.)
Dann wirkt g−1 wie folgt auf λ:

λ
g−1
7−→ kµ0 + λ0

Man benötigt also eine straffe Kontaktstruktur auf S1 ×D2, bezüglich derer der Rand

41



KAPITEL 4. KONTAKTCHIRURGIE

∂(S1 ×D2) eine konvexe Fläche mit genau zwei Teilungskurven mit Steigung

s
(
∂(S1 ×D2)

)
= s

(
Γ∂(S1×D2)

)
= s

(
g−1(Γ∂V )

)
= s

(
g−1(±λ)

)
= s

(
kµ0 + λ0

)
= 1
k

ist. Eine solche Kontaktstruktur ist nach dem Klassifikationssatz 3.20 eindeutig bis auf
Isotopie, die den Rand fest lässt. Gegeben ist eine solche Kontaktstruktur durch ξ−k aus
Beispiel 2.3 (2) (siehe auch Beispiel 3.19). Wenn also die Kontakteinbettung f und der
Diffeomorphismus g vorgegeben sind, dann ist die neue Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′)
eindeutig.
Sei nun nur die Kontakteinbettung f vorgegeben. Wir wollen dann zeigen, dass die ent-
standene neue Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′) auch unabhängig von der Wahl von g

ist.
Bezeichne mit (M ′

k, ξ
′
k) die Kontaktmannigfaltigkeit entstanden durch obige Kontaktchir-

urgie bezüglich gk, wobei gk obigen Diffeomorphismus mit der Wahl λ0 7→ λ− k(µ+nλ)
bezeichnet. Betrachte nun das folgende Diagramm:

(M ′
k, ξ
′
k) =

(
(M \ f(V ), ξ) +

id
��

(S1 ×D2, ξgk
)
)/
∼

g−1
0 ◦gk

��

(M ′
0, ξ
′
0) =

(
(M \ f(V ), ξ) + (S1 ×D2, ξg0)

)/
∼

Die Abbildung g−1
0 ◦ gk ist ein Diffeomorphismus von ∂(S1 × D2). Dieser soll nun zu

einem Kontaktomorphismus auf den Volltorus erweitert werden. Dazu betrachtet man
die Abbildung wieder auf Homologieebene:

µ0
gk7−→ µ+ nλ

g−1
07−→ µ0 + nλ0 − nλ0 = µ0

λ0
gk7−→ (1− kn)λ− kµ g−1

07−→ (1− kn)λ0 − kµ0 + knλ0 = λ0 − kµ0

Die Abbildung g−1
0 ◦ gk entspricht also einem (−k)-fachen Dehn-Twist entlang des Me-

ridians. Dieser erweitert zu einem Kontaktomorphismus der entsprechenden Kontakt-
strukturen auf S1 ×D2 (siehe Beispiel 2.5 und Beweis von Satz 3.20). Die resultierende
Kontaktmannigfaltigkeit ist also bei fester Wahl von f bis auf Kontaktomorphie eindeu-
tig.
Seien nun f1 und f2 zwei Kontakteinbettungen (S1 ×D2, ξ1) ↪→ (M, ξ).
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Für a > 0 ist die Abbildung

ϕa : (S1 ×D2, ξ1) −→ (S1 ×D2a, ξ1)

(θ, x, y) 7−→ (θ, ax, ay)

ein Kontaktomorphismus, wegen ϕ∗aα1 = α1 ◦ Tϕa = aα1.
Wenn man nun statt f2 die Kontakteinbettung f2 ◦ ϕa : (S1 × D2, ξ1) ↪→ (M, ξ) be-
trachtet, kann man also a so wählen, dass f2(V ) ⊂ Int(f1(V )). (Denn die Wahl der
Kontakteinbettung f2 ◦ϕa statt f2 führt zu einem Kontaktomorphismus der resultieren-
den Kontaktmannigfaltigkeiten.)
Es reicht also die folgende Situaton zu betrachten:

• (M, ξ) = (S1 ×D2, ξ1),

• K = {(θ, 0, 0)} ⊂ (S1 ×D2, ξ1)

• f1 = id : (S1 ×D2, ξ1) ↪→ (S1 ×D2, ξ1) ist die Identität und

• f2 =: f : (S1 × D2, ξ1) ↪→ (S1 × D2, ξ1) bildet V in das Innere von V ab, also
f(V ) ⊂ V .

Beizeichne mit (M ′
id, ξ

′
id) und (M ′

f , ξ
′
f ) die Kontaktmannigfaltigkeiten entstanden durch

die obige Kontaktchirurgie bezüglich der Kontakteinbettungen id bzw f . Dann gilt:

M ′
id :=

(
(S1 ×D2) \ V︸ ︷︷ ︸

alte Kontaktstruktur

+ (S1 ×D2)︸ ︷︷ ︸
eindeutige Kontaktstruktur

)/
∼

Dabei ist die Kontaktstruktur auf (S1 × D2) \ V die alte und die Kontaktstruktur auf
S1 ×D2 eindeutig (nach dem ersten Teil des Beweises). Für M ′

f gilt:

M ′
f :=

(
(S1 ×D2) \ f(V ) + S1 ×D2

)/
∼

Da nun f(V ) ⊂ V gilt, kann man dies schreiben als:

M ′
f :=

( (
(S1 ×D2) \ V

)
︸ ︷︷ ︸
alte Kontaktstruktur

+
(
V \ f(V ) + S1 ×D2

)/
∼︸ ︷︷ ︸

eindeutige Kontaktstruktur

)/
∼

Auf dem ersten Summand ist die Kontaktstruktur die alte, also dieselbe wie bei M ′
id.

Der zweite Summand ist diffeomorph zu S1×D2, die Kontaktstruktur auf diesem Sum-
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mand ist straff mit denselben Randdaten wie die Kontaktstruktur auf M ′
id. Die Kon-

taktstrukturen müssen also nach dem Klassifikationssatz 3.20 isotop sein. Also sind die
Mannigfaltigkeiten M ′

id und M ′
f kontaktomorph.

Insgesamt ist (M ′, ξ′) (in diesem Fall) also unabhängig von f , g und der gewählten
Kontaktstruktur auf S1 ×D2.

Für diese komplett wohldefinierte ( 1
n
)-Kontaktchirurgie kann man nun noch einiges mehr

zeigen.

Lemma 4.10 (Aufhebungslemma).
Wenn (M ′, ξ′) durch ( 1

n
)-Kontaktchirurgie aus (M, ξ) entlang eines Legendre-Knotens K

erhalten wurde, dann erhält man (M, ξ) aus (M ′, ξ′) durch (− 1
n
)-Kontaktchirurgie ent-

lang des Legendre-Knotens S1×{0} ⊂ S1×D2 ⊂ (M ′, ξ′) (der Seele des hereingeklebten
Volltorus).

Beweis.
Zuerst zeigen wir, dass S1×{0} ⊂ S1×D2 ⊂ (M ′, ξ′) wirklich ein Legendre-Knoten ist.
Die Kontaktstruktur auf S1 ×D2 in M ′ = (M \ f(V ) + S1 ×D2)/∼ ist bis auf Isotopie
eindeutig. Eine Möglichkeit ist die Kontaktstruktur ξn. Dort ist die Seele ein Legendre-
Knoten (nach Beispiel 2.9).
Nach dem vorigen Satz ist die Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′) unabhängig von der
Wahl der Kontakteinbettung f . Wie im letzten Teil des vorigen Beweises kann man also
ohne Einschränkungen annehmen, dass (M, ξ) = (S1 ×D2, ξ1) ist.
Weiter ist die resultierende Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′) unabhängig von g. Wir
wählen g also möglichst einfach, nämlich so dass es auf Homologieebene wie folgt wirkt:

µ0
g7−→ µ+ nλ

λ0
g7−→ λ

Dann ist
M ′ =

(
(S1 ×D2) \ V + S1 ×D2

)/
∼ .

Dabei ist ∂V = ∂(S1 × D2) eine konvexe Fläche bezüglich der neuen Kontaktstruktur
ξ′. Um eine (− 1

n
)-Kontaktchirurgie an dieser neuen Mannigfaltigkeit auszuführen, kann

man also denselben Volltorus S1×D2, den man in der ersten Chirurgie hereingeklebt hat,
wieder herausschneiden, denn dieser Volltorus ist eine Tubenumgebung des Legendre-
Knotens mit konvexem Rand. Dies macht man wieder mit einer möglichst einfachen

44



KAPITEL 4. KONTAKTCHIRURGIE

Anklebeabbildung, nämlich mit der Abbildung die wie folgt auf Homologieebene wirkt:

µ0 7−→ µ− nλ

λ0 7−→ λ

Als resultierende Mannigfaltigkeit erhält man also:

M ′′ :=
(

(S1 ×D2) \ V + S1 ×D2
)/
∼ .

Dabei werden die Ränder mit der Komposition der beiden Anklebeabbildungen identi-
fiziert. Auf Homolgieebene wirkt diese wie folgt:

µ0
g7−→ µ+ nλ 7−→ µ0

λ0
g7−→ λ 7−→ λ0

Die Anklebeabbildung ist also isotop zur Identität. Die (eindeutige) Kontaktstruktur auf
dem S1×D2-Faktor ist also isotop zu ξ1. (Dazu betrachte auch die Skizze unten. Der S1-
Faktor wurde jeweils nicht gezeichnet.) Also ist (M ′′, ξ′′) kontaktomorph zu (S1×D2, ξ1).

Abbildung 4.6: Aufhebungslemma

Lemma 4.11 (Ersetzungslemma).
Wenn (M ′, ξ′) durch ( 1

n
)-Kontaktchirurgie (n 6= 0) aus (M, ξ) entlang des Legendre-

Knotens K erhalten wurde, dann kann man (M ′, ξ′) auch durch |n|-fache ε-Kontaktchirugie
aus (M, ξ) erhalten, wobei ε = n

|n| = sign(n) ∈ {±1}. Dabei wird jede ε-Kontaktchirugie
entlang der Seele des in der vorigen Chirurgie hineingeklebten Volltorus ausgeführt.
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Beweis.
Der Beweis dieses Satzes geht mit den gleichen Methoden wie der vorige.
Wie oben können wir wieder annehmen, dass (M, ξ) = (S1 × D2, ξ1) und dass der
Legendre-Knoten K der Legendre-Standardknoten ist, also K = S1 × {0}. Weiter sind
die Seelen der neu hereingeklebten Volltori immer Legendre-Knoten nach dem Beweis
des vorigen Satzes.
(M ′, ξ′) wird durch ( 1

n
)-Kontaktchirurgie entlang K aus (S1×D2, ξ1) erhalten. Als Kon-

takteinbettung f wählt man die Identität und als Anklebeabbildung g wählt man eine,
die auf Homologieebene wie folgt wirkt:

µ0
g7−→ µ+ nλ

λ0
g7−→ λ

Mit diesen Wahlen (von denen das Resultat nach dem Eindeutigkeitssatz nicht abhängt)
erhält man:

M ′ :=
(

(S1 ×D2) \ V︸ ︷︷ ︸
alte Kontaktstruktur

+ (S1 ×D2)︸ ︷︷ ︸
eindeutige Kontaktstruktur

)/
∼

Die Kontaktstruktur auf S1×D2 ist dabei eindeutig. Auf dem Rest bleibt die alte Kon-
taktstruktur erhalten.
Sei nun n > 1. (Für n = 1 ist die Aussage trivial.) Jetzt führen wir eine ( 1

n−1)-
Kontaktchirurgie entlang K in (S1 × D2, ξ1) aus. Dazu wählen wir für f die Identität
und als Anklebeabbildung eine Abbildung mit:

µ0 7−→ µ+ (n− 1)λ

λ0 7−→ λ

Die resultierende Mannigfaltigkeit ist dann:

(
(S1 ×D2) \ V︸ ︷︷ ︸

alte Kontaktstruktur

+ (S1 ×D2)︸ ︷︷ ︸
eindeutige Kontaktstruktur

)/
∼

Dabei ist die Kontaktstruktur auf S1×D2 wieder eindeutig. Wie im vorigen Beweis ist der
Rand ∂(S1×D2) wieder eine konvexe Fläche. Nun führen wir eine (+1)-Kontaktchirurgie
an dieser Mannigfaltigkeit entlang der Seele des hereingeklebten Volltorus aus, indem
wir den hereingeklebten Volltorus wieder herausschneiden und einen neuen hereinkleben.
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Dazu wählen wir eine Anklebeabbildung mit

µ0 7−→ µ+ λ

λ0 7−→ λ

und erhalten eine neue Mannigfaltigkeit

(
(S1 ×D2) \ V︸ ︷︷ ︸

alte Kontaktstruktur

+ (S1 ×D2)︸ ︷︷ ︸
eindeutige Kontaktstruktur

)/
∼ .

Die Komposition der letzten beiden Anklebeabbildungen wirkt auf Homologieebene wie:

µ0 7−→ µ+ (n− 1)λ 7−→ µ+ nλ

λ0 7−→ λ 7−→ λ

Diese Komposition der beiden Anklebeabildung ist also isotop zu der Anklebeabbildung
g, mit der wir die Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′) konstruiert haben. Da die Kontakt-
strukturen auf den (S1×D2)-Summanden eindeutig sind, sind beide Kontaktmannigfal-
tigkeiten kontaktomorph. Das allgemeine Ergebnis folgt dann per Induktion.
Im Fall n < −1 geht man analog vor, hier führt man zuerst eine ( 1

n+1)-Kontaktchirurgie
und dann eine (+1)-Kontaktchirurgie aus um eine ( 1

n
)-Kontaktchirurgie zu erhalten.

Satz 4.12 (Füllbarkeit durch Kontaktchirurgie).
Sei (M, ξ) eine geschlossene Kontaktmannigfaltigkeit und n ∈ N.
(1) Wenn (M ′, ξ′) aus (M, ξ) durch (− 1

n
)-Kontaktchirurgie entlang eines Legendre-Knotens

entstanden ist und (M, ξ) symplektisch füllbar ist, dann ist auch (M ′, ξ′) symplektisch
füllbar.
(2) Wenn (M ′, ξ′) aus (M, ξ) durch ( 1

n
)-Kontaktchirurgie entlang eines Legendre-Knotens

entstanden ist und (M, ξ) nicht symplektisch füllbar ist, dann ist auch (M ′, ξ′) nicht
symplektisch füllbar.

Beweis.
Bezeichne mitM ′ die dreidimensionale Mannigfaltigkeit, die aus einer geschlossenen drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M durch (topologische) ganzzahlige Dehn-Chirurgie
entlang eines Knotens entstanden ist. Ganzzahlige Dehn-Chirurgie ist eine Chirurgie
mit ganzzahligem Chirurgiekoeffizienten. (Man kann leicht zeigen, dass diese Definiti-
on nicht von der Wahl der Rahmung abhängt.) Eine solche ganzzahlige Dehn-Chirurgie
lässt sich auch etwas anders auffassen: Man betrachte die vierdimensionale Mannigfal-
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tigkeit M × [0, 1]. Die Mannigfaltigkeit M ′ kann man nun auch erhalten, indem man
an den Rand M × {1} einen 2-Henkel anheftet (das heißt Ankleben von D2 × D2 ent-
lang eines D2-Faktors). Der obere Rand dieser vierdimensionalen Mannigfaltigkeit ist
dann nach Glättung des Winkels wieder eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Wenn
man den 2-Henkel auf die richtige Art und Weise anklebt, entspricht diese neue dreidi-
mensionale Mannigfaltigkeit genau M ′ (dafür siehe [13, 9.G.4 und 9.G.5]). Ganzzahlige
Dehn-Chirurgie liefert also immer einen (topologischen) Kobordismus von M nach M ′.
(In der Abbildung unten ist dies anders als in den Abbildungen zuvor eine Dimension
niedriger schematisch dargestellt.)
Betrachtet man nun eine allgemeine (topologische) Dehn-Chirurgie, also nicht unbedingt
mit ganzzahligem Chirurgiekoeffizienten, so kann man diese Dehn-Chirurgie in (mehre-
re) ganzzahlige Chirurgien an eventuell anderen Knoten umwandeln (dafür siehe zum
Beispiel [3]). Allgemeine Dehn-Chirurgie liefert also auch immer einen (topologischen)
Kobordismus von M nach M ′, dabei muss man dann aber im Allgemeinen mehrere
2-Henkel anheften.

Abbildung 4.7: Ein Kobordismus, der einer Chirurgie entspricht.

Auch haben wir in Beispiel 2.18 (2) gesehen, dass man M × [0, 1] mit einer symplek-
tischen Struktur, der Symplektifizierung von (M, ξ), versehen kann, falls M eine Kon-
taktstruktur ξ trägt. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass man im Falle einer (−1)-
Kontaktchirurgie sogar den obigen 2-Henkel mit einer symplektischen Struktur versehen
kann, die nach Glättung des Winkels bei M × {1} mit der symplektischen Struktur der
Symplektifizierung übereinstimmt. Dies würde dann einen symplektischen Kobordismus
von (M, ξ) nach (M ′, ξ′) liefern.
Betrachte dazu den R4 mit kartesischen Koordinaten (x, y, z, t) und symplektischer Stan-
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dardform ωst = dx ∧ dy + dz ∧ dt wie in Beispiel 2.18 (1). Das Vektorfeld

Y (x, y, z, t) := 2x ∂x − y ∂y + 2z ∂z − t ∂t

ist ein Liouville-Vektorfeld, denn

LY ωst = d
(
ιY (dx ∧ dy + dz ∧ dt)

)
= d(2x dy) + d(y dx) + d(2t dz) + d(z dt) = ωst.

Die HyperflächeM0 := {y2 +t2 = 1} ist transversal zu dem Liouville-Vektorfeld Y (siehe
dazu auch Abbildung 4.8). Also induziert Y (nach Satz 2.20) eine Kontakform α0 auf
M0 durch

α0 := ιY ωst = 2x dy + y dx+ 2z dz + t dt.

Der Knoten K0 = {x = z = 0; y2 + t2 = 1} ⊂ M0 ist ein Legendre-Knoten in M0

bezüglich der Kontatstruktur ξ0 := kerα0. Um dies zu sehen, parametrisiert man diesen
Knoten durch

S1 3 θ 7−→
(
0, cos θ, 0, sin θ

)
∈
(
R4, ωst

)
.

Dann gilt
α0
(
K ′0(θ)

)
=
(
cos θ dy + sin θ dt

)(
− sin θ ∂y + cos θ ∂t

)
= 0.

Also ist K0 wirklich ein Legendre-Knoten, der dann auch sofort durch das Vektorfeld
y ∂t − t ∂y orientiert ist (siehe Abbildung 4.9).
Nun kann man einen 2-Henkel an eine beliebig kleine Tubenumgebung von K0 in M0,
wie in der Abbildung auf der nächsten Seite gezeigt, anheften. Die neu entstandene
Hyperfläche M ′

0 (in rot) trägt wieder eine Kontaktstruktur ξ′0 (die außerhalb des neuen
2-Henkels (grau) der alten entspricht), da diese Hyperfläche wieder transversal zu Y ist.
Man bemerke auch, dass dieser vierdimensionale 2-Henkel (in der Abbildung unten grau)
so gewählt wurde, dass die neue Mannigfaltigkeit M ′ schon glatt ist. Insbesondere ist
also keine Glättung des Winkels mehr nötig.
Wir wollen nun zeigen, dass diese Chirurgie einer (−1)-Kontaktchirurgie entlang des
Knotens K0 enstpricht, also dass M ′

0 aus M0 durch (−1)-Kontaktchirurgie entlang K0

entsteht.
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Abbildung 4.8: lokales Modell einer (-1)-Kontaktchirurgie

Dazu berechnen wir die Kontaktrahmung und die Rahmung der Chirurgie, die der obigen
Konstruktion entspricht. Zuerst berechnen wir die Rahmung der Chirurge.
M0 ist orientiert durch die Volumenform α0∧dα0. Da nun K0 durch y ∂t− t ∂y orientiert
ist, ist das Normalenbündel von K0 in M0 orientiert durch ι(y ∂t−t ∂y)(α0 ∧ dα0)|K0 . Diese
Volumenform wird nun berechnet:

dα0 = dx ∧ dy + dz ∧ dt = ωst

α0 ∧ dα0 = 2z dt ∧ dx ∧ dy + t dz ∧ dx ∧ dy + 2x dy ∧ dz ∧ dt+ y dx ∧ dz ∧ dt

(α0 ∧ dα0)|K0 = t dz ∧ dx ∧ dy + y dx ∧ dz ∧ dt

Damit gilt dann:

ι(y ∂t−t ∂y)(α0 ∧ dα0)|K0 = (y2 + t2) dx ∧ dz = dx ∧ dz

Die orientierte Rahmung dieser Chirurgie ist also gegeben durch {∂x, ∂z}. (Hier denkt
man von einer Rahmung als eine globale Basis aus Vektorfeldern für die Tangentialräu-
me.)
Die Kontaktrahmung ist gegeben durch ein Vektorfeld R, das transversal zu K0, aber
tangential an ξ0 ist. Als Ansatz wählen wir R(x, y, z, t) = a(x, y, z, t) ∂x + b(x, y, z, t) ∂z,
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denn dieses Vektorfeld ist in jedem Fall transversal zu K0. Weiter ist R tangential zu ξ0,
wenn

0 = α0(R) = a(x, y, z, t) y + b(x, y, z, t) t

gilt. Eine Möglichkeit für R wäre also

R(x, y, z, t) = t ∂x − y ∂z.

Wenn man nun einmal entlang K0 in Richtung des Vektorfeldes y ∂t − t ∂y entlangläuft,
macht R genau eine positive Drehung (das heißt gegen den Uhrzeigersinn) bezüglich
der Basis {∂x, ∂z} (siehe Abbildung unten). Also macht die Rahmung der Chirurgie
eine negative Drehung bezüglich der Kontaktrahmung gemessen. Diese Konstruktion
entspricht also einer (−1)-Kontaktchirurgie. (Bemerke, dass diese Zahl unabhängig von
der gewählten Orientierung von K0 ist.)

Abbildung 4.9: Vergleich der Rahmungen

Aus diesem lokalen Modell folgt der allgemeine Teil nun recht leicht. Ein beliebiger
Legendre-Knoten K in einer geschlossenen Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ = kerα) ist
nach dem Umgebungssatz für Legendre-Knoten kontaktomorph zu einer Umgebung des
Knotens K0 in M0 wie im obigen Modell. Betrachtet man nun die Symplektifizierung(
M × [0, 1], d(etα)

)
von (M, ξ) wie in Beispiel 2.18 (2), dann ist das Vektorfeld ∂t ein

Liouville Vektorfeld transversal zu M . Da das Liouville Vektorfeld Y in (R4, ωst) auch
transversal zu M0 ist, kann man den symplektischen 2-Henkel symplektisch an die sym-
plektische Mannigfaltigkeit

(
M × [0, 1], d(etα)

)
ähnlich wie im Beweis von Satz 2.25

ankleben. Die neu entstandene symplektische Mannigfaltigkeit ist also ein symplekti-
scher Kobordismus von (M, ξ) zur neu entstandenen Kontaktmannigfaltigkeit (M ′, ξ′).
(Diese Konstruktion geht auf [14] zurück, siehe auch [2, Seiten 587-588].)
Der Rest des Beweises ist nun einfach. Sei also (M, ξ) eine geschlossene Kontaktman-
nigfaltigkeit, die symplektisch füllbar ist. Wenn (M ′, ξ′) aus (M, ξ) durch (− 1

n
)-Kon-

51



KAPITEL 4. KONTAKTCHIRURGIE

taktchirurgie entlang eines Legendre-Knotens entstanden ist, dann entsteht (M ′, ξ′) aus
(M, ξ) nach dem Ersetzungslemma auch durch |n|-fache (−1)-Kontaktchirurgie. Jede
dieser (−1)-Kontaktchirurgien liefert nach der vorigen Beobachtung einen symplekti-
schen Kobordismus von der vorigen Kontaktmannigfaltigkeit zu der neu entstandenen.
Klebt man nun alle diese symplektischen Kobordismen (wie im Beweis von Satz 2.25)
in der entsprechenden Reihenfolge an die symplektische Füllung von (M, ξ) erhält man
eine symplektische Füllung von (M ′, ξ′) (siehe Abbildung unten, wieder wie früher um
zwei Dimensionen reduziert). Daraus folgt Aussage (1).

Abbildung 4.10: Symplektische Füllung von (M ′, ξ′)

Wegen des Aufhebungslemmas erhält man dann auch sofort Aussage (2). Insbesonde-
re folgt auch, dass eine (+1)-Kontaktchirurgie einen symplektischen Kobordismus von
(M ′, ξ′) nach (M, ξ) liefert.

Bemerkung 4.13
Nur die (±1)-Kontaktchirurgien entsprechen symplektischen Henkelkörperkonstruktio-
nen und liefern so eine symplektische vierdimensionale Mannigfaltigkeit. Dies entspricht
der Tatsache, dass nicht jede vierdimensionale Mannigfaltigkeit eine symplektische Struk-
tur trägt, eine notwendige Bedingung dafür ist, dass alle geraden Homologiegruppen
nicht verschwinden, so trägt zum Beispiel S4 keine symplektische Struktur (siehe [9,
Seite 12]).
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5 Ausblick und Anwendungen

Die Kontaktchirurgie findet einige schöne Anwendungen. Zu allererst kann man na-
türlich aus gegebenen Kontaktmannigfaltigkeiten neue konstruieren. Bei einer ( 1

n
)-Kon-

taktchirurgie ist diese neue Kontaktmannigfaltigkeit sogar bis auf Kontaktomorphismen
eindeutig bestimmt. Andererseits kann man aber, wie der letzte Satz zeigt, mit einer
( 1
n
)-Kontaktchirurgie auch symplektische Mannigfaltigkeiten mit Rändern erzeugen. In

einigen Fällen kann man dann noch an die Ränder andere symplektische Mannigfaltigkei-
ten ankleben und so auch symplektische Mannigfaltigkeiten ohne Ränder erhalten. Auf
diese Weise kann man auch zeigen, dass bestimmte Kontaktmannigfaltigkeiten symplek-
tisch füllbar oder eben nicht symplektisch füllbar sind. Dazu einige einfache Beispiele:

Eine Chirurgie an einem linkshändigen Kleeblattknoten in S3 = R3 ∪ {∞} mit Chirur-
giekoeffizient −1 bezüglich der Flächenrahmung liefert die Poincaré-Homologiesphäre P
(siehe [13, Beispiel 9.G.2]). (Eine Homologiespähre ist eine Mannigfaltigkeit mit densel-
ben Homologiegruppen wie die Sphäre.)

Abbildung 5.1: Ein Chirurgiediagramm der Poincaré-Homologiesphäre P

Weiter liefert eine Chirurgie an dem linkshändigen Kleeblattknoten in S3 mit Chirurgie-
koeffizient +1 bezüglich der Flächenrahmung eine andere Homologiesphäre, die hier mit
H bezeichnet wird. Man kann zeigen, dass diese Chirurgie (toplogisch) äquivalent ist
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(das heißt sie liefern diffeomorphe Mannigfaltigkeiten) zu einer Chirurgie am rechtshän-
digen Kleeblattknoten mit Chiruriekoeffizient −1 bezüglich der Flächenrahmung (auch
dafür siehe [13, Beispiel 9.H.6]).

Abbildung 5.2: Zwei Chirurgiediagramme der Homologiesphäre H

Nun wollen wir die (−1)-Chirurgie am rechtshändigen Kleeblattknoten als eine ( 1
n
)-

Kontaktchirurgie ausführen, um eine eindeutig bestimmte Kontaktstruktur auf der Ho-
mologiesphäre H zu erhalten. Dazu versehen wir S3 mit seiner Standardkontaktstruktur
ξst (siehe Beispiel 2.21 (1)). Eingeschränkt auf R3 ⊂ R3 ∪ {∞} = S3 liefert dies die
Standardkontaktstruktur ξst = x dy + dz auf dem R3 (siehe Beispiel 2.21 (1)). Einen
Legendre-Kleeblattknoten in (R3, ξst) kann man zum Beispiel wie im Bild unten in sei-
ner Front-Projektion (siehe Beweis von Satz 2.11) zeichnen. (Warum dieses Zick-Zack
unten rechts eingeführt wurde wird später deutlich.)

Abbildung 5.3: Ein rechtshändiger Legendre-Kleeblattknoten, der eine eindeutige Kon-
taktstruktur auf der Homologiesphäre H liefert.

Nun brauchen wir eine Möglichkeit die Flächenrahmung mit der Kontaktrahmung zu
vergleichen um den Chirurgiekoeffizienten in die Kontaktrahmung umzurechnen.
Natürlich könnten wir auch einfach den Approximationssatz durch Legendre-Knoten be-
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nutzen und den Kleeblattknoten zu einem Legendre-Kleeblattknoten in (S3, ξst) appro-
ximieren und dann die Kontaktchirurgie entlang dieses Legendre-Knotens ausführen, die
der Flächenrahmung −1 entspricht. Dies würde auch eine Kontaktstruktur auf H liefern,
aber dann weiß man nicht, ob diese Kontaktstruktur eindeutig ist und erhält keine Aussa-
gen über die Füllbarkeit. Weiter sollte man auch beachten, dass es Legendre-Knoten gibt,
die topologisch isotop sind, aber nicht Legendre-isotop, und so nach Kontaktchirurgie
zu derselben Mannigfaltigkeit mit unterschiedlichen Kontaktstrukturen führen können.
Weiter unten wird ein solcher Knoten explizit angegeben.
Um die Flächenrahmung mit der Kontaktrahmung zu vergleichen, führt man nun also
eine Invariante für Legendre-Knoten ein, die genau dies macht:

Definition 5.1 (Thurston-Bennequin-Invariante).
Sei K ein homologisch trivialer Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, ξ).
Die Thurston-Bennequin-Invariante tb(K) von K ist definiert durch die Forderung
tb(K) := lk(K,λ), wobei λ einen zu K parallelen Knoten bezüglich der Kontaktrahmung
bezeichnet. (Dabei sollen K und λ gleich orientiert sein.)

Bemerkung 5.2
(1) Dies ist keine (topologische) Isotopieinvariante. Denn, wenn man K isotopiert,
ändert sich die Longitude λ, welche zur Kontaktrahmung gehört. Weiter unten sehen
wir dies noch explizit. Man kann aber zeigen, dass tb eine Invariante unter Legendre-
Isotopien ist (das heißt Isotopien, die immer Legendre-Einbettungen sind) (zum Beispiel
indem man die Invarianz unter den Reidemeisterbewegungen im Legendre-Fall zeigt).
(2) Da eine Longitude λFlächenrahmung, zugehörig zur Flächenrahmung des Knoten, Ver-
schlingungszahl null mit dem Knoten hat, gilt tb(K) := lk(λFlächenrahmung, λKontaktrahmung).
Die Thurston-Bennequin-Invariante gibt also genau die Anzahl der Drehung der Kontak-
trahmung um die Flächenrahmung an (wobei rechtshändige Drehungen positiv gezählt
werden).

Um jetzt die Thurston-Bennequin-Invariante des rechtshändigen Legendre-Kleeblattkno-
tens aus Abbildung 5.3 zu berechnen, bemerkt man, dass das Vektorfeld ∂z immer trans-
versal zur Standardkontaktstruktur ξst steht. Man kann also nach Bemerkung 4.3 (4)
eine zur Kontaktrahmung zugehörige Longitude erhalten, indem man den Knoten in
Richtung dieses Vektorfeldes verschiebt. Die Thurston-Bennequin-Invariante erhält man
dann durch abzählen der Kreuzungspunkte wie bei der Verschlingungszahl gefordert (sie-
he [12, Kapitel 6.15]). Im Bild unten ist dies ausgeführt (der ursprüngliche Knoten K

ist in schwarz gezeichnet, die Longitude in rot):
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Abbildung 5.4: Berechnung der Thurston-Bennequin Invariante

In diesem Fall erhält man also tb(K) = lk(K,λ) = 0.
Dieses Verfahren funktioniert für alle Front-Projektionen von Legendre-Knoten in (R3, ξst).
Somit erhält man folgendes Korollar:

Korollar 5.3 (Berechnung von tb).
Sei K ein Legendre-Knoten in (R3, ξst) und KF seine Front-Projektion. Dann gilt:

tb(K) = Windung(KF )− 1
2#(Spitzen(KF ))

In dem oben betrachteten Fall ist tb(K) = 0. Also ist die Flächenrahmung gleich der Kon-
taktrahmung und somit führt eine (−1)-Kontaktchirurgie entlang dieses rechtshändigen
Legendre-Kleeblattknotens zu einer eindeutigen Kontaktstruktur ξ′ auf der Homologie-
sphäre H. Da (S3, ξst) nach Beispiel 2.24 symplektisch füllbar ist, ist nach Satz 4.12 auch
(H, ξ′) symplektisch füllbar. Dies gibt einen symplektische Kobordismus von der leeren
Menge zu (H, ξ′) also eine symplektische Mannigfaltigkeit mit Rand H (siehe Abbildung
unten).
Weiter gibt es nach Satz 2.27 einen symplektischen Kobordismus von einer beliebigen
Kontaktmannigfaltigkeit zu der leeren Menge. Wenn man diese symplektische Mannig-
faltigkeit an die vorige anklebt, erhält man sogar eine symplektische Mannigfaltigkeit
ohne Rand. (Der Kobordismus von (H, ξ′) zur leeren Menge ist in der Skizze unten
gestrichelt angedeutet.)
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Abbildung 5.5: Füllung der Homologiespähre H

Der rechtshändige Legendre-Kleeblattknoten in Abbildung 5.3 wäre allerdings nicht die
natürliche Wahl. Zunächst würde man folgenden Legendre-Kleeblattknoten betrachten:

Abbildung 5.6: Ein anderes rechtshändiges Legendre-Kleeblatt

Dieses Legendre-Kleeblatt hat aber (nach Korollar 5.3) tb(K) = 1 und somit müsste
man eine (+2)-Kontaktchirurgie ausführen um die Homologiesphäre H zu erhalten. In
diesem Fall kann man aber nichts über die entstandene Kontaktstruktur aussagen.
So sieht man auch, dass man durch Einfügen solcher Zick-Zacks die Thurston-Bennequin-
Invariante eines Legendre-Knotens beliebig verkleinern kann. Dies nennt man auch Sta-
bilisierung. Durch Stabilisierung kann man also auch immer Rahmung null vermeiden
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und so einen alternativen Beweis für den Satz von Martinet (siehe Korollar 4.7) ange-
ben, bei dem nur straffe Kontaktstrukturen auf den neuhereingeklebten Volltori benutzt
werden (siehe auch [11, Korollar 11.2.3]).
In überdrehten Kontaktmannigfaltigkeiten, kann man die Rahmung auch beliebig ver-
größen, in straffen dagegen liegt für jeden (topologischen) Knoten eine obere Schranke
vor (dafür siehe [7, Seite 318 und Satz 4.6.36]).

Mit dieser Methode kann man natürlich auch eine Kontaktstruktur auf der Poincaré-
Homologiesphäre P erhalten. Dazu betrachtet man folgenden linkshändigen Legendre-
Kleeblattknoten:

Abbildung 5.7: Ein linkshändiges Legendre-Kleblatt

Dieser hat nach dem Korollar oben tb(K) = −6. Also erhält man keine genaueren Aussa-
gen über die neu entstandene Kontaktstruktur. Allerdings könnte man auch hier wieder
versuchen, eine äquivalente Chirurgiebeschreibung der Poincaré-Homologiesphäre mit-
tels einer Verschlingung zu erhalten, in der alle Chirurgiekoeffizienten umgerechnet in
die Kontaktrahmung einer 1

n
-Kontaktchirurgie entsprechen.

Die Ergebnisse aus Kapitel 4 lassen sich natürlich auf ähnliche Weise wie oben vor-
gestellt auf kompliziertere Probleme anwenden. Dazu einige Beispiele:
Die Ergebnisse aus Kapitel 4 sind alle schon in der Einleitung von [1] vorhanden. Im
Rest dieses Papers wird dann mit diesen Methoden gezeigt, dass einige Kontaktstruktu-
ren auf Torusbündeln symplektisch füllbar oder nicht symplektisch füllbar sind.
Im Folgepaper [2] wird gezeigt, dass sich jede Kontaktchirurgie in eine Sequenz von
(±1)-Kontaktchirurgien übersetzen lässt. Damit und mit dem Satz von Dehn-Lickorish
wird dann gezeigt, dass jede Kontaktmannigfaltigkeit durch (±1)-Kontaktchirurgie aus
(S3, ξst) erhalten werden kann (für einen einfacheren Beweis siehe auch [7, Satz 6.4.4]).
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In [7, Kapitel 6.5] wird damit dann noch Einiges mehr bewiesen zum Beispiel Satz 2.26.
Mit diesen Methoden folgt auch ein Beweis des Theorems von Lutz-Martinet, welches
besagt, dass jedes koorientierte Ebenenfeld auf einer orientierbaren geschlossenen Man-
nigfaltigkeit homotop zu einer Kontaktstruktur ist (für diesen Beweis siehe [4]).
Weiter oben haben wir gesehen, dass topologisch aquivalente Knoten trotzdem verschie-
dene Kontaktmannigfaltigkeiten liefern können. Nun stellt sich natürlich die Frage, wel-
che (topologisch) aquivalenten Chirurgiediagramme auch dieselben Kontaktmannigfal-
tigkeiten liefern. Diese Frage wird in [3] beantwortet. Dort werden Henkelbewegungen
in Kirby-Diagrammen (siehe [8]) in den Kontakt-Fall übersetzt. Mit diesen Resultaten
kann man dann besser mit Kontakt-Chirurgiediagrammen arbeiten.
Für weitere Anwendungen der Kontakt-Dehn-Chirurgie siehe auch [11].
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