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1 Motivation und Einleitung

Ziel dieser Masterarbeit ist es, einen Beweis des Fiillbarkeitssatzes von Ding-Geiges zu
geben. Dieser Satz besagt, dass eine spezielle unendliche Familie &, (n € N) von straf-
fen Kontaktstrukturen auf jedem Torusbiindel iiber S auftritt, so dass diese allesamt
schwach symplektisch fillbar sind, aber unendlich viele dieser Kontaktstrukturen nicht
stark symplektisch fiillbar sind. Dieser Satz ist eine Erweiterung des Fiillbarkeitssatzes
von Eliashberg, der dasselbe Resultat auf dem 3-Torus liefert. Die Grundlage dafiir ist
4].

Eine Kontaktstruktur auf einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit ist ein nirgends inte-
grierbares Ebenenfeld im Tangentialbiindel dieser Mannigfaltigkeit. Wahrend man Ebe-
nenfelder, welche durch zweidimensionale Blatterungen dieser Mannigfaltigkeit induziert
werden, lokal immer als Tangentialbiindel einer Untermannigfaltigkeit auffassen kann
(dies bedeutet integrierbar), ist dies bei Kontaktstrukturen nirgends moglich. In gewis-
ser Weise sind Kontaktstrukturen also das Gegenteil von Blatterungen. Die Motivation
fiir diese Kontaktstrukturen stammt allerdings aus der theoretischen Physik. Dort treten
Kontaktmannigfaltigkeiten zum Beispiel als Energiehyperflachen in Phasenrdumen (also
symplektischen Mannigfaltigkeiten) auf (siehe dazu [13, Kapitel 1]).

Eine Kontaktstruktur heifit stark symplektisch fiillbar, falls man sie als orientierten Rand
einer kompakten symplektischen Mannigfaltigkeit schreiben kann, so dass die symplek-
tische Form mittels eines Liouville-Vektorfeldes transversal zu der Kontaktmannigfaltig-
keit die Kontaktstruktur induziert. Es folgt dann sofort, dass jede stark symplektisch
filllbare Kontaktstruktur auch schwach symplektisch fillbar ist, dass heifit man kann die
Kontaktmannigfaltigkeit als orientierten Rand einer kompakten symplektischen Mannig-
faltigkeit schreiben kann, so dass die symplektische Form eingeschrénkt auf die Kontakt-
struktur nicht-degeneriert ist. Der Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges ist also ein Schritt
hin zum Verstandnis der Unterschiede dieser beiden Fiillbarkeitsbegriffe.

In Kapitel 2 wird genauer erklart, was eine Kontaktstruktur ist, und es wird eine kurze
Einfithrung in die hier benotigten Grundbegriffe der Kontaktgeometrie gegeben. Insbe-

sondere werden die verschiedenen Fiillbarkeitsbegriffe erklart und es wird eine Einfiih-
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rung in die Theorie der konvexen Flichen gegeben, dem Hauptwerkzeug fiir Chirurgie-
konstruktionen in einer Kontaktmannigfaltigkeit.

In Kapitel 3 geht es dann um die Torusbiindel iiber S*. Zuerst werden diese rein topolo-
gisch betrachtet. Es wird sich herausstellen, dass ein Torusbiindel bis auf Diffeomorphie
eindeutig durch die Angabe einer Matrix in SLy(Z), der sogenannten Monodromie, be-
stimmt ist. Damit wird dann eine Klassifikationsaussage bis auf Diffeomorphie gegeben.
Als nachstes wird die unendliche Familie £, der straffen Kontaktstrukturen auf den To-
rusbiindeln aus dem Fiillbarkeitssatz von Ding-Geiges konstruiert.

Die nachsten Kapitel beschéftigen sich dann hauptsachlich mit dem Beweis des Fiillbar-
keitssatzes von Ding-Geiges. Zuerst wird im vierten Kapitel eine Einfithrung in die Theo-
rie der Lefschetz-Faserungen geben. Das sind sehr grob gesprochen 4-Mannigfaltigkeiten,
die man auflerhalb von endlich vielen isolierten Punkten als Flachenbiindel iiber einer
Flache schreiben kann. Es wird sich dann herausstellen, dass man jedes Torusbiindel
iiber S! als orientierten Rand einer Lefschetz-Faserung erhalten kann. Damit ist es dann
leicht, jedes Torusbiindel iiber S* als ein Kirby-Diagramm darzustellen, ein dreidimensio-
nales Diagramm, das schon alle Informationen tiber das Torusbiindel und die zugehorige
Lefschetz-Faserung enthalt.

Um nun zu zeigen, dass die Torusbiindel mit den entsprechenden straffen Kontaktstruk-
turen alle schwach symplektisch fiillbar sind, benutzt man den symplektischen Fase-
rungssatz von Gompf-Thurston, der besagt, dass (fast alle) Lefschetz-Faserungen eine
symplektische Struktur tragen, von denen man nachrechnen kann, dass diese eine schwa-
che symplektische Fillung der entsprechenden Torusbiindel liefern.

Fir die Aussage, dass auf jedem Torusbiindel unendlich viele nicht stark symplektisch
fiilllbare Kontaktstrukturen existieren, wird in Kapitel 5 die Kontakt-Dehn-Chirurgie
eingefithrt. Dehn-Chirurgie ist eine Konstruktionsmethode fiir dreidimensionale Man-
nigfaltigkeiten. Grob gesprochen wird ein Volltorus aus einer 3-Mannigfaltigkeit heraus-
geschnitten und dann auf eine andere Art wieder hineingeklebt. Man kann dann zeigen,
dass das entstandene Objekt wieder eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist, die nur
von sehr wenigen Daten abhangt, namlich von der Seele des herausgeschnittenen Vollto-
rus (einem Knoten) und dem sogenannten Chirurgiekoeffizienten, einer rationalen Zahl,
welche die Anklebeabbildung beschreibt. Es zeigt sich dann, dass die Dehn-Chirurgie
ein sehr starkes Werkzeug in der Theorie der dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten ist.
Zum Beispiel kann jede dreidimensionale (zusammenhéngende, orientierbare, geschlos-
sene) Mannigfaltigkeit aus S® durch Chirurgie entlang einer Verschlingung erhalten wer-

den (Satz von Dehn-Lickorish). Weiter lassen sich viele Eigenschaften dreidimensionaler
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Mannigfaltigkeiten vertréglich mit Dehn-Chirurgie machen, das heif3t sie bleiben unter
Dehn-Chirurgie erhalten. So kann man ausgehend vom Satz von Dehn-Lickorish zei-
gen, dass jede dreidimensionale (zusammenhéngende, orientierbare, geschlossene) Man-
nigfaltigkeit eine dreifach verzweigte Uberlagerung iiber S® besitzt (Satz von Hilden-
Montesinos; fiir dies und weitere Informationen siehe [29]) oder dass jede solche Man-
nigfaltigkeit die Struktur eines offenen Buches hat (siehe [28, Satz 9.1.3]).

Im ersten Teil von Kapitel 5 wird gezeigt, dass man Dehn-Chirurgie auch vertraglich mit
Kontaktstrukturen ausfithren kann. Weiter kann man sich tiberlegen, dass bestimmte
Dehn-Chirurgien, namlich die mit Kontakt-Dehn-Chirurgiekoeffizienten +1, die Eigen-
schaft einer Kontaktstruktur, nicht stark symplektisch fiillbar zu sein, erhalten. Die Idee
im Beweis des Fiillbarkeitssatzes von Ding-Geiges ist dann die folgende:

Man beginnt mit einer (nach dem Fiullbarkeitssatz von Eliashberg) nicht stark sym-
plektisch fiillbaren Kontaktstruktur auf dem 3-Torus und fithrt eine Sequenz von +1-
Kontakt-Dehn-Chirurgien aus. In Kapitel 6 wird dann explizit nachgerechnet, dass man
so wieder ein Torusbiindel iiber S! erhalten kann und jede dieser +1-Kontakt-Dehn-
Chirurgien die Monodromie dieses Torusbiindels um einen Dehn-Twist dndert. Ein Re-
sultat aus Kapitel 3 besagt, dass man jede Monodromie als Komposition von Dehn-
Twists erhalten kann. Somit kann man so jedes beliebige Torusbiindel iiber S* erhalten.
In Kapitel 6 wird weiter nachgerechnet, dass man so auch fast alle straffen Kontakt-
strukturen der unendlichen Familie &, erhalten kann, womit dann der Fillbarkeitssatz
von Ding-Geiges folgt.

In Kapitel 5 wird weiter ein Algorithmus angegeben, der fiir ein beliebiges Torusbiindel
iiber S' eine Schranke liefert, ab der die straffen Kontaktstrukturen &, nicht mehr stark

symplektisch fiillbar sind. Diese Schranke ist aber im Allgemeinen nicht optimal.



2 Kontaktgeometrie

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfithrung in die Grundbegriffe der Kontaktgeome-
trie gegeben. Die Grundlage dafiir ist [13]. Bevor damit begonnen wird, sollte aber noch
erwiahnt werden, dass, wenn nicht anders dazugesagt, alle Abbildungen, Mannigfaltig-

keiten, etc. als glatt (das heifit unendlich oft differenzierbar) vorausgesetzt werden.

2.1 Kontaktmannigfaltigkeiten

Am Anfang steht der Begriff der Kontaktmannigfaltigkeit, welcher seine Motivation aus
der theoretischen Physik hat.

Definition 2.1 (Kontaktmannigfaltigkeit).

Fine (koorientierbare) Kontaktstruktur & auf einer dreidimensionalen Mannigfal-
tigkeit M ist ein zweidimensionales Unterbindel von T'M, so dass eine 1-Form o existiert
mit & = kerav und oo A\ dav # 0 (nirgends verschwindend). Eine solche 1-Form « heifit
Kontaktform und die Bedingung a A da # 0 heifit Kontaktbedingung.

Das Paar (M,§) heifst Kontaktmannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.2

(1) Das Vorzeichen der Kontaktbedingung ist unabhéngig von der speziellen Wahl von
«, denn eine andere Kontaktform fiir dieselbe Kontaktstruktur unterscheidet sich von «
nur durch eine Funktion A\: M — R\ {0}, und dann gilt

(Aa) A d(da) = Na A da.

(2) Eine Kontaktstruktur induziert deswegen eine Orientierung auf der Kontaktman-
nigfaltigkeit durch die Volumenform a A da. (Diese Orientierung ist unabhéngig von
der Wahl der Kontaktform.) Also muss eine Kontaktmannigfaltigkeit notwendigerwei-
se orientierbar sein. Hat man eine orientierte Mannigfaltigkeit gegeben, so kann man

sinnvoll von positiven (oder negativen) Kontaktstrukturen sprechen, je nachdem, ob die
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Orientierung mit der durch ¢ induzierten Orientierung tibereinstimmt (oder nicht tiber-
einstimmt).

(3) Den Begriff der Kontaktmannigfaltigkeit kann man noch etwas allgemeiner fassen.
Zum einen kann man Kontaktstrukturen in allen ungeraden Dimensionen definieren und
zum anderen kann man auch nicht koorientierbare Kontaktstrukturen (was bedeutet,
dass eine Kontaktform nur lokal existiert) betrachten. In dieser Arbeit werden aller-
dings nur koorientierbare Kontaktstrukturen auf dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten
betrachtet, weswegen wir die Dimension und die Koorientierbarkeit in Zukunft unter-
driicken werden. Die Kontaktstruktur £ lasst sich dann durch die Form da orientieren.
Die Orientierung der Kontaktstruktur héngt also von der Wahl der Kontaktform ab.
Wenn eine Kontaktform explizit gegeben ist, so soll die Kontaktstruktur immer durch

da orientiert sein.

Wenn man ein mathematisches Objekt auf eine solch abstrakte Weise einfiihrt, stellt sich

nattirlich sofort die Frage, ob es solche Objekte iiberhaupt gibt. Dazu einige Beispiele:

Beispiel 2.3
(1) Betrachte den R?® mit kartesischen Koordinaten (x,v, z). Die 1-Form

g =xdy +dz

ist eine Kontaktform, denn ay A dag = dx A dy A dz ist eine Volumenform, und defi-
niert somit die sogenannte Standardkontaktstruktur &, := ker o, auf R®. Der Name
begriindet sich durch den Satz von Darboux, welcher besagt, dass jede Kontaktstruktur
lokal wie die Standardkontaktstruktur aussieht (siehe Satz 2.6).

(2) Betrachte S' x R? mit Winkelkoordinate  auf S' = R/27Z und kartesischen Koor-
dinaten (z,y) auf R% Sei n € Z \ {0}, dann ist die 1-Form

a,, = cos(nB) dx — sin(nfd) dy
eine Kontaktform, denn

an N day, = (cos(n&) dx — sin(nf) dy) A (—n sin(nf) df A dx — n cos(nf) do N dy)
— ndf Adz A dy.

Also ist (S! x R? &, = ker a,) eine Kontaktmannigfaltigkeit.
(3) Analog dazu betrachte den 3-Torus T3 = S* x S! x S!, aufgefasst als R?/Z® mit

10
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Koordinaten (x,y,t). Sei n € Z\ {0}, dann ist die 1-Form
o, = cos(2mnt) dr — sin(2wnt) dy
eine Kontaktform, denn wie im vorigen Beispiel berechnet man
an, A day, = 2mndt Adz A dy.

Also ist (T3,&, := ker a,,) eine Kontaktmannigfaltigkeit.
(4) Betrachte den R® mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z). Definiere eine 1-Form durch

Qo = coST dz + rsinrdp.

Fir » = 0 ist zuerst einmal nicht klar, dass dies wohldefiniert ist, da dann dy nicht
wohldefiniert ist. Allerdings ist die 1-Form 7? dy = xdy — y dz glatt und die Funktion
o % besitzt eine differenzierbare Fortsetzung in r = 0, also ist a,; wohldefiniert.
Weiter gilt

Qop N Aoty = (cosrdz—l—rsinrdgp) A (—sinrdr/\dz+ (sinr—l—rcosr) dr/\dgo)

= <Cosrsin7"—|—rcos2r+rsin2r> dr Ndp N dz

= <1+ Smrcosr)rdr/\dcp/\dz.
r

Wenn man in der Klammer nun in r = 0 wieder differenzierbar fortsetzt, sieht man,
dass oy eine Kontaktform ist und somit eine Kontaktstruktur &, := ker a,; induziert.
Der Index ot steht fir overtwisted (engl. fiir iiberdreht), denn diese Kontaktstruktur
nennt man die iiberdrehte Standardkontaktstruktur. (Wofiir diese Bezeichnung
steht, wird man in Beispiel 2.17 (1) und Definition 2.15 sehen)

Als néchstes ist es ein natiirliches Vorgehen, Abbildungen zu definieren, welche die Struk-

turen einer Kontaktmannigfaltigkeit erhalten.

Definition 2.4 (Kontaktomorphismus).

Seien (M, &) und (Ms, &) zwei Kontaktmannigfaltigkeiten.

(1) Ein Diffeomorphismus f: My — My heifit Kontaktomorphismus, wenn er die
Kontaktstrukturen erhdlt. Bei gegebenen Kontaktformen & = kera; und & = keras
heifit dies, dass eine Funktion \: M; — R\ {0} existiert mit f*oo = Aayy.

(2) Zwei Kontaktmannigfaltigkeiten heiffen kontaktomorph, wenn ein Kontaktomor-

11
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phismus zwischen thnen existiert.

(3) Fine Einbettung f: My — My heifit Kontakteinbettung, wenn sie ein Kontakto-
morphismus auf ihr Bild ist.

(4) Zwei Kontaktstrukturen & und & auf einer Mannigfaltigkeit M heiflen isotop, falls
es einen Kontaktomorphismus (M, &) — (M, &) gibt, der isotop zur Identitdt ist.

(5) Eine Uberlagerung f: My — Moy heifit Kontaktiiberlagerung, wenn die Kontakt-
struktur & mittels der Uberlagerung f: My, — My zu der Kontaktstruktur & anhebt.
Bei gegebenen Kontaktformen & = ker oy und & = ker an heif§t dies, dass eine glatte
Funktion A\: My — R\ {0} ezistiert mit f*as = Aay.

Beispiel 2.5
Die Kontaktmannigfaltigkeiten (S* x R2,&,) sind alle kontaktomorph zueinander. Dies
sieht man wie folgt:

Definiere einen Diffeomorphismus von S* x R? durch
(0, 2,y) = (0, x cos(nb) + ysin(nh), —x sin(nh) + y cos(nﬁ)).

Die 1-Form f;a,, ist dann wieder eine Kontaktform, denn f,, ist ein Diffeomorphismus
und somit gilt fra, Ad(fra,) = fi(a, Ada,) # 0. Deswegen ist f, ein Kontaktomor-
phismus von (S x R? ker f*a,,) nach (S x R2 &, = ker a,,). Berechnen wir nun diese
Kontaktform:

fra, = fx (cos(né’) dx — sin(nf) dy)

= cos(nb) d(:c cos(nf) + ysin(n@)) — sin(nf) d(—az sin(nf) +y cos(n@))
= <C082<n(9) + sin2(n6)) dx — (cos(n@) sin(nf) — sin(nh) cos(n@)) dy
+ (cos(n&) sin(nd) — sin(nd) cos(n@))mc do + (COS2(HQ) + sinz(nﬁ))ny db

=0 =1

= dz + nydo.

Definiere einen weiteren Diffeomorphismus von S* x R? durch

gn(ﬁ,x,y) = (Q,x, iy) )

Damit gilt:
1
gy (dw + nydf) = dz + n-ydf = du +y df

12
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Also ist g,, ein Kontaktomorphismus von (S U R? ker(dz +y d9)> zu der Kontaktman-
nigfaltigkeit (S L% R? ker(dx + ny d@)). Die Behauptung folgt daraus, dass die Relation
kontaktomorph zu sein offensichtlich eine Aquivalenzrelation ist. Man bemerke aber,
dass die Kontaktstrukturen ¢, nicht isotop sind (siehe Beispiel 2.55).

(2) Auf dem 3-Torus hingegen sind die Kontaktstrukturen &, hingegen alle verschieden,
also nicht einmal kontaktomorph (siehe dafiir Satz 2.22 (2)).

Satz 2.6 (Satz von Darboux).

Sei p ein Punkt in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M,€). Dann gibt es eine Kontaktein-
bettung (Bsi,&st) — (M, €), die den Ursprung auf p abbildet. Dabei bezeichnet By den
BEinheitsball im R3.

Jede Kontaktmannigfaltigkeit kann also mit solchen Abbildungen als Karten tberdeckt

werden. Diese Karten nennt man auch Darboux-Karten.
Beweis. siche [13, Satz 2.5.1] O

Der Satz von Darboux sagt also aus, dass lokal alle Kontaktstrukturen gleich aussehen.
In der Kontaktgeometrie kann es also (dhnlich wie in der symplektischen Geometrie,
aber im Gegensatz zur Riemannschen Geometrie) keine lokalen Invarianten geben.

Ein weiteres zentrales Prinzip der Kontaktgeometrie ist die Gray-Stabilitét, welche grob
gesprochen besagt, dass es auf einer kompakten Kontaktmannigfaltigkeit keine nicht-

trivialen Deformationen der Kontaktstruktur gibt.

Satz 2.7 (Gray-Stabilitét).

Sei & mit s € [0,1] eine glatte Familie von Kontaktstrukturen auf einer geschlossenen
Mannigfaltigheit M. Dann gibt es eine Isotopie (1s)scjo,1) von M, so dass der Diffeomor-
phismus Vs: (M, &) — (M, &) ein Kontaktomorphismus fir alle s € [0, 1] ist.

Beweis. siche [13, Satz 2.2.2] O

Bemerkung 2.8

(1) Fir nicht-kompakte Kontaktmannigfaltigkeiten gilt dieser Satz im Allgemeinen nicht.
In [8] wird ein Gegenbeispiel auf S* x R? konstruiert.

(2) Der Beweis dieses Satzes funktioniert genauso fiir s aus einem halboffenen Inter-
vall [0,1). Spéter wird dieser Satz meistens in der Version fiir ein halboffenes Intervall

benutzt.

13
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2.2 Legendre-Knoten

Als Néachstes betrachten wir eine spezielle Klasse von Knoten in Kontaktmannigfaltig-
keiten, die sogenannten Legendre-Knoten. In Kapitel 5 wird dann gezeigt, dass Dehn-
Chirurgie entlang dieser Legendre-Knoten vertréglich mit der Kontaktstruktur ausge-

fiihrt werden kann.

Definition 2.9 (Legendre-Knoten).
Fin Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M,€) ist eine FEinbettung
K:S"— M mit K'(0) € k) fir alle 0 € S*.

Bemerkung 2.10

Oft wird mit Legendre-Knoten auch das Bild einer solchen Einbettung bezeichnet. Im
Folgenden wird fiir beides einfach K geschrieben und nicht mehr zwischen der Einbettung
und dem Bild dieser Einbettung unterschieden. Je nach Kontext sollte klar sein, was

gemeint ist.

Beispiel 2.11

(1) Betrachte die Kontaktmannigfaltigkeit (S* x R? &,) aus Beispiel 2.3 (2). Die Einbet-
tung S 3 0 — (0,0,0) € S* x R? ist ein Legendre-Knoten, denn die Ableitung (1,0, 0)
liegt immer im Kern von «,, = cos(nf) dz — sin(nf) dy.

(2) Ahnlich ist die Einbettung R/Z = S' 5 0 + (0,0, 0) € (T3,&,) ein Legendre-Knoten.
(3) Und genauso ist auch S' 3 6 +— (0,6,0) € (T3,¢,) ein Legendre-Knoten .

Lokal sieht jeder Legendre-Knoten aus wie der aus dem ersten Beispiel, wie folgender

Satz zeigt.

Satz 2.12 (Umgebungssatz fiir Legendre-Knoten).

Sei K: S* — (M,§) ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit. Dann ist
eine Umgebung von K in M fiir beliebiges r > 0 kontaktomorph zu (S*' x D,.,&,) und
der Kontaktomorphismus bildet K auf 6 — (6,0,0) ab. Dabei bezeichnet D, die Scheibe

mit Radius v im R2.

Beweis. siehe [13, Beispiel 2.5.10]

Dort wird dieser Satz zwar nur fiir eine Umgebung von 6 — (6,0,0) und nur fir die
Kontaktstruktur &; bewiesen, aber zusammen mit Beispiel 2.5 und mit der Beobachtung,
dass die Abbildung (0, z,y) — (0, rz, ry) fir jedes r > 0 ein Kontaktomorphismus fiir die

Kontaktstrukturen &, ist, folgt die Behauptung auch in dieser allgemeineren Form. [J

14



KAPITEL 2. KONTAKTGEOMETRIE

Satz 2.13 (Approximationssatz durch Legendre-Knoten).
Sei K: S' — (M, €) ein beliebiger Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit. Dann kann

K durch einen zu K isotopen Legendre-Knoten C°-nah approzimiert werden.

Beweisskizze. (fiir genaueren Beweis siehe [13, Satz 3.2.3 und Satz 3.3.1])

Betrachte zuerst einen beliebigen Knoten
St (x(t), y(t), z(t)) € (R?’,{St = ker(zdy + dz))

im R? mit der Standardkontaktstruktur. Dieser Knoten ist ein Legendre-Knoten genau
dann, wenn 2/(t) + z(t)y'(t) = 0 gilt (durch Einsetzten in die Kontaktform). Nach
einer kleinen Storung eines solchen Legendre-Knotens kann angenommen werden, dass
y'(t) # 0 ist in bis auf isolierten Punkten; diese Punkte heiflen Spitzen. Durch seine
Front-Projektion

St st (y(t), 2(t)) € R?

ist ein solcher Knoten dann eindeutig festgelegt, denn abseits der (isolierten) Spitzen

gilt dann
Z(t)  dz

y(t)  dy

Sei nun K : [0,1] — (R3,&,;) eine Einbettung. Dann approximiere ihre Front-Projektion

z(t) = —

durch eine sogenannte Front (das sind Kurven ohne vertikale Tangenten, aber mit Spit-

zen), deren Steigung j—; die negative z-Komponente von K approximiert (siche Abbil-

dung 2.1).

A

N
/
Yy

Abbildung 2.1: Ein Legendre-Approximation durch eine Front
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Diese Einbettung hebt dann zu einer Legendre-Einbettung in (R3, ;) an.

Hat man nun einen allgemeinen Knoten K: S' — (M,€) in einer allgemeinen Kon-
taktmannigfaltigkeit, dann kann man diesen Knoten (mit dem Lemma von Lebesgue)
in endlich viele Stiicke zerteilen, die in Darboux-Karten liegen, und jedes dieser Stiicke
durch eine Legendre-Einbettung approximieren. Weil man den neuen Legendre-Knoten
immer so wahlen kann, dass er mit dem alten Knoten an den Stellen, an denen die-
ser schon Legendre ist, iibereinstimmt, ergibt sich dann also ein Legendre-Knoten, der

isotop zu dem alten Knoten ist und beliebig nahe an ihm liegt. ]

Bemerkung 2.14

Dieser Satz zeigt also insbesondere, dass es in jeder Kontaktmannigfaltigkeit sehr vie-
le Legendre-Knoten gibt und dass die Einschréankung auf Legendre-Knoten bei der
Kontakt-Dehn-Chirurgie keine wirkliche topologische Einschrénkung ist.

2.3 Straffe und uberdrehte Kontaktstrukturen

Als Nachstes wird eine fundamentale Aufteilung der Kontaktstrukturen in sogenannte
tiberdrehte und straffe Kontaktstrukturen eingefiihrt. Auf den ersten Blick wirkt dies
vollig willkiirlich, aber die Arbeiten von Eliashberg zeigen, dass dies der erste Schritt in
Richtung der Klassifikation von Kontaktstrukturen ist (siehe auch [13, Kapitel 4]).

Definition 2.15 (iiberdrehte und straffe Kontaktstrukturen).

(1) Eine eingebettete Scheibe A C (M, &) in einer Kontaktmannigfaltigkeit heifst iiber-
drehte Scheibe, wenn ihr Rand OA ein Legendre-Knoten fir € ist und A entlang 0A
transversal zu & ist.

(2) Eine Kontaktstruktur & auf einer Mannigfaltigkeit M heifit iiberdreht, falls es eine
in M eingebettete tiberdrehte Scheibe gibt. Andernfalls heifst die Kontaktstruktur straff.

Bemerkung 2.16
Diese Definition ldsst sich nur mit grélerem Aufwand auf beliebige Dimensionen aus-
weiten. Die Aufteilung der Kontaktstrukturen in straffe und iiberdrehte ist also ein

Phénomen, das zuerst einmal nur im Dreidimensionalen auftritt.

Beispiel 2.17

(1) Die tiberdrehte Standardkontaktstruktur &, auf dem R® aus Beispiel 2.3 (3) ist,
wie der Name schon andeutet, eine iiberdrehte Kontaktstruktur. Eine iiberdrehte Schei-
be erhilt man, indem man die Scheibe A := {z = 0,7 < 7} betrachtet. Der Rand
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dieser Scheibe ist {z = 0,7 = 7} und somit offensichtlich ein Legendre-Knoten fiir die-
se Kontaktstruktur. A ist aber noch keine iiberdrehte Scheibe, denn an den Punkten
{z =0,r = 7} U{0} liegen ihre Tangentialebenen im Kern von a,, das heifit die Scheibe
ist dort tangential an die Kontaktstruktur. In allen anderen Punkten ist A transversal
zu &y. (Dies sieht man alles sofort an a,; = cosrdz + rsinrdy.) Wenn man A nun
ein kleines Stiick anhebt, aber dabei den Rand fest lasst, liefert dies eine iiberdrehte
Scheibe, denn OA ist dann immer noch ein Legendre-Knoten, aber in einer Umgebung
des Randes ist A dann transversal zu &;.

(2) Die Standardkontaktstruktur &, auf R? ist straff (siehe [13, Bemerkung 4.6.37]).
(3) Die Kontaktstrukturen &, auf S' x R? sind alle straff. Dies sieht man wie folgt:
Angenommen, &, ist iiberdreht. Dann gibt es eine iiberdrehte Scheibe A C (S! xR% &,).
Da diese iiberdrehte Scheibe kompakt ist, existiert ein r > 0, sodass A C (S x D, &,).
Nach dem Umgebungssatz fiir Legendre-Knoten ist (S x D, &,) kontaktomorph zu einer
Umgebung eines Legendre-Knotens in (R?, ;). Mit diesem Kontaktomorphismus bildet
die tiberdrehte Scheibe A dann auf eine tiberdrehte Scheibe in (R?, ;) ab. Das kann

aber nicht sein, da diese Kontaktstruktur straff ist.

Bemerkung 2.18

(1) Dies zeigt insbesondere, dass (R3, &) nicht kontaktomorph zu (R3, €,) ist und dass
(R3, &,¢) nicht kontaktomorph in die Kontaktmannigfaltigkeiten (S! x R?, &) eingebettet
werden kann.

(2) Nach dem Satz von Darboux und dem Umgebungssatz fiir Legendre-Knoten kann
man aber (B, &) und die (S x D, &,) kontaktomorph in (R3, &) einbetten.

Im Allgemeinen ist es aber sehr schwer zu bestimmen, ob eine gegebene Kontaktstruktur

straff oder iiberdreht ist. Eine weitere Methode dazu ist das folgende Lemma.

Lemma 2.19 (Kontaktiberlagerungslemma).
Ist p: (M, &) — (M,§) eine Kontaktiberlagerung (siehe Definition 2.4 (4)) und ist &
straff, dann ist auch & straff.

Beweis.

Angenommen es existiert eine iiberdrehte Scheibe A C (M, ). Weil p eine Uberlagerung
ist, hebt diese Scheibe zu einer Scheibe A’ in M" an (sieche Abbildung 2.2).

Weil weiter p eine Kontaktiiberlagerung ist und damit insbesondere ein lokaler Kontak-
tomorphismus, ist OA’" wieder ein Legendre-Knoten, so dass A’ entlang 0A’ transversal

zu & ist. Also ist A’ C (M',¢’) eine tberdrehte Scheibe. O
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(M',€)

Abbildung 2.2: Die Anhebung einer iiberdrehten Scheibe mittels einer Uberlagerung

Beispiel 2.20
Hiermit sieht man nun relativ leicht, dass die Kontaktstrukturen &, auf 7° straff sind.

Betrachte dazu die Uberlagerung
p: R — T3

(u,v,w) — (m, y,t) = <w cos(v) + usin(v), u cos(v) — wsin(v), 2;1 v>

Damit gilt

pra, = f* (cos(27mt) dx — sin(27nt) dy)
= cos(v) d(w cos(v) 4+ u sin(v)) — sin(v) d(u cos(v) —w sin(v))
= (COSZ(U) + sinz(v)) dw + (cos(v) sin(v) — sin(v) cos(v)) du
+ (cos(v) sin(v) — sin(v) cos(v))w dv + (COSQ(’U) + sinz(v))u dv

= dw + udv.
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Also ist p: (R?, &) — (T3,¢&,) eine Kontaktiiberlagerung. Da nun &, straff ist, folgt
mit dem vorigen Lemma, dass auch die &, auf 7% straff sind. Ahnlich kann man so auch

zeigen, dass die Kontaktstrukturen &, auf S' x R? straff sind.

Warum diese Unterteilung in straffe und iiberdrehte Kontaktstrukturen sinnvoll ist, zeigt

der folgende Satz von Eliashberg.

Satz 2.21 (Klassifikation von tiberdrehten Kontaktstrukturen).

Sei M eine geschlossene und orientierbare Mannigfaltigkeit. Dann liegt in jeder Homo-
topieklasse von Ebenenfeldern tangential an M (bis auf Isotopie) genau eine tberdrehte
Kontaktstruktur.

Beweis. siche [13, Kapitel 4.7] O

Zwei iiberdrehte Kontaktstrukturen sind also isotop genau dann, wenn sie als Ebenenfel-
der homotop sind. Fiir die Klassifikation der tiberdrehten Kontaktstrukturen muss man
also nur homotopietheoretische Fragen beantworten. Insbesondere gibt es also auf jeder
Mannigfaltigkeit auch eine iiberdrehte Kontaktstruktur. Die straffen Kontaktstrukturen
hingegen sind sehr viel schwerer zu verstehen, aber fiihren deswegen auch zu viel inter-
essanteren Ergebnissen. Diese Kontaktstrukturen scheinen wesentlich von der Topologie
der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit beeinflusst zu sein. Die Klassifikation der straf-
fen Kontaktstrukturen ist bis heute nur auf relativ wenigen Mannigfaltigkeiten bekannt.

Einige wichtige Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 2.22 (Klassifikation straffer Kontaktstrukturen auf einigen Mannigfaltigkeiten).
(1) S3 und R? besitzen jeweils nur eine einzige positive, straffe Kontaktstruktur, nimlich
&st- (Eliashberg)

(2) Auf T? liefern die Kontaktstrukturen &, eine vollstindige Liste von straffen Kontakt-
strukturen, das heift (T3,&,) ist kontaktomorph zu (T3 &) genau dann, wenn n = m
ist, und fiir jede positive straffe Kontaktstruktur & auf T gibt es ein n € N, so dass
(T3,€) isotop ist zu (T°,¢,). (Girouz, Kanda)

(3) Die Poincaré-Homologiesphdre mit umgekehrter Orientierung P (siehe Abschnitt 5.3)
tragt keine positive, straffe Kontaktstruktur. (Etnyre-Honda)

(4) Die verbundene Summe P#P trigt keine (weder eine positive, noch eine negative)
straffe Kontaktstruktur. (Etnyre-Honda)

Dabei sollen die obigen Mannigfaltigkeiten jeweils mit ihrer Standardorientierung verse-

hen sein, das heifit fir S® die von R* induzierte, fiir R® und T? die Orientierung gegeben
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durch die Volumenform dx A dy N dt und fiir die Poincaré-Homologiesphdre P die von

S3 induzierte Orientierung.

Beweis. Fiir (1) siehe [13, Satz 4.10.1], fur (2) siehe [24, Satz 1 und Satz 3], fir (3) und
(4) siehe [11, Satz 1 und Korollar 2] O

Bemerkung 2.23

(1) Wenn die Mannigfaltigkeit einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus zu-
lésst (wie in den ersten beiden Fallen), dann ist die Einschrédnkung auf positive Kontakt-
strukturen keine wirkliche Einschrankung, da sich alle Ergebnisse mittels dieses orien-
tierungsumkehrenden Diffeomorphismuses auf negative Kontaktstrukturen tibertragen.
Zum Beispiel ist ein solcher orientierungsumkehrender Diffeomorphismus von 7% gegeben
durch:

[T —T?
($,y7t) — (l’,y,l—t)

Wegen
f*(an) = cos(2mn — 2nt) dx — sin(27n — 27t) dy = a_,,

ist f: (T%,6.,) — (T3,&,) ein Kontaktomorphismus. Die obige Klassifikationsaussage
tibertragt sich also auch auf negative Kontaktstrukturen. Ganz ahnlich funktioniert dies
auch fiir S* und R3. Die Poincaré-Homologiesphire P lisst allerdings keinen orientie-
rungsumkehrenden Diffeomorphismus zu, weswegen sich die Klassifikationen fiir positive
und negative Kontaktstrukturen hier unterscheiden.

(2) Spater werden noch die Klassifikationen straffer Kontaktstrukturen auf Volltori
St x D? (Satz 2.64) und auf Torusbiindeln iiber S (Satz 3.44) gegeben.

2.4 Universell straffe und virtuell uberdrehte

Kontaktstrukturen

In den néchsten Kapiteln dieser Arbeit wird hauptsachlich eine bestimmte Klasse von
Mannigfaltigkeiten betrachtet, sogenannte Torusbiindel tiber S' (siche Kapitel 3). Fiir
die Klassifikation der straffen Kontaktstrukturen auf diesen Torusbiindeln iiber S! ist

es hilfreich, zwei weitere Klassen von straffen Kontaktstrukturen einzufithren.
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Definition 2.24 (universell straffe und virtuell iberdrehte Kontaktstrukturen).
Sei (M, ) eine Kontaktmannigfaltigkeit. Bezeichne mit M die universelle Uberlagerung
von M und mité die Anhebung von & auf die universelle Uberlagerung M.

o (M, &) — (M,€) heift die universelle Kontaktiiberlagerung von (M,§).
e Fine straffe Kontaktstruktur & auf M heifit universell straff, falls é straff ist.

e Fine straffe Kontaktstruktur & auf M heif$t virtuell tiberdreht, falls es eine end-
liche Kontaktiberlagerung (M', &) — (M,&) gibt, so dass &' 1iberdreht ist.

Anhand dieser Definition ist nicht sofort klar, wie diese beiden neuen Klassen von straffen
Kontaktstrukturen in Beziehung zueinander stehen. Das folgende Korollar zeigt aber,

dass jede straffe Kontaktstruktur entweder universell straff oder virtuell iiberdreht ist.

Korollar 2.25.

Jede straffe Kontaktstruktur & ist entweder universell straff oder virtuell tiberdreht.

Beweisidee.

Dass diese beiden Begriffe verschieden sind (das heift, dass es keine Kontaktstruktur
gibt, die sowohl universell straff als auch virtuell iberdreht ist), folgt sofort aus dem
Kontaktiiberlagerungslemma 2.19. Um den Beweis abzuschlieflen, ist also zu zeigen,
dass es keine straffe Kontaktstruktur gibt, die in keine der beiden Klassen fallt. Sei
also (M, &) eine straffe Kontaktmannigfaltigkeit mit universeller Kontaktiiberlagerung
p: (M, €) — (M, €), so dass € iiberdreht ist.

Zu zeigen ist dann, dass es schon eine endliche Kontaktiiberlagerung (M’,£’) mit tiber-
drehter Kontaktstruktur gibt. Da (M , é’ ) iberdreht ist, existiert eine iiberdrehte Scheibe
Ac (Z\Zf , é’) Betrachte nun A := p(A) C M. Da p ein lokaler Kontaktomorphismus ist,
ist p(OA) € (M, €) wieder eine Legendre-Kurve, so dass A entlang p(QA) transversal zu
€ ist. Da (M, &) aber straff ist, kann p(0A) keine Scheibe in M beranden. A ist dann also
eine immersierte Scheibe, das heifit eine Scheibe mit Selbstschnitten (siche Abbildung
2.3). Betrachte zuerst denn Fall aus Abbildung 2.3. Die Schleife « in der Abbildung, die
als Basispunkt einen Selbstschnittpunkt ¢y hat und deren Anhebung 4 auf die universel-
le Uberlagerung M ein Weg ist, ist in 71 (M) nicht-trivial. Jetzt benutzt man den Satz
von Thurston-Hempel (siehe [18]), dass die Fundamentalgruppe jeder orientierbaren,
kompakten 3-Mannigfaltigkeit residuell-endlich ist und erhélt so eine Normalteilerun-
tergruppe N von (M) mit endlichem Index [m (M) : N] und mit v ¢ N. Sei nun
P (M E) — (M, €) die zu N < (M) gehorige Uberlagerung. Das heifit insbesondere,
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dass m (M) = N gilt (siehe die Abbildung 2.4). Wegen Grad(p’) = [m(M) : N] ist dies

auch eine endliche Uberlagerung.

Abbildung 2.4: Eine iiberdrehte Scheibe in einer endlichen Kontaktiiberlagerung
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Hebt man nun die immersierte Scheibe A mittels p’ zu einer (immersierten) Scheibe A’ in
M’ an, so ist der Selbstschnittpunkt ¢, entfernt. In diesem Fall erhilt man also wirklich
eine eingebettete Scheibe A’ C M’. Hebt man weiter die Kontaktstruktur & mittels p’ zu
einer Kontaktstruktur & auf M’ an, so wird p’ zu einer Kontaktiberlagerung. Also ist p’
insbesondere ein lokaler Kontaktomorphismus und A’ ist somit eine tiberdrehte Scheibe
in (M',&).

Fiir den allgemeinen Fall muss man diesen Schritt von eben mehrmals durchfithren und

kann so nach endlich vielen Schritten alle Selbstschnittpunkte entfernen. O

Bemerkung 2.26
Dieser Beweis zeigt insbesondere, dass eine straffe Kontaktstruktur genau dann virtuell

iiberdreht ist, wenn die universelle Kontaktiiberlagerung iiberdreht ist.

Beispiel 2.27
(1) Die straffen Kontaktstrukturen auf R3, S, S' x R? und T3, die bis jetzt vorgestellt
wurden, sind alle universell straff. Fiir R* und S? folgt dies sofort, da diese Rédume ih-
re eigene universelle Uberlagerung sind, und fiir S x R? und 7° hatten wir explizit
nachgerechnet, dass die Anhebungen auf die universellen Uberlagerungen straffe Kon-
taktstrukturen liefern (siehe Beispiel 2.20).
(2) Um ein Beispiel einer virtuell iiberdrehten Kontaktstruktur zu konstruieren, muss
man sich deutlich mehr anstrengen, da man dazu das Kontaktiiberlagerungslemma 2.19
nicht benutzen kann. Das historisch erste Beispiel einer virtuell iiberdrehten Kontakt-
struktur findet man in [27]. Hier wird die Idee eines Beispiels einer straffen Kontakt-
struktur auf einem Volltorus wie in [2, Proposition 4.6.] gegeben.
Nach dem vorigen Beweis reicht es zu zeigen, dass es auf S* x D? eine straffe Kontakt-
struktur gibt, deren universelle Kontaktiiberlagerung tiberdreht ist. Dazu betrachtet man
den R? mit kartesischen Koordinaten (z,y, t) und Kontaktstruktur &,; gegeben durch die
Kontaktform

a = cos(2nt) dr — sin(27t) dy.

In Beispiel 3.34 wird nachgerechnet, dass diese Kontaktform wirklich eine Kontaktstruk-
tur liefert, die kontaktomorph zur Standardkontaktstruktur ist. Insbesondere ist diese
Kontaktstruktur also straff und liefert somit auch auf jeder Teilmenge von R? eine straffe
Kontaktstruktur.

Betrachte nun eine Familie von Zylindern (Z,),en, gegeben durch

Zn = {O <t< 1‘(x—cos(27rt))2+(y+sin(27rt))2 = 1}U{t €[-1, O]U[l,?]’(m—lf—i—gf = 1}.
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Man bemerke, dass die Kurve
v:[-1,2] 20— (6,0,0)

Legendre ist und fiir alle n € Ny in Z,, liegt. Weiter sind die Zylinder Z,, in den beiden
Halbrdumen {t > 1} und {t < 0} alle gleich, insbesondere gilt also auch 07,, = 07, fur
alle n € Ny. Nun fithrt man eine Isotopie des R?® aus, die innerhalb von {0 < ¢t < 1}
stationér ist, die v punktweise fest lasst und die den Rand von Z,, auf Legendre-Kurven
abbildet. Weiter kann man sich iiberlegen, dass man diese Isotopie so wéhlen kann, dass
das Bild der Zylinder beliebig nahe an den urspriinglichen Zylindern liegt. (Dass dies
alles geht, folgt aus dem Beweis des Approximationssatzes fiir Legendre-Knoten 2.13,
siehe auch [2, Proposition 4.6.].) Diese neuen Zylinder werden wieder mit Z,, bezeichnet.
Da nun immer noch 07, = 07, fir alle n € Ny gilt, gilt fiir die Thurston-Bennequin-
Invariante (siehe Abschnitt 5.3)

th(0Z,,) = tb(0Zy) (unabhéngig von n).

Betrachte nun die Familie von Volltori gegeben durch den Abschluss von kleinen Tuben-
umgebungen vZ, von Z, in R3. Um nun zu zeigen, dass (vZ,, yl,z,) fir n groB genug

virtuell iberdreht ist, betrachtet man die universelle Kontaktiiberlagerung
pn: (R X [_172] X {878]75) — (VZnygstlzzZn)a

so dass p,,'(Z, \ v) aus Rechtecken besteht (siche Abbildung 2.5). Bezeichne eines dieser
Rechtecke mit D,,. Dann hat D,, stiickweise glatten Legendre-Rand und zwei gegeniiber-
liegende Seiten bilden bijektiv auf 07, ab, wihrend die anderen beiden Seiten jeweils
ganz v treffen. Man kann dann explizit berechnen (siche auch Abschnitt 5.3 und [2,
Proposition 4.6.]), dass fir tb(D,,) gilt

th(D,,) = th(0Z,) + 2(n + tb(v)) = 2n + tb(0Z,) — 6.
Fiir n grofl genug gilt dann
th(D,) = 2n +tb(0Zy) — 6 > 1 = x(D).

Nach der Bennequin-Ungleichung (siehe [13, Satz 4.6.36]) muss £ dann iiberdreht sein.
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Abbildung 2.5: Das Rechteck D,, in der universellen Uberlagerung p,,.

(3) In Abschnitt 5.3 werden auch virtuell iiberdrehte Kontaktstrukturen auf geschlosse-

nen Mannigfaltigkeiten in Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagrammen konstruiert.

2.5 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Als néchstes werden symplektische Mannigfaltigkeiten eingefiithrt. Die Motivation dazu
stammt, genau wie bei den Kontaktmannigfaltigkeiten, aus der theoretischen Physik.
Dort treten symplektische Mannigfaltigkeiten ganz natiirlich als Phasenrdume physika-
lischer Systeme auf. Symplektische Mannigfaltigkeiten sind mit den Kontaktmannigfal-
tigkeiten sehr eng verkniipft. In vielerlei Hinsicht sind Kontaktmannigfaltigkeiten das
Gegenstiick zu symplektischen Mannigfaltigkeiten. Einige Aspekte dieser Phdnomene

werden weiter unten deutlich.

Definition 2.28 (symplektische Mannigfaltigkeit).

Eine 2-Form w auf einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit W heifst symplektische
Form, falls sie geschlossen (das heifst dw = 0) und nicht-entartet ist (das heifst die
2.

Differentialform w* := w A w ist eine Volumenform auf W ).

Das Paar (W,w) heifst dann symplektische Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.29
Ahnlich wie bei den Kontaktmannigfaltigkeiten (sieche Bemerkung am Anfang) gilt, dass
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man den Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit auch in héheren Dimensionen defi-
nieren kann, hier allerdings nur in geraden Dimensionen. In dieser Arbeit kommen aber
nur vierdimensionale symplektische Mannigfaltigkeiten vor, weshalb wir auch hier die
Dimension unterdriicken. Weiter ist auch auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit eine

natiirliche Orientierung durch die Volumenform w? gegeben.

Beispiel 2.30

(1) Die symplektische Standardform auf dem R? mit kartesischen Koordinaten
(z,y,2,t) ist wy = dr Ady + dz A dt (dwg = 0 und w?, ist die Standardvolumenform).
Ahnlich wie bei der Standardkontaktstruktur auf dem R? kann man auch hier zeigen,
dass jede symplektische Form lokal aussieht wie die symplektische Standardform. Dies
nennt man dann auch Satz von Darboux (siehe [21, Satz 1]). Genau wie in der Kontakt-
geometrie gibt es also auch in der symplektischen Geometrie keine lokalen Invarianten.
(2) Seien ¥; und ¥, zwei Flachen (das heifit zweidimensionale orientierbare Mannigfal-
tigkeiten) mit Volumenformen w; und wy, dann kann man w := wy + wy als 2-Form auf
Y1 X ¥ auffassen. Damit ist (31 X 39, w = wy +wsy) eine symplektische Mannigfaltigkeit,
denn dw = 0 und w A w = 2wy A wq ist eine Volumenform.

(3) Sei (M, & = ker o) eine Kontaktmannigfaltigkeit. Bezeichne mit ¢ die R-Koordinate
in R x M und mit p: R x M — M die Projektion. Dann kann man « mit p zu einer
1-Form auf R x M zurtickziehen. Der Einfachheit halber identifiziert man diese 1-Form
p*a mit a.

Dann ist (R X M,w = d(eta)) eine symplektische Mannigfaltigkeit, die sogenannte

Symplektifizierung von M, denn fiir die geschlossene 2-Form w gilt:
w? =d(e'a) Ad(e'a) = et(dt Ao+ da) A et(dt Ao+ doz) =2 dt NaNda #0

Die Orientierung von W (durch w?) stimmt mit der Produktorientierung von R x M
tiberein (wenn M durch a A da orientiert ist). (Dies scheint jetzt nicht sehr wichtig, wird

aber spater bei der Betrachtung symplektischer Kobordismen entscheidend.)

Man kann also aus einer Kontaktmannigfaltigkeit eine symplektischen Mannigfaltigkeit
erhalten. Andersherum wollen wir auch aus symplektischen Mannigfaltigkeiten Kontakt-

mannigfaltigkeiten konstruieren. Dazu braucht man die folgende Definition:

Definition 2.31 (Liouville-Vektorfeld).
FEin Vektorfeld Y auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (W,w) heifit Liouville-
Vektorfeld, falls £yw = w.
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Mit diesen Liouville-Vektorfeldern kann man nun Kontaktmannigfaltigkeiten erhalten.

Proposition 2.32 (Kontakthyperfliche).

Sei M eine Hyperfliche in einer symplektischen Mannigfaltigkeit (W,w), die transversal
zu einem Liouville- Vektorfeld Y liegt. Dann ist (M, ker tyw) eine Kontaktmannigfaltig-
keit. Solche Kontaktmannigfaltigkeiten nennt man auch Kontakthyperfldchen.

Beweis.
Nachzurechnen ist die Kontaktbedingung fiir die 1-Form (yw. Nach der Formel von

Cartan fiir die Lie-Ableitung und wegen dw = 0 gilt

w=Lyw = d(tyw) + vy (dw) = d(1yw).

Also: .

yw A d(lyw) = (lyw) Aw = §Ly(w2)
Da nun w? eine Volumenform auf (W, w) ist, ist auch ¢ty (w?) eine Volumenform auf jeder
Hyperflache transversal zu Y. m

Beispiel 2.33

(1) Betrachte den R* mit seiner symplektischen Standardstruktur wg (wie im obigen
Beispiel). Dann ist das Radialvektorfeld Y := %(x Oy +y 0y + 20, +t0;) ein Liouville-
Vektorfeld fiir w,;, denn:

1
Lywg = d(tyws) = d<2<xdy —ydxr + zdt — tdz)) =dr ANdy+dz N\dt = wg.

Weiter ist das Liouville-Vektorfeld Y transversal zu der Einheitssphire S3 C R*. Also
induziert Y eine Kontaktstruktur auf S®, nimlich die sogenannte Standardkontakt-

struktur auf S3:
1
Es = ker agy = ker tywy = ker(2 (x dy —ydx + zdt — tdz))

Man kann zeigen, dass (S®\ {p}, &) kontaktomorph zu (R?, &) ist, weswegen es sinnvoll
ist, beide Kontaktstrukturen die Standardkontaktstruktur zu nennen (siehe [13, Propo-
sition 2.1.8]).
(2) Betrachte die Symplektifizierung (R X M,w := d(etoz)) einer Kontaktmannigfaltig-
keit (M,§ = ker ). Dann ist das Vektorfeld Y := 0, ein Liouville-Vektorfeld fiir w,
denn:

Lyw = d(by(et dt Na+ean da)) = d(eta) =w
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Bemerkung 2.34
Das obige Beispiel zeigt, dass man jede Kontaktmannigfaltigkeit als Kontakthyperfliche
einer symplektischen Mannigfaltigkeit erhalten kann. Ob dies auch in einer geschlossenen

symplektischen Mannigfaltigkeit moglich ist, wird im nachsten Abschnitt betrachtet.

2.6 Symplektische Fiillungen und Kobordismen

Betrachtet man nun einen (topologischen) Kobordismus zwischen zwei Mannigfaltigkei-
ten, die Kontaktstrukturen tragen, kann man sich fragen, ob dieser Kobordismus eine
symplektische Struktur trégt, welche die Kontaktstrukturen im obigen Sinne induziert.

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.35 (symplektischer Kobordismus und symplektische Fullungen).

(1) Seien (My,&y) zwei geschlossene Kontaktmannigfaltigkeiten, orientiert durch die
von den Kontaktstrukturen induzierten Volumenformen. Ein (starker) symplektischer
Kobordismus von (M_,£_) nach (M, &) ist eine kompakte symplektische Mannigfal-

tigkeit (W,w), orientiert durch w?, so dass

e OW = M, UM_, wobei M_ die Mannigfaltigkeit M_ mit umgekehrter Orientierung

bezeichnet,

e cin Liouville-Vektorfeld Y in einer Umgebung von OW existiert, das transversal

zu OW ist, entlang My nach auflen und entlang M_ nach innen zeigt, und

e dieses Liouville- Vektorfeld die Kontaktstrukturen &1 der Kontaktmannigfaltigkeiten
(M, &y) induziert (das heif$t: ker(vyw|rar,) = &4 ).

(M_, &) heifit dann (stark) symplektisch kobordant zu (M, ).

(]\[-i- ) £+ )

Abbildung 2.6: Ein (starker) symplektischer Kobordismus von (M_,&_) nach (M, &)
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(2) Ein (starker) symplektischer Kobordismus von der leeren Menge () zu einer Kontakt-
mannigfaltigkeit (M, &) heifit eine starke symplektische Fiillung von (M,£).
(M, &) heifit dann stark symplektisch fiillbar.

(W,w)

Abbildung 2.7: Eine starke symplektische Fiillung von (M, &)

(8) Eine geschlossene Kontaktmannigfaltigkeit (M, §), orientiert durch die von der Kon-
taktstruktur induzierte Volumenform, heifit schwach symplektisch fiillbar, wenn es

eine kompakte symplektische Mannigfaltigkeit (W,w) gibt, orientiert durch w?, so dass
o OW = M uals orientierte Mannigfaltigkeiten und
o wle > 0.

Die symplektische Mannigfaltigkeit (W, w) heifst dann schwache symplektische Fiil-

lung.

Bemerkung 2.36

(1) In den Abbildungen oben sind solche Situationen schematisch in zwei Dimensionen
kleiner dargestellt. Die Kontaktmannigfaltigkeiten sind dort eindimensional gezeichnet
und die Kobordismen als zweidimensionale Objekte.

(2) Man kénnte auch analog zu starken symplektischen Kobordismen von schwachen
symplektischen Kobordismen sprechen. Diese Definition wiirde allerdings nicht sehr viel
Sinn ergeben, da man schwache symplektische Kobordismen im Allgemeinen nicht ver-
kleben kann, anders als starke symplektische Kobordismen (siehe Satz 2.41). Deswegen
wird im Folgenden nur von symplektischen Kobordismen gesprochen und nur bei sym-

plektischen Fiillungen zwischen starken und schwachen Fiillungen unterschieden.
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Wie der Name auch schon andeutet, ist starke symplektische Fiillbarkeit eine starkere

Eigenschaft als schwache symplektische Fiillbarkeit:

Korollar 2.37.
Ist (W,w) eine starke symplektische Fillung der Kontaktmannigfaltigkeit (M,§), dann
ist (W,w) gleichzeitig eine schwache symplektische Fillung von (M,£). Insbesondere

ist eine stark symplektisch fillbare Kontaktmannigfaltigkeit auch schwach symplektisch
fullbar.

Beweis.

Sei also (W, w) eine starke symplektische Fullung von (M, ), dann ist die Bedingung
OW = M als orientierte Mannigfaltigkeit sofort per Definition erfiillt. Weiter existiert
ein Liouville-Vektorfeld Y, so dass £ = kera mit a = tyw|ry gilt. Da nun Y ein
Liouville-Vektorfeld ist, gilt:

da = dl,yw|TM = w]TM

Weil € durch dae orientiert ist (siehe Bemerkung 2.2 (3)), folgt auch w|e = da|e > 0. O

Die Umkehrung des obigen Korollars gilt im Allgemeinen nicht, das heifit, es gibt Kon-
taktmannigfaltigkeiten, die schwach, aber nicht stark symplektisch fiillbar sind. Bevor

aber die Idee zu diesem komplizierten Argument gegeben wird, zuerst ein paar Beispiele.

Beispiel 2.38

(1) Nach Beispiel 2.33 (1) ist (S?, &) stark symplektisch fiillbar durch (D* wy,).

(2) Nach Beispiel 2.30 (3) und Beispiel 2.33 (2) ist jede geschlossene Kontaktmannigfal-
tigkeit symplektisch kobordant zu sich selbst vermoge des symplektischen Kobordismus
([O, 1] x M,w= d(eta)).

(3) Die straffen Kontaktstrukturen &, auf 7% (siche Beispiel 2.3 (3)) sind alle schwach
symplektisch fiillbar. Um dies zu sehen, betrachtet man W = T2 x D? mit Polarkoordi-
naten (r,t) € Rt x R/Z auf D?, so dass OW = T°. Wihle als symplektische Form auf
W, = T?x D? die Summe der Volumenformen auf 72 und D?, also wy = dxAdy=+r drAdt
(siehe auch Beispiel 2.30 (2)). Dann gilt 9Wy = T3 als orientierte Mannigfaltigkeit, wo-
bei T3 durch die Volumenform induziert durch &, fiir +£n > 0 orientiert sein soll. ITm
Folgenden wéhlt man fiir (W,w) also immer das Vorzeichen, das zu dem Vorzeichen der
Kontaktstruktur passt. Dass dies wirklich eine schwache symplektische Fiillung ist, sieht

man wie folgt:
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Betrachte fir s € [0, 1] die glatte Familie von 1-Formen
ay =sdt+ (1 —s)a, =sdt+ (1 — s) (cos(?mf) dx — sin(2mt) dy).
Dann gilt:
i Ndal = s(1—s)dt ANday, + (1 —8)? a, Ada, = (1 — 5)*a, A day,

Fir s € [0,1) ist £ = kera® also eine glatte Familie von Kontaktstrukturen auf 7.
Mittels Gray-Stabilitat (Satz 2.7) folgt, dass fir s € [0,1) die Kontaktmannigfaltigkei-
ten (73,&2) alle kontaktomorph zu (73,£% = &,) sind. Um zu zeigen, dass (W,w) eine
schwache symplektische Fiillung von (73,¢&,) ist, reicht es also aus, dies fiir eine der

Kontaktstrukturen £° mit sy € [0, 1) zu zeigen. Dazu bemerke man
¢ 2% ker dt

und
Wlkerae = (dx Ady + rdr A dt)|xerar = dz A dy > 0.

Da Letzteres eine offene Bedingung ist, gilt fiir so € [0, 1) nahe bei 1

(W, w) ist also eine schwache symplektische Fiillung von (T3, &,).
(4) Weiter sind (T3,£4) := (T3,£4,) sogar stark symplektisch fiillbar. Dazu betrachtet

man wie eben W, = T? x D? mit symplektischer Struktur
Wy = d(r cos(27t) dx F rsin(27t) dy).
Dann gilt:

Lrorws = (Lr arwﬂ:>

(L, or (cos(27rt) dr A dx F sin(2nt) dr N dy))

_|_

d<LT — 27 sin(27t) dt A dx £ 27r cos(2mt) dt A dy)>

= d(r cos(27t) dx F rsin(27t) dy)
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Also ist das Radialvektorfeld rOr ein Liouville-Vektorfeld und induziert somit auf jeder
zu diesem Vektorfeld transversalen Hyperfliche eine Kontaktstruktur (siehe 2.32), also

insbesondere auf
{7" = 1} = {(x,y,t)‘(:r,y) eT? te Sl} = T3
Die Kontaktstruktur ist gegeben durch die Kontaktform
Ly orwa |73 = cos(2mt)dx F sin(27t)dy = ag.,

und da die Orientierungsbedingung OW.. = T3 (als orientierte Mannigfaltigkeiten) auch
sofort erfiillt ist, liefert (W.,w.) eine starke symplektische Fiillung von (T3,&.).
In Abschnitt 5.3 wird man dies auch noch in einem Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagramm

sehen.

Man bemerke, dass man diese letzte Konstruktion fiir n > 2 nicht durchfithren kann,
da die obige symplektische Form dann in 0 € D? nicht mehr wohldefiniert wire. Der
folgende Satz zeigt, dass es fiir diese Kontaktstrukturen gar nicht méglich ist, eine star-
ke symplektische Fillung zu finden, und liefert somit ein erstes Beispiel von schwach

symplektisch fiillbaren Kontaktstrukturen, die nicht stark symplektisch fiillbar sind.

Satz 2.39 (Fillbarkeitssatz von Eliashberg).

(1) (T3,&,) ist schwach symplektisch fillbar fir alle n € Z\ {0} und stark symplektisch
fullbar fiirn = +1.

(2) Aber (T3,&,) ist fiir n > 2 nicht stark symplektisch fillbar.

Beweisidee. (fiir genauen Beweis siehe [10])

Dass die (T3,&,) alle schwach symplektisch fiillbar und die (7%,£4;) sogar stark sym-
plektisch fiillbar sind, wurde in den vorigen Beispielen gezeigt. Die Aussage, dass (T2, &,)
fir n > 2 nicht stark symplektisch fiillbar ist, ist wesentlich schwerer zu zeigen. Die Idee
dabei ist die folgende: Man bettet das Kotangentialbiindel

T*T* =T° x R*
mit symplektischer Struktur
w = d(r cos(27t) dx — rsin(27t) dy)

symplektisch in (R?, wy) ein. Wenn man nun das Bild von W = T? x D? aus Beispiel
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2.38 (4) aus dieser Mannigfaltigkeit entfernt, erhilt man eine nicht-kompakte symplekti-
sche Mannigfaltigkeit mit konkavem Rand (T3, &;), das heifit die Kontaktstruktur von
(T3,&;) wird von der symplektischen Struktur genauso induziert, wie die Kontaktstruk-
tur von M_ in einem symplektischen Kobordismus. Nun betrachtet man die n-fache
Uberlagerung dieser Mannigfaltigkeit, so dass man eine nicht-kompakte symplektische
Mannigfaltigkeit mit konkavem Rand (7%, ¢,) erhilt. Nimmt man nun an, dass (7°,&,)
stark symplektisch fiillbar ist, so kann man diese starke symplektische Fillung an die
vorige Mannigfaltigkeit ankleben (siehe Beweis von Satz 2.41) und erhélt so eine nicht-
kompakte symplektische Mannigfaltigkeit, die auflerhalb einer kompakten Menge aus-
sieht wie n Kopien von (R* wg). Mit der Theorie holomorpher Kurven hat Gromov
gezeigt, dass eine solche Mannigfaltigkeit fiir n > 1 nicht existieren kann (siehe [17,
Kapitel 0.3.C]). O

Bemerkung 2.40

(1) Da man im letzten Schritt des obigen Beweises einen tiefen Satz von Gromov benutzt
hat, der auf der Theorie der holomorphen Kurven beruht, wird hier der geometrische
Unterschied zwischen schwach und stark symplektisch fiillbaren Kontaktstrukturen nicht
wirklich klar. Andererseits kann man aber zeigen, dass diese beiden Fiillbarkeitsbegriffe
in einigen Fallen iibereinstimmen. Zum Beispiel kann man jede schwache symplektische
Fillung einer Homologiesphire zu einer starken symplektischen Fiillung deformieren
(siehe [13, Lemma 6.5.5]).

(2) Wenn man sich das obige Resultat von Gromov und den Beweis von Eliashberg
genauer ansieht, kann man eventuell zeigen, dass die Aussage tiber die Nicht-Fiillbarkeit

auch fiir negative Kontaktstrukturen gilt.

Ein analoges Resultat soll fiir Torusbiindel iiber S! formuliert werden. Im néchsten Ka-
pitel werden dazu die entsprechenden Biindel und Kontaktstrukturen eingefiihrt um dies
zu formulieren; die restlichen Kapitel beschaftigen sich hauptsachlich mit dem Beweis
dieses Resultates.

Im Folgenden sollen starke symplektische Kobordismen etwas genauer betrachtet wer-
den. Das Entscheidende daran ist, dass man symplektische Kobordismen entlang gleicher

Rénder verkleben kann (siehe auch den vorigen Beweis).

Satz 2.41 (tiber symplektische Kobordismen).
Die Relation symplektisch kobordant zu sein ist reflexiv und transitiv, aber nicht sym-

metrisch.
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Beweisskizze.

Die Reflexivitét folgt aus dem Beispiel 2.38 (2).

Fir die Transitivitdt muss man etwas mehr arbeiten. Sei (W_,w_) ein symplektischer
Kobordismus von (M_,£_) nach (M,¢) und (W, w,) ein symplektischer Kobordismus
von (M, &) nach (M,,&,) (sieche auch Abbildung 2.5). Bezeichne mit jy: M — Wy
die Inklusionen und mit Y, die entsprechenden Liouville-Vektorfelder. Dann sind a4 :=
Ji (ty wa) zwei positive Kontaktformen zur Kontaktstruktur €. Es gibt also eine Funktion
f: M — R, so dass a; = ela_ ist. Fiir eine Konstante C' >> 0 ist (W,, Cw,) immer
noch ein symplektischer Kobordismus von (M, §) nach (M, ,&,). Man kann also ohne
Einschrankung annehmen, dass f nur positive reelle Werte annimmt.

Definiere fiir eine geeignete Umgebung U_(M) von M in W_ einen Diffeomorphismus
®: U (M) — ((,0] x M, d(e'a)),

indem die Flusslinien von Y_ auf die Flusslinien von 0, abgebildet werden. Man kann
nun zeigen, dass ® dann die symplektischen Strukturen erhalt, also ein Symplekto-
morphismus ist. (Dies ist kein Zufall. Allgemeiner kann man zeigen, dass gleiche Kon-
takthyperflichen in symplektischen Mannigfaltigkeiten symplektomorphe Umgebungen
besitzen. Also ist die symplektische Struktur in einer Umgebung einer Kontakthyperfla-
che schon eindeutig durch diese Kontakthyperfliche bestimmt, siehe [13, Lemma 5.2.4].)

So erhélt man also eine Kragenumgebung von M in (W_,w_) der Form
((8,0] X M,w_ = d(etoz_)).
Analog erhélt man eine Kragenumgebung von M in (W, ,w, ) der Form
([0,5) X M,wy =d(c'ay) = d(et+fa_)).
Definiere nun eine symplektische Mannigfaltigkeit durch
Wy = {(t,x)ERxM:OStSf(x)}
mit symplektischer Form d(e’«_). Dann ist
(W_+ Wy +W4)/~,

mit W_ 3 (0,z2) ~ (0,z) € Wy und Wy > (f(z),z) ~ (0,2) € W, ein symplekti-
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scher Kobordismus von (M_,¢_) nach (M, ). Betrachte dazu auch die schematische

Abbildung unten (in zwei Dimensionen tiefer).

(A4+7€+)

(M€

Abbildung 2.8: Ein symplektischer Kobordismus von (M_,£ ) nach (M, ;)

Die Relation symplektisch kobordant zu sein, ist also auch transitiv.
Aber wie oben schon gesagt ist sie nicht symmetrisch. Dies folgt sofort aus den beiden

folgenden (nicht-trivialen) Satzen. O

Satz 2.42 (Eliashberg-Gromov-Straffheitssatz).

Wenn eine Kontaktmannigfaltigkeit (M, &) schwach symplektisch fillbar ist, so ist die
Kontaktstruktur £ straff. Anders gesagt, ist eine Kontaktmannigfaltigkeit mit tiberdrehter
Kontaktstruktur also nicht schwach (und somit auch nicht stark) symplektisch fillbar.

Beweis. siehe [13, Satz 6.5.6] O

Satz 2.43 (Existenz von Kobordismen zur leeren Menge).
Fiir jede Kontaktmannigfaltigkeit existiert ein symplektischer Kobordismus von dieser

Kontaktmannigfaltigkeit zur leeren Menge.

Beweis. siehe [12] O

2.7 Die charakteristische Blatterung

In den néachsten beiden Abschnitten wird eine Einfithrung in die Theorie der charak-

teristischen Blatterungen und der konvexen Fliachen gegeben, welche fast komplett von
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Giroux entwickelt wurde. Diese wird dann in Kapitel 4 bendtigt, um die Kontakt-Dehn-
Chirurgie zu definieren. Grundlage dafir ist [13, Kapitel 4.8].

Eine Motivation hinter den konvexen Fléchen ist der Zusammenhang zwischen symplek-
tischen und Kontaktmannigfaltigkeiten. Im Beweis von Satz 2.41 haben wir gesehen,
dass eine Kontakthyperflache in einer symplektischen Mannigfaltigkeit schon alle Eigen-
schaften der symplektischen Struktur in einer Umgebung der Hyperfliche trigt. Diese
Eigenschaften sind alle in einer Kontaktstruktur, welche durch die symplektische Struk-
tur induziert wurde, kodiert. Man kann also zum Beispiel symplektische Mannigfaltig-
keiten entlang dieser Hyperflachen aufschneiden und wieder zusammenkleben und dabei
die symplektische Struktur erhalten, solange die Kontaktstrukturen auf diesen Hyper-
flichen iibereinstimmen (siche zum Beispiel den Beweis von Satz 2.41). Man hat also
eine vierdimensionale Struktur in der Umgebung einer dreidimensionalen Hyperflache
auf eine dreidimensionale Struktur zuriickgefiithrt. Dasselbe soll nun fiir Kontaktstruk-
turen gemacht werden. Man mochte also die Kontaktstruktur in der Umgebung einer
Fléche durch eine Struktur auf der Flache beschreiben. Das Erstaunliche dabei ist, dass
man ziemlich dhnlich vorgehen kann. Aber zuerst wird ein etwas einfacheres Konzept

beschrieben, namlich das Konzept der charakteristischen Blatterung.

Definition 2.44 (charakteristische Blatterung).

Sei S C (M, € = kera) eine durch eine Volumenform ) orientierte geschlossene Fliche
in einer Kontaktmannigfaltigkeit mit orientierter Kontaktstruktur. (Die Kontaktstruktur
ist orientiert durch do, wie in der Bemerkung am Anfang beschrieben.)

Die charakteristische Bldatterung Sg von S induziert durch die Kontaktstruktur £ ist

die eindimensionale, singuldre Bldatterung reprdasentiert durch das Vektorfeld X, welches
LXg = Oé‘TS

erfillt.

Bemerkung 2.45

(1) Eine eindimensionale, singuldre Blatterung auf einer Flache kann man auffassen als
Aquivalenzklasse von Vektorfeldern auf dieser Fliche, wobei zwei Vektorfelder Aquivalent
sind, wenn sie sich nur durch eine Funktion f: S — R, unterscheiden.Eine andere Wahl
von €2 oder « fithrt zu einem Vektorfeld, das sich von dem alten nur durch eine solche
Funktion f: S — R, unterscheidet. Also ist die charakteristische Blatterung bei fester
Orientierung der Flache unabhéangig von der Wahl der Volumenform €2 und bei fester

Orientierung der Kontaktstruktur ¢ unabhéngig von der Wahl der Kontaktform «, sie
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wird also nur durch die Flache S und die Kontaktstruktur £ bestimmt.
(2) Geometrisch zeigt das Vektorfeld immer in Richtung der Geraden, in der sich der

Tangentialraum von S und die Kontaktebene schneiden, und falls diese tibereinstimmen,
ist das Vektorfeld null.

Beispiel 2.46

Betrachte V := {z?+y? <1} C (Sl xR2? &, = ker (cos(n@) dx —sin(nd) dy)) Der Rand
OV = {x? + y* = 1} ist eine geschlossene Fliche. Versehe den R?-Faktor mit Polarkoor-
dinaten (r, ), dann induziert die Volumenform € := df A dy die Standardorientierung
auf S. Um nun die charakteristische Blatterung von S zu bestimmen, suchen wir ein
Vektorfeld X auf S, welches 1xQ2 = a,|7s erfillt. Ein allgemeines Vektorfeld auf S ist
von der Form X (6, ¢) = a(f, ¢) 0g+a(0, ) 0,. Wenn man dies in die Gleichung einsetzt,
erhalt man

O5n|T5’ = LXQ = CL(Q, SD) ng - b(ev (P) do.

Auf S gilt nun dx = — sin p dyp und dy = cos ¢ dyp, also ist
nlrs = (cos(n&) dx — sin(nf) dy) ‘TS =— (cos(n@) sin ¢ — sin(nf) cos cp) dep.

Koeffizientenvergleich liefert dann X (0, ) = —(cos(n&) sin ¢ — sin(nf) cos <p) 0y. Dies
kann man nun wieder in kartesische Koordinaten umrechnen und erhalt ein Vektorfeld
X auf §, welches die charakteristische Blatterung Se, beschreibt:

X(0,z,y) = —(x sin(nf) +y Cos(n&)) Oy.

In Abbildung 2.9 weiter unten sind einige Integralkurven der charakteristische Blatterung

im Fall n =1 in griin eingezeichnet.
Was dies alles bringt, zeigt der folgende Satz.

Satz 2.47 (Kontaktstruktur in der Umgebung einer Fliche).

Seien S; C (M;, &) (i = 1,2) zwei orientierte, geschlossene Flichen in zwei Kontakt-
mannigfaltigkeiten und sei ¢ : Sy — Sy ein Diffeomorphismus mit ¢(S1¢,) = Sa, -
Dann gibt es einen Kontaktomorphismus ¢ : U(Sy) — U(S2) von geeigneten Umgebun-
gen U(S;) von S; in M; mit ¥|s, = ¢.

Beweis. siche [13, Satz 2.5.23] O
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Dieser Satz sagt also aus, dass eine Kontaktstruktur in einer Umgebung einer Fléiche
schon durch die charakteristische Blatterung auf dieser Flache bestimmt ist. Dies ist
eine entscheidende Beobachtung, wenn wir spéter Chrirugiekonstruktionen durchfithren
wollen, das heifit entlang Flachen aufschneiden und wieder zusammenkleben. Mit diesem
Satz kann man solche Konstruktionen mit den Kontaktstrukturen vertraglich machen,
solange man dafiir sorgen kann, dass die charakteristischen Blatterungen dieselben sind.
Dies ist allerdings nicht so einfach, da charakteristische Blétterungen sehr kompliziert
sein konnen. Dieses Problem 16st die Theorie der konvexen Flachen, denn bei diesen ist
die charakteristische Blatterung (und nach dem vorigen Satz dann auch die Kontakt-
struktur) schon durch viel weniger bestimmt, ndmlich durch eine endliche Vereinigung

von eingebetteten, einfach geschlossenen Kurven auf der Flache.

2.8 Konvexe Flachen

Um den Begriff der konvexen Fléche zu definieren, wird zuerst ein Objekt benotigt, das
dem Liouville-Vektorfeld recht dhnlich ist.

Definition 2.48 (Kontaktvektorfeld).
Ein Vektorfeld X auf einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, & = ker «) heifst Kontaktvek-
torfeld falls, £xa = pa fiir eine Funktion p: M — R gilt.

Bemerkung 2.49
(1) Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Kontaktform a, wel-
che die Kontaktstruktur £ beschreibt, denn fiir eine weitere Kontaktform & = Aa mit
A M — R\ {0} gilt

Ex(Ma) = (dA(X) + Ap)a,

wie man mit der Definition der Lie-Ableitung oder der Cartan-Formel sofort nachrech-
nen kann.

(2) Man kann zeigen, dass diese Definition dquivalent dazu ist, dass der Fluss von X
die Kontaktstruktur erhélt (also ein lokaler Kontaktomorphismus ist), was man nor-
malerweise als Definition zugrunde legt. In dieser Arbeit wird allerdings nur die obige

Eigenschaft eines Kontaktvektorfeldes benotigt.

Mit diesen Kontaktvektorfeldern kann man nun den Begriff der konvexen Flache, vol-
lig analog zu den Kontakthyperflichen in symplektischen Mannigfaltigkeiten definieren
(siche Proposition 2.32).
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Definition 2.50 (konvexe Fliche).
FEine orientierte geschlossene Fliche S C (M, &) heifit konvexe Fldache, falls ein Kon-

taktvektorfeld in einer Umgebung von S existiert, das transversal zu S ist.

Bemerkung 2.51

(1) Der Begriff konvex hat hier nichts mit dem geometrischen Begriff konvex zu tun.
Hier gibt es auch keine Unterscheidung zwischen konvex und konkav, deshalb ist dieser
Begriff etwas irrefithrend.

(2) Man kann den Begriff der konvexen Fliche auch etwas allgemeiner definieren und
zwar fir nicht-orientierbare Fliachen oder Flachen mit Rand. Dies wird hier aber nicht
bendtigt.

(3) Man kann zeigen, dass jede geschlossene, orientierbare Fléche in einer Kontaktman-

nigfaltigkeit C'>°-nahe zu einer konvexen Flache liegt (siehe [13, Proposition 4.8.8]).

Beispiel 2.52

Betrachte wieder (wie in Beispiel 2.46) V' C (S' x R?,&,). Der Rand 9V ist eine orien-
tierte, geschlossene Flache. Das Vektorfeld X := z 0, +y 0, ist transversal zu S. Weiter
gilt

Lxa, =d(txan) + tx(day)
= d(x cos(nd) — ysin(n@)) + LX(—n sin(n#) df A dx — ncos(nd) do A dy)
= cos(nf) dz — nz sin(nd) df — sin(nd) dy — ny cos(nd) do
+ nx sin(nf) df + ny cos(nd) do

= Q.

Also ist X ein Kontaktvektorfeld fiir die konvexe Fliche 9V C (S x R2,&,).

Jetzt haben wir die konvexen Fliachen in Analogie zu den Kontakthyperflichen in sym-
plektischen Mannigfaltigkeiten definiert. Nun stellt sich nattirlich die Frage, ob wir damit
wirklich eine einfachere Beschreibung der Kontaktstruktur als mit der charakteristischen

Blatterung bekommen. Dies werden wir im Folgenden sehen.

Definition 2.53 (Teilungsmenge).
Sei S C (M, &) eine konveze Fliche mit Kontaktvektorfeld X . Die Teilungsmenge von
S st

I's:={peS:X(p) €&}

Bezeichne mit #1's die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von I's.
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Bemerkung 2.54

(1) Diese Definition hangt von der Wahl des Kontaktvektorfeldes ab. Man kann aber zei-
gen, dass der Isotopietyp von I'g unabhéngig von X ist, weswegen das Kontaktvektorfeld
in der Notation weggelassen wird. Weiter wird auch der Isotopietyp der Teilungsmenge
unter Kontaktomorphismen erhalten.

(2) Weiter unten werden wir sehen, dass die Teilungsmenge immer eine disjunkte Verei-

nigung von eingebetteten Kreisen ist.
Zuerst ein Beispiel dazu.

Beispiel 2.55
In Beispiel 2.52 wurde gezeigt, dass X = x0, + y 0, ein Kontaktvektorfeld fiir die
konvexe Fliche OV C (S x R?,¢,) ist. Die Teilungsmenge ist nun die Menge, an denen

X tangential zu den Kontaktebenen ist, also alle Punkte auf oV, fir die
a,(X) = zcos(nf) — ysin(nd) =0

gilt. Die Teilungsmenge von 0V zu dem Kontaktvektorfeld X ist also
Loy = { (0, +sin(nd), + Cos(nG)) }

(Betrachte dazu Abbildung 2.9 im Fall n = 1. Die Teilungsmenge ist in rot gezeichnet.)

Abbildung 2.9: Die charakteristische Blatterung und die Teilungsmenge der konvexen
Flache 0V beziiglich der Kontaktstruktur &;
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In diesem Fall besteht die Teilungsmenge also aus zwei Kurven, das heifit #'g,, = 2.
Hier sieht man dann auch, dass die Kontaktstrukturen &, paarweise nicht isotop sind.
Denn wenn &, isotop zu &, ist, dann ist I'gy ¢, isotop zu gy, , und dies ist offensichtlich

nur der Fall fur n = m.

Die Behauptung ist nun, dass diese Teilungsmenge im Wesentlichen schon die Kontakt-

struktur beschreibt. Um dies einzusehen, braucht man noch eine weitere Definition.

Definition 2.56 (Teilung einer Blatterung).

Sei § eine eindimensionale, singulare Blatterung auf einer geschlossenen Fldche S. Fi-
ne disjunkte Vereinigung I' von eingebetteten einfach geschlossenen Kurven in S, die
transversal zu § sind, tetlt §, wenn eine Volumenform Q auf S und ein Vektorfeld X,

welches § reprdsentiert, existieren, so dass
o £x0#0 auf S\ T und

e mit Sy := {p € S : £divg(X) > 0} zeigt das Vektorfeld X entlang T aus S,

heraus.

Im obigen Bild sieht man sofort, dass diese Teilungsmenge die charakteristische Blétte-

rung in diesem Beispiel wirklich teilt; dies gilt immer, wie folgender Satz zeigt.

Korollar 2.57.
Die Teilungsmenge einer konvexen Fliche teilt die charakteristische Bldtterung dieser
Fliche. Die Teilungsmenge ist also insbesondere eine disjunkte Vereinigung von einfach

geschlossenen Kurven auf der konvexen Fldche.

Bewets.
Der Beweis ist nicht schwierig, fiir den Rest dieser Arbeit aber nicht von Bedeutung
(deswegen siche [13, Seiten 230-231]). O

Die Umkehrung dieses Korollars gilt aber auch.

Satz 2.58 (Giroux-Kriterium fiir konvexe Flichen).
FEine geschlossene, orientierte Fliche S C (M, &) ist konvex genau dann, wenn die cha-
rakteristische Bldatterung Se von einer disjunkten Vereinigung von einfach geschlossenen

Kurven auf S geteilt wird.
Beweis. siehe [13, Satz 4.8.5(a)] O

Der entscheidende Punkt in der Theorie der konvexen Fléchen ist der folgende Satz.
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Satz 2.59 (Giroux-Flexibilitét).

Sei S C (M, &) eine konvexe Fliche in einer Kontaktmannigfaltigkeit, sei § eine eindi-
mensionale, singuldre Bldtterung von S, die durch die Teilungsmenge I's von S geteilt
wird, und sei U(S) eine beliebige Umgebung von S in M.

Dann gibt es eine Isotopie ¢y : S — U(S) (t € [0, 1]) von Einbettungen mit

e g ist die Inklusion S C M,
o (S) ist eine konvezre Fliche mit Teilungsmenge ¥(I's) fir alle t € [0,1] und
o die charakteristische Blditterung (1(S))e stimmt mit 11 (§) dberein.
Beweis. siehe [13, Satz 4.8.11] O

Bemerkung 2.60

Zusammen mit Satz 2.47 zeigt dieser Satz die volle Starke der konvexen Flachen, denn
der obige Satz sagt, dass die Teilungskurven (nach einer beliebig kleinen Stérung) die
charakteristische Blatterung bestimmen, und diese bestimmt nach Satz 2.47 die Kon-
taktstruktur in einer Umgebung der Flache. Man kann also Chirurgiekonstruktionen so
ausfiihren, dass die Kontaktstruktur erhalten bleibt, solange man dafiir sorgt, dass die
Teilungskurven auf den Flachen, die man zusammenklebt, dieselben sind.

Dies ist allerdings ein Phdnomen, das nur im Dreidimensionalen auftritt. Diese Satze

lassen sich so nicht auf hohere Dimensionen ausweiten.

2.9 Kontaktstrukturen auf Volltori

In Kapitel 5 soll die Kontakt-Dehn-Chirurgie eingefiihrt werden. Man mochte also Voll-
tori aus einer Kontaktmannigfaltigkeit herausschneiden und dann Volltori wieder herein-
kleben. Dabei soll die Kontaktstruktur erhalten bleiben. Deswegen wird im Folgenden
der Fall eines Volltorus mit Kontaktstruktur betrachtet, beziiglich derer der Rand des

Volltorus eine konvexe Flache ist.

Definition 2.61 (Steigung eines konvexen Torus).
Sei V. C (M, &) ein Volltorus mit konvexem Rand OV in einer Kontaktmannigfaltigkeit
(M, &) mit straffer Kontaktstruktur £. Nach Festlegen eines Meridians p und einer Lon-
gitude X auf OV (siehe Anfang von Kapitel 5 fir eine genaue Definition) kann man 0V
mit R?/Z* durch

= {(t,O) :te|o, 1]}
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A\ = {(O,t) :t €0, 1]}

identifizieren. Mittels dieser Identifikation erhalten wir:

Steigung von pu=: s(u) =0

Steigung von A=: s(\) = o0

Nach Korollar 2.57 ist die Teilungsmenge Uay eine disjunkte Finbettung von Kreisen
in OV, welche wir Tetlungskurven nennen. Nach einem Diffeomorphismus isotop zur
Identitat, welcher einer anderen Wahl eines Kontaktvektorfeldes entspricht, kann man
annehmen, dass die Teilungskurven linear und parallel in R? /Z? sind. (Dies geht, da die
Kontaktstruktur straff sein soll und es somit nach dem Giroux-Kriterium fiir tiberdrehte
Kontaktstrukturen keine auf OV zusammenziehbaren Teilungskurven geben kann, siehe
dafir [13, Satz 4.8.13].)

Die Steigung der Teilungskurven heifit dann Steigung des konvexen Torus OV und wird
mit s(OV') bezeichnet.

Bemerkung 2.62

Die Steigung eines konvexen Torus ist immer rational, da lineare Kurven auf einem
Torus genau dann geschlossen sind, wenn sie rationale Steigung haben (dafiir sieche zum
Beispiel [29, Proposition 14.1]).

Beispiel 2.63

Betrachte wieder wie in den vorigen Beispielen die konvexe Fliche OV C (S x R?,&,),
wobei OV = {z* + y* = 1}.

(1) Ein Meridian ist gegeben durch

= {(0,cosgp,sin<p> L € Sl}
und eine Longitude zum Beispiel durch
A= {(Q,Sin(nH),cos(nQ)) 10 € Sl}.

Mittels dieser Identifikation mit R?/Z? erhalten wir s(OV) = s(Tay) = s(\) = oco.
(2) Ein weitere Identifikation mit R?/Z? ist gegeben durch

W= {(O,Cosgo,simp) tp € Sl}

und

Ai={(0,1,0):0€ 5"},
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Dann gilt fiir die Steigung s(0V) = s(ov) = —+.

(3) Eine Kontaktstruktur mit Steigung oo beziiglich dieser Identifikation mit R?/Z? ist
durch die Kontaktform dz + y df gegeben. Denn dann gilt:

Sxaz_,_yay (d{E + yd@) = bz 9,4y 9y (dy A\ d9> + d(SB) =dx + yd@

Also ist OV auch eine konvexe Flache fiir diese Kontaktstruktur. Die Teilungsmenge ist

dann

Loy = {(dm +ydf)(x 0, +y0,) = O} = {x = 0}.
Somit ist die Steigung s(0V) = s(I'gy) = oc.

Es gibt also straffe Kontaktstrukturen auf S* x D? mit konvexem Rand, so dass es
genau zwei Teilungskurven mit Steigung % gibt. Jetzt stellt sich nattirlich die Frage, ob
es fiir jede rationale Zahl eine solche Kontaktmannigfaltigkeit mit dieser rationalen Zahl
als Steigung gibt und ob diese Kontaktstrukturen eindeutig sind. Die Antwort gibt der
folgende Satz.

Satz 2.64 (Klassifikation straffer Kontaktstrukturen auf Volltori).

Fiir jedes n € Z (auch 0) existiert genau eine (bis auf Isotopie, die den Rand fest ldsst)
positive straffe Kontaktstruktur auf S* x D* mit festgelegtem konvexem Rand (S x D?),
so dass #Tgs1xp2y = 2 und Steigung s(9(S* x D?)) = +.

Weiter gibt es fir jedes r € Q \ {0} mindestens eine positive straffe Kontaktstruktur
auf ST x D* mit festgelegtem konvexem Rand 9(S' x D?), so dass #I'g(s1xp2) = 2 und
Steigung s(0(S* x D?)) =r.

Beweisskizze. (fiir einen genaueren Beweis siehe [28, Satz 5.1.30] oder [22, Satz 2.3])
Im vorigen Beispiel wurden genau solche Kontaktstrukturen mit Steigung % konstruiert.
Zu zeigen bleibt also die Eindeutigkeit im Fall +.

Ein k-facher Dehn-Twist (k € Z) entlang eines Meridians ist der Diffeomorphismus von
(S x D?), bei dem der Torus entlang einer meridionalen Scheibe aufgeschnitten, dann
k-mal verdreht und anschlieBend wieder zusammengeklebt wird (siche auch Definition
3.22). Ein solcher Dehn-Twist erweitert zu einem Diffeomorphismus iiber den Volltorus

S1 x D2?. Die Erweiterung eines Dehn-Twists ist gegeben durch
0,2,y) — (9, x cos(kf) + ysin(kl), —x sin(kf) +y cos(k@)),

siehe auch Beispiel 2.5. Wenn man nun zeigen kann, dass der Satz fiir Steigung —%
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gilt, dann gilt er auch fiir Steigung —ﬁ, da man die Kontaktstrukturen mit Steigung
—% mit einem k-fachen Dehn-Twist auf Kontaktstrukturen mit Steigung —ﬁ abbilden
kann und umgekehrt (siehe Beispiel 2.5 und Beispiel 2.63). Es reicht also, diesen Satz
fiir Steigung 1 zu beweisen. Dabei ist die Idee die Folgende:

Man schneidet den Volltorus entlang einer meridionalen Scheibe auf. Die resultierende
Kontaktmannigfaltigkeit ist ein 3-Ball (nach Glattung des Winkels). Dabei soll die me-
ridionale Scheibe so gewahlt werden, dass der Rand dieses 3-Balles eine konvexe Fléche
mit zusammenhéngender Teilungsmenge ist (um zu zeigen, dass dies geht, miisste man
noch ein wenig arbeiten). Ein Resultat von Eliashberg [9, Satz 2.1.3] besagt nun, dass
ein 3-Ball mit konvexem Rand und zusammenhéngender Teilungsmenge eine eindeutige
straffe Kontaktstruktur (bis auf Isotopie fest am Rand) besitzt.

In [22, Satz 2.3] wird sogar eine vollstandige Auflistung aller straffer Kontaktstrukturen
auf S x D? mit festgelegtem konvexem Rand 9(S" x D?) gegeben, so dass #I'g(g1xp2) = 2
und Steigung s(9(S* x D?)) =r € Q\ {0} ist. Insbesondere folgt also, dass es zu jedem
r € Q\ {0} mindestens eine solche Kontaktstruktur gibt. O

Bemerkung 2.65

Jetzt kann man sich noch fragen, was im Falle Steigung 0 passiert.

Nehmen wir zuerst an, dass es eine Kontaktstruktur auf S' x D? gibt, so dass 9(S! x D?)
eine konvexe Flache mit zwei linearen und parallelen Teilungskurven mit Steigung 0
ist. Diese Kontaktstruktur ist dann in jedem Fall iberdreht, denn da die Teilungskur-
ven Steigung 0 haben, entsprechen diese Teilungskurven Meridianen, die gleichzeitig
Legendre-Knoten sind. Diese beranden zweidimensionale Scheiben, die man so einbetten
kann, dass sie an ihren Rdndern transversal zu den Kontaktebenen stehen. So kann man
iiberdrehte Scheiben erhalten.

Weiter kann man solche Kontaktstrukturen relativ leicht explizit mit einer Methode, die

Lutz-Twist genannt wird, konstruieren. Dafiir siche zum Beispiel [5, Seiten 586-587].

45



3 Torusbiindel iiber S!

Torusbiindel iiber S! sind eine relativ einfache Klasse von 3-Mannigfaltigkeiten. Sie sind
einfach zu beschreiben und zu verstehen, andererseits sind sie aber doch so zahlreich (es
gibt insbesondere unendlich viele verschiedene) und vielfaltig, dass man viele geometri-
sche und topologische Phanomene an ihnen beschreiben und erkennen kann. So ist es
auch in der Kontaktgeometrie. Am Ende dieses Kapitels wird das Hauptresultat dieser
Arbeit, der Fiillbarkeitssatz von Ding-Geiges, formuliert. Dieser Satz besagt, dass jedes
Torusbiindel iiber S unendlich viele Kontaktstrukturen trigt, die schwach symplektisch
filllbar, aber nicht stark symplektisch fiillbar sind.

Aber zuerst werden im ersten Abschnitt allgemeine Flidchenbiindel iiber S betrachtet.
Im zweiten Abschnitt wird dann speziell auf Torusbiindel iiber S* eingegangen. Man wird
sehen, dass jedes solche Torusbiindel durch eine Matrix aus SLy(Z) beschrieben wird.
Diese Matrizen werden dann im dritten Abschnitt genauer betrachtet. Mit dem Verstand-
nis dieser Matrizen koénnen im vierten Abschnitt die Torusbiindel {iber S klassifiziert
werden. Im fiinften Abschnitt wird dann auf die Kontaktgeometrie dieser Torusbiin-
del eingegangen. Zuerst werden die entsprechenden Kontaktstrukturen konstruiert und
dann werden der Klassifikationssatz dieser Kontaktstrukturen und der Fiillbarkeitssatz

von Ding-Geiges angegeben.

3.1 Flichenbiindel iiber S!

Zuerst wiederholen wir das allgemeine Konzept eines Faserbiindels.

Definition 3.1 (Faserbiindel).
FEin Tripel (E, 7, B) heifst Faserbiindel mit Faser F, falls E, B und F' Mannigfaltig-
keiten sind, m: E — B eine surjektive Abbildung ist und fiir jeden Punkt b € B eine
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offene Umgebung U C B von b existiert, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

FxU

Dann nennt man E den Totalraum und B die Basis des Bindels. Ein Faserbindel
mit Basis ST und Faser eine Fliche nennt man Fldchenbiindel iiber S'. Ist die Faser

ein Torus, so spricht man von einem Torusbiindel iiber S'.

Zuerst ein paar Beispiele, einige davon sind schon vorher vorgekommen.

Beispiel 3.2

(1) Es gibt die sogenannten trivialen Biindel, das heiit Faserbiindel, bei denen man
fiir die offene Umgebung U aus der Definition oben immer den gesamten Basisraum B
wahlen kann, wie zum Beispiel: T2 x St = T3, S% x S1, T? x D?,...

(2) Aber es gibt auch nicht-triviale Biindel wie das Mébiusband oder folgende Flachen-
biindel:

(S % 1) /oy~

Hierbei bezeichnet I das abgeschlossene Intervall [0, 1] und ¥ eine orientierbare Fléche
(siehe auch die schematische Abbildung 3.1). Dabei ist ¢ ist ein beliebiger orientierungs-
erhaltender Diffeomorphismus ¢: ¥ — ¥ (nicht isotop zur Identitét).

¥ x {1}

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines Flichenbiindels tiber S?.
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Bemerkung 3.3

(1) Man kann oben im Beispiel nattirlich auch orientierungsumkehrende Diffeomorphis-
men betrachten, erhélt dann aber als Totalraum des Biindels eine Mannigfaltigkeit, die
nicht orientierbar ist und somit fir die Kontaktgeometrie nicht zu gebrauchen ist (siehe
Bemerkung am Anfang).

(2) Vollkommen analog kann man das obige Flachenbiindel auch durch

(X xR) /<p,t>~(w<p>,t+1>

beschreiben. Fiir rein topologische Betrachtungen ist die erste Darstellung oft besser zu
verwenden. Mo6chte man jedoch glatte Strukturen (wie zum Beispiel Kontaktstrukturen)
auf diesen Flachenbiindeln beschreiben, ist es meistens einfacher, wenn man mit der
zweiten Darstellung arbeitet, da man dort leichter erkennen kann, welche Strukturen
sich auf den Quotientenraum tibertragen (siehe zum Beispiel Abschnitt 3.5). Deswegen

wird im Folgenden je nach Kontext einfach eine der beiden Darstellungen genutzt.

Umgekehrt kann man zeigen, dass jedes Flachenbiindel mit orientierbarem Totalraum

von der Form des obigen Beispiels ist. Dafiir benotigt man das folgende Korollar.

Korollar 3.4.

Ein Faserbiindel tiber einer Scheibe D* ist ein triviales Biindel.

Beweisskizze. (fir genaueren Beweis siehe [20, Korollar 4.8])
Sei m: E — D* ein Faserbiindel iiber einer k-Scheibe D* mit Faser F. Da D* konvex
ist, ist die Identitiat auf D* homotop zu der konstanten Abbildung g: D* — {0} C D*.
Damit sind die Pullback-Biindel ¢*(F) und Id*(E) isomorph (siehe [20, Satz 4.7]) und
es gilt

E~1d*(F) = ¢*(E) 2 F x D"

Satz 3.5 (Form von Flichenbiindeln tiber S').
Ein Flichenbiindel diber S* mit orientierbarem Totalraum ist von folgender Form (siehe
Beispiel 3.2 (2)):
(2 % 1) /oy~
Dabei bezeichnen I das abgeschlossene Intervall [0,1] und ¥ eine orientierbare Fliche,

und : 3 — X ist ein beliebiger orientierungserhaltender Diffeomorphismus.
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Beweis.

Entfernt man aus S* = R/Z den Punkt 0 = 1 und die zugehérige Faser, so erhélt man
ein ¥-Biindel iber dem Intervall (0,1). Mit dem vorigen Korollar folgt, dass das Buindel
trivial ist, also von der Form ¥ x (0,1). Um das urspriingliche Biindel zurtickzuerhalten,
muss man nun die Faser iiber dem Punkt 0 = 1 wieder in das Biindel zuriick kleben.
Dies entspricht genau der Verklebung mit einem Diffeomorphismus ¢: > — X wie gefor-
dert (siche auch Abbildung 3.1). Und da der Totalraum orientierbar sein soll, muss der

Diffeomorphismus ein orientierungserhaltender sein (siche die Bemerkung oben). O

Definition 3.6 (Monodromie eines Flichenbiindels iiber S').
Der Diffeomorphismus ¢ aus Satz 3.5 heifit Monodromie des Flichenbiindels beziiglich
der gewdhlten Identifikation Y der Faser. Bezeichne dieses Flichenbindel dann mit Ef’b.

Bemerkung 3.7

(1) Die Monodromie héngt wirklich von der gewédhlten Identifikation ¥ der Faser ab
(siche dazu das néchste Beispiel).

(2) Hier ist die Monodromie nur fiir Flichenbiindel iiber S* definiert, spater (im niachsten
Kapitel) werden wir die Monodromie fiir viel allgemeinere Objekte einfiihren.

(3) Ublicherweise wiirde man eher ¢~! als die Monodromie bezeichnen. Hier wird dies

aber meistens keinen Unterschied machen (siehe Kapitel 4).

Beispiel 3.8
(1) Betrachte folgendes T?-Biindel iiber S*

T, = (T*x1I) /<p,o>~<w<p>,1>>

wobei 1) ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus von 72 ist. Sei nun ¢ ein weiterer
orientierungserhaltender Diffeomorphismus von 7. Mit diesem kann man die Identifi-

kation des T?-Faktors wie folgt andern:

T? x I — ¢(T?) x I
(pt) — (6(p),1)

Dieser Diffeomorphismus induziert einen Diffeomorphismus zwischen folgenden Torus-
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biundeln

25 I) o= (T? X 1) [
(1) — (¢).1).

Jetzt berechnet man die Monodromie des rechten Biindels, dazu betrachte:

o) = w0) = (o)

(¢)1) — (60¢W).1) = (povood'(g)1)

Die Monodromie auf dem rechten Biindel ist also gegeben durch ¢ o 1) o ¢!, Hier sieht
man also insbesondere, dass die Monodromie wirklich von der gewéahlten Identifikation
der Faser abhangt.

(2) Sei W ein beliebiges 3-Biindel iiber D?. Dann ist dieses Biindel nach Korollar 3.4
ein triviales Biindel. Das induzierte Biindel iiber S* = 9D? ist also auch trivial und hat
somit auch triviale Monodromie. Umgekehrt sieht man so, dass ein X-Biindel iiber S*

genau dann zu einem X-Biindel iiber D? erweitert, wenn die Monodromie trivial ist.

Es stellt sich also die Frage, inwieweit ein solches Flachenbiindel von der Monodromie
abhangt und umgekehrt inwieweit die Monodromie von dem entsprechenden Biindel

abhéngt. Ein erster Schritt in die eine Richtung ist das folgende Korollar.

Korollar 3.9.

Zwei Flichenbiindel tiber S* mit isotopen Monodromien haben diffeomorphe Totalriume.

Beweis.
Seien ¢,1: X — X orientierungserhaltende Diffeomorphismen einer Flache Y und sei

F: ¥ x I — Y eine Isotopie von ¢ zu . Der Diffeomorphismus

YxIT—YxI
(pt) — (F(&o™' 0),1),t)
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induziert einen Diffeomorphismus

S = (ZXI)/N — (EXI)/N — =3
(1.0)  — (6007 w10) = (n0)

¢ 2
(6).1) —  (Fp.0.1) = (sm).1).

3.2 Die Abbildungsklassengruppe

Um nun Flichenbiindel iiber St besser zu verstehen oder sogar zu klassifizieren, muss
man die orientierungserhaltenden Diffeomorphismen der Flachen bis auf Isotopie verste-

hen. Dazu macht man die folgende natiirliche Definition:

Definition 3.10 (Abbildungsklassengruppe).
Die Abbildungsklassengruppe MCG(X) einer orientierbaren Fliche % ist die Menge

der orientierungserhaltenden Diffeomorphismen von ¥ bis auf Isotopie.

Bemerkung 3.11

(1) Die Abktrzung MCG steht fiir mapping class group (englisch fir Abbildungsklas-
sengruppe).

(2) Man rechnet sehr leicht nach, dass die Abbildungsklassengruppe wirklich eine Grup-
penstruktur, induziert von der Verkniipfung von Diffeomorphismen, tragt.

(3) Fiir allgemeine Flachen ist die Abbildungsklassengruppe relativ schwer zu bestim-
men. In dieser Arbeit sind wir aber nur an Torusbiindeln iiber S interessiert, weswegen

wir uns von jetzt an nur noch auf den Torus beschranken.

Im Folgenden fassen wir den Torus 7% auf als R?/Z2. Zuerst betrachten wir eine spezielle

Klasse von (linearen) Diffeomorphismen von 72. Dazu braucht man folgende Definition:

Definition 3.12 (spezielle lineare Gruppe).
Die spezielle lineare Gruppe SLy(Z) ist die Untergruppe von Matayo(Z) der Matrizen

mit Determinante gleich eins. Also:
SLy(Z) = {A € Matoys(Z)| det(A) = 1}

Beispiel 3.13

Jede solche Matrix A € SLy(7Z) liefert einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus
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von T?. Da A ganzzahlige Eintrige hat, gilt A(Z?) C Z? und A liefert somit als lineare
Abbildung eine Abbildung 7% — T?. Weil weiter det(A) = 1 gilt, folgt sogar, dass A
einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus 72 — T2 induziert. Bis auf Isotopie
ist sogar jeder orientierungserhaltende Diffeomorphismus von 72 von dieser Form, wie

der folgende Satz zeigt.

Satz 3.14 (Abbildungsklassengruppe des 2-Torus).
Die Abbildungsklassengruppe MCG(T?) des 2-Torus ist isomorph zur speziellen linearen
Gruppe SLy(Z).

Beweis.

Dass SLy(Z) eine Teilmenge von MCG(T?) ist, folgt aus dem vorigen Beispiel. Fiir die
andere Inklusion reicht es dann zu zeigen, dass ein Diffeomorphismus f: 7% — T2, der
auf Homologieniveau wie die Identitat wirkt, schon Isotop zur Identitét ist, siche dafiir
zum Beispiel [30, Kapitel 2.D]. ]

Damit erhédlt man nun folgendes Ergebnis:

Satz 3.15 (Form von Torusbiindeln tiber S').

(1) Jedes orientierbare Torusbiindel iber S* ist von der Form

T3 = (T° X I) [poymtap 1),

wobei I das abgeschlossene Intervall [0,1] bezeichnet und A eine Matriz aus SLo(Z) ist.
(2) Zwei Torusbindel T3 und T3 sind diffeomorph genau dann, wenn A in SLy(Z)
dhnlich zu B oder B! ist (das heifit es existiert eine Matrivt C € SLo(Z), so dass
A=CBC™ oder A= CB™'C™" gilt).

Beweis.

Teil (1) folgt sofort aus Satz 3.5, Satz 3.9 und Satz 3.14.

Fiir die Riickrichtung von Teil (2) bemerke man, dass eine andere Wahl einer dhnlichen
Matrix aus SLs(Z) genau einer anderen Identifikation der Torusfaser entspricht (siehe
Beispiel 3.8 (1)) und dass T% diffeomorph zu T45_, ist. Fiir Letzteres betrachte zum
Beispiel die folgende Abbildung (siehe auch Bemerkung 2.23)

T>x I —T*x1
(z,y,t) —> (x,y,1 —1).
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Wegen

(:v,y,O) — (a:,y71> = (A_IA(;E,y),l)
2 2

(A(x, Y), 1) — (A(x, Y), 0)

induziert dies einen Diffeomorphismus 75 — T3 _,.

Die Hinrichtung ist deutlich komplizierter. Dafiir siche zum Beispiel [19, Satz 2.6]. [

Bemerkung 3.16

Torusbiindel iiber S! tragen eine durch die universelle Uberlagerung R? induzierte ka-
nonische Orientierung. Diese ist gegeben durch die Volumenform dx A dy A dt. Fasst man
die Torusbiindel iiber S* damit als orientierte Mannigfaltigkeiten auf, dann sind 7% und
T3 genau dann orientierungserhaltend diffeomorph, wenn A &hnlich zu B ist. Weiter
ist T3 orientierungserhaltend diffeomorph zu K, wobei mit letzterer Mannigfaltigkeit
wieder das Torusbiindel mit umgekehrter Orientierung gemeint ist. Dies wird spéter bei
der Betrachtung von Kontaktstrukturen auf Torusbiindeln iiber S' noch wichtig, vor
allem bei der Klassifikation dieser Kontaktstrukturen (siche Satz 3.44).

3.3 Die spezielle lineare Gruppe

Um nun diese Torusbiindel iiber S* zu verstehen, muss man also nur noch S Ly (Z) verste-
hen. Die Klassifikation der Torusbiindel iiber S! entspricht nun dem rein algebraischen
Problem, die Ahnlichkeitsklassen von SLy(Z) zu klassifizieren. Dies soll im Folgenden
gemacht werden.

Als erstes beobachtet man, dass SLs(Z) nicht abelsch ist und unendlich viele Elemente

besitzt. Dazu folgendes Beispiel:

Beispiel 3.17
Betrachte folgende Matrizen aus S Ly (Z):

RS

Damit gilt:
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SLy(7Z) ist also nicht abelsch. Betrachte weiter fir k € Z:

o (LK
~\o 1

SLy(7Z) besteht also auch aus unendlich vielen verschiedenen Elementen.

Eine weitere Matrix mit unendlicher Ordnung ist 7" = (% (1)) Fir diese Matrix gilt:

i (10
ko1

Auf den ersten Blick sieht SLs(Z) also relativ schwierig aus; der Startpunkt um SLs(Z)

trotzdem zu verstehen ist der folgende Satz.

Satz 3.18 (Erzeuger von SLy(Z)).
SLy(Z) ist endlich erzeugt. Zwei Erzeuger sind zum Beispiel durch die Matrizen R und

S aus dem vorigen Beispiel gegeben.

Beweis. (siehe [3])

Sei A = (‘C‘ g) € SLy(Z) gegeben. Zu zeigen ist, dass man A als endliches Produkt der
Matrizen R, S und deren Inversen schreiben kann. Die Idee dabei ist, den Euklidischen
Algorithmus in Multiplikation mit den Matrizen R und S zu iibersetzen. Dazu bemerke

man:

R A — a+t+kec b+ kd
B c d

Multiplikation von links mit S vertauscht also die Zeilen der Matrix und andert dann
in der oberen Zeile noch die Vorzeichen, und Multiplikation von links mit R* addiert
zur oberen Zeile das k-fache der unteren Zeile hinzu. Diese Operationen iibersetzt man
nun in den Euklidischen Algorithmus und fiithrt sie solange aus, bis links unten eine
Null steht. Ohne Einschrdnkung kann man annehmen, dass |a| > |c| > 0. (Ansonsten
betrachtet man statt A die Matrix SA.) Dann gibt es ein ¢ € Z und ein r € Z mit
0 <r <|c, so dass a = cq + r (Teilen mit Rest). Dann betrachtet man:

SR —c —d _ (¢ —d
a—cq b—cq r b—cq
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Falls nun r # 0 ist, gilt wieder | — ¢| > |r| > 0 und man wendet das ganze Verfahren
erneut an. Der Euklidische Algorithmus besagt nun, dass dieses Verfahren nach endlich

vielen Schritten abbricht und man r = 0 erreicht. Man erhalt also eine Matrix der Form

(Z :) € SLo(Z).

Da diese Matrix weiterhin Determinante gleich eins haben muss und nur ganzzahlige

Eintrage haben kann, folgt sogar, dass sie von folgender Form ist:

+1 +k .
— 4R
0 =1

Insgesamt erhalt man also:
GA=+R'= A=+G'R",

wobei GG ein endliches Produkt aus S, R und deren Inversen ist. O

Bemerkung 3.19

Der obige Beweis liefert nebenbei auch einen Algorithmus, um fiir eine beliebige Matrix
A € SLy(Z) eine Darstellung als endliches Produkt aus S, R und deren Inversen anzu-
geben. Diese Darstellung ist aber in keinster Weise eindeutig (fiir Beispiele siehe auch
[3] und Beispiel 5.22 (4)).

Im Prinzip konnte man jetzt hiermit schon die Torusbiindel iiber S! klassifizieren, aber

bevor dies gemacht wird, zuerst noch einige kleinere Folgerungen.

Korollar 3.20.

SLy(Z) wird von zwei Matrizen endlicher Ordnung erzeugt, ndamlich von S und SR.

Beweis.
Dass SLy(Z) von diesen beiden Matrizen erzeugt wird, folgt sofort aus Satz 3.18. Es

bleibt also nur Nachzurechnen, dass diese Matrizen endliche Ordnung haben:

e (-0
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(5RY = (f ‘j) - (‘01 _01)

S hat also Ordnung 4 und SR hat Ordnung 6. O

Korollar 3.21.
SLy(Z) wird von R = (}) %) und T—! = (_11 ?) (siehe Beispiel 3.17) erzeugt.

Beweis.
Wegen S = —T'RT~ folgt dies sofort aus Satz 3.18. O

Betrachtet man diese beiden Matrizen R und 7! als Diffeomorphismen von T? = R? /Z?,
so haben diese eine besondere Bedeutung. Sie reprédsentieren némlich eine besondere

Klasse von Diffeomorphismen, die sogenannten Dehn-Twists.

Definition 3.22 (Dehn-Twist).

Sei v eine einfach geschlossene Kurve auf einer orientierten Fldche Y. Identifiziere eine
Umgebung von v orientierungstreu mit S* x [—1,1], so dass v mit S* x {0} identifiziert
wird. Ein rechtshdndiger Dehn-Twist T, entlang vy ist der Homoomorphismus von
Y, der auferhalb von S* x [—1,1] die Identitit ist und auf S* x [—1,1] (S* = R/27Z)
gegeben ist durch

St x [-1,1] — S x [-1,1]
(s,t) —> (s+m(t+1),1).

Stx[0,1]CcX St x[0,1] Cc X
T,
R ~
v Y
—1 —1

Abbildung 3.2: Ein rechtshandiger Dehn-Twist
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Bemerkung 3.23
(1) Diese Abbildung ist am Rand von S* x [—1,1] nicht differenzierbar und liefert somit
nur einen Homéomorphismus dieser Flache. Diesen Hom6éomorphismus kann man aber

leicht isotopieren, so dass er zu einem Diffeomorphismus wird (siche Abbildung 3.3).

x [0,1] C X

Abbildung 3.3: Ein glatter rechtshandiger Dehn-Twist

Generell bezeichnet man jede Abbildung, die isotop zu einem Dehn-Twist wie oben ist,
auch als Dehn-Twist. Da in der Kontaktgeometrie glatte Abbildungen benétigt werden,
ist hier mit einem Dehn-Twist immer ein glatter Dehn-Twist gemeint.

(2) Wenn man in der Umgebung von 7 in die andere Richtung dreht, erhdlt man voll-
kommen analog einen sogenannten linkshindigen Dehn-Twist (siehe Abbildung 3.4).
Man bemerke aber, dass dies nur von der Orientierung der Flache > und nicht von der

Orientierung der Kurve v selbst abhangt.

S'x (0,1 C S
T’V
. /\
/'\//
| 1

Abbildung 3.4: Ein linkshdndiger Dehn-Twist
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Korollar 3.24.
Die Matrizen R und T~ aus SLy(Z) sind auf dem Torus T? = R?/Z?* jeweils isotop zu

einem rechtshindigen Dehn-Twist entlang einer nicht-trivialen Kurve in T?.

Beweis.
Am besten sieht man dies, wenn man 72 = R?/Z? mit dem Rand eines Volltorus S* x D?

identifiziert. Die Identifikation sei gegeben durch

(t — (t,O)) == {p} x dD? und
(= (0,8)) = A= 5" x {p},

wobei das Paar (i, \) so orientiert sein soll, dass es die positive Orientierung von S* x S*
liefert (siehe auch Kapitel 5 und Abbildung 3.5). Betrachte nun den Effekt von 7! auf

diesen Kurven:
1 0 t t
T = = =u—A
1
-1 1 t t

T1 ist also isotop zu einem (rechtshindigen) Dehn-Twist entlang A (siehe auch Abbil-
dung 3.5).

St x st
Tfl
St x St
‘ R
o

Abbildung 3.5: Wirkung von 7! und R auf Meridian und Longitude.

o8



KAPITEL 3. TORUSBUNDEL UBER S*

Genau die gleiche Rechnung macht man nun fiir R:

)01
1))

R ist also isotop zu einem (rechtshandigen) Dehn-Twist entlang p (siche auch Abbildung
3.5). O

1

Die Abbildungsklassengruppe von T? wird also von Dehn-Twists (gegeben durch R und

T—1) erzeugt; dies ist ein Spezialfall des berithmten Satzes von Dehn-Lickorish:

Satz 3.25 (Satz von Dehn-Lickorish).
Jeder orientierungstreue Diffeomorphismus einer orientierbaren Fldche X ist isotop zu

einer Komposition von rechts- und linkshdindigen Dehn-Twists.
Beweis. siehe zum Beispiel [29, Satz 12.3] O
Auf T? gilt sogar noch mehr:

Korollar 3.26.

Jeder orientierungstreue Diffeomorphismus von T? ist isotop zu einer Komposition von
rechtshindigen Dehn-Twists (gegeben durch R und T—1). Man benétigt also keine links-
handigen Dehn-Twists.

Beweis.
Nach Satz 3.14 ist jeder orientierungstreue Diffeomorphismus von 72 isotop zu einer
Matrix A € SLy(Z). Diese Matrix wiederum lasst sich nach Korollar 3.21 als endliches

Produkt von R, T" und deren Inversen schreiben. Weiter rechnet man nach:

GARP:(;,ﬁ :(?»fJ

Es folgt also, dass man R~! und T jeweils als endliches Produkt von R und 7! schreiben
kann. Da diese beiden Matrizen nach Korollar 3.24 rechtshandige Dehn-Twists beschrei-
ben, folgt die Behauptung. m
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Bemerkung 3.27

(1) Da R~! und T linkshindigen Dehn-Twists entsprechen gilt das obige Korollar na-
tiirlich vollkommen analog auch fiir linkshédndige Dehn-Twists.

(2) Man kann die Konstruktion aus dem Beweis oben zusammen mit dem Beweis von
Satz 3.18 in einen Algorithmus tibersetzen, der eine Darstellung einer beliebigen Matrix
aus SLy(Z) in entweder nur rechtshindige oder nur linkshandige Dehn-Twists liefert.
Diese Darstellung ist aber auch nicht eindeutig (siehe auch Bemerkung nach Satz 3.18
und Beispiel 5.22 (4)).

3.4 Klassifikation der Torusbiindel iiber S!

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt zur versprochenen Klassifikation der Ahn-
lichkeitsklassen von SLs(Z) und der damit verbundenen Klassifikation der Torusbiindel

iiber S' kommen.

Satz 3.28 (Klassifikation der Ahnlichkeitsklassen von SLy(Z)).

Jede Ahnlichkeitsklasse von SLy(Z) kann durch eine der folgenden Matrizen dargestellt
werden:

(1) £S, +RS, +(RS)?

(2) £R" firn € Z

(3) £RM SRS ... RFS mitn > 1, ki > 3 und k; > 2.

In den ersten beiden Fdllen ist diese Matrix sogar eindeutig. Im dritten Fall ist die

Darstellung nicht eindeutig.

Beweis. siehe auch [23, Lemma 2.1]

Schreibe in diesem Beweis A ~ B, falls A in SLy(Z) dhnlich zu B ist. Zuerst erinnert man
sich, dass ahnliche Matrizen dieselben Eigenwerte und somit auch dieselbe Spur haben.
Wegen Spur(—A) = — Spur(A) folgt, dass A nicht dhnlich zu —A sein kann. (Dass dies
im Fall Spur(A) = 0 auch nicht sein kann, wird im weiteren Verlauf dieses Beweises noch
gezeigt.) Deswegen reicht es, diese Klassifikation ohne Vorzeichen auszufiihren. (Formal
bedeutet dies, dass man in PSLy(7Z) := SLy(Z)/ a~—a arbeitet.)

Nach Korollar 3.20 wird SLs(Z) von den beiden endlichen Matrizen S und SR erzeugt.
Genau wie im Beweis von Korollar 3.26 wird SLy(Z) dann sogar positiv von S und SR
erzeugt, das heifit jede Matrix aus SLo(Z) lasst sich als ein Produkt aus S und SR

schreiben (und die Inversen dieser Matrizen braucht man nicht). Also ist eine beliebige
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Matrix A € SLy(Z) dhnlich zu
Id, S, R* (n > 1)oder R* S --- R*S (k; > 1).

Betrachte zuerst den letzten Fall, wenn dort eines der k; = 1 ist, dann kann man durch
Permutation der Matrizen eine zu A dhnliche Matrix erreichen, in der k; = 1 ist. Dann

gilt

A~R'SRF2S ... RF» 8
=(RSR)RF7'S... R"'RS
~[S(RS)|(RSR)R®'S - R RS[(RS) S|
=(SR)*R™7'S ... R*15.
~——

=1

Dieses Verfahren wiederholt man so lange bis alle k; > 2 sind (oder bis A dhnlich zu S,
RS oder (RS)? ist). Wenn alle k; = 2 sind, gilt

A~ (R*S)" = R(RSR)" 'RS ~ (RSR)".
Jetzt rechnet man explizit nach, dass RSR = —SR™1S gilt. Damit folgt dann
A~ (RSR)" ~ (SR'S)"=SR™S ~ R™

Jede Matrix aus SLy(Z) ist also dhnlich zu einer der obigen Matrizen aus dem Theorem.
Um den Beweis abzuschlielen, ist noch zu zeigen, dass diese Matrizen alle nicht ahnlich
zueinander sind. Dazu berechnet man zuerst die Spuren dieser Matrizen. Fur die ersten

Matrizen rechnet man dies einfach aus:
Spur(S) = 0, Spur(RS) = 1 = Spur((RS)?), Spur(R") = 2

Fiir die Matrizen aus Klasse (3) ist die Spur immer grofler als 2. Dazu zeigt man zuerst

per Induktion nach n, dass fiir jede Matrix

b
(a ):A:R“SR’“QS---R’“"S
c d

mit k; wie dort vorgegeben folgende Aussagen gelten:
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a—1>1b| > |d
e a—1>c>|d
Wegen 1 = det(A) = ad — be = a( Spur(A) — a) — be gilt dann

+1+0
Spur(A):M

a
1+ bc
a
1—(a—1)?
Il
a

:a+

=2.

Es bleibt noch zu zeigen, dass S nicht dhnlich zu —S ist (der Fall Spur = 0), dass RS

nicht dhnlich zu (RS)? ist und dass R" nicht &hnlich zu R™ ist (fiir n # m). Dies rechnet

b
man alles explizit per Widerspruch nach. Sei zum Beispiel A = “ 4 € SLy(Z) mit
c

AS = —SA, dann folgt

b
und somit A = (Z ) ¢ SLs(Z). Die anderen beiden Falle gehen dhnlich. O
—a

Bemerkung 3.29

Im Beweis hat man gesehen, dass fiir die Matrizen aus (1) immer |Spur| < 2 gilt, fiir
die aus (2) immer | Spur| = 2 und fiir die aus (3) immer | Spur| > 2. Die Torusbtindel
zugehorig zu diesen drei verschiedenen Klassen von Matrizen haben, wie man im Folgen-
den sehen wird, grundlegend andere topologische und geometrische Eigenschaften. Dies

motiviert die folgende Definition.
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Definition 3.30.
FEine Matriz aus SLo(Z) mit | Spur | < 2 heifst elliptisch.

FEine Matriz aus SLo(Z) mit Spur = 2 heifit positiv parabolisch.
Fine Matriz aus SLy(7Z)
(Z)

FEine Matriz aus SLy(Z) mit | Spur | > 2 heifst hyperbolisch.

mit Spur = —2 heifst negativ parabolisch.

Zuerst betrachten wir die entsprechenden Torusbiindel etwas genauer.

Beispiel 3.31
(1) Das einfachste Beispiel eines Torusbiindels iiber St ist, wie gesagt, der 3-Torus T7°.
Hier ist die Monodromie A = Id. Den 3-Torus kann man sich vorstellen als einen Wiirfel

I x1Ix1,beidem gegeniiberliegende Seiten auf die kanonische Weise identifiziert werden
(siche Abbildung 3.6).

TS

Abbildung 3.6: Eine Darstellung des 3-Torus 7.

(2) Ahnlich kann man auch viele andere Torusbiindel iiber S darstellen. Betrachte zum
Beispiel T&. Dieses Torusbiindel tiber S kann man nun auch wieder als Wiirfel 7 x I x T
darstellen, diesmal identifiziert man aber etwas anders. Die Seiten rechts, links, vorne
und hinten werden wie beim 3-Torus auf die kanonische Weise identifiziert, aber die
obere Seite des Wiirfels muss zuerst um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht werden

und wird dann erst mit der unteren Seite identifiziert (siehe Abbildung 3.7).
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.................................

Abbildung 3.7: Eine Darstellung von T&.

Im R3 kann man diesen Wiirfel nun um 90° gegen den Uhrzeigersinn verdrehen. Um

daraus dann T2 zu erhalten, muss man gegeniiberliegende Seiten nur auf die kanonische

Art identifizieren. Deswegen nennt man 72 auch die (i)-Drehung-Mannigfaltigkeit

(siehe auch [32]).

Abbildung 3.8: Eine weitere Darstellung von 7.
(3) Da — Id bzw. —S Drehungen um 180° bzw. 270° entsprechen, erhélt man auf dieselbe

Art 73 4 die (3)-Drehung-Mannigfaltigkeit bzw. 7% die (2)-Drehung-Mannigfal-
tigkeit.
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Man bemerke, dass man die (1/2)-Drehung-Mannigfaltigkeit auch als Kleinsche-Flaschen-
Biindel iiber S* sehen kann. Dazu stellt man sich den S!'-Basisraum als einen Kreis vor,
der die beiden Fléchen in Abbildung 3.9 rechts und links mit dem roten Pfeil verbin-
det. Die Fliachen orthogonal zu dieser S!'-Richtung sind dann Kleinsche-Flaschen. Fasst
man diese Mannigfaltigkeit also als Kleinsche-Flaschen-Biindel iiber S* auf, so ist dieses

Biundel trivial.

Abbildung 3.9: Eine Darstellung von T2 .

(4) Betrachte die Matrix RS = (% _01). Auf T? = R?/7Z? sieht man nicht sofort wie
RS wirkt und kann somit das zugehorige Torusbiindel auch nicht direkt beschreiben.
Deswegen fasst man 7 hier als Quotienten von R? unter einer Pflasterung von R? durch
6-Ecke wie in Abbildung 3.10 auf.

Auf diesem sogenannten hexagonalen Torus hat die Matrix RS nun eine einfache
geometrische Bedeutung. Dazu wéahlt man Meridian g und Longitude A wie in Abbil-
dung 3.11 (diese Kurven liefern wirklich einen Meridian und eine Longitude, da dies
zwei einfach geschlossene homologisch verschiedene Kurven mit nur einem transversalen
Schnittpunkt sind, siche auch Kapitel 5) und identifiziert u = (é) und A = (‘1)) Dann
wirkt RS wie folgt:

In Abbildung 3.11 sieht man dann, dass RS hier also einer Drehung um % entspricht.

65



KAPITEL 3. TORUSBUNDEL UBER S*

@
C

Abbildung 3.10: Ein hexagonaler Torus.

RS
A TN A

I

Abbildung 3.11: Die Wirkung von RS auf dem hexagonalen Torus.
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Natiirlich entspricht dann (RS)? einer Drehung um Z und die negativen Matrizen Dre-
hungen um die negativen Winkel. Das entsprechende hexagonale Torusbiindel nennt man
deswegen auch (3)-Drehung-Mannigfaltigkeit (analog fiir die anderen Matrizen mit
Spur = £1) und kann diese dhnlich wie die obigen Beispiele zeichnen (nur das man statt
dem Standardtorus einen hexagonalen Torus zeichnen muss, siehe auch [32]).

(5) Man hat aber nicht fiir alle Matrizen eine solch einfache Darstellung. Wenn man eine
positiv parabolische Matrix betrachtet wie zum Beispiel T = ( 1 ?) (wegen STS™! = R™!

ist T dhnlich zu R™'), erhilt man T3} aus T? x [0, 1] durch folgende Identifikation:

(2,9,0) ~ (T(2,9),1) = (x,2 +y,1)

(siche auch [31, Abbildung 3.26]). Betrachtet man zum Beispiel die Kurven mit Steigung
0 in T? gegeben durch {(x,yo,0)} fiir einen festen Wert 7o, dann bilden diese Kurven auf
Kurven mit Steigung 1 ab gegeben durch {(z,x + yo, 1)} (siehe auch Abbildung 3.12).

...............................................

K
-
K
K
R TR
o..
.

X

Abbildung 3.12: Eine Darstellung von T7.

Die Verklebung hier kann man also im R? nicht mehr ohne weiteres ausfithren. Hier sieht
man allerdings ein weiteres Mal, dass T" einem Dehn-Twist entspricht.
(6) Wenn man eine beliebige Matrix aus S Ly(Z) wéhlt (zum Beispiel eine hyperbolische),

dann ist die Wirkung dieser Matrix nicht so leicht zu zeichnen.

Wenn man sich nun die vorigen Beispiele etwas genauer ansieht, erhdlt man folgende

topologische Klassifikation der Torusbiindel iiber S*.
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Satz 3.32 (Topologische Klassifikation der Torusbiindel iiber S1).

Sei A eine beliebige Matriz aus SLy(Z). Dann gilt:

(1) Ist A elliptisch, so ist T Seifert-gefasert iber S* mit 3 singuliren Fasern. (Je nach
Ahnlichkeitsklassen der Matrizen kann man die Invarianten dieser Mannigfaltigkeit sogar
genau angeben, siche [19, Seite 45].)

(2) Ist A positiv parabolisch, so ist T4 ein S'-Biindel iber T* mit Eulerzahl n.

Ist A negativ parabolisch, so ist T% ein S'-Biindel tiber der Kleinschen Flasche mit
Eulerzahl n. (Dabei ist n dadurch festgelegt, dass A dann dhnlich zu £R" ist.)

(3) Ist A hyperbolisch, so fasert T3 nur iber S* und trigt einen Anosov-Fluss transversal

zu den Torusfasern.

Beweisidee.

(1) folgt aus vorigem Beispiel und aus [19, Seite 45]; dort werden je nach Ahnlichkeits-
klasse der Monodromie auch die Seifert-Invarianten dieser Mannigfaltigkeiten berechnet.
(2) Die Faserungen im Fall A = +1d hat man im obigen Beispiel gesehen. Fiir den all-
gemeinen positiv parabolischen Fall siehe Beispiel 4.6 (4). Der negativ parabolische Fall
geht ahnlich (siche zum Beispiel [16, Abbildung 5.3]).

(3) Im Beweis von Satz 3.39 (1) wird gezeigt, dass jede hyperbolische Matrix zwei Ei-
genwerte mit je einem anziehenden und einem abstoflenden Eigenvektor hat. Dies liefert

dann den Anosov-Fluss. O

Torusbiindel iiber S* spielen auch in Thurstons Geometriesierungssatz fiir 3-Mannig-
faltigkeiten eine entscheidende Rolle. Zwei der dort auftretenden Modellgeometrien wer-
den durch Torusbiindel iiber S' realisiert. Diese Aspekte sind fiir diese Arbeit nicht
relevant; Thurstons geometrische Klassifikation der Torusbiindel iiber S* wird im Fol-

genden dennoch angegeben.

Satz 3.33 (Geometrische Klassifikation der Torusbiindel iiber S!).
Sei A eine beliebige Matriz aus SLy(Z). Dann gilt:

(1) Ist A elliptisch, so trigt T3 eine euklidische Struktur.

(2) Ist A =1d oder A = —1d, so trigt T3 eine euklidische Struktur.
Ist A eine andere parabolische Matriz, so trigt T4 eine Nil-Geometrie.
(3) Ist A hyperbolisch, so trigt T eine Sol-Geometrie.

Beweis. siehe [31, Aufgabe 3.8.10] O
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3.5 Kontaktstrukturen auf Torusbiindeln iiber S'

Diese Aspekte der dreidimensionalen Geometrie und Topologie sind hier allerdings nicht
so wichtig. In dieser Arbeit soll es vornehmlich um die Kontaktstrukturen auf diesen To-
rusbiindeln gehen. Im Rest dieses Kapitels werden die wichtigsten Kontaktstrukturen auf
diesen Biindeln eingefiihrt und erste Eigenschaften dieser Kontaktstrukturen untersucht.
Zum Abschluss werden die Klassifikation dieser Kontaktstrukturen und das Hauptresul-
tat dieser Arbeit, der Fiillbarkeitssatz von Ding-Geiges, angegeben. Die Hauptreferenzen
fir diesen Abschnitt sind [14] und [15].

In Bemerkung 3.16 wurde schon erwiihnt, dass die universelle Uberlagerung von 7% durch
R3 gegeben ist. Um nun Kontaktstrukturen auf 7% zu definieren, geht man vollkommen
analog wie beim 3-Torus 7% vor. Zuerst definiert man Kontaktstrukturen auf R? und

fragt sich dann, wann diese Kontaktstrukturen auf dem Quotienten 7% induzieren.

Beispiel 3.34
Fiir ¢: R — R mit Ableitung ¢’ # 0 betrachte folgende 1-Form auf dem R? mit karte-

sischen Koordinaten (z,y,t):
a, = cosp(t)dx — sinp(t) dy
Dann gilt:

a, A da, = (COS o(t) dx — sin p(t) dy) A (—cp'(t) sin () dt A dx — @' (t) cos p(t) dt A dy)
= (t)dt Ndx N dy

v, liefert also eine Kontaktstruktur &, auf R®. Diese Kontaktstruktur ist kontaktomorph

zur Standardkontaktstruktur & auf dem R3. Betrachte dazu folgenden Diffeomorphis-

mus von R3:
f:R®—R?

(a:, y,t) — (q,p, z) = (:c cos p(t) — ysin p(t), [z sin p(t) 4+ y cos p(t)] @’(t),t)
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Dann gilt:

f*(aw) = f*(dg+pdz)
= d(:c cos p(t) — ysin gp(t)) + (az sin p(t) + y cos gp(t)) o'(t) dt
= cos ¢(t) dz — sin p(t) dy

:OQP

Ahnlich wie beim 3-Torus T kann man sich nun fragen, wann eine solche Kontaktstruk-

tur auf R3 eine Kontaktstruktur auf 73 induziert.

Lemma 3.35.
Eine Kontaktstruktur & auf R induziert eine Kontaktstruktur auf T3 genau dann, wenn
die Kontaktstruktur & invariant unter der Decktransformationsgruppe von T4 ist, das

heifit jede Decktransformation ist ein Kontaktomorphismus von (R3,€).

Bewets.
Zuerst schreibt man ein beliebiges Torusbiindel T3 als Quotienten seiner universellen
Uberlagerung R?

Ty =R/,

wobei wie folgt identifiziert wird,

(:v,y,t) ~ (ﬁ—{—l,y,t) ~ ($,y+1,t) ~ (A(:)s,y),t+1).

Die Decktransformationsgruppe wird dann von den drei Abbildungen fi, fa, f3: R3 — R3

erzeugt, gegeben durch:

fi: (x,y,t) — (x—l—l,y,t)
fa: (x,y,t) — (x,y—l—l,t)
f3: (agy,t) — (A(x,y),t—i— 1)

Eine Kontaktstruktur £ auf R3 mit Kontaktform o liefert dann eine Kontaktstruktur auf
T3 genau dann, wenn die Kontaktstruktur & unter den obigen Identifikationen erhalten
bleibt, was genau dann der Fall ist, wenn « bis auf Multiplikation mit einer skalaren
Funktion A\: R* — R\{0} unter den Decktransformationen erhalten bleibt. Dies bedeutet
genau, dass A\a = f*« fiir alle Decktransformationen f gilt, was wiederum per Definition

bedeutet, dass jede Decktransformation ein Kontaktomorphismus ist. O]
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Korollar 3.36.
Eine Kontaktstruktur &, auf R induziert eine Kontaktstruktur auf T genau dann, wenn
fur allet € R

Algr) = Dpa)

gilt, wobei A, den Halbstrahl {s(sin », COS go)‘s > 0} bezeichnet. Diese neue Kontakt-

struktur auf T3 wird dann der Einfachheit halber wieder mit &, bezeichnet.

Beweis.

An der folgenden Skizze kann man schon erkennen, dass diese Aussage Sinn ergibt.
Wenn man den Halbstrahl A, ) mit A abbildet, muss dieser neue Halbstrahl genau dem
Halbstrahl A, 1) entsprechen, damit die Kontaktstruktur bei {t = 0} und {t = 1}

gleich aussieht.

Aw(tﬂ)
T3
Apr)
! Y
‘ i’ Al
xr

Abbildung 3.13: Kontaktstrukturen §, mit AA,;) = Agq41) induzieren Kontaktstruk-

turen auf T5.

Genauer betrachtet man wieder die Decktransformationsgruppe, die von den drei Ab-
bildungen fi, fo, f3: R® — R3 aus dem Beweis des vorigen Lemmas erzeugt wird. Nach
dem vorigen Lemma muss man also nur nachrechnen, wann diese Abbildungen Kontak-
tomorphismen von (R? &) sind. Fir f; und fy folgt dies sofort (d(z 4+ 1) = da und
dly +1) = dy). Fur f; wird dies von A = (gf;) € SLy(Z) und ¢ abhéngen. Man

rechnet nach, dass f3 ein Kontaktomorphismus ist genau dann, wenn es eine Funktion
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A: R3 — R\ {0} gibt, so dass

13 (a@) =cosp(t+1) d(am + by) —sinp(t+1) d(cx + ey)
= (a cos(t+1) — csinp(t + 1)) dx — (e sin(t + 1) — beos p(t + 1)) dy
= \t,z,y) (cos o(t) dr — sin p(t) dy).

Koeffizientenvergleich liefert nun, dass A unabhéngig von x und y ist und folgendes

Gleichungssystem erfiillt sein muss:

A(t)sinp(t) = +esinp(t+ 1) —beosp(t + 1)
A(t)cosp(t) = —csinp(t+ 1) +acosp(t + 1)

Da nun A~! € SLy(Z) gegeben ist durch A~ = ( ¢ 4’), ist dieses Gleichungssystem

—C a

A (singp(t)) 4 (sing&(t—i— 1))
cos o(t) cosp(t +1)

Dies schreibt sich um zu:

aquivalent zu:

Al = Ap

Bemerkung 3.37

(1) Selbst wenn die Bedingung AA, ) = A,y erfiillt ist, ist die Kontaktform «, auf
R? im Allgemeinen nicht invariant unter f3 und induziert somit keine Kontaktform auf
T3. Man kann aber immer eine Funktion p: R — R™ finden, so dass die Kontaktform
p(t) a, auch invariant unter f3 wird und somit eine Kontaktform auf T3 induziert.

(2) Der Winkel ¢ in A, ist uniiblich gewahlt. Er ist im Uhrzeigersinn orientiert und
¢ = 0 entspricht dem Vektor (0, 1) (siche Abbildung 3.14).

(3) Wenn es solche Kontaktstrukturen &, auf R* gibt, dann sind sie alle straff (siehe
Beispiel 3.34) und aus dem Kontaktiiberlagerungslemma 2.19 folgt auch, dass dies sogar

universell straffe Kontaktstrukturen auf den entsprechenden Torusbiindeln liefert.

Hierbei ist nattirlich nicht klar, dass es solche Funktionen fiir beliebiges A € SLy(Z)
immer gibt. Dazu werden zuerst fiir einige spezielle Matrizen Beispiele gegeben und

dann wird ein allgemeiner Satz von Giroux bewiesen, der dieses Problem fiir beliebiges
A € SLy(Z) vollsténdig 16st.
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=0

e

Abbildung 3.14: Der Winkel ¢ ist uniiblich gewahlt.

Beispiel 3.38
(1) Betrachte zuerst 7% . Die Matrix —Id dreht jeden Halbstrahl A, um den Winkel
7. Eine Moglichkeit wére also ¢(t) = mt, denn dann gilt

sin(mwt + —sin(7t
AAO(H—I) ~J ( ( )) = ( ( )) ~ _IdAtp(t);

cos(mt + ) — cos(mt)

wobei ~ bedeuten soll, dass die entsprechenden Vektoren dieselbe Gerade im R? auf-

spannen. Dies liefert also eine Kontaktstruktur auf 72, gegeben durch
&, = ker (cos(mﬁ) dx — sin(7t) dy).

In diesem Fall ist sogar die Kontaktform cos 7wt dx — sin 7t dy invariant unter der Deck-
transformationsgruppe und liefert somit sogar eine Kontaktform auf 7 .

(2) Auf T2 (und vollkommen analog auf 72 ) geht dies dhnlich. S dreht jeden Halbstrahl
um den Winkel —% (wobei hier der Winkel wie bei ¢ im Uhrzeigersinn gedreht wird).

Die Funktion ¢(t) = ?jft liefert also genau wie im ersten Beispiel eine Kontaktstruktur

&, = ker (cos (347Tt> dx — sin (ift) dy) :

Auch hier ist schon die Kontaktform invariant unter der Decktransformationsgruppe und

auf T& gegeben durch

liefert somit sogar eine Kontaktform auf 7.

(3) Betrachte T3, =: T3(k) (fir k # 0). TF = (,lg(f) lasst den Vektor ((1)) fest. Fir
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Vektoren der Form (7}1) gilt (siehe fur den Fall £ = 1 Abbildung 3.15)

7 (4)
Abbildung 3.15: Die Wirkung von 7.
Gesucht ist nun eine Funktion ¢: R — R mit ¢’ # 0, so dass
T* Ay = Dpiesn)-
Die letzte Bedingung iibersetzt sich in
( 1 ) N (singo(t—f—l)) N ( sin ¢(t) ) N ( 1 )
cot o(t + 1) cosp(t+1) ksin (t) + cos ¢(t) k+coto(t))
Eine offensichtliche Losung dieser Gleichung ist die Funktion
©(t) := arccot(kt).

Weiter rechnet man nach, dass
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gilt. Die zugehérige Kontaktstruktur auf 72(k) ist dann gegeben durch
&, = ker (sin arccot(kt) dz — cos arccot(kt) dy) = ker (dy — kt dx).

Weiter rechnet man sofort nach, dass die 1-Form dy — kt do auf dem R? invariant unter

der Decktransformationsgruppe ist und somit sogar eine Kontaktform auf 73(k) liefert.

Fir allgemeine Matrizen (zum Beispiel hyperbolische) ist es nicht so einfach, solche
Funktionen explizit anzugeben. Eine Konstruktionsmethode liefert aber der Beweis des

folgenden Satzes.

Satz 3.39 (Konstruktion von Kontaktstrukturen mit beliebiger Giroux-Torsion).

Sei A € SLy(7Z) eine beliebige vorgegebene Matrix.

(1) Fiir jedes n € Z\ {0} gibt es eine Funktion ¢: R® — R mit Ableitung ¢' # 0 und
AA Ly = Apq1), so dass

2(n — 1) < Stlellg{(p(t +1)— ()} < 2mn

gilt. Dieses n heifst Girouzx-Torsion von ¢ (bzw. der von ¢ induzierten Kontaktstruktur
& auf T3).

(2) Die Kontaktstrukturen &, auf T3 hingen bis auf (fasererhaltende) Isotopie nur von
der Girouz-Torsion n ab, weswegen diese Kontaktstrukturen auf T3 von nun an nur noch
mit &, bezeichnet werden.

(3) Als Ebenenfelder auf T3 sind alle &, homotop zueinander.

Bemerkung 3.40
Die hier definierte Giroux-Torsion ist genau eins grofler als die Giroux-Torsion in der
Originalarbeit [14]. Der Vorteil dieser Definition hier ist, dass man eine symmetrische

Situation fiir positive und negative Kontaktstrukturen erhalt.

Beispiel 3.41
(1) Fir die Kontaktstrukturen aus Beispiel 3.38 (1) und (2) gilt jeweils

0<pt+1)—e(t) <27

Beide haben also Giroux-Torsion 1. Fiir diese Matrizen ist es auch nicht weiter schwierig,

Kontaktstrukturen mit beliebiger Giroux-Torsion anzugeben.
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(2) Betrachte auf T3(k) die Kontaktstruktur
&, = ker (sin arccot(kt) dx — cos arccot(kt) dy) = ker (dy — kt dx)
aus dem vorigen Beispiel. Wegen arccot(z) € (—7/2,7/2) gilt

T<2r fur k<0
0 fur k£>0.

0 < p(t+1) = (t)

<
—2r <7 <@(t+1)—(t) <

Die Giroux-Torsion dieser Funktion ist also 1 fur £ < 0 und —1 fir & > 0. Hier ist nicht

sofort klar, wie man Kontaktstrukturen mit anderen Giroux-Torsionen bekommt.

Beweis von Satz 3.39.

(1) Zuerst konstruiert man eine Funktion ¢: R — R mit folgenden Eigenschaften
o ¢ #0,
e Ay = A,
o ADyiy = Ayt

e (1) —p(0) € (27r(n — 1),27m},

wobei A ein fester vorgegebener Halbstrahl ist. Dazu wahlt man zuerst ¢(0), so dass
Ago) = A gilt. (Dabei ist ¢(0) eindeutig bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen

von 27.) Dann ist wegen

AA = AAy0) = Ay

(1) bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 festgelegt. Dieses Vielfache ist
dann wiederum eindeutig durch die Forderung ¢(1) —¢(0) € (27r(n —1), 27m} festgelegt.
In einer hinreichend kleinen Umgebung von ¢ = 0 setzt man nun ¢ gleich einer Funktion
mit nirgends verschwindender Ableitung (dabei soll das Vorzeichen der Ableitung gleich

dem Vorzeichen von n sein), zum Beispiel

In einer Umgebung von ¢ = 1 ist ¢ dann wieder durch die Forderung A, ;1) = AA
(und weil (1) festgelegt ist) eindeutig bestimmt (siche die roten Stellen in Abbildung
3.16).

Als néchstes interpoliert man glatt und monoton zwischen den Umgebungen von ¢ = 0
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und ¢ = 1 (siehe die griinen Stellen in Abbildung 3.16). Zwischen t = 1 und ¢t = 2 ist ¢
dann wieder durch die Forderung A, 41y = AA, ) (und die richtige Anschlussbedingung
bei t = 1) eindeutig festgelegt. Vollkommen analog ist ¢ so auch zwischen den anderen
Umgebungen von ¢t = k und ¢ = k + 1 festgelegt (siche Abbildung 3.16).

27 4 ©(2)
o(1)
. ©(0) . .
4 o) =t ) 3
—9r L

Abbildung 3.16: Die Konstruktion der Funktion ¢: R — R fiir n = 1.

Dieses Verfahren liefert also fiir jede Matrix A aus SLs(Z) eine Funktion ¢, die dann
eine Kontaktstruktur £, auf dem entsprechenden Torusbiindel 7% induziert. Noch zu
zeigen ist jetzt, dass man so auch jede Giroux-Torsion erreichen kann. Dazu zeigt man,

dass fiir geeignete Wahl des Halbstrahles A die Giroux-Torsion von ¢ gleich n ist, also

sup {(p(t +1)— gp(t)} € (27T(n - 1), 27m]

teR

Fiir die meisten Félle wird dies sofort folgen, fiir einige spezielle Félle wird man allerdings
den vorgegeben Halbstrahl A auf eine spezielle Weise wéhlen miissen.

Zuerst betrachtet man, was schief gehen kann. Dazu betrachte die Matrix A = T~}
(analog fiir andere Potenzen). Diese Matrix hat als einzigen Eigenwert 1 mit einzigem
Eigenvektor (?) Wenn man nun den Halbstrahl A so wéhlt, dass er in Richtung (?)
zeigt und ¢ wie oben mit ¢(0) = 0 konstruiert, dann folgt

o(1) = 27mn.

77



KAPITEL 3. TORUSBUNDEL UBER S*

Ein Halbstrahl A, (¢ > 0) nahe A bildet dann auf einen Halbstrahl A. s (fir § > 0
passend) ab (siche Abbildung 3.15). Die Giroux-Torsion von ¢ ist dann also n 4 1. Man
erhélt so also nur Funktionen mit Giroux-Torsion grofier oder gleich 2.

Wie man den Halbstrahl A wéhlen muss, um jede mogliche Giroux-Torsion zu erhalten,
hangt also von den Eigenvektoren der Matrix A ab. Zuerst rechnet man also durch

Betrachten des charakteristischen Polynoms nach, dass fiir die Eigenwerte A einer Matrix

A e SLy(Z)

<)\ B Spur(A))2 _ <Spur(A)>2 1

2 2

gilt. Im folgenden wird nur der Fall fiir positive n betrachtet, fiir negative n geht dies
analog.
Ist A elliptisch, so besitzt A also keinen reellen Eigenwert und somit auch keinen Ei-
genvektor. Jeder Halbstrahl wird also unter A nur um einen (im Allgemeinen nicht-
konstanten) Winkel in immer dieselbe Richtung gedreht. In diesem Fall kann man A
also beliebig wahlen und erhélt fir jede Wahl von A eine zugehorige Funktion ¢ mit
Giroux-Torsion n. Genauso folgt dies, wenn A = £ 1d ist.
Ist A negativ parabolisch, so hat A als einzigen Eigenwert —1. Wenn A # —1Id, so ist A
dhnlich zu —7* mit & # 0 und hat somit nur einen einzigen Eigenvektor. A wirkt also wie

in Abbildung 3.17 dargestellt. (Die Richtung des Eigenvektors ist in grin gezeichnet.)

Y

/

Abbildung 3.17: Die Wirkung einer negativ parabolischen Matrix.
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Hier wird also auch jeder Halbstrahl um einen (nicht-konstanten) Winkel in immer die-
selbe Richtung gedreht und somit ist wie oben die Giroux-Torsion von ¢ gleich n.

Ist A # Id jedoch positiv parabolisch, so hat A nur einen einzigen Eigenvektor zum ein-
zigen Eigenwert 1. A wirkt also wie die Matrix 7% oben. Wenn man also eine Funktion
¢ mit Giroux-Torsion 1 erhalten will, muss man (im Fall n = 1) A so wéhlen, dass A
nicht in die Richtung des Eigenvektors zeigt.

Wenn A hyperbolisch ist, dann hat A entweder zwei positive Eigenwerte oder zwei ne-
gative Eigenwerte mit je einem FEigenvektor. Hat A zwei negative Eigenwerte (dies ist
gleichbedeutend mit Spur(A) < —2), dann wird (dhnlich wie im negativ parabolischen
Fall) also auch jeder Halbstrahl um einen (nicht-konstanten) Winkel in immer dieselbe
Richtung gedreht und somit ist wie oben die Giroux-Torsion von ¢ gleich n. Hat A zwei
positive Eigenwerte (dies ist gleichbedeutend mit Spur(A) > 2), dann wirkt A also wie
in folgender Abbildung dargestellt (die Eigenvektoren sind wieder in griin gezeichnet):

Y

]
8

A

Abbildung 3.18: Die Wirkung einer hyperbolischen Matrix.

Wenn man A also so wahlt, dass vom Ursprung aus gesehen links ein abstoflender Ei-
genvektor und rechts ein anziehender Eigenvektor liegt, dann liefert dies (im Fall n = 1)
eine Funktion ¢ mit Giroux-Torsion 1. (Fir andere Wahlen von A erhélt man wieder

Giroux-Torsion n + 1.)
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(2) Seien ¢,7: R — R zwei Funktionen wie in (1) mit gleicher Giroux-Torsion n. Aus
Teil (1) folgt, dass ¢, 1: R — R bijektiv sind, wenn n # £1. Dann existiert eine Diffeo-

morphismus
fTR—=R

mit @ o f = 1h. Weiter gilt
Ag(r+1)) = Ayt = ADyry) = ADyr)) = Dory+1)-

Da die Giroux-Torsionen von ¢ und 1 gleich sind, folgt sogar go( flt+ 1)) = <p( fl)+ 1),

und weil ¢ ein Diffeomorphismus ist, folgt

flt+1)=f(t)+1.
Betrachte nun die Abbildung

F:T*xR—T?xR
(a:,y,t) — (w,y,f(t)).

Wegen f(t+ 1) = f(t) + 1 gilt nun

(:m Y, t) — (93, v, f(t))
2 2

(A(a:,y),t + 1) — (A(x,y),f(t + 1)),

und somit induziert diese Abbildung einen Diffeomorphismus von 7%, der wieder mit
F bezeichnet wird. Wegen F*(ju,(t) ap) = A(t)py(t) oy (Wobei p, und puyy so gewdhlt
sind, dass p,(t) a, und py(t) oo, Kontaktformen auf T3 liefern und A eine nirgends
verschwindende Funktion ist, siche auch Bemerkung 3.37 (1)) ist dies sogar ein Kontak-

tomorphismus
F: (T3, &) — (T4, &),
Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung F' isotop zur Identitdt ist. Dazu betrachte fol-
gende Abbildung:
H:[0,1] x T3 — T
(s, (@.y. 1)) — (2,9, 5£() + (1= 5)t)
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Dann ist H (wieder wegen f(t + 1) = f(t) + 1) wohldefiniert, H ist fiir jedes s € [0, 1]
ein Diffeomorphismus, Hy = Id und H; = F. H ist also eine Isotopie von der Identitét
zu I

Aus dem Beweis von Teil (1) folgt, dass 1, ¢ nicht surjektiv sind, wenn die Giroux-
Torsion n gleich +1 ist und A hyperbolisch mit Spur < —2 oder positiv parabolisch
(# 1d) ist. In diesem Fall betrachtet man statt ¢ die Funktion

v:R—R
t— P(t) = () + X,

wobei X = km mit k € Z so gewdhlt, dass Im(¢)) = Im(yp) ist (siche auch Beweis von

Teil (1)). Wegen

(cos @(t)) . (cos w(t))

cos ¢ (t) cos ¢ (t)

gilt A1y = £Ay1) = TAAy @) = AA ) und § = &y Weiter ist die Giroux-Torsion
von 1 gleich der Giroux-Torsion von t. Da nun ¢: R — Im(p) und ¢: R — Im(v))
Diffeomorphismen sind, existiert eine Funktion f wie oben mit ¢ o f = 1. Der Rest geht
dann genau wie im ersten Fall.
(3) Seien &, und &, zwei solche Kontaktstrukturen auf R* mit Kontaktformen c«, und
a,, auf R3. Wie in Bemerkung 3.37 (1) wéhlt man nun Funktionen \,, \,,: R — RT,
so dass A\, (t) a, und A, (t) o, Kontaktstrukturen auf T3 induzieren. Betrachte dann fiir
s € [0,1] die auf T3 definierte 1-Form

a’ = (1= $)A(t) an + A () i + (1 — ) dt.
Da o nie null wird, ist ker(a®) immer ein Ebenenfeld und liefert somit die gesuchte
Homotopie zwischen &, und &,, auf T45. O
Genau wie im topologischen Fall gilt:

Lemma 3.42.
Seien A und B dhnliche Matrizen in SLy(Z). Dann ist die Kontaktmannigfaltigkeit
(T3, &) kontaktomorph zu (T3, E,).

Beweis.
Sei ¢: R — R eine Funktion, so dass &, eine Kontaktstruktur auf 73 mit Giroux-Torsion
n liefert. Sei nun C' € SLy(Z), so dass A = C~'BC'. Dann definiere eine glatte Funktion
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1: R — R mit ¢’ # 0 durch die Forderung
Apwy = Chgp)-
(¢ ist eindeutig bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27.) Dann gilt
Ay = CAyern) = CAD gy = CACT Dy = BAyq).

Dies liefert also eine Kontaktstruktur &, auf Tj, und da C eine lineare Abbildung mit
Determinante 1 ist, ist die Giroux-Torsion von 9 gleich der Giroux-Torsion von ¢, also
gleich n.

Seien nun 1, (t) o, und gy (t) oy Kontaktformen der entsprechenden Kontaktstrukturen
auf den entsprechenden Torusbiindeln und schreibe C' = (‘c‘ g) Dann betrachtet man

den Diffeomorphismus (siche Beispiel 3.8 (1))

F:T3 — T3

(m,yj) — (C’(:c,y),t)

und rechnet nach, dass

gilt, wobei in der vorletzten Gleichung wieder Ay = CA ) benutzt wurde und A, A

nirgends verschwindende Funktionen sind. F' wird also zu einem Kontaktomorphismus

F:(T},8,) — (T3, &)
[l

Anders als auf dem 3-Torus T? (siche Satz 2.22 (2)) sind die &, fiir eine allgemeine
Matrix A € SLy(Z) nicht die einzigen straffen Kontaktstrukturen auf 7%. Obwohl in
dieser Arbeit nur die Kontaktstrukturen &,, betrachtet werden, sind im folgenden Beispiel

noch einige andere straffe Kontaktstrukturen aufgefiihrt.
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Beispiel 3.43

Betrachte dazu die Matrix +7% = i(,ﬁ ?) € SLy(Z) und bezeichne das zugehorige
Torusbiindel tiber S* mit T (k) := T%. (vergleiche Beispiel 3.38 (3)). Im Folgenden soll
eine straffe Kontaktstruktur auf 7% (k) konstruiert werden; dabei gehen wir vollkommen

analog wie bei den &, vor. Betrachte zunichst fiir m € Z folgende 1-Form auf dem R3:
Bm = sin(2mrmz) (dy — kt dx) + |k + 1| cos(2mrma) dt
Nun rechnet man nach, dass dies eine Kontaktform auf R? ist:
dBy, = 2mm cos(2rmz) dx A dy + (27rm |k + 1] — k) sin(2mrma) dt A dx

B A dBm = (27rm |k + 1] — ksin2(27rmx)) dt Ndz N dy

Der letzte Term in der Klammer ist fiir alle Werte von k ungleich null (fir m positiv
grofer als null und fiir m negativ kleiner als null), also liefert (3, eine Kontaktstruktur
Nm = ker(B,,) auf dem R3. Als nichstes rechnet man nach, dass diese Kontaktstruktur
kontaktomorph zur Standardkontaktstruktur &, auf dem R? ist. Betrachte dazu folgen-

den Diffeomorphismus von R3:

[ R —R?
T z y sin(2rma) + t|k + 1| cos(2rma)
yl—|p| = t(|k + 1| 2mm — k) sin(2rmax) — 2wmy cos(2mma)
t q T

Dann gilt:

F*(aw) = £ (dz+ pdq)
= d(y sin(2mrmazx) + t|k + 1| cos(27rm$)>+
(t(|k‘ + 1| 27m — k‘) sin(2mrma) — 2rmy cos(27rmx)) dx
= sin(2rmx) (dy — ktdx) + |k + 1| cos(2rma) dt
= Pm
Also ist 1,, eine straffe Kontaktstruktur auf dem R?. Jetzt rechnet man nach, dass diese
Kontaktstruktur 7,, auf dem R? eine Kontaktstruktur auf 7% (k) induziert. Nach Lemma

3.35 reicht es hierzu nachzurechnen, dass jede Decktransformation ein Kontaktomorphis-

mus von (R3 7,,) ist. Wie im Beweis von Lemma 3.35 wird die Decktransformations-
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gruppe von den drei Abbildungen fi, fo, f3: R® — R? erzeugt, gegeben durch:

flz ($7y,t) — (.T—i-l,y,t)
f2: (:L‘ayat) — (flf,y—f—l,t)
fa: (x,y,t) — (£x, £k £y, t + 1)

Fir f, folgt sofort, dass dies ein Kontaktomorphismus ist (d(y + 1) = dy), fur f; und f3

rechnet man dies nach:

f1(Bm) = sin(2rma + 2wm) (dy — ktd(x + 1)) + |k + 1| cos(2rmax + 2wm) dt
= sin(2mmz) (dy — kt d:c) + |k + 1| cos(2mmax) dt
= Pm

f5(Bm) = sin(£2wmax) (d(j:k:x +y)—k(t+1) d(j:x)) + |k + 1| cos(£2mmax) d(t + 1)
=4 sin(27rma:)( + kdr +dy F ktde F k d:c) + |k + 1| cos(2mmz) dt
= sin(2mmz) (dy — kt d:ic) + |k + 1| cos(2mmz) dt
= 5m

Die Kontaktstruktur n,, auf R3 induziert also eine Kontaktstruktur auf 773 (k). Diese
Kontaktstruktur wird der Einfachheit halber wieder mit 7,, bezeichnet. Da 7,, auf R3
straff ist, ist 7, nach dem Kontaktiiberlagerungslemma 2.19 auch auf T% (k) straff und
somit per Definition sogar universell straff. Dass diese Kontaktstrukturen 7, im Allge-
meinen zu keiner der Kontaktstrukturen &, kontaktomorph sind, ist nicht so leicht zu
sehen, wird aber von dem folgenden Klassifikationssatz von Giroux und Honda beant-

wortet.

Satz 3.44 (Klassifikation straffer Kontaktstrukturen auf Torusbiindeln iiber S*).

Sei A € SLy(Z) eine beliebige vorgegebene Matriz. Dann gilt:

(1) (T%,&,) ist kontaktomorph zu (T3,&,,) genau dann, wenn n = m gilt. Insbesondere
existieren also auf jedem Torusbindel unendlich viele (bis auf Kontaktomorphie) ver-
schiedene straffe Kontaktstrukturen.

(2) Ist A micht negativ parabolisch, so ist jede positive, universell straffe Kontaktstruk-

tur auf T3 kontaktomorph zu einer der obigen Kontaktstrukturen &,.
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(3) Wenn A negativ parabolisch ist, so ist (T>(k),nm) kontaktomorph zu (T2 (k),n,) ge-
nau dann, wennn = m ist. Weiter ist (T (k),n,) nie (das heift fir beliebige Wahlen von
n und m) kontaktomorph zu (T3 (k),&,). Insbesondere gibt es auf T°(k) also unendlich
viele universell straffe Kontaktstrukturen, die nicht kontaktomorph zu den Kontaktstruk-
turen &, sind.

(4) Auf allen Torusbiindeln iiber S existieren nur endlich viele (bis auf Kontaktomor-
phie) verschiedene virtuell iberdrehten Kontaktstrukturen; die Anzahl kann sogar explizit
bestimmt werden (siehe [15, Satz 1.3]).

Beweis. siche [15, Satz 1.3] und [23, Satz 0.1] O

Bemerkung 3.45

Aussage (2) gilt fir negative Kontaktstrukturen nicht, da Torusbiindel im Allgemeinen
keinen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus zulassen (siche auch Bemerkung
2.23). Mit dem Diffeomorphismus aus Bemerkung 3.16 erhilt man aber dieselbe Aussage
fiir negative Kontaktstrukturen auf 7% mit Spur(A) = 2.

Das Hauptresultat in dieser Arbeit ist der folgende Satz, analog zum Fiillbarkeitssatz
von Eliashberg 2.39.

Satz 3.46 (Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges).

(1) Fir jede Matriz A € SLy(Z) und jedes n € Z \ {0} ist die Kontaktmannigfaltigkeit
(T3,&,) schwach symplektisch fiillbar.

(2) Fiir jede Matrix A € SLy(Z) existiert ein n(A) € N, so dass die Kontaktmannigfal-
tigkeit (T%,&,) fir n > n(A) nicht stark symplektisch fillbar ist.

Der erste Teil wird im folgenden Kapitel bewiesen, indem man eine schwache symplek-
tische Fiillung relativ explizit als eine Lefschetz-Faserung iiber D? konstruiert und dann
eine ahnliche Methode wie im Beweis des Fiillbarkeitsatzes von Eliashberg 2.39 benutzt.
Der zweite Teil wird in Kapitel 5 und 6 mittels Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang Legen-
dre-Knoten bewiesen. Dort wird die obige Aussage auf den Fiillbarkeitssatz von Eliash-
berg 2.39 zuriickgefithrt. Deswegen erhalt man auch hier kein genaueres geometrisches
Versténdnis tiber die Unterschiede zwischen schwach und stark symplektisch fiillbaren
Kontaktstrukturen.

Zusammen mit dem Klassifikationssatz 3.44 der Kontaktstrukturen auf Torusbiindeln

tiber S von Giroux und Honda erhilt man sofort folgendes Korollar:
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Korollar 3.47.
Ist A € SLy(Z) micht negativ parabolisch, dann existieren auf T3 nur endlich viele (bis
auf Kontaktomorphie) verschiedene positive, stark symplektisch fillbare Kontaktstruktu-

ren.

Beweis.

Aus dem Klassifikationssatz 3.44 und Korollar 2.25 folgt, dass alle bis auf endlich viele
straffe Kontaktstrukturen universell straff sind, und im Fall Spur(A) # —2 ist jede posi-
tive, universell straffe Kontaktstruktur kontaktomorph zu einer der Kontaktstrukturen
&,. Nach dem Fiillbarkeitssatz von Ding-Geiges 3.46 sind von diesen nur endlich viele
stark symplektisch fillbar. O

In Abschnitt 5.4 werden einige verbesserte Resultate fiir spezielle Matrizen A gegeben.
Insbesondere wird ein Algorithmus angegeben, der eine mogliche Schranke n(A) liefert.
Auch werden einige positive Resultate tiber die starke Fiillbarkeit der Kontaktstrukturen

&1 auf speziellen Torusbtiindeln gegeben.

86



4 Lefschetz-Faserungen und die

schwache Fullbarkeit

In diesem Kapitel soll eine Einfiihrung in die Theorie der Lefschetz-Faserungen gege-
ben werden. Die Grundlagen dafiir sind [16, Kapitel 8] und [28, Kapitel 10]. Lefschetz-
Faserungen sind grob gesprochen 4-Mannigfaltigkeiten, die man tiberall bis auf in isolier-
ten kritischen Punkten als Flichenbiindel iiber einer Fliche schreiben kann. Ahnlich wie
in der Morsetheorie (in der man Urbilder von Funktionen in die reellen Zahlen studiert)
kann man nun durch das Studium dieser kritischen Punkte Riickschliisse auf die globale
Topologie der Mannigfaltigkeit ziehen. Diese Aspekte werden im ersten Abschnitt ge-
nauer erklart.

In Abschnitt 2 wird genauer auf eine spezielle Klasse von Lefschetz-Faserungen einge-
gangen, die Lefschetz-Faserungen, die (bis auf kritische Punkte) Torusbiindel tiber D?
sind. Hier wird man dann sehen, dass (anders als in der Morsetheorie) die Urbilder in
einer Umgebung eines kritischen Punktes alle diffeomorph sind. Bewegt man sich also
einmal um einen kritischen Punkt herum, erhilt man so einen Diffeomorphismus von 72
Diesen Diffeomorphismus nennt man dann lokale Monodromie des kritischen Punktes
(siche auch Definition 3.6). In diesem Abschnitt wird dann untersucht, inwieweit diese
lokale Monodromie die Lefschetz-Faserung bestimmt und es wird gezeigt, dass man um-
gekehrt zu jeder Monodromie eine entsprechende Lefschetz-Faserung konstruieren kann.
Zu diesen Lefschetz-Faserungen wird auch ein explizites Kirby-Diagramm angegeben.
Im dritten Abschnitt wird dann der Zusammenhang zu den symplektischen Mannig-
faltigkeiten gezogen. Aufler in wenigen und gut verstandenen Ausnahmen lasst jede
Lefschetz-Faserung eine symplektische Struktur zu und umgekehrt trigt jede symplek-
tische Mannigfaltigkeit die Struktur einer Lefschetz-Faserung.

Im letzten Abschnitt werden dann mit den bis dahin entwickelten Methoden explizite

symplektische Fiillungen der Torusbiindel (773, ¢&,) konstruiert.
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4.1 Lefschetz-Faserungen

Zuerst die Definition einer Lefschetz-Faserung.

Definition 4.1 (Lefschetz-Faserung).
Es seien W* und Y2 orientierte, kompakte und zusammenhdngende 4- bzw. 2-Mannig-
faltigkeiten. Eine Abbildung f: W* — X2 heifit Lefschetz-Faserung, wenn

e ihr Differential in bis auf endlich vielen isolierten Ausnahmepunkten
{p1,...,pr} = Krit(f) C int(W) surjektiv ist,

o die kritischen Werte q; := f(p;) € ¥ alle verschieden sind,

o f auflerhalb der kritischen Werte ein Flachenbindel iber einer Fliche mit zusam-

menhdngenden Fasern ist und

e cs um jeden kritischen Punkt p; und jeden zugehorigen kritischen Wert q; orien-

tierungstreue komplexe Karten gibt, sodass f in diesen Karten aussieht wie

C?>—=C

(z,0) — 2% +w*.

Ist ¢; € X ein kritischer Wert, so bezeichnet man f~(q;) als singulire Faser der
Lefschetz-Faserung, ansonsten nennt man f~'(q) reguldre Faser. Weiter definiert man
das Geschlecht (oder Genus) einer solchen Lefschetz-Faserung als das Geschlecht der

requldren Fasern.

Bemerkung 4.2

(1) Sowohl W als auch ¥ aus der obigen Definition diirfen Rand haben. Dann gilt
Yo%) Cc oW,

(2) Die Orientierung von X spielt keine Rolle, denn komplexe Konjugation von z und w
lasst f und die Orientierung von W invariant, aber dndert die Orientierung auf 3.

(3) Die Orientierung von W ist jedoch ein entscheidender Punkt. Lésst man die Ori-
entierungsbedingung an die Karten von W fallen, so haben die entstehenden Objekte
grundlegend andere Eigenschaften, insbesondere geht der Zusammenhang zu den sym-
plektischen Mannigfaltigkeiten verloren (siehe Abschnitt 4.4).

(4) In dieser Arbeit werden nur Lefschetz-Faserungen iiber D? benotigt, weswegen in vie-
len Satzen nur auf diese speziellen Lefschetz-Faserungen eingegangen wird. Einige von

diesen Satzen gelten aber auch nur fiir diese spezielle Klasse von Lefschetz-Faserungen.
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Beispiel 4.3

(1) Jedes Faserbiindel f: W* — %2 ist eine (triviale) Lefschetz-Faserung.

(2) Das einfachste nicht-triviale, aber gleichzeitig auch wichtigste, Beispiel ist die Abbil-
dung (siehe auch [1, Seiten 1-5])

f:C* —cC

(z,w) — 2% + w?.

Diese Abbildung hat einen eindeutigen kritischen Punkt z = w = 0 mit kritischem Wert
f(z,w) = 0; dennoch ist diese Abbildung keine Lefschetz-Faserung nach der Definition
oben, denn die Mannigfaltigkeiten C? und C sind beide nicht kompakt. Man kénnte
aber statt C? und C kompakte Teilmengen betrachten, wie zum Beispiel D? C C und
{z? + w? < 1} C C?, und so eine Lefschetz-Faserung erhalten.

Andererseits ergibt es auch Sinn, diese Abbildung wie oben definiert zu studieren, da jede
Lefschetz-Faserung in der Umgebung eines kritischen Punktes genau so aussieht. Durch
das Studium dieser Abbildung erhalt man also immer lokale Aussagen tiber Lefschetz-
Faserungen.

Ahnlich wie in der Morsetheorie (in der man Urbilder von Funktionen in die reellen
Zahlen studiert) betrachtet man nun die Urbilder

Fyo= 1) = {2 +w? =)} c CY

um so Riickschliisse auf die globale Topologie und Geometrie der Mannigfaltigkeit zu
ziehen. Anders als bei Morsefunktionen sind hier aber alle Urbildmengen in der Umge-
bung eines kritischen Punktes diffeomorph.

Dies sieht man einfach, indem man (fiir A # 0) die Riemannsche Flache F\ der Funktion
w(z) = VA — 22 betrachtet. Ist z # ++v/\, dann gibt es fir jeden z-Wert genau zwei
Werte fiir w, einen positiven und einen negativen. Entfernt man nun aus zwei Kopien
von C die Strecke (—\/X, \/X) zwischen —v/X und ++v/), erhélt man zwei Aste, auf denen
die Funktion (nach Wahl eines Vorzeichens fiir w) holomorph ist (siche Abbildung 4.1).
Der Graph F\ der Funktion w = v/A — 22 besteht also aus zwei komplexen Ebenen, die
entlang einer Strecke identifiziert werden.

Um nun zu sehen, dass dies diffeomorph zu einem Zylinder ist, schneidet man die bei-
den komplexen Ebenen entlang (—v/\, v/\) auf (weswegen eine solche Strecke auch oft
als Schnitt bezeichnet wird). Wenn man sich die Funktion w = /A — 22 genauer an-

sieht, erkennt man, dass die Rander dieser aufgeschnittenen komplexen Ebenen wie in
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Abbildung 4.2 verklebt werden und man erhélt (wie in dieser Abbildung gezeigt) eine
Mannigfaltigkeit, die unabhingig von A diffeomorph zu einem Zylinder S* x R ist.

(VA VA)

7= T

Abbildung 4.1: Die Riemannsche Flache der Funktion w = v/ A — 22

I

F

L
ey

Abbildung 4.2: Das Urbild F) eines regularen Wertes ist diffeomorph zu einem Zylinder.

Betrachte als nachstes den Kreis

Cy = {z = Ve

t€[0,27]} C Fy.

Dieser Kreis reprasentiert den S'-Faktor, wenn man Fy als S' x R auffasst (siche Ab-

bildung 4.3). Lasst man nun A gegen 0 konvergieren, so konvergiert C gegen den Punkt
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(0,0) € C?. Die singulére Faser Fj entsteht also aus einer reguléren Faser, indem man den
Kreis C'y zu einem Punkt zusammenzieht. Deswegen nennt man C', auch Verschwin-
dekreis (engl. vanishing cycle). Die singulidre Faser besteht also aus zwei komplexen
Ebenen, die sich in einem einzigen Punkt transversal schneiden. Dies kann man auch

wie in Abbildung 4.3 als Kegel zeichnen.

I

A— 0

I

Abbildung 4.3: Der Verschwindekreis C'y und die singulére Faser Fj

Auf diese Art zerlegt sich der ganze C? in eine singulire Faser Fy und die reguliren
Fasern F), zugehorig zu den entsprechenden Werten der Funktion f.

Lokal sieht jede Umgebung eines kritischen Punktes in einer Lefschetz-Faserung so aus.
Insbesondere entsteht eine singulare Faser aus einer regularen Faser immer, indem man
einen Kreis in der regularen Faser zu einem Punkt zusammenzieht.

(3) Eine allgemeine Lefschetz-Faserung kann man sich also vorstellen als ein Flachen-
biindel tiber einer Fléche, bei dem in den singulédren Fasern jeweils ein Kreis zu einem
einzigen Punkt zusammengezogen wird. In Abbildung 4.4 ist eine Genus-2-Lefschetz-
Faserung iiber D? schematisch dargestellt. Dort sind die beiden kritischen Werte und
die zugehorigen singularen Fasern in rot dargestellt, einige regulare Werte und die zu-

gehorigen regularen Fasern sind in lila gezeichnet. Die beiden Verschwindekreise sind in
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griin dargestellt. Man erkennt hier zwei grundsatzlich verschiedene Moglichkeiten von
Verschwindekreisen, die man nur in der globalen Faser unterscheiden kann. Die eine Mog-
lichkeit ist, dass das Zusammenziehen des Verschwindekreises das Geschlecht der Faser
um eins reduziert, wie bei der linken singuldren Faser in der Abbildung. Die andere Mog-
lichkeit ist, dass das Zusammenziehen des Verschwindekreises die singulédre Faser in zwei

Komponenten teilt. Einen solchen Verschwindekreis nennt man deswegen separierend.

; 9 “
:

Abbildung 4.4: Schematische Skizze einer Genus-2-Lefschetz-Faserung tiber D?

Aus diesem Beispiel folgt sofort eine grundlegende Eigenschaft von Lefschetz-Faserungen:

Korollar 4.4.

Die singuldren Fasern sind kompakte immersierte Flachen mit genau einem transversa-
lem Selbstschnitt in dem entsprechenden kritischen Punkt. Die singuldren Fasern erhdlt
man aus einer benachbarten regularen Faser, indem man den Verschwindekreis (eine

einfach geschlossen Kurve auf der regquldren Faser) zu einem Punkt zusammenzieht.

Als néichstes wird gezeigt, dass jeder kritische Punkt einer Lefschetz-Faserung iiber D?

dem Anheften eines 2-Henkels entspricht, genauer:
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Korollar 4.5.

Sei f: W* — D? eine Lefschetz-Faserung, qo € D?* ein kritischer Wert und ¢ € D?
ein regqularer Wert hinreichend nahe an qy. Dann erhdlt man eine requldre Umgebung
vF,, C W* der singuliren Faser, indem man einen 2-Henkel an eine regqulire Umgebung
vF, C W* der requliren Faser entlang des Verschwindekreises C, in einer Torusfaser
in OvF, mit Rahmung —1 anheftet, wobei die 0-Rahmung durch einen zu C, parallelen

Knoten in der entsprechenden Torusfaser gegeben ist.

Beweisidee. (fir genauen Beweis siehe [16, Seite 293] oder [28, Seiten 156-157])
Wihle lokale Koordinaten so, dass ¢o = 0 € C und ¢ € Rt C C. Betrachte die Scheibe

D? = {Re(z)2 + Re(w)* < ¢, Im(2) =0 = Im(w)} Cc W.

Fiir ¢ — 0 konvergiert Dg gegen einen Punkt. Der Rand 8DC21 repréasentiert also den Ver-
schwindekreis C; in der Faser F}. Hier sicht man dann explizit, wie Fy, aus F; entsteht,
indem die Scheibe Dg zu einem Punkt zusammengezogen wird. Eine Umgebung v [,
der singularen Faser entsteht also aus einer Umgebung v [ der reguldren Faser, indem
man eine Umgebung der Scheibe Dg in W an OvF, anheftet. Dies entspricht genau dem

Anheften eines 2-Henkels (siehe auch die schematische Abbildung 4.5 in Dimension 3).

Abbildung 4.5: Umgebungen einer reguldaren und einer singuldren Faser unterscheiden

sich nur durch einen 2-Henkel.

Wenn man nun die Rahmung dieses 2-Henkels beschreiben will, so muss man zuerst eine
Referenzrahmung angeben. Dazu wéhlt man die Umgebung v F| so, dass der Rand OvF,

die komplette Faser F,. enthélt, wobei r € (0,¢) C C sein soll. Die 0-Rahmung des Ver-
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schwindekreises C)., an den der 2-Henkel angeheftet wird, soll dann die Rahmung sein,
die durch einen zu C, parallelen Knoten in F). gegeben ist. Wenn man jetzt eine genaue
Rechnung durchfiihrt und die Orientierungen der obigen Objekte sorgféltig berticksich-
tigt, erhalt man fiir den 2-Henkel eine Rahmung von —1 (siehe dafiir zum Beispiel [16,
Seite 293 und Aufgabe 8.2.2] oder (28, Seiten 156-157]). O

Mit diesem Korollar kann man nun einige Lefschetz-Faserungen als 3-dimensionale Dia-
gramme darstellen. Diese Diagramme nennt man Kirby-Diagramme. Dabei wird die
entsprechende 4-Mannigfaltigkeit zuerst als Henkelkorper mit nur einem einzigen 0-
Henkel D* und sonst nur 1- und 2-Henkeln geschrieben. In einem Kirby-Diagramm
werden dann nur die Anklebesphiren der 1- und 2-Henkel in S® = 9D* eingezeich-
net (wobei die Anklebesphéiren der 2-Henkel auch tber die 1-Henkel laufen konnen).
Wenn man zusétzlich zu den Anklebesphéren der 2-Henkel noch die richtige Rahmung
(sieche auch Kapitel 5) angibt, kann man zeigen, dass diese Daten die zugehorige 4-
Mannigfaltigkeit eindeutig festlegen (siehe dafiir zum Beispiel [16, Kapitel 4 und 5]).

Hier werden nur Genus-1-Lefschetz-Faserungen iiber D? betrachtet; die meisten Beispiele

funktionieren aber auch fiir viel allgemeinere Lefschetz-Faserungen.

Beispiel 4.6

(1) Sei f: W — D? eine Genus-1-Lefschetz-Faserung ohne kritischen Punkt. Dann ist
f: W — D? ein Faserbiindel iiber D? und somit nach Lemma 3.4 das triviale Biindel
T? x D? — D? mit Rand T° aufgefasst als triviales 7%-Biindel iiber S*.

Ein Kirby-Diagramm davon ist wie folgt gegeben (siehe [16, Seiten 132-133]):

O
(U

. mm
S B

Abbildung 4.6: Ein Kirby-Diagramm von T2 x D?
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Dabei werden jeweils die gegeniiberliegenden 3-Bélle durch Spiegelung identifiziert (dies
beschreibt die beiden 1-Henkel). Der Knoten, der tiber diese beiden 1-Henkel lauft, be-
schreibt die Anklebesphére des 2-Henkels. Um die Rahmung dieser Anklebesphére zu
beschreiben, bemerkt man, dass dieser Knoten eine Torus-Seifertfliche Ty berandet (das
heifit Ty erweitert tiber die 1- und 2-Henkel zu einem Torus) und somit null-homolog ist.
Die Nullrahmung dieses Knotens soll dann der Flachenrahmung beziiglich dieser Seifert-
fliche entsprechen (siehe auch Abschnitt 5.3).

Natiirlich kann man ein solches Kirby-Diagramm auch immer als Diagramm fiir die be-
randende 3-Mannigfaltigkeit lesen. Dann sieht man auch explizit die Produktstruktur
von T3 aufgefasst als T2 x S!. Dabei ist der S'-Faktor durch den Kreis gegeben, der die
Torusfaser T} senkrecht durchstéfit und dann einmal durch oo lauft. Dieser S'-Faktor
wird dann an jedem Punkt von genau einer zu 7Ty parallelen Torusfaser geschnitten.
Aus diesem Kirby-Diagramm kann man weiter auch ein Chirurgie-Diagramm (siehe Ka-
pitel 5) der berandenden 3-Mannigfaltigkeit erhalten (siehe Abbildung 4.7).

T? x D?

Abbildung 4.7: Von einem Kirby-Diagramm des 3-Torus zu einem Chirurgie-Diagramm
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Dazu bemerkt man, dass das Anheften eines 1-Henkels an den 0-Henkel D* dquivalent
zu dem Entfernen eines 2-Henkels aus D? ist (siehe auch [16, Kapitel 5.4]). Die Ankle-
besphére eines solchen entfernten 2-Henkels wird als ein punktierter Kreis gezeichnet. In
den ersten beiden Schritten in Abbildung 4.7 werden die beiden 1-Henkel in diese Nota-
tion tibersetzt. Der dritte Schritt stellt dann nur ein Diffeomorphismus der berandenden
3-Mannigfaltigkeit dar, aber die 4-Mannigfaltigkeit wird geéndert (siehe [16, Seite 167]).
(2) Mochte man nun eine Lefschetz-Faserung mit einem einzigen kritischen Punkt be-
schreiben, so muss man (nach dem vorigen Korollar) einen 2-Henkel entlang des Ver-
schwindekreises in einer Torusfaser anheften. Identifiziert man die 0-Rahmung wie im
vorigen Beispiel wieder mit der Flachenrahmung gegeben durch die Torusfaser Ty, so
muss man den 2-Henkel nach dem vorigen Korollar mit Rahmung —1 anheften. (Der
Verschwindekreis ist aber, zumindest wenn er nicht-separierend ist, nicht null-homolog,
weswegen man mit diesem Rahmungskoeffizienten aufpassen muss, da er im Allgemei-
nen nicht isotopie-invariant ist.) Ohne Einschrankung kann man den Verschwindekreis
also so wihlen, dass er in der Torusfaser T} liegt (wie es zum Beispiel in Abbildung 4.8

gezeichnet ist).

Abbildung 4.8: Eine Lefschetz-Faserung iitber D? mit einem einzigen kritischen Punkt
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Wenn man jetzt zusatzlich den Fall betrachtet, dass der Verschwindekreis nicht-separie-
rend ist, dann muss der Verschwindekreis also iber mindestens einen 1-Henkel laufen.
Nach Henkelverschiebungen kann man dann ohne Einschrankung annehmen, dass der
2-Henkel wie in Abbildung 4.8 angeheftet ist (fiir ein Beispiel siche Abbildung 4.9).

Abbildung 4.9: Eine Henkelverschiebung, die den Verschwindekreis auf eine moglichst

einfache Form bringt.

In diesem Fall gibt es also nur eine einzige Moglichkeit. Auch hier kann man wie
beim 3-Torus aus dem Kirby-Diagramm eine Chirurgie-Beschreibung der berandenden
3-Mannigfaltigkeit erhalten, wie es in Abbildung 4.10 dargestellt ist. Dabei wurde in den
ersten beiden Schritten der 2-Henkel mit Rahmung 0 tiber den 2-Henkel mit Rahmung
—1 bewegt. (Im ersten Schritt wurde addiert und im zweiten subtrahiert. Dafiir braucht
man auch die Hilfsorientierung der Knoten, siehe [16, Seiten 141-142]). Dann heben sich
der horizontale 1-Henkel und der 2-Henkel mit Rahmung —1 auf, so dass man beide
weglassen kann. Im vierten Schritt wird der verbliebene 1-Henkel (wie in Abbildung 4.7)
in die punktierte-Kreis-Notation tibersetzt.

Die 4-Mannigfaltigkeit aus Abbildung 4.10 unten links nennt man auch Fischschwanz
(engl. fishtail) (siehe [16, Seite 70 und Beispiel 8.2.8]).

(3) Genauso kann man jetzt auch Kirby-Diagramme fiir Lefschetz-Faserungen tiber D?
mit mehreren kritischen Punkten konstruieren. Dabei gibt es jetzt aber natiirlich meh-
rere Moglichkeiten. Zum Beispiel kann man zwei kritische Punkte erhalten, indem man
2-Henkel entlang zweier (nicht-separierenden) Verschwindekreise, die iiber entgegenge-
setzte 1-Henkel laufen, anheftet, wie in Abbildung 4.11 oben links dargestellt.
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Abbildung 4.10: Von einer Genus-1-Lefschetz-Faserung iiber D? zu einem Fischschwanz

Dabei sollen die beiden Knoten mit Rahmung —1 in unterschiedlichen Torusfasern lie-

gen und die 0-Rahmung soll wieder wie eben durch diese Torusfasern gegeben sein.
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Dieses Kirby-Diagramm kann man ahnlich wie eben vereinfachen und erhélt dann wie
in Abbildung 4.11 eine 4-Mannigfaltigkeit (die auch zugleich ein Chirurgie-Diagramm
beschreibt), die man Spitze (engl. cusp) nennt (siehe [16, Seite 70 und Beispiel 8.2.8]).

Qg

0 0
|

Abbildung 4.11: Von einer Genus-1-Lefschetz-Faserung iiber D? zu einer Spitze
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(4) Man kann aber auch n kritische Punkte erhalten, indem man zum Beispiel n 2-
Henkel anheftet, die alle iiber denselben 1-Henkel laufen, wie in Abbildung 4.12 oben
links dargestellt.

Der erste Diffeomorphismus funktioniert genauso wie in Abbildung 4.7, im zweiten
Schritt fithrt man dann n mal einen Slam-Dunk (siehe [16, Seite 163]) aus, anschlie-
Bend fithrt man dieselben Schritte wie im ersten Diffeomorphismus wieder riickwarts
aus. Die entstehende 4-Mannigfaltigkeit ist ein D?-Biindel iiber 7% mit Eulerzahl n (sie-
he [16, Seiten 132-133]). Der Rand der obigen Lefschetz-Faserung ist also das S*-Biindel
iiber T2 mit Eulerzahl n. Hier kann man schon vermuten, dass diese Lefschetz-Faserung
(fiir n = 2) nicht diffeomorph zu der Lefschetz-Faserung mit zwei kritischen Punkten
aus dem vorigen Beispiel ist, da sie verschiedene Réander haben. Im néchsten Abschnitt

wird dies bewiesen.

(L

O

Abbildung 4.12: Eine Lefschetz-Faserung, deren Rand ein D?-Biindel iiber T? ist.
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(5) Natiirlich kann man die 2-Henkel auch entlang viel unregelmafligerer Verschwinde-

kreise anheften, wie zum Beispiel in folgender Abbildung:

() 0

=

W

Abbildung 4.13: Eine weitere Genus-1-Lefschetz-Faserung itber D?

4.2 Monodromie einer Lefschetz-Faserung iiber D?

In diesem Abschnitt betrachtet man Lefschetz-Faserungen iiber D?. Zuerst wird das Kon-
zept der Monodromie einer Lefschetz-Faserung definiert und dann untersucht, wie man
diese berechnet. Anschliefend wird zu gegebener Monodromie eine zugehorige Lefschetz-

Faserung konstruiert.

Definition 4.7 (Monodromie einer Lefschetz-Faserung).
Sei f: W* — D? eine Lefschetz-Faserung. Dann liegen auf dem Rand 0D? = S* C C
keine kritischen Werte, und nach Beispiel 4.3 (1) ist dann
. =12 2

f‘f_l(aDQ). Y 0D?) — aD
ein Flichenbiindel iiber S*. Man definiert die Monodromie der Lefschetz-Faserung
f als Monodromie dieses Flichenbiindels iiber S*, wobei die Fasern des Fldichenbiindels
mit f~Y(1) identifiziert werden (siehe Definition 3.6 und folgende Bemerkungen und
Beispiele).
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Beispiel 4.8
Als erstes betrachtet man wieder eine Umgebung eines kritischen Punktes wie in Beispiel

4.3 (2) (siehe auch [1, Seiten 1-5]). Betrachte also die Abbildung

f:C* —C

(z,w) — 2° + w’.
In Beispiel 4.3 hatten wir schon gesehen, dass die regulédren Fasern alle diffeomorph zu
einem Zylinder S* x R sind und die kritische Faser aus einem solchen Zylinder entsteht,

indem man den Verschwindekreis zu einem Punkt zusammenzieht.

Betrachte nun einen Kreis v in C, der einmal um den kritischen Wert 0 herumlauft:

v:10,1] — C

t 627I'it

Die Monodromie der Lefschetz-Faserung
f|f—1(D2): fﬁl(DQ) — l)2

nennt man auch die lokale Monodromie des kritischen Punktes (0,0) € C2. Diese
lokale Monodromie soll im Folgenden berechnet werden; dazu berechnet man, wie sich
die Faser F(;y dndert, wenn ¢ von 0 bis 1 lduft. Betrachte dazu wieder (wie in Beispiel
4.3) die Riemannsche Flache der Funktion

w = /y(t) — 22.

Wenn t wachst, drehen sich die beiden Verzweigungspunkte

g =E\/y(t) = =™

in positiver Richtung um 0 herum und landen fiir ¢ = 1 bei dem jeweils anderen Verzwei-
gungspunkt. Man erhélt also eine Folge von Riemannschen Flachen wie in Abbildung
4.14.
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() 2] L) ]

Abbildung 4.14: Die Folge der Riemannschen Flachen [

Konstruiere nun eine (in ¢ glatte) Familie von Diffeomorphismen
Ve Fyo) — By

mit Uy = Id. Dann ist U; = 1 die lokale Monodromie des kritischen Punktes (0,0).
(Diese Monodromie ist aber natiirlich nur soweit eindeutig wie in Kapitel 3 beschrieben.)
Zur Konstruktion dieser Familie von Diffeomorphismen wéhlt man sich zum Beispiel eine
monoton fallende Abschneidefunktion x: Ry — [0,1] (siche Abbildung 4.15) mit

e Y(z)=1fr0 <z <2

o x(z)=0fir3<u

Abbildung 4.15: Die Abschneidefunktion x: Rf — [0, 1]

und definiert

gt:(c—>(c

2 — emtx(2) 5
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Dieser Diffeomorphismus erweitert dann zu dem gesuchten Diffeomorphismus
Ui Fyo) — By

So erhalt man also eine Darstellung der Monodromie ¢ = W;: F; — Fj. Um diese
topologisch genauer zu verstehen, bemerkt man zuerst, dass ¢ auflerhalb der kompakten
Menge {|z| < 3} die Identitat ist. Um ¢ auch im Inneren dieser kompakten Menge zu
verstehen, betrachtet man die Wirkung von ¢ auf zwei speziellen Kurven in Fj: Zum
einen auf dem Verschwindekreis C (siche Beispiel 4.3), der den S'-Faktor reprisentiert,
wenn man F; als S' x R auffasst, und zum anderen auf der Kurve D;, die den R-
Faktor reprisentiert. Dabei soll Dy so orientiert sein, dass das Paar (Cy, Dy) die positive
Orientierung von Fi liefert (siche Abbildung 4.17). Auf diesen beiden Kurven wirkt

also wie in den folgenden Abbildungen dargestellt:
' / A
7 7 : :
=0 t = % t t=1

t

Abbildung 4.16: Die Monodromie in der Riemannschen Fliche £ (1)

S

Dy

Abbildung 4.17: Die Monodromie in F, (1) aufgefasst als Zylinder S* x R
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Dies entspricht genau der Definition eines Dehn-Twists entlang des Verschwindekreises
(' (siehe Definition 3.22).

Fiihrt man diese ganze Rechnung sorgfiltig mit Orientierungen aus, dann sorgt die Ori-
entierungsbedingung an die Karten in der Definition der Lefschetz-Faserungen dafiir,
dass jede lokale Monodromie einem linkshdndigen Dehn-Twists entspricht (vergleiche
Bemerkung 3.7 (3)). Lasst man diese Bedingung fallen, so kann man auch rechtshandige
Dehn-Twists erhalten. Da hier aber hauptsachlich Lefschetzfaserungen betrachtet wer-
den, deren reguldre Fasern Tori sind, macht dies meistens keinen groflen Unterschied,
da man auf Tori rechtshiandige Dehn-Twist durch Komposition von linkshéndigen Dehn-

Twist und umgekehrt erhalten kann (siehe Korollar 3.26 und Beweis von Korollar 4.12).

Da nun jeder kritische Punkt einer Lefschetz-Faserung lokal so wie das obige Beispiel
aussieht, erhélt man sofort, dass die lokale Monodromie eines kritischen Punktes immer
ein rechtshéndiger Dehn-Twist entlang des Verschwindekreises ist. Wie man die (globale)

Monodromie berechnet, zeigt der folgende Satz.

Satz 4.9 (Berechnung der globalen Monodromie).
Sei f: W* — D? eine Lefschetz-Faserung mit kritischen Punkten py,...,px € W und
zugehdrigen kritischen Werten q,...,q € D?. Dann gilt (nach Umnummerierung) fir

die (globale) Monodromie 1y der Lefschetz-Faserung

l/b:/l/bko."o/d}l?

wobei ; die (lokale) Monodromie zugehdrig zu dem kritischen Punkt p; ist, gegeben durch

einen Dehn-Twist entlang des Verschwindekreises wie im obigen Beispiel.

Beweis.

Zerteile die Fliche D? C C durch Bogen by, ..., by von 1 € 9D? C C zu verschiedenen
anderen Randpunkten von D?, die sich paarweise nur in 1 schneiden, so dass in jeder
Komponenten von D?\ {b; U---Ub,_;} genau ein kritischer Wert ¢; liegt. Dabei seien
die kritischen Werte ¢; und die Bogen b; so nummeriert, dass der Index i aufsteigt, wenn
man gegen den Uhrzeigersinn in D? um 1 € D? herumliuft und so, dass der kritische
Wert ¢; zwischen den Bégen b;_; und b; liegt (also so wie in Abbildung 4.18).
Einschrénkung dieser Lefschetz-Faserung auf die Urbilder der k£ Zusammenhangskompo-
nenten von D?\ {bU- - -Uby_; } liefert k Lefschetz-Faserungen tiber k neuen Scheiben mit
jeweils nur einem einzigen kritischen Wert. Sei nun ; die Monodromie der Lefschetz-

Faserung zugehorig zum kritischen Wert ¢;, dann gilt fiir die Monodromie v der gesamten
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Lefschetz-Faserung (siehe Abbildung 4.19)

Y =1ppo--- oy

Und nach dem vorigen Beispiel ist jede lokale Monodromie v; gegeben durch einen
(linkshéndigen) Dehn-Twist. O

Abbildung 4.18: Eine Zerteilung von D? durch Bogen b; im Fall k = 7

Abbildung 4.19: Berechnung der globalen Monodromie durch die lokale Monodromie
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Bemerkung 4.10

Diese Darstellung der Monodromie héngt nicht nur von der gewahlten Identifikation der
Faser ab, sondern auch ganz entscheidend von der Wahl der Bogen b; (siehe zum Beispiel
Abbildung 4.20 fir eine andere Wahl der Bogen).

Abbildung 4.20: Eine andere Zerteilung von D? durch Bégen b; im Fall k =7

Man kann sich auch genau tberlegen, welchen Effekt die Wahl dieser Bogen auf die
Darstellung der oben gewédhlten Monodromie hat. Dies fithrt zu sogenannten Elemen-
tartransformationen, einer Menge von Bewegungen dieser Bogen und entsprechenden
Anderungen der Monodromie, die dquivalente Lefschetz-Faserungen beschreiben (siehe
dafiir [16, Seiten 297-298]). In dieser Arbeit ist aber nur entscheidend, dass man jede

Monodromie einer Lefschetz-Faserung als Komposition von Dehn-Twists schreiben kann.

Beispiel 4.11

(1) Betrachte die Genus-1-Lefschetz-Faserung tiber D? mit nur einem kritischen Punkt
aus Beispiel 4.6 (2). Die Monodromie dieser Lefschetz-Faserung ist dann nach dem vo-
rigen Satz ein (linkshéndiger) Dehn-Twist entlang des Verschwindekreises C' (gegeben
durch die Anklebesphére des 2-Henkels mit Rahmung —1). Dies kann man hier auch
explizit sehen. Die Monodromie dieser Lefschetz-Faserung ist per Definition die Mon-
odromie des berandenden Torusbiindels iiber S!; deswegen ist es fiir diese Rechnung
hilfreich, das Kirby-Diagramm aus Abbildung 4.8 als Diagramm fiir die berandende 3-
Mannigfaltigkeit zu lesen. Bevor der 2-Henkel entlang C' angeheftet wird, liefert dieses
Kirby-Diagramm den 3-Torus T* als triviales T%-Biindel iiber S* (siche Beispiel 4.6 (1)).

Der Verschwindekreis C' liegt vollstandig in einer Torusfaser Tj. Sei nun V' ein Volltorus
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mit Seele C' und bezeichne mit ;1 den Meridian und mit A eine Longitude von 0V'. Dabei
soll V' so gewahlt sein, dass die Longitude A komplett in einer Torusfaser 77 liegt. Dabei
soll die Torusfaser 77 im Bild tiber der Torusfaser Ty liegen. Damit représentiert A\ die
0-Rahmung des Verschwindekreises C'. Weiter wahlt man V' so, dass eine ganze Umge-
bung A x I C 9V von A in OV komplett in der Torusfaser 7 liegt (siche auch Abbildung
4.21).

Abbildung 4.21: Wahl der Torusumgebung V' des Verschwindekreises C'

Fiihrt man nun die —1 Chirurgie entlang C' aus, so schneidet man das Innere des Volltorus
V heraus und klebt einen neuen Volltorus S* x D? wieder herein (siche auch Kapitel 5).
Dabei kann man den Anklebediffeomorphismus so wahlen, dass er auf oV \ (A x I) die

Identitat ist und innerhalb von A x I auf Homologieebene wirkt wie

o >t — A

)\0|—>)\,

wobei g und X\ Meridian und Longitude von S!' x D? sind wie in Kapitel 5 er-
klart. Die Anklebeabbildung ist also durch einen (linkshédndigen) Dehn-Twist entlang

A gegeben und da A die 0-Rahmung von C' reprisentiert, ist die Monodromie die-
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ser Lefschetz-Faserung durch einen Dehn-Twist entlang C' gegeben. Der Rand dieser
Lefschetz-Faserung ist also diffeomorph zu dem Torusbiindel iiber S' mit Monodromie
gegeben durch T

(2) Ist eine allgemeine Lefschetz-Faserung wie zum Beispiel die aus Beispiel 4.6 (5) gege-
ben, kann man dhnlich vorgehen. Man beginnt mit einer reguléren Faser, die in der Skizze
weit hinter den Verschwindekreisen liegt, und bewegt sich nun durch alle Chirurgien mit
Rahmung —1 hindurch bis nach unendlich und dann zuriick in die urspriingliche regula-
re Faser. Jede dieser Chirurgien liefert dann einen (linkshéndigen) Dehn-Twist entlang
des entsprechenden Verschwindekreises, wie im vorigen Beispiel beschrieben. Dies liefert
einen weiteren Beweis von Satz 4.9 (im Genus-1-Fall). Im folgenden Korollar wird sogar
gezeigt, dass man auf diese Art und Weise jedes Torusbiindel iiber S! als Rand einer

Genus-1-Lefschetz-Faserung iiber D? erhalten kann.

Korollar 4.12.
Zu jeder Matriz A € SLy(Z) existiert eine Genus-1-Lefschetz-Faserung W iiber D?, so

dass das Torusbiindel T4 tiber S* der orientierte Rand OW ist.

Beweis.

Sei A € SLy(7Z) eine beliebige Matrix. Nach Korollar 3.26 und der folgenden Bemerkung
kann man A als positives Wort in R~ = ((1) *11) und 7' = (% (1)) schreiben. Betrachte
nun erneut das Kirby-Diagramm von T2 x D? aus Beispiel 4.6 (1) und identifiziere die
Torusfasern mit R?/Z? durch Wahl von Meridian p und Longitude A wie in Abbildung

4.29.
() 0

Abbildung 4.22: Identifikation der Torusfasern mit R?/Z?
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Dann ist die Monodromie der Lefschetz-Faserung aus Beispiel 4.11 (1) durch T € SLy(Z)
gegeben. Genauso ist die Monodromie der Genus-1-Lefschetz-Faserung tiber D? aus Ab-

bildung 4.23 durch R™! € SLy(Z) gegeben.

() 0

W
D

Nz

Abbildung 4.23: Eine Genus-1-Lefschetz-Faserung iiber D? mit Monodromie R~*

Dann ist zum Beispiel die Monodromie der Spitze (siehe Beispiel 4.6 (3)) gegeben durch
TR™'. Andersherum kann man nun zu jeder Darstellung von A als positives Wort in
T und R~! so 2-Henkel mit Rahmung —1 an T? x D? anheften, dass die entstehende
Genus-1-Lefschetz-Faserung iitber D? Monodromie A hat. O

Beispiel 4.13

(1) In Beispiel 4.6 (1) hatten wir schon gesehen, dass die triviale Lefschetz-Faserung
T? x D? als Rand das triviale Torusbiindel 7% hat. Wenn man den Beweis des vorigen
Korollars genauer betrachtet, erkennt man aber, dass sofort ein Algorithmus geliefert
wird, um fiir beliebige Torusbiindel Lefschetz-Faserungen zu konstruieren.

(2) Im vorigen Beweis haben wir schon gesehen, dass die Lefschetz-Faserung aus Beispiel
4.6 (4) als Rand das Torusbiindel T3, hat. In diesem Beispiel hatten wir auch nachge-
rechnet, dass dieses Torusbiindel diffeomorph zu dem S*-Biindel iiber 72 mit Eulerzahl
n ist.

(3) Die Lefschetz-Faserung aus Beispiel 4.6 (3) mit zwei kritischen Punkten hat als Rand
das Torusbiindel T3 ,_,. Dies zeigt insbesondere, dass diese Lefschetz-Faserung nicht dif-
feomorph zu der Lefschetz-Faserung aus Beispiel 4.6 (4) (fir n = 2) ist. Es gibt also

verschiedene Lefschetz-Faserungen mit zwei kritischen Punkten.
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4.3 Lefschetz-Faserungen und symplektische
Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt soll die Verbindung von Lefschetz-Faserungen zu symplektischen
Mannigfaltigkeiten gezogen werden. Relativ schnell sieht man, dass bestimmte orientier-

bare 4-Mannigfaltigkeiten keine symplektischen Strukturen zulassen.

Beispiel 4.14

Zum Beispiel tragt S* keine symplektische Struktur. Dies sieht man zum Beispiel per
Widerspruch. Angenommen w wire eine symplektische Struktur auf S*, dann folgt aus
H32,(5*) = {0} und weil w geschlossen ist, dass es eine 1-Form A gibt, so dass d\ = w

gilt. Weil w? eine Volumenform ist, folgt mit Satz von Stokes (und wieder wegen dw = 0)
O#/wzz/(dA)Aw:/d(A/\w):O.
54 54 54

Wenn man sich dieses Beispiel genauer ansieht, erkennt man, dass dieses Argument fiir
alle geschlossenen, orientierbaren 4-Mannigfaltigkeiten W mit H7x(W) = {0} gilt und

erhéalt so folgendes Korollar.

Korollar 4.15.
Eine geschlossene, orientierbare 4-Mannigfaltigkeit W mit H3,(W) = {0} lisst keine
symplektische Struktur zu.

Die nachste natiirliche Frage wére, ob es weitere topologische Einschrankungen an 4-
Mannigfaltigkeiten fiir die Existenz einer symplektischen Form gibt. In diesem Abschnitt
werden wir sehen, dass die Frage, wann eine 4-Mannigfaltigkeit eine symplektische Struk-
tur trigt, sehr eng damit verbunden ist, wann diese 4-Mannigfaltigkeit die Struktur einer
Lefschetz-Faserung zulésst. Das erste (und fiir uns wichtigste Resultat) in diese Richtung

ist der folgende Satz.

Satz 4.16 (Symplektischer Faserungssatz von Gompf-Thurston).

Sei f: W — X eine Lefschetz-Faserung auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit W oder
sei f: W — ¥ eine Lefschetz-Faserung ohne separierende Verschwindekreise auf einer
kompakten Mannigfaltigkeit W und [F] die reelle Homologieklasse einer requldren Faser.
Dann besitzt W eine symplektische Struktur w, sodass w auf den reguldren Fasern eine

Volumenform ist genau dann, wenn [F| # 0 in Hy(W;R) ist.
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Beweisidee. (fiir genauen Beweis siehe [16, Satz 10.2.18])

Die Hinrichtung ist einfach. Wenn W eine symplektische Struktur w tragt, die auf den
reguléren Fasern eine Volumenform ist, dann gilt [w]([F]) > 0, also gilt [F] # 0 in
Hy(W;R).

Die Riickrichtung ist komplizierter. Im ersten Schritt zeigt man, dass es eine geschlossene
2-Form ¢ auf W gibt, so dass [¢]([F]) > 0 fiir jede geschlossene Fliche F in einer Faser
von f: W — 3 gilt.

Wenn es keine separierenden Verschwindekreise gibt, dann gilt fiir jede geschlossene Flé-
che F in einer Faser F, dass die Homologicklassen gleich sind, das heifit [£'] = [F] # 0.
Also existiert ein a € H25(W), so dass a([F]) > 0 ist. Dann kann man ¢ so wihlen, dass
(] = a gilt.

Wenn es jedoch separierende Verschwindekreise gibt, dann wird die singuldare Faser in
mehrere Komponenten geteilt. Wenn W dann geschlossen ist, kann man mittels Poincaré-
Dualitit das obige a so modifizieren, dass die Aussage trotzdem erfiillt ist (siehe dafiir
[16, Losung von Aufgabe 10.2.19)).

Weil man f in der Umgebung der kritischen Punkte kennt, kann man im zweiten Schritt
Volumenformen w, auf F, := f~'(y) konstruieren, so dass [w,| = [(|r,] in Hjz(F,) gilt.
Im dritten Schritt erweitert man diese 2-Formen w, zu geschlossenen 2-Formen 7, auf
Umgebungen W, von F, in W, indem man w, entlang eines starken Deformationsretrak-
tes W, — F, zuriickzieht.

Fir diese 2-Formen gilt dann [n,] = [(|w,] in Hiz(W,). Also existiert eine 1-Form 6,
mit df, = n, — |w,. Da nun W kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
{Wy ey = W von {W, }yes = W. Sei {p;} eine zu {f(W,,)}, = X gehorige Zerlegung
der Eins. Dann setze auf W

n

ni=C+d( D (pio f)by,).

=1

Man rechnet sofort nach, dass 7 geschlossen ist und auf jeder Faser eine Volumenform

liefert. Sei nun ws, eine Volumenform von Y. Dann setze fiir € > 0
we :=en+ ffws.

Auch hier rechnet man sofort nach, dass w. geschlossen ist. Da man weiter f in der
Umgebung der kritischen Punkte kennt, kann man zeigen, dass w, fiir € > 0 hinreichend
klein auch nicht-degeneriert ist und somit eine symplektische Form auf W liefert (siche
[16, Proposition 10.2.20]). O
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Bemerkung 4.17

(1) Die Bedingung [F] # 0 in Ho(W;R) kann man im Allgemeinen nicht weglassen.
Zum Beispiel kann man (mittels der Hopf-Faserung) S x S? als Torusbiindel iiber S?
schreiben, wegen H7n(S! x S3) = {0} trigt S' x S% aber keine symplektische Struktur
(siche Korollar 4.15).

(2) Man kann aber zeigen, dass dieses Problem nur fir Genus-1-Lefschetz-Faserungen
auftreten kann und ansonsten automatisch [F] # 0 erfiillt ist (siche daftir zum Beispiel
[16, Losung von Aufgabe 8.4.15(b)]).

(3) Fir Genus-1-Lefschetz-Faserungen tiber D? (auf die wir diesen Satz im néchsten
Abschnitt anwenden wollen) kann man auch nachrechnen, dass [F] # 0 gilt (siehe Beweis
von Satz 4.19(1)).

Fiir diese Arbeit ist eigentlich nur das obige Resultat wichtig, der Vollstandigkeit halber

aber noch die andere Richtung.

Satz 4.18 (Symplektischer Faserungssatz von Donaldson).
Jede symplektische Mannigfaltigkeit (W, w) besitzt nach (mehrmaligem) Aufblasen (das

heifit die verbundene Summe mit CP? nehmen) die Struktur einer Lefschetz-Faserung.

Beweis. siche [16, Satz 10.2.25] oder [28, Satz 10.1.6] O

4.4 Die schwache Fiillbarkeit der Torusbtindel

In Korollar 4.12 wurde gezeigt, dass man zu jedem Torusbiindel T% eine Lefschetz-
Faserung tiber D? konstruieren kann, so dass das Torusbiindel 7% der orientierte Rand
dieser Lefschetz-Faserung ist. Mit dem symplektischen Faserungssatz 4.16 von Gompf-
Thurston kann man nun eine symplektische Struktur auf diesen Lefschetz-Faserungen
konstruieren, so dass diese symplektischen Mannigfaltigkeiten dann schwache symplek-

tische Fiillungen von (773, &,) liefern.

Korollar 4.19 (Schwache Fiillbarkeit von Torusbiindeln tiber S').

(1) Zu jeder Matriz A € SLy(Z) existiert eine kompakte symplektische Mannigfaltigkeit
(W,w), sodass das Torusbiindel T3 tiber S* der orientierte Rand OW ist und w auf jeder
Torusfaser von T3 eine Volumenform ist.

(2) Fiir jede Matrix A € SLy(Z) und jedes n € 7\ {0} ist die Kontaktmannigfaltigkeit
(T3, &,) schwach symplektisch fillbar. Die schwache symplektische Fiillung ist gegeben
durch die symplektische Mannigfaltigkeit (W,w) aus dem ersten Teil des Satzes.
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Beweis.

(1) Korollar 4.12 liefert eine Lefschetz-Faserung f: W — D? so dass T3 der orientierte
Rand von W ist. Um jetzt eine symplektische Struktur auf W zu bekommen, mochte
man den symplektische Faserungssatz 4.16 von Gompf-Thurston benutzen. Dazu muss
man zuerst die Homologie von W genauer verstehen.

Nach Korollar 4.5 entsteht W aus dem trivialen Biindel 7% x D? durch Anheften von k
2-Henkeln jeweils mit Rahmung —1 (wobei & die Anzahl der kritischen Punkte ist). W
besteht also aus einem 0-Henkel, zwei 1-Henkeln und & + 1 2-Henkeln. Im Beweis von
Korollar 4.12 hat man weiter gesehen, dass diese 2-Henkel so gewéhlt werden konnen,

dass sie jeweils genau einmal {iber genau einen 1-Henkel laufen. Ein Kirby-Diagramm

— o

von W ist also von folgender Form:

o
J

N

Abbildung 4.24: Eine Genus-1-Lefschetz-Faserung iiber D?

Hiermit kann man nun die Homologie von W berechnen (siche auch [16, Seite 111]).
Speziell ist man an der zweiten Homologiegruppe iiber R interessiert; deswegen wird
hier iiber R gearbeitet. Die Kettengruppen werden erzeugt von den Henkeln mit ent-

sprechendem Index (genauer von dem Kern des Henkel verklebt mit einer Scheibe von
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entsprechender Dimension). Die Kettengruppen sind also

CO(W) =R,
C, (W) = R?,
Cy(W) = R*! und
C3(W) =0=Cy(W)

(Hier sieht man ibrigens auch, dass die Eulercharakteristik x(W) = k ist und man
dariiber die Anzahl der kritischen Punkte bestimmen kann.) Die dritte Randabbildung
03: C3(W) — Cy(W) ist also die Nullabbildung, und damit ist die zweite Homologie-
gruppe gegeben durch

Hy (W) = ker 0.

Die zweite Randabbildung muss also genauer verstanden werden. Nach [16, Seite 111]

ist diese gegeben durch

021 OQ(W) — Ol(W)

2
h? — > (B; e Aj) h,
i=1

wobei B;eA; die Schnittzahl der Anklebesphére A; des 2-Henkels h? mit der Gurtelsphére
B; des 1-Henkels h} bezeichnet. Sei h3 der 2-Henkel, der mit Rahmung 0 angeheftet wird,
und h?,...h; die 2-Henkel, die mit Rahmung —1 angeheftet werden. Dann gilt

hy — (By e Ag) hy + (By e Ag) hy = 0 und
jl,:/jl,r/

2 1 po . .
hi — £h;fireini € {1,2} und j =1,.. . k.

Also gilt
Hy(W) =ker 0y, D R,

erzeugt vom 2-Henkel h2 oder genauer der Fliche gegeben durch den Kern dieses 2-
Henkels verklebt mit einer Seifert-Flache des Knotens, also genau der regularen Torus-
faser Ty. Insbesondere ist die Homologieklasse [F| = [T] einer reguldren Faser ungleich
Null in Hy(W;R). Da weiter jeder Verschwindekreis tiber einen 1-Henkel l&uft (siehe
Abbildung 4.24), ist jeder Verschwindekreis nicht-separierend, und somit liefert der sym-

plektische Faserungssatz 4.16 von Gompf-Thurston dann eine symplektische Struktur w
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auf W, die auf jeder reguliren Torusfaser eine Volumenform ist.
(2) Um nun zu zeigen, dass (W,w) wirklich eine schwache symplektische Fiullung von
(T%,&,) ist, geht man dhnlich wie in Beispiel 2.38 (3) vor. Sei

a, = A(t) ( cos p(t) dx — sin p(t) dy)

eine Kontaktform von &, auf T3 (siche Bemerkung 3.37 (1)). Betrachte fiir s € [0, 1] die

glatte Familie von 1-Formen

as =sdt+ (1 —s)a, =sdt + (1 — s)A(t) (COS ©(t) dr — sin p(t) dy).
Dann gilt:

ad Ndal = s(1—s)dt Nday, + (1 —8)? a, Ada, = (1 — 5)*a, A day,

Fiir s € [0,1) ist & = kera’ also eine glatte Familie von Kontaktstrukturen auf T%.
Mittels Gray-Stabilitét (Satz 2.7) folgt, dass fiir s € [0,1) die Kontaktmannigfaltigkei-
ten (7°,&8) alle kontaktomorph zu (7%,&° = &,) sind. Um zu zeigen, dass (W, w) eine
schwache symplektische Fiillung von (73, ¢&,) ist, reicht es also wieder aus, dies fiir eine

der Kontaktstrukturen £ mit so € [0,1) zu zeigen. Dazu bemerke man, dass

s 52 perdt.

n

Da die Tangentialraume der Fasern durch ker dt gegeben sind, auf denen die symplekti-

sche Form w ein Volumenform ist, folgt
w‘f}l = w’kerdt > 0.

Da Letzteres eine offene Bedingung ist, gilt fiir so € [0, 1) nahe bei 1

(W, w) ist also eine schwache symplektische Fiillung von (T73,&,,). O

Hiermit ist der Teil tiber die schwache symplektische Fiillbarkeit im Fiillbarkeitssatz von

Ding-Geiges abgeschlossen.
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5 Kontakt-Dehn-Chirurgie und die
starke Fiullbarkeit

In diesem Kapitel soll die Kontakt-Dehn-Chirurgie definiert werden (wie sie in [4] ein-
gefiihrt wurde), das heifit Dehn-Chirurgie an einem Legendre-Knoten in einer Kontakt-
mannigfaltigkeit, so dass die entstehende Mannigfaltigkeit wieder eine Kontaktstruktur
tragt und diese aulerhalb einer Tubenumgebung des Knotens wie die alte Kontaktstruk-
tur aussieht. Dabei wird das Hauptwerkzeug die Theorie konvexer Flachen aus Abschnitt
2.8 sein.

Zuerst wird in Abschnitt 1 kurz das topologische Konzept einer Dehn-Chirurgie wieder-
holt, um dies dann im zweiten Abschnitt auf den Kontaktfall zu erweitern. Im Anschluss
werden einige fundamentale Sétze iiber oder mit Kontakt-Dehn-Chirurgie angegeben
und im néchsten Abschnitt dann einige einfache Beispiele und Anwendungen dieser Er-
gebnisse vorgestellt. Insbesondere werden dort auch virtuell iberdrehte Kontaktstruktu-
ren und stark fiillbare Kontaktstrukturen auf Torusbtindeln konstruiert. In Abschnitt 4
wird dann der Teil iiber die starke Fiillbarkeit der Torusbiindel aus dem Fiillbarkeitssatz
von Ding-Geiges bewiesen. Im Anschluss wird noch ein Algorithmus angegeben, um ein
mogliches n(A) aus dem Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges zu bestimmen. Weiter wird
noch gezeigt, dass auf einigen Torusbiindeln die Kontaktstrukturen &; stark symplektisch

fullbar sind. Die Grundlagen fiir das ganze Kapitel sind [4] und [25].

5.1 Topologische Dehn-Chirurgie

Zuerst werden einige Grundkonzepte der topologischen Dehn-Chirurgie fiir dreidimen-
sionale Mannigfaltigkeiten wiederholt. (Fiir genauere Informationen dartiiber siehe [29,
Kapitel 6] oder [30, Kapitel 9].)

Betrachte einen Knoten K in einer orientierten dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M.
Sei vK eine Tubenumgebung von K in M. (Dann ist v K diffeomorph zu einem Volltorus

St x D2) Auf dem Rand dieser Tubenumgebung gibt es nun zwei spezielle Kurven:

117



KAPITEL 5. KONTAKT-DEHN-CHIRURGIE UND DIE STARKE FULLBARKEIT

e Den Meridian u: Eine einfach geschlossene Kurve auf 9(vK)(= St x S1), welche

einen Erzeuger von H,(0(vK);Z) représentiert, aber in vK null-homolog ist.

e Die Longitude \: Eine einfach geschlossene Kurve auf 0(vK), die p transversal

in genau einem Punkt schneidet.

Dabei sollen die beiden Kurven so orientiert sein, dass das Paar (i, A) die positive Ori-
entierung von d(vK) in M liefert. (Mit der Regel: AuBere Normale zuerst.) Man kann
nun zeigen, dass diese Bedingungen den Meridian p bis auf Isotopie festlegen. Doch die
Longitude X ist dadurch noch nicht eindeutig bestimmt. Fiir eine gegebene Longitude
A sind weitere Longituden durch A = X + nu gegeben, wobei n € Z.

Sei nun 7 = 2 € QU {oo} mit p, ¢ koprim und g: I(S* x D?) — 9(vK) ein Diffeomor-
phismus mit

{x} x S* =: o L pp + g

(Dabei bedeutet r = oo, dass p = £1 und ¢ = 0 ist.) Dann definiere

M = (M\ (VK) + (S' x D2))/N,
wobei (St x D?) > z ~ g(z) € O(vK) und M \ (vK) den Abschluss dieser Menge
bezeichnet.
Man sagt dann, M’ entsteht aus M durch Dehn-Chirurgie entlang des Knotens K mit
Chirurgiekoeffizient r.

Nun kann man folgenden Satz zeigen (siche [30, Kapitel 9.F]).

Satz 5.1 (Dehn-Chirurgie).

M’ ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit und bei festgelegter Longitude N durch den
Chirurgiekoeffizienten r (und natiirlich den Isotopietyp von K und den Diffeomorphietyp
von M) bis auf Diffeomorphie eindeutig bestimmdt.

Wenn man nun einen Knoten K in S3 (oder allgemeiner in einer Mannigfaltigkeit, in
welcher der Knoten null-homolog ist) betrachtet, dann kann man eine Longitude A durch
die Forderung lk(K, \) = 0 eindeutig festlegen. Dabei bezeichnet [k die Verschlingungs-
zahl (siehe [29, Kapitel 6.15] oder [13, Kapitel 3.4.3]). Fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten

ist solch eine natiirliche Wahl allerdings nicht gegeben.
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5.2 Kontakt-Dehn-Chirurgie

Betrachtet man nun Knoten in Kontaktmannigfaltigkeiten, so stellen sich zwei nattirliche

Fragen, die wir im Folgenden beantworten wollen:

1. Gibt es natiirliche Longituden auf Tubenumgebungen spezieller Knoten in Kon-

taktmannigfaltigkeiten?

2. Wenn wir eine Dehn-Chirurgie in einer Kontaktmannigfaltigkeit ausfithren, gibt es
dann eine Kontaktstruktur auf der resultierenden Mannigfaltigkeit, die auflerhalb

einer Tubenumgebung des Knotens mit der alten Kontaktstruktur tibereinstimmt?

Fiir Legendre-Knoten in Kontaktmannigfaltigkeiten lésst sich die erste Frage positiv

beantworten, wie im Folgenden gezeigt wird.

Definition 5.2 (Kontaktrahmung).

Sei K: S' — (M, €) ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit. Wihle eine
spezielle Longitude A\ auf dem Rand einer Tubenumgebung O(vK) durch Verschiebung
von K in eine Richtung tangential zu &|rk, aber transversal zu K. Die zugehirige Rah-

mung heifit Kontaktrahmung.

Bemerkung 5.3
(1) Dies ist wohldefiniert, denn wegen T,K C &, fiir alle p € K spaltet das Normalen-

bindel von K in M in zwei triviale Geradenbiindel

(TM|x)/TK = (TM|k)/(€]x) © (£lx)/TK.

Dies liefert eine Trivialisierung des Normalenbiindels, welche man als die obige Rahmung
auffassen kann. (Dazu betrachte auch die lokale Abbildung 5.1. Im Globalen wird sich
der parallele Knoten im Allgemeinen mehrere Male um den alten Knoten herumwinden.)
(2) Dies ist einer der wenigen Punkte, an denen benétigt wird, dass die Kontaktstruktur
koorientiert ist. Natiirlich geht dies so auch nur in Dimension 3.

(3) In diesem speziellen Fall entspricht eine Rahmung eines Knotens einfach der Wahl
einer festen Longitude des Knotens. Man braucht also die allgemeine Definition nicht zu
kennen.

(4) Analog kann man auch dieselbe Rahmung erhalten, indem man K in eine Richtung
transversal zu £|k verschiebt. (Dies kann man auch in Abbildung 5.1 erkennen.)

(5) Die Rahmung eines null-homologen Knotens K, die durch die Forderung (k(K, A\) = 0

bestimmt ist, heiffit Flachenrahmung.
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(6) Natiirlich unterscheidet sich die Kontaktrahmung im Allgemeinen von der Flachen-
rahmung. Aber man kann sie leicht ineinander umrechnen (dazu spéter mehr in Ab-
schnitt 5.3).

Abbildung 5.1: Ein lokales Bild der Kontaktrahmung eines Legendre-Knotens

Beispiel 5.4
Betrachte V := {2? +y*> < 1} C (Sl xR% &, = ker(cos(n@) dx —sin(nh) dy)) wie in den

fritheren Beispielen. Dann ist V' eine Tubenumgebung des Legendre-Knotens
S'3 0 (0,0,0) € (S* x R?,&,).

Der Meridian pu ist also bis auf Isotopie eindeutig bestimmt. Die zur Kontaktrahmung
gehorige Longitude A erhalt man, indem man den Knoten in die Richtung eines Vek-
torfeldes R transversal zu dem Knoten, aber tangential zu der Kontaktstruktur &, ver-
schiebt. Damit ein Vektorfeld transversal zu diesem Knoten ist, darf es keinen Anteil
in #-Richtung haben. Also muss R von der Form R(0,z,y) = a(0,z,y) 0, + b(8, x,y) 0,
sein. Weiter ist das Vektorfeld R genau dann tangential an die Kontaktebenen, wenn
a,(R) = 0 gilt. Also betrachte:

0= a,(R) = a(f,z,y) cos(nf) — b0, z,y) sin(nh)
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Eine Moglichkeit das Vektorfeld zu wahlen, ist also offensichtlich
R(8,x,y) = sin(nf) 0, + cos(nh) 0,,.

Dieses Vektorfeld ist natiirlich nicht eindeutig, aber die zugehorige Longitude ist bis auf
Isotopie dieselbe. Wenn man nun den Knoten in Richtung dieses Vektorfeldes auf den

Rand von V verschiebt, erhélt man

A= {(0, sin(nd), cos(nQ)) 10 € Sl}.

V C (Sl X Rz,gl)

Abbildung 5.2: Kontaktrahmung des Legendre-Standardknotens im Fall n = 1

Diese Longitude ist iibrigens genau eine der Teilungskurven wie in Beispiel 2.55 beschrie-

ben.

Jeder Legendre-Knoten besitzt also eine natiirliche Longitude. Beziiglich dieser Longi-
tude kann man nun eine Chirurgie definieren. Die folgende Definition wird die zweite

Frage von oben auch positiv beantworten.
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Definition und Satz 5.5 (Kontakt-Dehn-Chirurgie).

Sei K ein Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, &) und sei M' die drei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, welche aus M durch Chirurgie entlang K mit Chirur-
giekoeffizient r € Q U {00} beziiglich der Kontaktrahmung entstanden ist. Dann trigt
M’ eine Kontaktstruktur &', so dass {|roarwk)y = &' (Die Kontaktstrukturen sind also
aufSerhalb einer Tubenumgebung des Knotens gleich.)

Man sagt, (M',£') ist durch Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang K mit Chirurgiekoef-
fizient r aus (M, &) entstanden.

Weiter gilt: Wenn r # 0 ist, dann ist £'|s1xp2 straff (hier bezeichnet S* x D? den neu

herein geklebten Volltorus), ist aber r =0, so ist £ dberdreht.

Bemerkung 5.6

(1) Die Kontaktstruktur ¢ ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Spéter werden wir aber
eine Situation betrachten, in der sie eindeutig ist.

(2) Selbst wenn ¢ eine straffe Kontaktstruktur auf M und r # 0 ist, dann ist es iiberhaupt
nicht klar, ob die neue Kontaktstruktur ¢ auf M’ auch straff ist. Eine iiberdrehte Scheibe
konnte teilweise in der alten Mannigfaltigkeit und teilweise in dem neu herein geklebten

Volltorus liegen.

Beweis von Satz 5.5.

Wir haben gesehen, dass die resultierende Mannigfaltigkeit nicht von der Wahl der Tu-
benumgebung abhangt. Die Idee ist es nun, eine Tubenumgebung des Knotens so zu
wahlen, dass ihr Rand eine konvexe Fléche ist. In Kapitel 2 haben wir geschen (Satz
2.47 und Satz 2.59), dass die Kontaktstruktur in einer Umgebung der konvexen Flache
im Wesentlichen schon durch ihre Teilungsmenge bestimmt ist. Es reicht also, eine Kon-
taktstruktur auf S* x D? anzugeben, beziiglich derer der Rand 9(S' x D?) eine konvexe
Flache ist, deren Teilungsmenge unter der Anklebeabbildung ¢ auf die Teilungsmenge
des konvexen Randes der Tubenumgebung abgebildet wird. Dann kénnen wir diesen
Volltorus in die Kontaktmannigfaltigkeit, aus der die Tubenumgebung des Knotens ent-
fernt wurde, hereinkleben, und zwar so, dass die Kontaktstrukturen auf den einzelnen
Komponenten zu einer globalen Kontaktstruktur auf der neuen Mannigfaltigkeit erwei-
tern. Genauer:

Nach dem Umgebungssatz fiir Legendre-Knoten existiert eine Kontakteinbettung
f: (Sl X D27£1) — (Mvg)

auf eine Tubenumgebung des Knotens K, wobei Dy wieder wie in Abschnitt 2.2 die
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2-Scheibe mit Radius 2 bezeichnet. Wir kénnen also unseren Legendre-Knoten K mit

dem Legendre-Standardknoten
S350+ (0,0,0) € (S* x Dy, &)

identifizieren. In diesem lokalen Modell lasst sich nun leichter arbeiten. In Beispiel 5.4
oben haben wir gesehen, dass V = {z? + y? < 1} eine Tubenumgebung von K ist. Auf

dieser wollen wir nun die Chirurgie ausfithren. Seien nun r = g mit p, ¢ koprim und
g: 0(S' x D*) — 9V

ein Diffeomorphismus mit

o > P+ gA.

Nun schneiden wir die Tubenumgebung V' des Legendre-Knotens K heraus und kleben
einen Volltorus S* x D? mittels g wieder herein. Also:

M = (M\f(V)+8'xD*)/
wobei 9(S? x D?) 3z ~ f(g(z)) € d(f(V)).
Topologisch liefert dies also nach Satz 5.1 eine wohldefinierte dreidimensionale Man-
nigfaltigkeit M’ die unabhingig von den getroffenen Wahlen ist. Um den Beweis zu
beenden, muss noch eine entsprechende Kontaktstruktur auf M’ konstruiert werden.

In Beispiel 2.55 und Beispiel 5.4 haben wir gesehen, dass 9V C (S x Dy, £;) eine konvexe
Flache mit #I'gy = 2 und Teilungsmenge

Loy = {(G,isinﬁ,:lzcose) NS Sl} :{j:)\}

ist. Wir bendtigen nun also eine Kontaktstruktur auf S* x D?, beziiglich derer der Rand
I(S* x D?) eine konvexe Fliche mit genau zwei Teilungskurven ist und deren Teilungs-
kurven unter g auf die Teilungskurven von 0V abgebildet werden.

Im Klassifikationssatz straffer Kontaktstrukturen auf Volltori (Satz 2.64) und in der fol-
genden Bemerkung haben wir gesehen, dass es im Falle zweier Teilungskurven fiir jede
mogliche Steigung dieser Teilungskurven mindestens eine solche Kontaktstruktur gibt.
Fiir Steigung 0 ist eine solche Kontaktstruktur iiberdreht, bei allen anderen Steigungen
kann diese Kontaktstruktur straff gewéhlt werden.

Nun wéhlt man eine solche Kontaktstruktur &, auf S* x D?. (Diese hingt natiirlich ent-
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scheidend von der Abbildung g ab.) Wenn man nun den konvexen Rand 9(S*! x D?) mit
g auf JV abbildet, sind die Teilungskurven dieselben, also kann man mit der Giroux-
Flexibilitat (Satz 2.59) annehmen, dass die charakteristischen Blétterungen schon die-
selben sind. (Das heifit, man isotopiert 9(S! x D?) in einem leicht verdickten Volltorus
zu einer konvexen Flache mit der richtigen charakteristischen Blatterung. Diese neue
Fléache ist dann wieder der Rand eines Volltorus.) Dann kann man mit Satz 2.47 schlie-
Ben, dass die Kontaktstrukturen in einer Umgebung der Fliche (also einmal in S* x D?

und einmal in M \ f(V) ) gleich aussehen. Also ist

¢ &, auf S'x D?
e auf VAV

eine auf M’ wohldefinierte Kontaktstruktur. Diese neue Kontaktstruktur hingt dann
nattirlich von den getroffenen Wahlen ab, also von der Kontakteinbettung f, dem Dif-
feomorphismus g und der Kontaktstruktur auf S x D2

Um die Aussagen iiber Uberdrehtheit und Straffheit der neuen Kontaktstruktur zu zei-
gen, reicht es zu zeigen, dass man nur fiir Chirurgiekoeffizient » = 0 eine Kontaktstruktur
auf S' x D? mit Steigung 0 benétigt, denn diese ist die einzige, die tiberdreht gewihlt
werden muss.

Sei also eine Kontaktstruktur auf S' x D? gegeben, so dass 9(S' x D?) eine konvexe

Menge mit zwei Teilungskurven und Steigung null ist. Dann gilt:
S(,uo) =0= S(@(Sl X D2)) = 3<F8(S’1><D2))
Wegen fig = pp+ g\ und Tys1xp2y = Doy = {£A} gilt:

pre 4 gA = g(po) = g(Tos1xp2)) = £A

Eine solche tiberdrehte Kontaktstruktur wird also wirklich nur im Fall p = r = 0 beno-
tigt. O

Eine Kontakt-Dehn-Chirurgie liefert also erneut eine Kontaktmannigfaltigkeit, deren
Kontaktstruktur allerdings im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. Wenn man
nicht an der genauen Kontaktstruktur auf der entstehenden Mannigfaltigkeit interes-
siert ist, kann man hiermit schon einiges anfangen. Zum Beispiel kann man hiermit
einen alternativen Beweis des Satzes von Martinet geben. (Der urspriingliche Beweis

funktioniert mit Chirurgie entlang transversalen Knoten. Das sind Knoten, die immer
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transversal zu den Kontaktebenen stehen; siehe dafiir [13, Satz 4.1.1].)

Korollar 5.7 (Satz von Martinet).
Jede dreidimensionale orientierbare geschlossene Mannigfaltigkeit besitzt eine Kontakt-

struktur.

Bewets.

Sei M eine solche Mannigfaltigkeit. Ohne Einschrankung konnen wir M als zusammen-
héangend voraussetzen. Nach dem Satz von Dehn-Lickorish (siehe [29, Satz 12.4]) kann
man M durch Dehn-Chirurgie entlang einer Verschlingung aus S® erhalten. Weiter trigt
S3 nach Beispiel 2.33 (1) eine Kontaktstruktur. Jetzt kann man nach dem Approxi-
mationssatz fiir Legendre-Knoten die Verschlingung durch eine Legendre-Verschlingung
approximieren. Dies dndert den Diffeomorphietyp von M nach Satz 5.1 nicht. Wie wir

eben gesehen haben, tragt M dann eine Kontaktstruktur. O

Wenn man nun Kontaktmannigfaltigkeiten durch Kontakt-Dehn-Chirurgie beschreiben
will, ist dies nur sinnvoll, solange die entstehende Kontaktstruktur auch eindeutig ist.

Wann dies der Fall ist, wird im Folgenden beantwortet.

Proposition 5.8 (Eindeutigkeitssatz).

Sei (M',¢") eine Kontaktmannigfaltigkeit, welche aus (M,§) durch Kontakt-Dehn-Chir-
urgie entlang eines Legendre-Knotens K mit Chirurgiekoeffizienten r = % (wobei n € Z,
auch 0 ist erlaubt) entstanden ist. Dann ist (M',£') eindeutig, das heifft unabhdingig von
der Kontakteinbettung f, dem Diffeomorphismus g und der Kontaktstruktur auf S* x D?.
(M',&) hingt also nur von dem Chirurgiekoeffizienten r = £ (und natiirlich von (M, ¢)
und K) ab.

Bemerkung 5.9
Allerdings konnen verschiedene Legendre-Knoten verschiedene Kontaktstrukturen lie-

fern, auch wenn sie topologisch isotop sind (weiteres dazu in Abschnitt 5.3).

Beweisidee von Proposition 5.8.

Zu zeigen ist, dass die neue Kontaktmannigfaltigkeit (M, ¢’) (bis auf Kontaktomorphie)
nicht von den Wahlen in der vorigen Konstruktion abhingt. Im Wesentlichen liegt dies
daran, dass es genau eine solche straffe Kontaktstruktur auf S' x D? mit Steigung %
gibt, wie sie in der obigen Konstruktion benétigt wird (siehe Klassifikationssatz 2.64).
Man kann dann nachrechnen, dass verschiedene Wahlen von f und ¢ zu kontaktomor-
phen Kontaktstrukturen fithren. Siehe dafiir zum Beispiel [4, Proposition 7] oder [25,
Proposition 4.8]. O
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Weil man jetzt weif3, dass fiir diese komplett wohldefinierte (%)—Kontakt—Dehn—Chirurgie
die entstehende Kontaktstruktur unabhangig von der Wahl von f, g und der Kontakt-
struktur auf dem hereingeklebten Volltorus ist, kann man diese so einfach wéhlen, dass
man einige Satze, die im topologischen Fall klar sind, auch im Kontaktfall beweisen
kann. Fir die Beweise der beiden folgenden Lemmata siehe wieder [4, Propositionen 8

und 9] oder [25, Lemmata 4.10 und 4.11].

Lemma 5.10 (Aufhebungslemma).

Wenn (M',¢') durch (+)-Kontakt-Dehn-Chirurgie aus (M,€) entlang eines Legendre-
Knotens K erhalten wurde, dann erhdlt man (M,€) aus (M',€') durch (—1)-Kontakt-
Dehn-Chirurgie entlang des Legendre-Knotens S* x {0} C S* x D? C (M',&') (der Seele
des hereingeklebten Volltorus).

Lemma 5.11 (Ersetzungslemma).

Wenn (M',€') durch (+)-Kontakt-Dehn-Chirurgie (n # 0) aus (M, £) entlang des Legen-
dre-Knotens K erhalten wurde, dann kann man (M', ") auch durch |n|-fache e-Kontakt-
Dehn-Chirurgie aus (M, &) erhalten, wobei ¢ = I%I = sign(n) € {£1}. Dabei wird jede
e-Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang der Seele des in der vorigen Chirurgie hineingeklebten

Volltorus ausgefiihrt.

Bezeichne nun mit M’ die 3-Mannigfaltigkeit, die aus einer geschlossenen Mannigfal-
tigkeit M durch (topologische) ganzzahlige Dehn-Chirurgie entlang eines Knotens ent-
standen ist. Ganzzahlige Dehn-Chirurgie ist eine Dehn-Chirurgie mit ganzzahligem Chir-
urgiekoeffizienten. (Man kann leicht zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl
der Rahmung abhéngt.) Eine solche ganzzahlige Dehn-Chirurgie lasst sich auch etwas
anders auffassen: Man betrachte die vierdimensionale Mannigfaltigkeit M x [0, 1]. Die
Mannigfaltigkeit A/’ kann man nun auch erhalten, indem man an den Rand M x {1}
einen 2-Henkel anheftet (das heifit Ankleben von D? x D? entlang dD? x D?). Der
obere Rand dieser 4-Mannigfaltigkeit ist dann nach Glattung des Winkels wieder eine
3-Mannigfaltigkeit. Wenn man den 2-Henkel auf die richtige Art und Weise anklebt,
entspricht diese neue 3-Mannigfaltigkeit genau M’ (siehe dafiir [30, 9.G.4 und 9.G.5]).
Ganzzahlige Dehn-Chirurgie liefert also immer einen (topologischen) Kobordismus von
M nach M’. (In der Abbildung unten ist dies anders als in den Abbildungen zuvor eine
Dimension niedriger schematisch dargestellt. Vergleiche auch mit dem vorigen Kapitel.)
Betrachtet man nun eine allgemeine (topologische) Dehn-Chirurgie, also nicht unbedingt
mit ganzzahligem Chirurgiekoeffizienten, so kann man diese Dehn-Chirurgie in (mehre-

re) ganzzahlige Chirurgien an eventuell anderen Knoten umwandeln (siehe dafir zum
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Beispiel [6]). Allgemeine Dehn-Chirurgie liefert also auch immer einen (topologischen)
Kobordismus von M nach M’; dabei muss man dann aber im Allgemeinen mehrere
2-Henkel anheften.

4

M X [07 1] K \ D2 % D2
-J

Abbildung 5.3: Ein Kobordismus, der einer Chirurgie entspricht.

Auch haben wir in Beispiel 2.30 (2) gesehen, dass man M x [0, 1] mit einer symplektischen
Struktur, der Symplektifizierung von (M, §), versehen kann, falls M eine Kontaktstruk-
tur £ tragt. Man kann sich nun in einer lokalen Rechnung iiberlegen, dass man im Falle
einer (—1)-Kontaktchirurgie sogar die obigen 2-Henkel mit einer symplektischen Struk-
tur versehen kann, die nach Glattung des Winkels bei M x {1} mit der symplektischen
Struktur der Symplektifizierung tibereinstimmt. Dies liefert dann einen (starken) sym-
plektischen Kobordismus von (M, ) nach (M’ £’) und impliziert insbesondere folgenden
Satz (fiir einen Beweis siehe zum Beispiel [25, Satz 4.12], [5, Seiten 587-588] oder [33]):

Satz 5.12 (Starke symplektische Fiillbarkeit durch Kontaktchirurgie).

Sei (M, &) eine geschlossene Kontaktmannigfaltigkeit und n € N.

(1) Wenn (M',&') aus (M, &) durch (—=+)-Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang eines Legen-
dre-Knotens entstanden ist und (M,£) stark symplektisch fillbar ist, dann ist auch
(M, &) stark symplektisch fullbar.

(2) Wenn (M, &) aus (M, €) durch (+)-Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang eines Legendre-
Knotens entstanden ist und (M,§) nicht stark symplektisch fillbar ist, dann ist auch

(M, ¢&") nicht stark symplektisch fillbar.

Dieser Satz liefert nun den gewtinschten Zusammenhang zwischen der starken symplekti-
schen Fillbarkeit von Kontaktstrukturen und der Kontakt-Dehn-Chirurgie und wird im
folgenden das Hauptwerkzeug sein um den Teil iiber die starke symplektische Fiillbarkeit

aus dem Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges zu beweisen.
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5.3 Beispiele und einfache Anwendungen der
Kontakt-Dehn-Chirurgie

Mit Kontakt-Dehn-Chirurgie kann man nun natiirlich sehr leicht aus gegebenen Kontakt-
mannigfaltigkeiten neue konstruieren. Wenn man dabei nur (%)—Kontakt—Dehn—Chirurgi—
en ausfithrt, ist diese entstehende Kontaktstruktur nach dem Eindeutigkeitssatz sogar
bis auf Kontaktomorphie eindeutig. Meistens wird man die Kontakt-Dehn-Chirurgien
entlang eines Legendre-Knotens in (R? &) C (9%,&y) ausfihren (siehe Beispiel 2.33
(1)), da man dort Legendre-Knoten sehr leicht in ihrer Front-Projektion (siche Beweis
von Satz 2.13) darstellen kann.

Zum Beispiel kann man eine (—1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang des Legendre-Un-
knotens aus Abbildung 5.4 links ausfiithren. Welche Mannigfaltigkeit dies liefert ist nicht
sofort klar (wie man dies herausfindet wird weiter unten erklart), aber da (S, ) nach
Beispiel 2.38 symplektisch fiillbar ist, liefert dies nach Satz 5.12 eine (eindeutige) stark
symplektisch fiillbare (und damit insbesondere straffe) Kontaktstruktur ¢ auf der ent-

stehenden Mannigfaltigkeit.
—1 —2

Q
RS
Q

3

Abbildung 5.4: Eine stark fiillbare Kontaktstruktur auf RP?

Da hier eine Chirurgie an einem Unknoten in S3 ausgefiihrt wird, wird die resultierende
Mannigfaltigkeit auf jeden Fall ein Linsenraum sein (siehe [16, Beispiel 5.3.2]). Um zu
bestimmen, welcher Linsenraum dies genau ist, braucht man eine Moglichkeit, die Kon-
taktrahmung in die Flachenrahmung umzurechnen. Dazu fithrt man eine Invariante fiir

Legendre-Knoten ein, die genau dies macht.

Definition 5.13 (Thurston-Bennequin-Invariante).

Sei K ein homologisch trivialer Legendre-Knoten in einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, ).
Dann ist die Thurston-Bennequin-Invariante tb(K) von K definiert durch tb(K) :=
Ik(K, ), wobei A einen zu K parallelen Knoten beziglich der Kontaktrahmung bezeich-

net. (Dabei sollen K und A gleich orientiert sein.)
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Bemerkung 5.14

(1) Dies ist keine (topologische) Isotopieinvariante. Denn wenn man K isotopiert, &ndert
sich die Longitude A, welche zur Kontaktrahmung gehort. Weiter unten sehen wir dies
noch explizit. Man kann aber zeigen, dass tb eine Invariante unter Legendre-Isotopien ist
(das heifit Isotopien, die immer Legendre-Einbettungen sind) zum Beispiel, indem man
die Invarianz unter den Reidemeisterbewegungen im Legendre-Fall zeigt.

(2) Da eine Longitude Ag, zugehorig zur Flachenrahmung des Knotens, Verschlingungs-
zahl 0 mit dem Knoten hat, gilt tb(K) = lk(Ar, Ak ), wobei Ak ein Longitude zugehorig
zur Kontaktrahmung ist. Die Thurston-Bennequin-Invariante gibt also genau die Anzahl
der rechtshédndigen Drehungen der Kontaktrahmung relativ zur Flichenrahmung an.
(3) Diese Invariante ergibt nur fiir homologisch triviale Knoten (also zum Beispiel alle

Knoten in S?) Sinn, da der Knoten nur dann eine Flachenrahmung besitzt.

Um jetzt die Thurston-Bennequin-Invariante des Legendre-Unknotens aus Abbildung 5.4
zu berechnen, bemerkt man, dass das Vektorfeld 0, immer transversal zur Standardkon-
taktstruktur & steht. Man kann also nach Bemerkung 5.3 (4) eine zur Kontaktrahmung
zugehorige Longitude erhalten, indem man den Knoten in Richtung dieses Vektorfeldes
verschiebt. Die Thurston-Bennequin-Invariante erhalt man dann durch Abzahlen der
Kreuzungspunkte wie bei der Verschlingungszahl gefordert (siche [29, Kapitel 6.15]). Im
Bild unten ist dies ausgefiihrt (der urspriingliche Knoten K ist in schwarz gezeichnet,

die Longitude in rot):

In diesem Fall erhdlt man also tb(K) = lk(K,\) = —1. Die (—1)-Kontakt-Dehn-
Chirurgie entlang des Legendre-Unknotens aus Abbildung 5.4 ist also topologisch aquiva-
lent zu einer topologischen Dehn-Chirurgie entlang eines Unknotens mit Chirurgiekoef-
fizienten —2 (das heifit beziiglich der Flachenrahmung) wie in Abbildung 5.4 dargestellt.

Generell sollen Chirurgiekoeffizienten an Legendre-Knoten immer beziiglich der Kon-
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taktrahmung gezahlt werden und Chirurgiekoeffizienten an rein topologischen Knoten
immer beziiglich der Flachenrahmung. Die topologische Dehn-Chirurgie am Unknoten
mit Chirurgiekoeffizienten —2 liefert nun den Linsenraum L(2,1) = RP? (dafiir siehe
[16, Beispiel 5.3.2 und Aufgabe 5.3.3 (a)]). Die Kontakt-Dehn-Chirurgie aus Abbildung
5.4 liefert also die stark fiillbare Kontaktmannigfaltigkeit (RP3,¢’). (Wenn man jetzt
noch die Tatsache benutzt, dass es auf RP3 nur eine einzige straffe Kontaktstruktur
gibt, dann weifl man, dass diese durch £’ gegeben ist.)

Natiirlich kann man auch eine Kontakt-Dehn-Chirurgie am selben Legendre-Unknoten
mit einem anderen Chirurgiekoeffizienten ausfiihren, um so Kontaktstrukturen auf an-
deren Linsenrdumen zu erhalten. Ein interessantes Beispiel ist in folgender Abbildung

gegeben:
+1 0

Q
129
Q

8

Abbildung 5.5: Eine straffe Kontaktstruktur auf S' x 52

Die gleiche Rechnung wie eben zeigt, dass diese Kontakt-Dehn-Chirurgie topologisch
den Linsenraum L(0,1) = S' x S? liefert. Da man hier aber eine (+1)-Kontakt-Dehn-
Chirurgie ausfiihrt, kann man zuerst einmal keine Aussagen tiber die Fiillbarkeit oder
Straffheit der neu entstehenden Kontaktstruktur £ auf S* x S? machen. In [7, Lemma
4.2] wird aber explizit nachgerechnet, dass diese Kontaktstruktur fiillbar und somit auch
straff ist. Die Umkehrung des Satzes 5.12 gilt also nicht.

Andererseits kann man auch andere Realisierungen eines Legendre-Unknotens betrach-
ten, wie zum Beispiel den Legendre-Hai-Unknoten aus Abbildung 5.6.

Die gleiche Rechnung wie eben liefert, dass dieser Legendre-Hai-Unknoten tb = —2 hat.
Somit liefert zum Beispiel eine (—1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie eine stark symplektisch
fullbare Kontaktstruktur auf L(3,1). Eine (+1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie hingegen lie-
fert wieder eine Kontaktstruktur auf S®, iiber deren Eigenschaften man zunichst nichts
aussagen kann. In [7][Lemma 4.1] wird aber gezeigt, dass diese Kontaktstruktur iber-

dreht sein muss (und somit auch nicht fiillbar sein kann).

130



KAPITEL 5. KONTAKT-DEHN-CHIRURGIE UND DIE STARKE FULLBARKEIT

CRE:

= +1
~ (L(3,1),¢) ~ (5%,¢)

Abbildung 5.6: Kontaktstrukturen auf L(3,1) und S*

Allgemein kann man durch Einfiigen solcher Zick-Zacks die Thurston-Bennequin-Invari-
ante eines Legendre-Knotens beliebig verkleinern. Dies nennt man auch Stabilisierung.
In iiberdrehten Kontaktmannigfaltigkeiten kann man die Rahmung auch beliebig ver-
grofern, in straffen dagegen liegt fiir jeden (topologischen) Knoten eine obere Schranke
vor (siehe dafir [13, Seite 318 und Satz 4.6.36]).

Durch Stabilisierung kann man nun auf jedem Linsenraum L(p, 1) mit p > 1 eine stark
symplektisch fiillbare Kontaktstruktur konstruieren, indem man eine (—1)-Kontakt-
Dehn-Chirurgie entlang eines Legendre-Unknotens mit p — 1 Spitzen und Windungszahl
0 ausfithrt (siehe Abbildung 5.7).

o (L(6, 1),5’) = (L(5, 1)75’)

Abbildung 5.7: Stark symplektisch fiillbare Kontaktstrukturen auf Linsenrdaumen
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Andererseits kann man durch Stabilisierung auch immer Rahmung 0 vermeiden und so
einen alternativen Beweis fiir den Satz von Martinet (siche Korollar 5.7) angeben, bei
dem nur straffe Kontaktstrukturen auf den neu herein geklebten Volltori benutzt werden
(siche auch [28, Korollar 11.2.3]).

Genauso kann man natiirlich nicht-triviale Knoten betrachten, wie zum Beispiel den
rechts- und den linkshandigen Kleeblattknoten. Eine Chirurgie an einem linkshdndigen
Kleeblattknoten in S® mit Chirurgiekoeffizienten —1 beziiglich der Flichenrahmung lie-
fert die Poincaré-Homologiesphare P (siehe [30, Beispiel 9.G.2]). (Eine Homologiesphére
ist eine Mannigfaltigkeit mit denselben Homologiegruppen wie die Sphére.) Weiter liefert
cine Chirurgie an dem linkshindigen Kleeblattknoten in S® mit Chirurgickoeffizienten
+1 beziiglich der Flachenrahmung eine andere Homologiesphére, die hier mit H bezeich-
net wird. Man kann zeigen, dass diese Chirurgie (topologisch) aquivalent ist (das heifit
sie liefern diffeomorphe Mannigfaltigkeiten) zu einer Chirurgie am rechtshandigen Klee-
blattknoten mit Chirurgiekoeffizienten —1 beztiglich der Flachenrahmung (auch dafiir
siehe [30, Beispiel 9.H.6]). Nun wollen wir die (—1)-Chirurgie am rechtshindigen Klee-
blattknoten als eine (%)—Kontakt—Dehn—Chirurgie ausfithren, um eine eindeutig bestimm-
te Kontaktstruktur auf der Homologiesphére H zu erhalten. Eine mogliche Realisierung

eines rechtshindigen Legendre-Kleeblattknotens ist in folgender Abbildung gegeben.

AN

Abbildung 5.8: Ein rechtshéndiger Legendre-Kleeblattknoten, der eine eindeutige Kon-

taktstruktur auf der Homologiesphére H liefert.
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Um jetzt die Thurston-Bennequin-Invariante des rechtshandigen Legendre-Kleeblattkno-
tens aus obiger Abbildung zu berechnen, verschiebt man den Knoten wieder wie eben
in Richtung des Vektorfeldes 0,. Die Thurston-Bennequin-Invariante erhilt man dann
wieder durch Abzahlen der Kreuzungspunkte wie bei der Verschlingungszahl gefordert
(siche [29, Kapitel 6.15]). Im Bild unten ist dies ausgefithrt (der urspringliche Knoten

K ist in schwarz gezeichnet, die Longitude in rot):

Abbildung 5.9: Berechnung der Thurston-Bennequin-Invariante

In diesem Fall erhélt man also tb(K) = lk(K, \) = 0. Dieses Verfahren funktioniert fur
alle Front-Projektionen von Legendre-Knoten in (R3,£y). Somit erhélt man folgendes

Korollar:

Korollar 5.15 (Berechnung von tb).
Sei K ein Legendre-Knoten in (R3 £,) und Kp seine Front-Projektion. Dann gilt:

1
th(K) = Windung(Kr) — §#Spitzen(KF)

In dem oben betrachteten Fall ist tb(K) = 0. Also ist die Flachenrahmung gleich der Kon-
taktrahmung, und somit fihrt eine (—1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang dieses rechts-
handigen Legendre-Kleeblattknotens zu einer eindeutigen Kontaktstruktur & auf der
Homologiesphire H. Da (S3,&,;) nach Beispiel 2.38 symplektisch fiillbar ist, ist nach
Satz 5.12 auch (H,¢&’) symplektisch fillbar.
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Der rechtshiandige Legendre-Kleeblattknoten in Abbildung 5.8 ware allerdings nicht die
natiirliche Wahl. Zunachst wiirde man folgenden Legendre-Kleeblattknoten betrachten:

Abbildung 5.10: Ein anderes rechtshindiges Legendre-Kleeblatt

Dieses Legendre-Kleeblatt hat aber (nach Korollar 5.15) tb(K) = 1, und somit miisste
man eine (—2)-Kontaktchirurgie ausfithren, um die Homologiesphare H zu erhalten. In
diesem Fall kann man aber nichts tiber die entstandene Kontaktstruktur aussagen.

Mit dieser Methode kann man natiirlich auch eine Kontaktstruktur auf der Poincaré-
Homologiesphére P erhalten. Dazu betrachtet man folgenden linkshdndigen Legendre-
Kleeblattknoten:

Abbildung 5.11: Ein linkshéndiges Legendre-Kleeblatt
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Dieser hat nach dem Korollar oben tb(K) = —6. Also erhilt man keine genaueren Aussa-
gen uber die neu entstandene Kontaktstruktur. Allerdings kénnte man auch hier wieder
versuchen, eine dquivalente Chirurgiebeschreibung der Poincaré-Homologiesphére mit-
tels einer Verschlingung zu erhalten, in der alle Chirurgiekoeffizienten umgerechnet in
die Kontaktrahmung einer %—Kontaktchirurgie entsprechen.

Diese Methoden lassen sich natiirlich auch auf kompliziertere Probleme anwenden. Zum
Beispiel wird in [5] gezeigt, dass sich jede Kontakt-Dehn-Chirurgie in eine Sequenz von
(£1)-Kontaktchirurgien iibersetzen ldsst. Damit und mit dem Satz von Dehn-Lickorish
wird dann gezeigt, dass jede Kontaktmannigfaltigkeit durch (£1)-Kontaktchirurgie aus
(93, &) erhalten werden kann (fiir einen einfacheren Beweis siehe auch [13, Satz 6.4.4]).
In [13, Kapitel 6.5] wird damit dann noch einiges mehr bewiesen, zum Beispiel der
Eliashberg-Gromov-Straftheitssatz 2.42.

Mit diesen Methoden folgt auch ein Beweis des Theorems von Lutz-Martinet, welches
besagt, dass jedes koorientierte Ebenenfeld auf einer orientierbaren geschlossenen Man-
nigfaltigkeit homotop zu einer Kontaktstruktur ist (fiir diesen Beweis siehe [7]). Fur

weitere Anwendungen siche auch [28].

Andererseits kann man mit Kontakt-Dehn-Chirurgie auch symplektische Mannigfal-
tigkeiten konstruieren. Zum Beispiel liefert die (—1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie an dem
Legendre-Kleeblatt aus Abbildung 5.8 einen symplektischen Kobordismus von der leeren
Menge zu (H, £’), also eine symplektische Mannigfaltigkeit mit Rand H (siehe Abbildung
5.12).

Weiter gibt es nach Satz 2.43 einen symplektischen Kobordismus von einer beliebigen
Kontaktmannigfaltigkeit zu der leeren Menge. Wenn man diese symplektische Mannig-
faltigkeit an die vorige anklebt, erhélt man sogar eine symplektische Mannigfaltigkeit
ohne Rand. (Der Kobordismus von (H,¢') zur leeren Menge ist in Abbildung 5.12 ge-
strichelt angedeutet.)

Genauso funktioniert dies natiirlich auch fiir die stark symplektisch fiillbaren Kontakt-
strukturen auf den Linsenrdumen vom Anfang dieses Abschnittes.

So kann man zum Beispiel auch stark symplektisch fiillbare Kontaktstrukturen auf
dem 3-Torus und einigen anderen Torusbiindeln iiber S! konstruieren. Die Chirurgie-
Diagramme aus Kapitel 4 (zum Beispiel das von T gegeben durch die Chirurgie an
den Borromaischen Ringen) sind dazu nicht gut geeignet, da man diese nicht so leicht
als (—1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie realisieren kann. Stattdessen liest man die Kirby-

Diagramme aus Kapitel 4 als Chirurgie-Diagramme in S* x S2#S! x S2.
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(—1) — Kontakt-Dehn-Chirurgie

(H,¢)

Abbildung 5.12: Fiillung der Homologiesphare H

Dazu zeigt man zuerst (siehe [16, Satz 11.1.8]), dass #,,S* x S? eine eindeutige posi-
tive, stark symplektisch fiillbare und straffe Kontaktstruktur & tragt, welche man aus
(53,&,) durch Entfernen von m 3-Ball-Paaren und Identifikation der Rénder mittels
eines Kontaktomorphismus erhélt (siche Abbildung 5.13).

; (#mSl X S27§5t)

11
OO

4

Abbildung 5.13: Die Standardkontaktstruktur &, auf #,,5! x S2.

Nun kann man Kontakt-Dehn-Chirurgie an Legendre-Knoten in (#,,S! x S?, &) aus-
fithren, die auch iiber die 1-Henkel laufen. Falls der Chirurgiekoeffizient beziiglich der
Kontaktrahmung —1 ist, folgt mit Satz 5.12, dass die entstehende Kontaktstruktur stark

1

w

6
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symplektisch fillbar ist (siehe auch [16, Satz 11.2.2]). Zum Beispiel liefert also das Dia-
gramm aus Abbildung 5.14 links eine stark symplektisch fiillbare Kontaktstruktur auf
der entstehenden Mannigfaltigkeit.

TS

Abbildung 5.14: Die stark symplektisch fiillbare Kontaktstruktur & auf 7.

Um zu bestimmen, welche Mannigfaltigkeit dies liefert, bemerkt man zuerst, dass der
Knoten homologisch trivial ist (siehe auch Abbildung 5.14 rechts). Damit ist die Thurs-
ton-Bennequin-Invariante wohldefiniert. Da (S! x S?#S5! x 52, &) aus (53, &) nur durch
Identifikation der 3-Bélle entsteht, kann man die Thurston-Bennequin-Invariante genau
wie in (53, &) berechnen. Da der Knoten vier Spitzen und Windungszahl 3 hat, ist die
Thurston-Bennequin-Invariante gleich 1. Topologisch entspricht dies also einer Chirurgie
mit Chirurgiekoeffizienten 0 (siehe Abbildung 5.14 rechts). Fiihrt man an diesem Dia-
gramm noch eine 1-Henkelverschiebung aus, so erhalt man das Diagramm des 3-Torus
aus Kapitel 4. Dies liefert also eine positive stark fiillbare Kontaktstruktur auf 7°. Nach
dem Fiillbarkeitssatz von Eliashberg muss dies also die Kontaktstruktur &; sein.

Durch Stabilisieren dieses Knotens kann man dann jede beliebige negative Rahmung
erhalten, und dies liefert so fiir jedes k& < 0 eine stark fiillbare Kontaktstruktur auf 7}
(siche Abbildung 4.12). Hier ist jedoch nicht sofort klar, welche Kontaktstruktur dies

genau liefert (siehe auch Bemerkung 5.25).
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Man kann mit Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagrammen auch virtuell iberdrehte Kontakt-

strukturen ausfindig machen, zum Beispiel mit folgendem Lemma (siehe [16, Satz 11.2.12]).

Lemma 5.16.

Wenn man in einem Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagramm einer Kontaktmannigfaltigkeit
(M, &) einen Ausschnitt der Form wie in Abbildung 5.15 finden kann, wobei K zu der
Verschlingung des Legendre-Knotens gehoren soll und ~y eine in M nicht-triviale Kurve
ist, dann ist die universelle Kontaktiberlagerung von (M, &) tiberdreht.

Wenn also & straff ist (zum Beispiel als stark symplektisch fillbare Kontaktstruktur),
dann ist & virtuell tiberdreht.

Abbildung 5.15: Eine Kontaktstruktur mit iiberdrehter Kontaktiiberlagerung

Beweis.

Betrachte dazu folgende Legendre-Kurve C' mit th(C) = —2.

Abbildung 5.16: Der Rand C' einer immersierten tiberdrehten Scheibe
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Rein topologisch ist der obige Ausschnitt aquivalent zu:

Abbildung 5.17: Eine immersierte Scheibe in M, die zu einer eingebetteten Scheibe in

der universellen Uberlagerung anhebt.

C' berandet also eine immersierte Scheibe A (siehe auch Beweis von Korollar 2.25), die
K nicht beriihrt und somit auch eine immersierte Scheibe in M liefert, die man auch
wieder mit A bezeichnet. Die Rahmung von C' = 0A induziert von A entspricht der
Tafelrahmung und ist somit gegeben durch —2. Insbesondere entspricht die Kontaktrah-
mung also der Rahmung, die durch A gegeben ist.

Da die Schleife v nach Voraussetzung in M nicht-trivial ist, ist die Anhebung von ~ auf
die universelle Uberlagerung M von M ein Weg (siehe auch Beweis von Korollar 2.25).
Die Anhebung A von A auf die universelle Kontaktiiberlagerung (M, €) ist dann eine
eingebettete Scheibe. Da die universelle Kontaktiiberlagerung ein lokaler Kontaktomor-
phismus ist, ist die Flichenrahmung von OA immer noch gleich der Kontaktrahmung.
Somit ist A eine iiberdrehte Scheibe in (M, €). O

Mit diesem Lemma kann man nun viele virtuell iiberdrehte Kontaktstrukturen auf ge-
schlossenen Mannigfaltigkeiten konstruieren. Zum Beispiel kann man das Kontakt-Dehn-
Chirurgie-Diagramm aus Abbildung 5.18 betrachten.

Wie eben rechnet man aus, dass dies eine stark symplektisch fiillbare und somit straffe
Kontaktstruktur auf dem Linsenraum L(4, 1) liefert. Da ein Meridian ~ dieses Knotens
in dem entstehenden Linsenraum nicht-trivial ist, ist die entstehende Kontaktstruktur
nach dem vorigen Lemma virtuell iiberdreht.

Durch Stabilisierung dieses Knotens kann man so auf allen Linsenrdumen L(p, 1) fur
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p > 4 virtuell iberdrehte Kontaktstrukturen konstruieren.

—1

R
It
™~
=
=

th= -3
Abbildung 5.18: Eine virtuell iberdrehte Kontaktstruktur auf dem Linsenraum L(4,1)

Man kann so aber auch virtuell iiberdrehte Kontaktstrukturen auf Torusbiindeln tiber
St konstruieren. Dazu betrachte das Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagramm aus Abbildung
5.19 links oben. (Vergleiche auch mit [28, Abbildung 12.4 und Aufgabe 12.2.8], dort
ist allerdings eine Kreuzung falsch, weswegen dieses Beispiel dort nicht funktioniert.)
Die beiden einfachen Legendre-Unknoten haben Thurston-Bennequin-Invariante —1, der
kompliziertere Knoten K hat 12 Spitzen und Windungszahl 7, die Thurston-Bennequin-
Invariante von K ist also +1. In Abbildung 5.19 wird gezeigt, dass dieses Dehn-Chirurgie-
Diagramm topologisch das Torusbiindel 7°(2) = T2, liefert.

Dabei wurde im ersten Schritt das Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagramm in ein topolo-
gisches Dehn-Chirurgie-Diagramm tibersetzt. Im zweiten Schritt wurde ein (+1)-facher
Rolfsen-Twist (siehe dafiir [30, Kapitel 9.H]) an dem oberen Unknoten ausgefiihrt um
damit die Verdrillung rechts oben aufzulésen. (Da die Rahmung des Unknotens 0 ist
andern sich die Chirurgiekoeffizienten dabei nicht.) Im dritten Schritt wird dann ein
(+1)-facher Rolfsen-Twist entlang des unteren Unknotens ausgefithrt. Der vierte Schritt
ist eine einfach Isotopie und liefert dann eine Darstellung der Borromaéischen Ringe und
somit nach Abbildung 4.12 ein Diagramm von T3(2).

Das Kontakt-Dehn-Chirurgie-Diagramm aus Abbildung 5.19 liefert also eine Kontakt-
struktur &,;,+ auf 73(2). Wenn man nun den roten Abschnitt in Abbildung 5.20 betrach-
tet, sieht man, dass man diesen Abschnitt durch eine einfache Legendre-Isotopie auf eine
Form, wie in Lemma 5.16 gefordert, bringen kann. Nach diesem Lemma ist die univer-
selle Kontaktiiberlagerung von (73(2),&,¢) also tiberdreht. (Man bemerke noch, dass

die Kurve 7 auch hier, als S'-Faktor in dem Torusbiindel, nicht-trivial ist.)
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Abbildung 5.19: Eine virtuell iiberdrehte Kontaktstruktur auf 7°(2)
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=
e

Abbildung 5.20: Eine tiberdrehte Scheibe in der universellen Kontaktiiberlagerung von

(T3(2)7 51)1‘7"15)

Allerdings tritt diese Kontaktstruktur diesmal nicht als starke symplektische Fillung
auf, weswegen man hier nicht sofort schlieffen kann, dass ,; straff ist. Durch die Be-
rechnung von speziellen Invarianten kann man aber trotzdem zeigen, dass &,;. straff
ist (siehe dafiir [28, Aufgabe 12.2.8 (c)]) und (7°(2), yie) somit wirklich eine virtuell
iiberdrehte Kontaktmannigfaltigkeit ist.

Die Klassifikation der straffen Kontaktstrukturen auf Torusbiindeln (siehe [15, Satz 1.3]
und Satz 3.44) liefert dann sogar, dass es auf diesem Torusbiindel nur eine einzige virtu-
ell iiberdrehte Kontaktstruktur gibt, die dann also durch &4 gegeben ist. In [26] wird
durch Berechnung von Homotopie-Invarianten sogar gezeigt, dass diese Kontaktstruktur
weder schwach noch stark symplektisch fillbar ist.

Ahnlich kann man auch virtuell iiberdrehte Kontaktstrukturen auf anderen Torusbiin-

deln konstruieren (siche [26]).
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5.4 Die starke Fiullbarkeit der Torusbuindel und der
Algorithmus

In diesem Abschnitt soll der Teil iber die starke symplektische Fiillbarkeit aus dem
Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges 3.46 bewiesen werden. Wie schon angekiindigt benutzt
man dazu Kontakt-Dehn-Chirurgie und Satz 5.12, um dieses Problem auf den Fiillbar-
keitssatz von Eliashberg 2.39 zuriickzufithren. Der entscheidende Schritt dabei ist das

folgende Lemma.

Lemma 5.17.

Sei Ay € SLy(7Z) eine beliebige vorgegebene Matriz und sei k € 7\ {0} beliebig. Dann
kann man fir ng > 1 aus (T3 ,&y,) mittels —%—Kontakt—Dehn—Chimrgie die Kontakt-
mannigfaltigkeit (T%,&,) erhalten. Dabei ist A = T*Ay und n € {ng,ng + 1,n9 — 1}.
Weiter ist der Wert n in Abhdngigkeit von Ag, k und ng wie folgt bestimmit:

Ist Ay =T fiir ein | € Z, so ist n durch folgende Tabelle festgelegt:

k [ n
k>0| [ <koderl>0 no
k>0 —k<Il<0 ng — 1

k<O0l|l>—koderl<0 o
k<0 0<l< -k no + 1

Ist Ay = (ao bo) nicht vom Typ T', so nennt man Ay kritisch, falls Spur(Ag) > 2 und

co do

by < 0 gilt. Im Fall Ay # T' ist n dann durch folgende Tabelle bestimmi:

A nicht-kritisch | A kritisch

Ay nicht-kritisch n=ng n=mnyg+1

Ag kritisch n=mny—1 n=ny

Weiter gilt dieses Lemma auch fiir ng = 1, solange n # 0 ist.

Der Beweis dieses Lemmas ist relativ aufwandig und technisch und wird deshalb ins
nachste Kapitel verschoben. In diesem Abschnitt wird dieses Lemma als bewiesen ange-
nommen und daraus dann der zweite Teil des Fiillbarkeitssatzes von Ding-Geiges 3.46

gefolgert.
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Bemerkung 5.18

Der Legendre-Knoten, an dem die obige Kontakt-Dehn-Chirurgie ausgefiithrt wird, ist
ein Legendre-Knoten, der in der {t = 0}-Ebene den S!'-Faktor einmal in y-Richtung
durchlduft (siehe Beispiel 2.11 (3)). Mehr dazu im néchsten Kapitel. Fir diesen Ab-
schnitt ist iberhaupt nicht wichtig, an welchem Knoten die Kontakt-Dehn-Chirurgie

genau ausgefithrt wird.
Aus dem obigen Lemma erhélt man sofort folgendes Korollar.

Korollar 5.19.
Ist k <0, soist n € {ng,ng + 1}. Der Fall n = ng — 1 kann also fir k < 0 unabhdingig

von der Matriz Ag nicht vorkommen.

Beweis.
Sei Ay = (“0 bO), dann gilt A = TFA, = (Cofr“;mo doiokb()). Wenn A, kritisch ist, gilt

co do
by < 0, und wegen k < 0 folgt dann, dass

Spur(A) = Spur(Ay) +£b£ > 2

>2 >0

und b = by < 0 ist. Also ist A dann auch kritisch. Die Aussage folgt dann sofort aus
Lemma 5.17. O

Hiermit kann man nun den Teil tiber die starke symplektische Fiillbarkeit aus dem

Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges zeigen:

Satz 5.20 (Starke symplektische Fiillbarkeit von Torusbiindeln tiber S').
Fiir jede Matric A € SLo(Z) existiert ein n(A) € N, so dass fir alle n > n(A) die
Kontaktmannigfaltigkeit (T3, &,) nicht stark symplektisch fiillbar ist.

Bewets.

Nach Korollar 3.26 kann man A schreiben als A = A,, - ...+ Ay mit A; € {T~"% R}
und k; > 0. Die Idee ist nun, mit der Kontaktmannigfaltigkeit (7°2,¢,) fiir n > 2 zu
beginnen, welche nach dem Fiillbarkeitssatz von Eliashberg 2.39 nicht stark symplektisch
fillbar ist, und eine Sequenz von —I—kii—Kontakt—Dehn—Chirurgien auszufithren, bis man
(T3, &ntn(a)—1) erhélt. Nach Satz 5.12 ist diese Kontaktmannigfaltigkeit dann nicht stark
symplektisch fiillbar.

Dazu geht man wie folgt vor: Ohne Einschrinkung kann man annehmen, dass A, = 7"

gilt (ansonsten setzt man R* an die Stelle von A,, und erhilt so eine zu A dhnliche
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Matrix). Nun fithrt man Kontakt-Dehn-Chirurgien wie in folgendem Diagramm (fiir

n = 2) schematisch dargestellt aus:

nicht fullbar

<T37 £2>

|

Il lf

(Tj?:*kl ) 53)
(TgT*kl S—1 53)

+
k“H

Lf':‘r“ |4 lw

(Tjg“—kz ST—-k185-1» §3+n2)

(Tgk2T—k1 ) 53—}—712)

(Tf?“*’% Rk2T—Fk1> §3+n3)

T

ﬁ; (Tga €n+n(A)71)

nicht fullbar

Hierbei bezeichnen die Pfeile die Kontakt-Dehn-Chirurgien mit entsprechendem Chirur-
giekoeffizienten, = bedeutet kontaktomorph und n; ist eine ganze Zahl aus {0, 1, ..., }.
Genauer fiihrt man zuerst an (73,¢,) eine +kil—Kontakt—Dehn—Chirurgie aus und erhalt

nach Lemma 5.17 die Kontaktmannigfaltigkeit (T:,?i_lcl ,&nt1). Nach Lemma 3.42 ist die-

se kontaktomorph zu (T?’T,kls,l?ﬁnﬂ). Im zweiten Schritt fithrt man nun an letzterer

S

Kontaktmannigfaltigkeit eine —|—k—t—Kontakt—Dehn—Chirurgie aus und erhalt nach Korol-
lar 5.19 die Kontaktmannigfaltigkeit (773
3.42 kontaktomorph zu (T371T7k25T7k157157 Entiin,) ist. Wegen STI1T%2S = R*2 ist diese

Kontaktmannigfaltigkeit gleich (T3, -, &nt14ns) = (T3, 4, Ent14ns), Wobei ng € {0,1}

kg g7~k 51> Ent14ns ), die wiederum nach Lemma

ist und bei gegebenen Werten der k; iiber Lemma 5.17 exakt bestimmt werden kann.
Als néchstes fithrt man wieder wie im ersten Schritt eine +é—Kontakt—Dehn—Chirurgie
aus, um (T3, 4, 4,5 Enti4ns) mit ng € {0,1,2} zu erhalten. Dieses Verfahren fithrt man

solange fort, bis man bei (T%, £,4n(4)—1) angelangt ist. O

Bemerkung 5.21

(1) Im obigen Beweis sieht man, dass mit dieser Methode immer n(A) > 2 folgt. Man
kann nun vermuten, dass hier sogar die Gleichheit fir alle Matrizen A € SLy(Z) gilt.
Mit einer etwas anderen Version von Lemma 5.17 konnte man vielleicht sogar zeigen,
dass (T%,&,) fir n > 1 und beliebiges A nicht stark symplektisch fiillbar ist.

(2) Der obige Beweis liefert zusammen mit dem Algorithmus aus Bemerkung 3.27 einen
Algorithmus, um bei gegebener Matrix A ein mogliches n(A) zu bestimmen. Wann dieses

n(A) minimal ist, bleibt jedoch eine offene Frage. Dazu im Folgenden einige Beispiele.
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Beispiel 5.22

(1) Im Beweis oben hat man schon gesehen, dass fir £ < 0 die Kontaktmannigfaltigkeit
(T3(k),&,) fir n > 3 nicht stark symplektisch fillbar ist.

(2) Weiter gilt, dass (T34,¢&,) fir n > 3 nicht stark symplektisch fiillbar ist. Um dies
zu sehen, schreibt man —S = T-'RT~! und fiihrt dann den Algorithmus aus obigem
Beweis aus, das heifit man fiihrt folgende Kontakt-Dehn-Chirurgien und folgende Ahn-

lichkeitstransformationen aus:

nicht fullbar
3 .\ 1
(T°,&) —(Tp-1,83)
g( -15—- 1753)
1
L>( 1ST*15*17§3)
g(TRlT 17§3)
+1 3
— (Tr-1pi7-1,83)
—_—
nicht fullbar

Um die Giroux-Torsionen der entsprechenden Kontaktstrukturen zu erhalten, berechnet
man an jeder Kontakt-Dehn-Chirurgie die Matrizen und benutzt dann Lemma 5.17.
Vollkommen analog geht dies dann natiirlich auch fir alle n > 2.

(3) Genauso schreibt man —Id = (RT')? und kann dann folgende Sequenz ausfiihren:

nicht fullbar

—_——~—
<T357 §3)

112

(TST IRT-15- 1753)
( “1ST-1RT-15- 17&’))
(T(RT 1)2753)
(T7-1(rr-1)2, 63)
(Tor-1(rr-1)25-1,€3)
(77

~1ST-1(RT-1)25-1> &3)

||z Lt ||2 it It lt

( —Id» 63)
————

nicht fullbar

(T34, &) ist also fiir n > 3 auch nicht stark symplektisch fiillbar. Ahnlich zeigt man
dies auch fir (7%,&,).

(4) Man kann aber auch kompliziertere Matrizen betrachten, wie zum Beispiel die Matrix
A= (5 6) Um obigen Algorithmus anzuwenden, benotigt man zuerst eine Darstellung

von A als Produkt von 7! und R. Dazu kann man zum Beispiel den Algorithmus aus
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dem Beweis von Satz 3.18 benutzen und erhdlt A = R°SR™'. Mit R™' = (T"'R)°T,
S=—-T"'RT! und (T"'R)?® = —Id folgt

A= RT'RT*RT ).

Man kann an der Matrix aber auch direkt erkennen, dass R7¢A = —T~! gilt und man

somit die deutlich einfachere Darstellung
A= —-RT™' = (T 'R)*R°T!
erhélt. Eine weitere Darstellung ist
A=R'T*RT.

Hier sieht man also insbesondere auch, dass eine solche Darstellung in keinster Weise
eindeutig ist. Nun fithrt man zum Beispiel folgende Sequenz (zugehorig zu der zweiten

Darstellung von A) aus:

nicht fullbar
—_——N—

(,TE Id> 53) (TET*1 ) 53)

(TEST*S*1 ) 53)

(T27-sgr-15-1,64)

= (Tga 54)
——

nicht fillbar

l‘:‘r“ I it

Wenn man in dieser Sequenz die Giroux-Torsionen berechnet, sieht man mit Lemma 5.17,
dass bei der letzten Kontakt-Dehn-Chirurgie die Giroux-Torsion um eins grofler wird.
Hier erhilt man also zuerst einmal nur, dass (773, &,) fiir n > 4 nicht stark symplektisch
filllbar ist.

Nutzt man die Darstellung A = R'T~2RT 3, erhilt man dasselbe Ergebnis. Fithrt man
jedoch die Sequenz zugehorig zu der Darstellung A = RST'RT~2(RT~')? aus, rechnet
man wie oben explizit nach, dass die Giroux-Torsion nur im ersten Schritt um eins
wichst. Somit erhilt man dann, dass (773, &,) sogar fiir n > 3 nicht stark symplektisch
filllbar ist. Ob man zu jedem beliebigen A eine Darstellung von A finden kann, so dass

der obige Algorithmus dieses Resultat fiir n > 3 liefert, ist nicht sofort klar.
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Andererseits kann man aber mit Lemma 5.17 auch positive Aussagen iiber die starke

symplektische Fiillbarkeit solcher Kontaktstrukturen treffen.

Beispiel 5.23

(1) Fir £ > 0 ist (T (K), &) stark symplektisch fiillbar. Um dies zu sehen, fithrt man
eine (—1)-Kontakt-Dehn-Chirurgie an (7%,&;) aus, um mit Lemma 5.17 die Kontakt-
mannigfaltigkeit (7% (k), &) zu erhalten. Da (T2, &;) stark symplektisch fillbar ist, folgt
aus Satz 5.12, dass auch (7% (k), &) stark symplektisch fillbar ist. Dies stellt man wieder

schematisch in einem Diagramm dar:

?r‘\»—t

(T%, &) — (T3 (k), &)
fullbar fiilllbar

(2) Ahnlich kann man dies fiir viele andere Torusbiindel machen. Zum Beispiel kann

man folgende Sequenz betrachten:

fullbar
BN L s
(T 7§1> —>(TT7§1>
g(TgTS*hgl)
_1>( TSTS— 1761)
g( 1T7€1)
—1>( TR~ 1T7€1)
:(TS>€1)

fullbar

Also ist auch (T3, &;) stark symplektisch fiillbar.

(3) So kann man auch zeigen, dass (T3 (—1),&;) stark symplektisch fillbar ist. Dazu
schreibt man 77! = (R7'T)5 R~! und betrachtet die dazu &hnliche Matrix R™2T(R™'T)%.
Wenn man die dazu gehorige Sequenz von Kontakt-Dehn-Chirurgien ausfithrt, an jeder
Chirurgie die entsprechenden Matrizen explizit berechnet und dann Lemma 5.17 be-
nutzt, folgt, dass (T%(—1),&) aus (1%, &) durch eine Sequenz von (—1)-Kontakt-Dehn-
Chirurgien entsteht und somit stark symplektisch fillbar ist.

Versucht man aber fiir ein allgemeines & < 0 (zum Beispiel per Induktion) zu zeigen,
dass (T%(k), &) stark symplektisch filllbar ist, so kommt man im Allgemeinen an eine
Stelle, an der Lemma 5.17 nicht mehr anwendbar ist (da man im Allgemeinen fiir n = 1

nicht immer ¢(0) = 0 wéhlen kann, siehe auch Beweis von Satz 3.39 (1)), und erhélt
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dann keine Aussage iiber die starke symplektische Fiillbarkeit von & . In diesem Fall
kann man die symplektische Fiillung aber explizit angeben. Dies wird im Beweis der

nachsten Proposition gemacht.

Proposition 5.24.
Fiir jedes k € Z ist (T} (k), &) stark symplektisch fiillbar.

Beweis. (siehe auch [4, Proposition 13])
Fir k£ > 0 folgt dies aus dem obigen Beispiel. Fiir £ < 0 kann man eine starke symplek-
tische Fiillung wie folgt konstruieren: Stelle & durch die Kontaktform

B :=dy — ktdx

wie in Beispiel 3.38 (3) dar. Nach Satz 3.32 fasert 7% (k) (durch Projektion auf die xt-
Ebene) als S*-Biindel iiber T2. Betrachte nun das zugehorige komplexe Geradenbiindel,
das heif3t

W:=RxCxR/.

mit kartesischen Koordinaten x und ¢ auf den beiden R-Faktoren, Polarkoordinaten
(r,y) € R§ x R/Z auf C und Identifikation

(x7r7y7 t) ~ ("’U + 17T7y7 t))
(x,r,y,t) ~ (x,r ke +y,t +1).

Damit gilt dann 7% (k) = {r = 1} C W. Erweitere nun /3 iitber W durch die Forderung
£(0,) = 0. Damit gilt dann auf W

B =dy— ktdz,
dp = kdx A dt.

Setze nun

w ::d((r2 + 1)6)
=(r*+1)dB +2rdr A B
=(r* 4+ )kdx Adt + 2rdr A dy + 2krtdr A dx.
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Weiter rechnet man nach, dass
w? = 4(r* + Dkdx A (rdr Ady) Adt

eine Volumenform auf W ist. Da w weiter geschlossen ist, liefert w eine symplektische
Struktur auf W. Betrachte jetzt das Vektorfeld

Man berechnet

yw ="+ 1)dy — (r* + Dktdz = (r* + 1) 3,

Lyw =d(tyw) = w.

Y ist also ein Liouville-Vektorfeld fir w und induziert somit eine Kontaktstruktur auf
jeder Hyperflache transversal zu Y, also insbesondere auf T_?;(k) Diese Kontaktstruktur

ist gegeben durch
ker(r? +1) 8 = ker B = &.
Somit ist ({(w,r,y,t) e Wir < 1},w) also eine starke symplektische Fillung von

Bemerkung 5.25
Dies ldsst vermuten, dass fiir jedes A € SLy(R) die Kontaktmannigfaltigkeit (773, ;)
stark symplektisch fiillbar ist. Wenn man Lemma 5.17 etwas abandern kann, so kann

man dies vielleicht mit Kontakt-Dehn-Chirurgie zeigen (siehe auch Bemerkung 5.21 (1)).
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6 Veranderung der Monodromie durch
Dehn-Chirurgie

In diesem Kapitel soll Lemma 5.17 bewiesen werden, womit dann der Beweis des Fiill-
barkeitssatzes von Ding-Geiges abgeschlossen wire. Das heifft, man méchte die Ande-
rung der Monodromie eines Torusbiindels iiber S um einen Dehn-Twist in eine Dehn-
Chirurgie iibersetzen. Dabei ist die Idee eine ahnliche wie im Beweis von Dehn-Lickorish
(siehe [29, Satz 12.4]). Man schneidet einen Volltorus aus dem Torusbiindel 7% heraus.
Die resultierende Mannigfaltigkeit kann man nun entlang einer Torusfaser, die das ent-
standene Loch trifft, aufschneiden und so wieder zusammenkleben, dass dies genau einem
rechtshandigen Dehn-Twist entspricht. Die entsprechende Monodromie dndert sich also
genau um einen Dehn-Twist. AnschlieBend klebt man den entfernten Volltorus auf nun
eine andere Art wieder herein, um erneut ein Torusbiindel zu erhalten; dies entspricht
genau einer Dehn-Chirurgie. In Beispiel 4.11 und Satz 4.12 hatten wir dies rein topolo-
gisch schon gesehen.

In Abschnitt 1 wird der obige Homéomorphismus sogar explizit konstruiert. Im zweiten
Abschnitt wird dieser Homéomorphismus dann ohne grofleren Aufwand zu einer glatten
Abbildung abgeéndert.

Wenn man dies auf Kontaktmannigfaltigkeiten erweitern will, dann muss man zuerst
die entsprechenden Kontaktstrukturen konstruieren, welche so gewahlt sind, dass die
Knoten zu Legendre-Knoten mit Tubenumgebungen mit konvexem Rand werden und
welche die richtige Giroux-Torsion besitzen. Diese Kontaktstrukturen werden im dritten
Abschnitt konstruiert.

Im vierten Abschnitt wird der Diffeomorphismus aus Abschnitt 2, dann zu einem Kontak-
tomorphismus abgedndert und anschlieBend nachgerechnet, dass dieses Verfahren einer
Kontakt-Dehn-Chirurgie mit Chirurgiekoeffizienten —1/k entspricht.
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6.1 Der topologische Fall

Zuerst beschaftigen wir uns, um ein Gefiihl zu bekommen, mit dem rein topologischen
Fall. Im ersten Schritt zeigt man, dass zwei beliebige Torusbiindel homéomorph werden,
wenn man in jedem eine Torusfaser entfernt. Im Beweis von 3.5 wurde dies implizit schon
gezeigt; hier wird sogar ein expliziter Homoomorphismus angegeben, da man diesen

spater noch benotigen wird.

Lemma 6.1.
Seien T3 und T3 zwei beliebige Torusbindel und vo(To) C T3, sowie v(Ty) C T3 offene

Umgebungen der Torusfasern Ty = {t = 0}. Dann ist T3, \ vo(To) homéomorph zu
T3\ v(To).

Beweis.

Die Umgebungen der Torusfaser Tj sind homéomorph zu T2 x (—¢,¢) fiir ein € > 0
hinreichend klein. Um nun einen Homéomorphismus F: T3 \ vo(Ty) — T3 \ v(Tp)
zu definieren, reicht es, diesen Homoomorphismus auf einem Fundamentalbereich zu

definieren, also zum Beispiel durch

F :T?*x[~1+¢—¢] —T?x[~1+¢,—¢]
(z,y,t) — (x,y,t).

Durch Komposition mit den Decktransformationen (siche Beweis von Lemma 3.35) in-
duziert F_ die Abbildung F' (siche Abbildung 6.1). Zum Beispiel gilt dann

F+;:f3AoF_o( ?)AO)_I:TQX[5,1—5]—>T2><[5,1—5]

(m,y,t) — (A_le(x,y),t),

wobei f3' die Decktransformation von Tf{o ist, gegeben durch

(m,y,t) — (Ao(x,y),t+ 1);

genauso fiir f£* (siehe auch Beweis von Lemma 3.35). O
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t=1—¢ F,
t=+ek
t=—c¢ F_
7 ™

i
t

C l4e

Abbildung 6.1: Der Homéomorphismus F' zwischen den Komplementen einer Torusfaser

in zwei verschiedenen Torusbiindeln

Als néchstes werden die entsprechenden Torusbiindel und die darin enthaltenen Volltori
beschrieben, die spéater herausgeschnitten werden.

Sei Ay € SLy(Z) eine beliebige Matrix und setze A := T*A, € SLy(Z) fir k # 0.
Betrachte nun folgende Knoten in den zugehérigen Torusbindeln 73 und T3 (siche

Abbildung 6.2):

0,1] 3 5 = Ko(s) :={(z,y,t) € T4,
[0,1] 2 s — K(s) ::{(x,y,t) cTs

sz,y:s,t:O}CTjo

sz,yszzO} CTj
Die zugehorigen Tubenumgebungen werden so gewahlt:

v(Ky) := {(:p,y,t) GTgo‘ —5§x§5,—5§t§8} C T3,

V(K) = {(x,y,t)ETi‘—éSxSé,—égtgg}CTj

Dabei werden € > 0 und ¢ > 0 hinreichend klein gewéhlt (siche Abbildung 6.2). Der Rand
der Tubenumgebung v(K;) wird mit R?/Z? durch Wahl von Longitude und Meridian

Lo ::{(3:, 0,t) € GVOKO}
Ao :z{(é,y,O) € 8UOK0}
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identifiziert, wobei \¢ in positiver y-Richtung orientiert und g positiv in der xt-Ebene
orientiert sein soll (siche Abbildung 6.2). Analog fiir v(K). Man bemerke, dass die Tu-
benumgebungen dieser Knoten genau in den Umgebungen der Torusfasern aus Lemma

6.1 liegen.

Abbildung 6.2: Die Tubenumgebung v(K) des Knotens K in T4

T3, \ v(Ko) und T3 \ v(K) sollen dann wie folgt beschrieben werden:
T3\ v(Ko) = (T2 X [-1+¢e—e]UVUT? x [g1 —E])/N,

wobei V := [§,1 — 0] x ST x [—¢,¢] auch wieder ein Volltorus ist und die Identifikation
durch
T2 x [-1+¢,—¢] 3 (z,y,t) ~ (Ao(z,y) t +1) € T* x [e,1 —¢]

gegeben ist (siehe auch Abbildung 6.3, in der die y-Richtung nicht gezeichnet wurde)

und vollkommen analog fiir 7% \ v(K).

Im néchsten Schritt wird nun gezeigt, dass der Homéomorphismus aus Lemma 6.1 tiber

den Volltorus V erweitert.
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t=1—¢
o
<AO($>y)7t> \‘\
t=+¢ N
V
t = —¢
t% (MfM
t:_1+€x:0 z=1

Abbildung 6.3: Das Modell von T3\ v(Kj)

Lemma 6.2.
Der Homéomorphismus F: T3 \ vo(To) — T3 \ v(Ty) aus Lemma 6.1 erweitert zu
einem Homdomorphismus T3 \ v(Ko) — T3\ v(K), der auch wieder mit F' bezeichnet

wird.

Beweis.
Man betrachtet die Abbildung (siche auch Abbildung 6.4)

T?°x [-1+4e—lUVUT?* X [g,1—¢] — T?*X[-1+4e—]UVUT?*Xx[g,1—¢]

(x,y,1) Ly (v, kx +y,t) furt € [e,1— ¢

(z,y,1) Y Fy(a,y,t)  fiirt € [—e,¢]

(z,y,t) 2 (ayyt) firt € [—14e, —¢]
Dabei soll Fy ein Homdomorphismus von V' sein, der auf {t = —¢} mit F_ und auf

{t = €} mit F; tbereinstimmt. Fiir Fy, kann man zum Beispiel einfach die lineare

Interpolation zwischen F_ und F', wéahlen, also

e—1 +5—|—t
2e Y 2e

t
Fy(z,y,t) := (:U, (kx + y),t) = (x,y + 82—2 kx,t) .

Bildet man nun den Quotienten, so induziert dies einen Homéomorphismus, denn auf V'
wird gar nicht identifiziert und die Abbildungen F_ und F, stimmen auf dem Quotien-

tenraum tberein (siche Beweis von Lemma 6.1). O
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TiO\VKO Tg\I/K
t=1—¢ F, t=1—¢
//\
- —
//—\
v =
t=—¢ t=—¢
t F
//—\
Z
t=—-1+¢ t=—-1+¢
x=0 r=1 x=0 r=1

Abbildung 6.4: Die Erweiterung von F' iiber den Volltorus V.

Hiermit folgt nun sofort das versprochene Resultat dieses Abschnitts:

Proposition 6.3.
T3 entsteht durch topologische Dehn-Chirurgie entlang des Knotens Ko aus Tgo.

Beweis.

Nach dem vorigen Lemma ist T3 \ v(K() hombomorph zu T3 \ v(K). Das Hereinkle-
ben dieser Volltori mittels eines Homéomorphismus entspricht dann per Definition einer
Dehn-Chirurgie. O]

Bemerkung 6.4

Der Knoten K| ist in Tgo nicht null-homolog, weswegen er keine ausgezeichnete Rahmung
hat. Somit ergibt es hier keinen Sinn, von einem Chirurgiekoeffizienten zu sprechen.
Fiithrt man aber spater (in Abschnitt 6.4) Kontaktstrukturen ein, fiir die K ein Legendre-
Knoten wird, so lasst sich Ky kanonisch mit der Kontaktrahmung versehen und man

kann von einem Chirurgiekoeffizienten sprechen.

6.2 Der glatte Fall

In diesem Abschnitt soll die obige Konstruktion in der Kategorie der glatten Mannigfal-
tigkeiten durchgefithrt werden. Dazu versieht man die Mannigfaltigkeiten v(Kj), v(K),
V, T3, \ v(Ko) und T3 \ v(K) nach Gléttung des Winkels mit glatten Strukturen. Be-

nutzt man nun das Resultat, dass jede 3-Mannigfaltigkeit eine eindeutige glatte Struktur
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besitzt und dass zwei hom6omorphe 3-Mannigfaltigkeiten auch immer diffeomorph sind,
folgt das obige Resultat auch in der Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten. Wenn man
dies aber spéter auf Kontaktmannigfaltigkeiten ausweiten mochte, ist es hilfreich, diese
glatten Abbildungen explizit anzugeben. Dazu bemerkt man zuerst, dass der Homdoo-
morphismus F': T3 \ vo(To) — T3 \ v(Tp) aus Lemma 6.1 sogar ein Diffeomorphismus
ist. Ahnlich wie im vorigen Abschnitt, kann man diese Abbildung explizit zu einem

Diffeomorphismus iiber V' erweitern.

Lemma 6.5.
Der Diffeomorphismus F: T4 \vy(To) — T3 \v(Tp) aus Lemma 6.1 erweitert zu einem
Diffeomorphismus T3\ v(Ko) — T3 \ v(K), der auch wieder mit F bezeichnet wird.

Beweis.
Man betrachtet die Abbildung (siehe auch Abbildung 6.4)

T?X [—1+4e—UVUT?*x[g,1—¢] — T?x[-1+¢e,—]UVUT?x[e,1—¢]

(x,y,t) AN (x,kx +y,t) furt € [e,1 —¢]
(. ,1) B (g w0kat) it e el
(x,y,t) N (x,y,t) furt € [-1+¢, —¢]

Dabei ist ¢: [—¢,¢] — R eine monoton wachsende und glatte Funktion (siehe Abbildung
6.5) mit:

e (t) =0 nahe t = —¢
e (t)=1nahet=c¢
e (0) =0 (Diese Bedingung ist jetzt iiberfliissig, wird aber spéter noch benotigt.)

Damit wird Fy zu einem Diffeomorphismus von V', der in einer ganzen Umgebung von
{t = —e} und {t = £} mit F_ beziehungsweise F; tibereinstimmt. Genau wie im Beweis
von Lemma 6.2 induziert dies dann einen Diffeomorphismus F’ auf dem Quotientenraum.

O

Genau wie im vorigen Abschnitt folgt dann die Aussage iiber die Dehn-Chirurgie.

157



KAPITEL 6. VERANDERUNG DER MONODROMIE DURCH DEHN-CHIRURGIE

Wb

Abbildung 6.5: Die Funktion ¢: [—¢,¢] — R.

6.3 Konstruktion der Kontaktstrukturen mit

entsprechender Giroux-Torsion

In den néchsten beiden Abschnitten soll dieses Resultat fiur Kontaktmannigfaltigkeiten
bewiesen werden. Dazu miissen zuerst die entsprechenden Kontaktstrukturen konstru-

iert werden. Dazu betrachtet man monoton wachsende Funktionen ¢j, ¢: R — R mit
©0(0) = 0 = ¢(0) und

AoDyg(t)y = Dy (t+1),
ADgwy = Dy

(siche auch Beweis von Satz 3.39). Da ((13) ein Eigenvektor von T* zum Eigenwert 1 ist
(siche auch Beispiel 3.38 (3)), gilt

Al o1y = TH Ao Ay 1) = T Apy(0) = Do) = Do) = Aly(-1y.

Weil nun A eine Bijektion ist, unterscheiden sich ¢(—1) und ¢o(—1) nur durch Addition
eines ganzzahligen Vielfachen von 2. Bei vorgegebenem ¢y wihlt man nun die Funktion
¢ wie oben, so dass ¢(—1) = po(—1) gilt. (Ist die Giroux-Torsion ng von ¢q gleich 1, so
kann es sein, dass man ein solches ¢ gar nicht wéhlen kann (siehe Beweis von Satz 3.39

(1)). In diesem Fall liefert das folgende Lemma nattirlich keine Aussage.)
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Lemma 6.6.
Seien o, p: R — R wie oben, ng die Girouz-Torsion von ¢y und n die Girouz-Torsion
von @. Dann hingt n von Ay, k und ng genau wie in Lemma 5.17 ab. Im Fall Ay = T'

fir ein | € Z gilt also:

k [ n
k>0| l<koderl>0 no
k>0 —k<Il<0 ng— 1

k<O0|l>—koderl<0 no
k<0 0<l< -k ng + 1

Im Fall Ay # T" ist n durch folgende Tabelle bestimmit:

A nicht-kritisch | A kritisch

Ay nicht-kritisch n=ng n=mnyg+1

Ag kritisch n=mny—1 n=ny

Beweis.
Betrachte zuerst den Fall, dass Ay = T" ist fiir ein [ € Z.
Wenn [ = 0 ist, dann ist 7" die Einheitsmatrix und es gilt

Aoty = TP Aoy = Dpoet1)-

Also ist @o(t+ 1) — ¢o(t) ein ganzzahliges Vielfaches von 27. Die Giroux-Torsion ng war

gegeben durch

21(ng — 1) < sup {goo(t +1)— goo(t)} < 2mnyg,
teR

also gilt
300(15 + 1) — gpo(t) = 27T7’Lo.

Wegen ¢q(0) = 0 folgt ¢o(—1) = —27mny.
Ist I > 0, so wirkt 7" wie in Abbildung 6.6 dargestellt. Da (?) ein Eigenvektor von T"
zum Eigenwert 1 ist und wegen ¢o(0) = 0, gilt:

Aoy = Doy ~ (§) fir alle ¢ € Z.

An Abbildung 6.6 erkennt man dann, dass

wo(t+1) —po(t) = 27N — X;
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gilt, wobei N € Z eine ganze Zahl ist und X; € [0, 7) eine Funktion, die genau dann 0
ist, wenn t € Z ist. Also folgt

27 (N — 1) < po(t+ 1) — @o(t) < 2wN.

Die ganze Zahl N ist also genau die Giroux-Torsion ny. Wegen ¢y(0) = 0 folgt wieder
wo(—1) = —2mny.

Abbildung 6.6: Die Wirkung der Matrix 7" fiir [ = 1

Ist [ < 0, so wirkt 7" wie in Abbildung 6.7 dargestellt und wie eben gilt
po(t +1) — o(t) = 2N + X,

wobei N € 7Z eine ganze Zahl ist und X, € [0,7) eine Funktion, die genau dann 0 ist,
wenn t € Z ist. Also folgt

2N < po(t+ 1) — @o(t) < 27N + 7.

Es gilt also N = ng — 1. Wie oben folgt dann ¢o(—1) = —27(ng — 1).

Zusammenfassend gilt also

900(—1) =

—27ng firl >0
—2m(ng — 1) firl <0.
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Abbildung 6.7: Die Wirkung der Matrix T fiir [ = —1

Vollkommen analog erhélt man fiir ¢ und A = T**

—2mn firk+1>0
p(=1) =
—2n(n—1) firk+1<0.

Wegen ¢o(—1) = ¢(—1) kann man nun vergleichen und erhalt:

o fir k+1>0undl!l >0
o fir k+1<0Oundl <0
ng+1 furk+[71<Oundl >0

ng—1 firk+1[71>0undl <0,

woraus in diesem Fall sofort die Behauptung folgt.

Wenn Ag nicht vom Typ 7" ist, dann ist (?) kein Eigenvektor von Ay mit positivem Ei-
genwert. Die Giroux-Torsion ny von (g ist dann dadurch bestimmt, in welchem Intervall
der Lange 27 der Wert ¢o(1) — ©o(0) = (1) liegt und ob Ay kritisch oder nicht-kritisch
ist (siche Beweis von Satz 3.39 (1)). Da A dann auch nicht vom Typ T ist, gilt dasselbe
auch fir die Giroux-Torsion n von ¢. Wenn man nun ¢y mit Giroux-Torsion ng vorge-

geben hat, kann man wie folgt eine Funktion ¢ wie oben explizit konstruieren und dann
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den Wert (1) bestimmen. Setze dazu
o(t) = po(t) auft € [-1 4 ¢, —¢]

fiir ein & > 0 hinreichend klein. Sei weiter h: R/27Z — R/277Z definiert durch T*A, =
A;l((p) und sei h: R — R die Anhebung von A mit h(0) = 0. Man rechnet leicht nach,
dass h explizit durch folgende Gleichung gegeben ist:

hp) — arccot (cot(cp) + k:) fir p € (7Tl, m(l+ 1))

ml fir ¢ = 7l.

Dann setzt man
o(t) = hoy(t)auft € [0.,1 — 0]

fir o, 0. > 0 so gewahlt, dass folgende Gleichung fiir t € [—1 + &, —¢] Sinn ergibt:
ADgpy = TF Ao Aoty = THAgyi11) = Dhogo(t41) = Dopirt)

Dieses ¢, bis jetzt nur zwischen Umgebungen von —1 und 0 und zwischen Umgebungen
von 0 und 1 definiert, erfiillt also die geforderte Eigenschaft (siche den roten Teil in
Abbildung 6.8). Wahle nun ¢ auf [—¢, 0] streng monoton wachsend mit ¢(0) = 0, so
dass ¢ auf [—1+4¢,1—0’] glatt ist (siehe den grinen Teil in Abbildung 6.8). Die Forderung
AAG1) = Apgr) legt ¢ dann auf ganz R fest. Man bemerke, dass wegen ¢(0) = 0 dann
auch ¢(—1) = ¢o(—1) gelten muss (siehe auch den lila Teil in Abbildung 6.8).

Lasst man nun € gegen 0 konvergieren, so konvergieren auch J. und 4. gegen 0 und (1)
konvergiert gegen ho py(1). Da aber nun A eine streng monoton wachsende Funktion ist
und h(p) = ¢ genau dann, wenn ¢ € 7Z, folgt, dass ¢(1) im selben Intervall der Linge
21 wie po(1) liegt, also:

2(N — 1) < po(1) < 27N,
21(N —1) < (1) < 27N.

Ist nun Ay nicht-kritisch, dann ist die Giroux-Torsion ng von ¢y gegeben durch N. Wenn
Ay jedoch kritisch ist, dann ist die Giroux Torsion ng gleich N+ 1 (siehe Beweis von Satz
3.39 (1)). Analog gilt dies auch fiir A. Durch Vergleich folgt dann die Behauptung. [
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2N\

Abbildung 6.8: Die Konstruktion von ¢ aus ¢q.

Bemerkung 6.7

Der Beweis dieses Lemma funktioniert so dhnlich auch fiir negative n. Damit erhélt
man ein zu Lemma 5.17 analoges Resultat fiir negative Kontaktstrukturen. Wenn man
also den Fillbarkeitssatz von Eliashberg auch auf negative Kontaktstrukturen ausweiten
kann, so erhalt man auch ein Resultat analog zum Fillbarkeitssatz von Ding-Geiges fiir

negative Kontaktstrukturen (siehe auch Bemerkung 2.40).

6.4 Der Kontaktfall

Die Funktionen ¢, und ¢ aus Lemma 6.6 liefern Kontaktstrukturen &, auf 7% und &,
auf T (siehe Proposition 3.36). Wegen ¢o(0) = 0 gilt

Qg (K(I)(S)> = Qg ((%) = sino(0) = 0,

und damit wird Ky zu einem Legendre-Knoten in (7% ,£&.,). Vollkommen analog ist
auch K ein Legendre-Knoten in (7%,&,). In diesem Abschnitt soll nun gezeigt werden,
dass eine Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang des Legendre-Knotens Ko C (173 ,&,,) die

Kontaktmannigfaltigkeit (773, &,) liefert. Dazu werden zuerst die Diffeomorphismen aus
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Abschnitten 1 und 2 in Kontaktomorphismen iibersetzt. Dabei schreibt man wieder £,

bzw. &, fiir diese Kontaktstrukturen eingeschrankt auf Teilmengen von T’ jo bzw. T%.

Lemma 6.8.
(Tgo \ v0(To), fwo) ist kontaktomorph zu (Tf’l \ v(Tp), &0), wobei vy(Ty) und v(Ty) Tube-

numgebungen der Torusfasern {t = 0} wie in Lemma 6.1 sind.

Beweis.

Weil ¢g, ¢ streng monoton wachsend sind und weil weiter ¢o(0) = ¢(0) = 0 und
wo(—1) = p(—1) gilt, sind g, ¢ Diffeomorphismen von [—1,0] nach [p(—1),0]. Also
existiert eine glatte Funktion f: [—1,0] — [—1,0] mit ¢y = po f auf [—1,0] (siche auch
Beweis von Satz 3.39 (2)). Dann gilt

also ist f auch streng monoton wachsend. Weil ¢ streng monoton ist und wegen ¢(0) = 0,

folgt aus
0= 20(0) = (£(0)),
dass f(0) = 0 gilt. Genauso folgt auch f(—1) = —1. Nun fahrt man ahnlich wie im
Beweis von Lemma 6.1 fort. Betrachte den Diffeomorphismus
F :T?x[-1+¢e,—¢] —T? x [f(=1+e¢), f(—¢)]
(x,y,t) — (x,y,f(t)).

Wegen

F* (Aw(t)a¢> F* (Aw(t) cos ¢(t) dz — A, (t) sin ¢(t) dy)

— A(t) (cos @o(t) dr — sin @ (t) dy)
A(

t) Qo

(dabei ist A, (t) wieder eine Funktion, so dass A\,(t) a, eine Kontaktform auf dem To-
rusbiindel ist und A(¢) ist eine nirgends-verschwindende Funktion) induziert F_ dhnlich

wie im Beweis von Lemma 6.1 einen Kontaktomorphismus

F: (T3 \ wo(To), &g ) — (T3 \ v(To), &).
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Auch genau wie im Beweis von Lemma 6.1 erhalt man diese Abbildung auf einem anderen
Fundamentalbereich durch Komposition von F_ mit den Decktransformationen. Zum

Beispiel gilt dann

Fy=floF o(ff)y ™ :T?x[e,1—¢] — T?*x 14 f(=1+¢), f(—¢) +1]

(x,y,t) — ( v kr 4y, f(t— 1)+1).
=A—"1Aq(z,y)

]

Dieser Kontaktomorphismus soll nun &hnlich wie im glatten Fall iiber den Volltorus
V' erweitert werden. Wenn man die Kontaktform o, mit dem Diffeomorphismus aus
Abschnitt 2 zuriickzieht, erhélt man eine Kontaktform auf T;ZO, der man nicht ansieht,
welche Kontaktstruktur sie liefert. Deswegen interpoliert man zuerst in der t-Koordinate
glatt zwischen f(t) und f(¢ — 1) + 1. Dann dndert man die z-Koordinate leicht ab, so
dass die charakteristische Blatterung von F'(OV') beziiglich £, eine einfache Form hat. Als
néchstes berechnet man die charakteristischen Blatterungen auf 0V C T3 beziiglich &,
und der zuriickgezogenen Kontaktstruktur ker(F*a.,) und sieht, dass diese gleich sind.
Mit der Theorie der charakteristischen Blatterungen und der konvexen Fléachen liefert,
dies dann den geforderten Kontaktomorphismus.

Dabei wird das Modell von T3 \ v(K), wie auch schon im vorigen Lemma, etwas verin-
dert. Die ¢t-Werte werden an die Funktion f angepasst und der Torus F'(V') wird leicht
abgedndert (siche Abbildung 6.9).

Lemma 6.9.

Der Kontaktomorphismus F': (Tjo \ VO(TO),&OO) — (T v(To), f}p) aus Lemma 6.8
3

\
erweitert zu einem Kontaktomorphismus (TAO \ v ,5@0) ( (K),@O), der

auch wieder mit F' bezeichnet wird.

Beweis.
Dazu betrachtet man folgende Abbildung (siche auch Abbildung 6.9):

T?x [-1+¢e,—]UVUT? x [¢,1 —¢]
(=.9.1)

(z.0.¢)

(=.9.¢)
— R

Dabei ist x: [—¢,¢] —

T x [f(=1+¢), f(—¢) + 1]
(x,kary,f(t— 1)+ 1) furt € [e,1 — €]
<h(x, t),y +v(t)kz, X(t)) firt € [—e, €]

(z,y, F(t)) fiirt € [~1+ &, —]

m 2=l

eine monoton wachsende Funktion mit
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e x(t) = f(t) nahe t = —¢,
o x(t)= f(t—1)+ 1 nahet =c¢,
e x(0)=0
und ¢: [—¢,e] — R eine ebenfalls monoton wachsende Funktion mit:
e )(t) =0 nahe t = —¢,
e (t) =1nahet =c¢,

e ¥(0) =0,

o [/(t)tan (gp o X(t)) dt = 0.

—€

(Dabei kann man die vierte Bedingung so wéhlen, weil tan(y o x) streng monoton wach-
send mit tan (gp o X(O)) = 0 ist und weil /' = 0 an den Réndern ¢ = +¢ gilt.) AuBerdem
ist h gegeben durch

h(z,t) ==+ kx / Y’ (t) tan (gp o X(t)) dt.

Wegen ¢/'(t) = 0 nahe ¢t = +¢ und wegen f Y'(t) tan (ap o X(t)) dt = 0 gilt h(z,t) =z
nahe {t = £e}. Also stimmt F} nahe {t = +¢} mit F}y tiberein und somit liefert F' einen

Diffeomorphismus
T3, \ w(Fo) — Th\ v(K),

der auch wieder mit F' bezeichnet wird. (Dazu bemerke man, dass fiir £, > 0 hinrei-
chend klein, der Torus F(V') beliebig nahe an V' liegt.)

Weiter ist dieser Diffeomorphismus auflerhalb von {¢ € [—¢, ]} und in einer kleinen Um-
gebung von {t = +e} sogar ein Kontaktomorphismus beziiglich der Kontaktstrukturen
§po und &,. Auf V ist F' allerdings kein Kontaktomorphismus. Um dies zu dndern, be-
rechnet man nun wie angekiindigt die charakteristischen Blatterungen auf 0V beziiglich
der Kontaktstrukturen &,, und ker(F*o,). Auf {t = ¢} ist F' ein Kontaktomorphismus,
also stimmen die charakteristischen Bléatterungen auf 0V N {t = +e} iiberein. Es reicht

also diese Blatterungen auf

B:=0V\{t=xec}={x=6,1-0;t€[—¢¢]}
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zu berechnen (siche Abbildung 6.9).

T3, \ vK, T3\ vK
b=1-¢ F. t=f(1-¢)
LA
- —>
t=¢ 3% t=f(e)
T
' ST F O A
.
t=—l+c — =0 —tgf(=1+e)

Abbildung 6.9: Der an die Kontaktstrukturen angepasste Diffeomorphismus F'

Dazu betrachtet man die Volumenform €2 := dy A dt auf B. Die charakteristische Blatte-
rung von B beziiglich £, ist dann durch das Vektorfeld X, gegeben, welches durch die
Gleichung

Lxo$2 = Qup, . —sin gy (t) dy

bestimmt ist. Einsetzen liefert
Xo = singg(t) 0.

Die charakteristische Blatterung von B beziiglich ker(F™*a,) ist durch das Vektorfeld X
gegeben, welches durch die Gleichung

L Q:F*a‘
X ?lTB

bestimmt ist. Man berechnet also:
F*Ck(p‘TB =I7y ( cos p(t) dr — sin p(?) dy) ‘TB
=cos (90 o x(t)) dh(x,t) — sin (90 © X(t)) d<¢(t)kx + y) ’TB

)
) 0h (z, 1) dt — sin (cp o X(t)) (@Z)’(t)kx dt + dy)
)) kav
)

=cos (9o x(t)
k! (t) tan (i 0 x(t)) dt — sin (9 0 x(£)) ¢/ (t)kx dt
—sin (go o x(t)) dy
——sin (pox(0) dy

zcos(gpox (1)
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Genauso wie eben folgt also
X =sin (gp o X(t)) 0.

Da die beiden Funktionen sin ¢g(t) und sin (gp o X(t)) nur in ¢ = 0 verschwinden und
dort beide positive Ableitung haben, sind die beiden Blatterungen gleich. Also ist F ein

Diffeomorphismus mit
F(a‘éwo) = F(aV)&p

Nach Satz 2.47 gibt es also Umgebungen U(@V) von JV und U(F(@V)) von F(9V)

und einen Kontaktomorphismus

F: (U(av),gm) o (U(F(@V)),@D),

der auf 9V mit F iibereinstimmt. Weiter kann man diesen Kontaktomorphismus so
wahlen, dass er in einer ganzen Umgebung von {t = e} mit F tbereinstimmt (siehe

[13, Beweis von Satz 2.5.23]), und er somit einen Kontaktomorphismus
F (U(av) UTS A\ T, @,,O) N (U(F(aV)) UT3\ VT, g¢),

liefert, der auch wieder mit F' bezeichnet wird (siehe Abbildung 6.10).

T3, \ vKy T3\ vK
t=1-¢ t=f(1—e)
T F(T)
t=e¢ ' , —t = f(e)
t=— ¢ ' t= f(—
t/[ ) F(B) f(=e)
T
t:—1+§:0 — 220 x:tTf(—lJrg)

Abbildung 6.10: Der obige Kontaktomorphismus F'.

Um diesen Kontaktomorphismus letztendlich zu einem Kontaktomorphismus iiber V' zu

erweitern benotigt man folgendes Lemma.
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Lemma 6.10.
In jeder Umgebung von OV in (Tio \'V, @,0) existiert ein zu OV isotoper konvexer Torus
T mit #T'r = 2 und s(T) = co.

Der Beweis dieses Lemmas funktioniert vollkommen analog wie der Beweis von Lemma
6.11 weiter unten (siche auch [4, Lemma 18]) und wird hier als bewiesen angenom-
men. Mit diesem Lemma erhdlt man also in U(9V) einen zu 0V isotopen konvexen
Torus T' mit 2 Teilungskurven und Steigung oo. Nach dem Klassifikationssatz fiir straffe
Kontaktstrukturen auf Volltori (Satz 2.64) erhilt man also eine eindeutige straffe Kon-
taktstruktur auf dem Volltorus V' (siehe auch Abbildung 6.10). Bildet man den Torus
T mit F nach T% ab, so funktioniert dasselbe Argument fiir F'(T'). Somit erweitert der

Kontaktomorphismus oben zu einem Kontaktomorphismus

(75, \ (ko). &g ) — (T3 \ w(K),&,).
Damit ist der Beweis von Lemma 6.9 abgeschlossen. O

Wir haben also jetzt einen Kontaktomorphismus zwischen den Komplementen der Tube-
numgebungen konstruiert. Allerdings kann man diesmal nicht sofort folgern, dass dann
(Tg, 5@) durch Kontakt-Dehn-Chirurgie aus (T o) &00) entsteht, da die Rénder der Voll-
tori dv(Kp) und Ov(K) keine konvexen Fliachen sind. Wie man dieses Problem umgeht,

zeigt das folgende Lemma analog zu Lemma 6.10.

Lemma 6.11.
In jeder Umgebung von Ov(Ky) in (Tf’lo \ V(KO),@O) existiert ein zu Ov(Ky) isotoper
konvexer Torus T mit #I'r = 2 und s(T) = co.

Beweis.
Sei 7 eine einfach geschlossene und nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve in der
Ebene {y =0} C T3 \ v(kK,) nahe an dv(Ky), so dass:

e v nur in den beiden Punkten mit ¢ = 0 tangential an 0; ist,
e v nur in den beiden Punkten mit z = 0 tangential an 0, ist und

e 7 in der xt-Ebene im Uhrzeigersinn orientiert ist.

(Siehe auch Abbildung 6.11, hier ist die zt-Ebene in {y = 0} gezeichnet.)
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Abbildung 6.11: Die Kurve ~

Definiere den Torus 7" nun durch

T = {(z,y,t) € T3, \ v(Ko)|(z,1) € Tm()}.

(Man erhélt T also, indem man ~ komplett durch die S'-Richtung, gegeben durch die
y-Koordinate, bewegt.) Der Torus T ist isotop zu 0v(Kj). Die Identifikation von 7" mit
R?/Z? wird also von der Identifikation von dv(Kj) mit R?/Z? iibertragen. Um nun zu
zeigen, dass T eine konvexe Fléche ist, berechnet man zuerst die charakteristische Blatte-
rung 7 und zeigt, dass diese von zwei disjunkten Kreisen mit Steigung unendlich geteilt
wird. Mit Satz 2.58 folgt dann, dass T" eine konvexe Fléche ist.

Um nun die charakteristische Blatterung T¢ zu bestimmen, berechnet man den Schnitt
der Kontaktebenen ¢ mit dem Tangentialraum 77 (siehe Abschnitt 2.7). Die Kontakt-
struktur &,, = ker (cos wo(t) dr — sin @q(t) dy) wird aufgespannt von den Vektorfeldern
0y und sin @ (t) 0, + cos @ (t) 9. Schreibt man nun v = A(x,t) 0, + B(x,t) 0;, dann gilt
A(z,t) = 0 genau dann, wenn ~ tangential an J; ist, und dies ist genau dann der Fall,
wenn ¢ = 0 gilt. (Ahnlich fiir B(z,t) und ¢.) Da « nach der Bogenlinge parametrisiert
ist, gilt weiter A2 + B% = |7/| = 1. Der Tangentialraum von T wird dann aufgespannt
von 0, und v = A(x,t) 0, + B(x,t) 0;. Diese beiden Vektorrdume stimmen also genau
in den beiden Kreisen {t = 0} N7 iiberein. Ansonsten ist der Schnitt immer eindimen-

sional und die charakteristische Blatterung ist gegeben durch die Aquivalenzklasse des
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Vektorfeldes
X = A(z,t) cos po(t) 0y + Az, t) sin pg(t) 0 + B(z,t) sin pg(t) O;.

Um jetzt die Teilungsmenge dieser Blatterung zu berechnen, benotigt man zuerst eine
Volumenform von 7. Eine solche Volumenform ist gegeben durch 2 = dy A v*, wo-
bei v* die duale 1-Form zum Vektorfeld 7' ist, das heiBt v*(d,) = 0 und v*(y') = 1.
Koeffizientenvergleich liefert v* = A dx + B dt und somit

Q=dyAN~y"=dyAN(Adx+ Bdt).
Berechne nun in Tf’lo:

d(LXQ) = d(A cos @o(t)(Adx + Bdt) — (A% + B?)sin ¢o(t) dy)

=1

9, 0/ 9 /
= [8x (AB cos goo(t))—a@l cos gpo(t))} dx A\ dt — py(t) cos go(t) dt A dy

Um nun Lx) auf der Fliche T zu erhalten, berechnet man zuerst die duale 1-Form
n* zum &ufleren Einheitsnormalenfeld n von 7', also die 1-Form n* mit n*(9,) = 0,
n*(7') = 0 und n*(n) = 1. Koeffizientenvergleich liefert dann n* = Bdx — Adt. Dann

berechnet man

LxQ=n"A d(LXQ)
= B(x,t) ¢p(t) cos o(t) dz A dy A dt.
———

>0,date[—e,e]

Dies wird genau dann 0, wenn B(z,t) = 0, also genau dann, wenn x = 0 gilt. Die
Kandidaten fiir die Teilungsmenge sind also die beiden disjunkten Kreise {x = 0} N T.
(Diese beiden Kreise reprisentieren jeweils eine Longitude und haben somit Steigung
unendlich.) In Abbildung 6.11 sieht man

Ty = {+divg(X) > 0} ={£B(z,t) >0} ={Fx >0} C T.
Entlang {x = 0} gilt nun B(x,t) = 0 und A(z,t)sinpe(t) > 0, also zeigt X entlang
{z = 0} aus T heraus. Damit wird die charakteristische Blatterung T¢ von der Menge

I'r = {z = 0} N T geteilt, und somit ist 7" nach Satz 2.58 eine konvexe Flidche mit
Teilungsmenge I'7. O]
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Der Beweis von Lemma 6.10 funktioniert analog. Schrankt man nun den Kontaktomor-
phismus F' aus Lemma 6.9 auf das Komplement des von T" berandeten Volltorus ein,

erhilt man sofort:

Korollar 6.12. (Tf’l,&p) entsteht durch Kontakt-Dehn-Chirurgie entlang des Legendre-
Knotens Ky aus (Tgo,ﬁwo).

Um den Beweis von Lemma 5.17 abzuschliefen, muss nur noch der Chirurgiekoeffizient

dieser Kontaktchirurgie berechnet werden.

Lemma 6.13.
Der Chirurgiekoeffizient dieser Kontakt-Dehn-Chirurgie ist —1/k.

Beweis.

Der Kontaktomorphismus F' ist relativ explizit gegeben. Um den Chirurgiekoeffizienten
zu bestimmen, muss man nur tiberpriifen, auf was der Meridian o und die Longitude
Ao von T" auf Homologieniveau abgebildet werden. Da man dies nur auf Homologieni-
veau braucht, kann man statt den Tori 7" und F(7T) die dazu isotopen Tori v K, und
OvK betrachten. Da weiter der Kontaktomorphismus aus Lemma 6.9 homotop zu dem
Homoéomorphismus aus Lemma 6.2 ist, reicht es, Letzteren zu betrachten. Der Meridian

und die Longitude von v Ky waren gegeben durch

Lo :{(a:,O,t) € 8I/KQ},
o ={(0,,0) € Ky},

wobei Ay in positiver y-Richtung orientiert und pg positiv in der xt-Ebene orientiert sein
soll (siche Abbildung 6.12). Vollkommen analog sind Meridian g und Longitude A von
OvK gegeben. Der Homéomorphismus F' war auf 0vK, gegeben durch

¢ ¢
<w,y,t)HF (a:,g y+ (/f:v+y),t>-
2¢e 2e

Man setzt nun also g und Ay oben in die Abbildung ein und rechnet dann nach, dass
F auf Homologieebene wie folgt wirkt (siche Abbildung 6.12):

Lo —— 1+ kX

Xo =5 A
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Tgo \ Z/KO Tg \ vK

k=1
Abbildung 6.12: Die Wirkung von F' auf Homologieebene (fiir £ = 1)

Also gilt:
fo — ko M 14 kA — kX = p

Klebt man nun einen Volltorus in (T %0\ U(Ko),@w) herein, um (Ti,fq,) zu erhalten,
wird die Kurve gy — k)¢ in der neuen Mannigfaltigkeit homologisch trivial. Der Chirur-

giekoeffizient ist also durch —1/k gegeben. O

Hiermit ist der Beweis von Lemma 5.17 abgeschlossen und somit auch der Beweis des

Fillbarkeitssatzes von Ding-Geiges 3.46.
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