Lineare Algebra und Analytische Geometrie I1* Ubungsblatt 01
HU Berlin, Prof. Dr. T. Krédmer Abgabe: 20.04.2021

Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 1.1 (10 Punkte).

(a) Betrachten Sie die komplexe Ebene C ~ R? als reellen Vektorraum mit der
Basis B = (1,7). Finden Sie fiir diese Basis die Abbildungsmatrizen zu den
linearen Abbildungen

f: C—C, z— (1414)-2z

g: C—C, z— £ (247%),
und fertigen Sie dazu jeweils eine Skizze in der Ebene an.

(b) Zeigen Sie, dass folgende Abbildung ein Isomorphismus reeller Vektorrdume
o ¢: CeC — Homg(C,C), (a,b) — (2~ az+ bZ)

Aufgabe 1.2 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie die Inverse der Matrix

11 1 1
1 2 4 8

A=, 3 ¢ o € Gum®.
1 4 16 64

(b) Finden Sie ein Polynom f(¢) € R[¢t] mit f(1) =2, f(2) =3, f(3) =5, f(4) =T7.
Aufgabe 1.3 (10 Punkte).
(a) Sei K ein Korper und A = (a;;) € Mat(2 x 2, K). Zeigen Sie, dass
f: Mat(2x2,K) — Mat(2x2,K), B+ A-B

eine K-lineare Abbildung ist, und finden Sie ihre Abbildungsmatrix zur Basis
bestehend aus

1 0 0 1 0 0 0 0
By = (0 O>,E12= (O 0),E21= (1 0>7E22= (0 1)-

eigen Sie fur die charakteristischen Polynome, dass t) = (xalt ist.
(b) Zeigen Sie fiir die charakteristischen Polynome, dass xf(t) = (xa(t))” i



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, konnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 1.4 (keine Abgabe).

(a) Sei K ein Kérper. Erkldren Sie ohne Rechnen, warum fiir beliebige a;; € K
gilt:
a11 Q12 a1z G4 Aais
a21 Q22 A23 0G24 425
det | az1  ass 0 0 0 =0
aq1 42 0 0 0
as1 as52 0 0 0

(b) Sei A = (ai;) € Mat(n x n,Z) eine Matrix mit Eintragen a;; € {£1}. Zeigen
Sie, dass die Determinante det(A) eine durch 2"~ teilbare ganze Zahl ist.

Aufgabe 1.5 (keine Abgabe).

(a) Wir betrachten ein Spiel aus einem 4 x 4 Quadrat, auf dessen Feldern 15
Plattchen befestigt sind, die man lediglich horizontal oder vertikal auf das je
angrenzende Feld verschieben kann, falls dieses Feld nicht von einem anderen
Pléattchen belegt ist. Andere Bewegungen sind nicht erlaubt. Ist es moglich,
von der ersten unten abgebildeten Konfiguration zur zweiten zu gelangen?

11213 |4 11234
516|718 5|1 6|78
9 10|11 |12 9 |10 11|12
13114 |15 13|15 | 14

(b) Konnen Sie allgemeiner samtliche Konfigurationen beschreiben, die ausgehend
von einer gegebenen Konfiguration erreichbar sind? Numerieren Sie dazu die
Startkonfiguration wie folgt um:

9110|13 |14
8|11 |12 |15
T4 131
615 |2

Sie diirfen zundchst ohne Beweis benutzen, dass die alternierende Gruppe 2435
erzeugt wird von den beiden Zykeln

(1,2,3) und (1,2,...,15).

(¢) Zusatzaufgabe: Beweisen Sie die obige Aussage liber die alternierende Gruppe!
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 2.1 (10 Punkte).

(a) Bestimmen Sie eine Basis des R-Vektorraumes V aller Folgen v = (vk)gen,
reeller Zahlen mit

Vg1 = 20 +Uk—1 — 2v;_o flralle & > 2.

(b) Fiir welche Anfangswerte vg, v1,v2 € R ist die Folge (vg)ren, beschrankt?

Aufgabe 2.2 (10 Punkte).

(a) Bestimmen Sie fiir die folgenden zwei Matrizen jeweils ihr charakteristisches
Polynom und ihr Minimalpolynom:

1 2 00 1100
0 1 00 01 00

A=1o o1 0ol B=14 o1 1| € Madx4R)
0 -1 0 1 0101

(b) Sind diese beiden Matrizen zueinander &hnlich?

Aufgabe 2.3 (10 Punkte).

(a) Seien I,J Ideale in einem Ring R. Zeigen Sie, dass dann auch folgende drei
Teilmengen Ideale sind:

InJ, I+J:={a+blacl,beJ}, I-J:={X" aibi|a;clb e}

(b) Finden Sie einen Erzeuger dieser Ideale im Fall R =7, I = aZ, J = bZ.

(c) Ideale I, J in einem kommutativen Ring R heiflen teilerfremd, wenn I+J = R
gilt. Zeigen Sie, dass dann gilt:

I-J=1InJ

Freiwillige Zusatzaufgabe: Was passiert fiir nicht kommutative Ringe? Denken
Sie z.B. an einen Ring R C Mat(2 x 2,R) von unteren Dreiecksmatrizen...



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 2.4 (keine Abgabe).

(a)

(d)

In der Vorlesung haben wir Polynome iiber einem Korper K formal eingefiithrt
als endliche Folgen von Koeffizienten. Zeigen Sie, dass analog die Menge aller
Folgen

K[[t]] := {(ai)ien, | i € K}

einen kommutativen Ring bildet mit der Addition und Multiplikation definiert
durch

(ai)ieny + (bi)ien, = (@i +bi)iengs
(@j)ieny - (Ok)ken, = (asbo + a;i—1b1 + - - + aob;)ien,

Wir nennen K[[t]] den Ring der formalen Potenzreihen tiber K und schreiben
suggestiv

Z aiti = a0+a1t+a2t2+a3t3+~-~
>0

statt (a;)ien, (wobei die Reihe als rein formale Notation zu verstehen ist).
Bestimmen Sie die Einheitengruppe K[[t]]* des Potenzreihenrings K{[t]].

Zeigen Sie, dass jede von Null verschiedene formale Potenzreihe f € K{[t]]\{0}
die Form
f=u-t"

fiir eine Einheit v € K[[t]]* und ein eindeutig bestimmtes n € Ny hat.

Folgern Sie, dass K[[t]] ein Hauptidealring ist. Was sind seine Primelemente?

Aufgabe 2.5 (keine Abgabe). Zeigen Sie:

(a)

(b)

Ist f:V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums
iiber einem Koérper K und sind die Potenzen id, f, f2,..., f*¥ € Endg(V)
linear unabhéngig, dann ist deg ps(t) > k.

Wenn f invertierbar ist, ldsst sich f~! als Polynom in f darstellen.
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Bitte geben Sie Ihre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 3.1 (10 Punkte).
(a) Was sagt der Satz von Cayley-Hamilton fiir die Matrix

010 0
2 0 0-3
— ?
A= |1 o o_1l € Mar(ax 4Ry
001 0

(b) Benutzen Sie dies, um die Matrixpotenz A'? € Mat(4 x 4,R) zu bestimmen,
ohne dabei ein einziges Matrizenprodukt von Hand zu berechnen.

Kk

Notation. In den folgenden beiden Aufgaben sei ein Endomorphismus f € Endg (V)
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V {iber einem Korper K gegeben. Ein
Unterraum U C V heifit f-invariant, wenn f(U) C U ist. Wie in der Vorlesung

seien dann mit
fu € Endg(U) und fypy € Endg(V/U)

die von f induzierten Endomorphismen bezeichnet.

Aufgabe 3.2 (10 Punkte). Sei U C V ein f-invarianter Unterraum. Zeigen Sie:
(a) Fiir die charakteristischen Polynome gilt xf(t) = X, () - X1y, (£)-
(b) Fir jeden Eigenwert A € K ist
dimker(f - A idv) < dimker(fU - idU) + dimker(fw - idW).

(c) Wenn f diagonalisierbar ist, so sind auch die Endomorphismen fy und fy
diagonalisierbar. Gilt auch die Umkehrung dieser Aussage?

Aufgabe 3.3 (10 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Wenn f diagonalisierbar ist, dann existiert fiir jeden beliebigen f-invarianten
Unterraum U C V ein f-invarianter Unterraum U’ C V mit

V=UalU

(b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt auch die Umkehrung dieser Aussage.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 3.4 (keine Abgabe).

(a) Verifizieren Sie den Satz von Cayley-Hamilton durch explizite Rechnung fiir
Matrizen

a b
A = (c d) € Mat(2 x 2, K).

(b) Geben Sie einen von der Vorlesung unabhéngigen direkten Beweis des Satzes
von Cayley-Hamilton im Spezialfall von diagonalisierbaren Matrizen.

Aufgabe 3.5 (keine Abgabe). Sei A € Gl,(K) eine invertierbare Matrix. Die aus
dieser Matrix durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhaltene Matrix
bezeichnen wir mit

Aij S Mat((nf 1) x (TL*l),K).

Zeigen Sie, dass fiir die Matrix A* = (aj;) mit den Eintrigen a}; := (—1)"*7-det(A;;)
gilt:

n

A* = (_1)n+1 . chAk—l

k=1

wobei ¢ die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms x4 (t) = Y, cxt* seien.
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 4.1 (10 Punkte).

(a) Finden Sie die Elementarteiler der Matrizen

2 6 8 40 0
A=13 12|, B=10 10 0| € Mat(3x3,2).
9 5 4 0 0 15

(b) Bestimmen Sie die Lénge des Z-Moduls M = Z3/(A - Z3).

Aufgabe 4.2 (10 Punkte).
(a) Sei A = (a;;) € Mat(m x n,Z) mit Elementarteilern ds,...,d, € N. Zeigen
Sie
r = rk(A4),
d.h. die Anzahl der Elementarteiler ist der Rang von A (als Matrix iiber Q).

(b) Zeigen Sie: Im Fall r > 0 ist

di = ggT(aij|i:1,...,m,j:1,...,n).

Aufgabe 4.3 (10 Punkte). In der Situation der vorigen Aufgabe beschrénken wir uns
nun der Einfachheit halber auf Matrizen mit nur zwei Zeilen und betrachten eine
Matrix

A = (‘“1 2t ‘“") € Mat(2 x n,Z)
a1 Qg - G2n

mit rk(A) = 2. Zeigen Sie, dass fiir das Produkt ihrer Elementarteiler dy,dy € N

gilt:
di-do = ggT<det (alj alk) ‘1§j<k§n>.

a5 G2k



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 4.4 (keine Abgabe).

(a) Bestimmen Sie die Elementarteiler des Untermoduls

2 e (3 (T
Zu+Zv C Z° fir u—<6>, v—(4>.

(b) Fiir welche ¢ € Z hat das folgende Gleichungssystem eine ganzzahlige Losung?

3r1+ T = 1
6r1 +4x2 = ¢

(c) Mlustrieren Sie Ihr Resultat mit einer Skizze in der Ebene.

Aufgabe 4.5 (keine Abgabe).

Fiir n € N seien ay,...,a, € Z gegeben mit ggT(ay,...,a,) = 1. Zeigen Sie, dass
es eine Matrix

A € Gl(Z)

gibt, deren ersten Zeile der gegebene Vektor (a1, ...,a,) € Z™ ist.
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 5.1 (10 Punkte).
Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n = |G|. Zeigen Sie:

(a) Fiir jeden Teiler d | n gibt es eine Untergruppe H C G der Ordnung |H| = d.
(b) Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

e Die Gruppe G ist zyklisch.
e Fiir jeden Teiler d | n gibt es genau eine Untergruppe H C G mit |H| = d.

Aufgabe 5.2 (10 Punkte).

(a) Geben Sie den Exponent der Gruppen Gy = Z/125Z, Gy = Z/5Z x Z/25Z
an, und berechnen Sie den Kern von

©n - Gi — G, x+— nx
flir alle Primzahlpotenzen n = p© € N und fir i =1, 2.

(b) Finden Sie das Minimalpolynom der Matrizen

3 0 1 1 0 0
A = 8 -1 0, A4y == [0 -1 —4| € Mat(3 x 3, K),
—4 1 1 0 1 3

und berechnen Sie ker(p®(A;)) fiir alle irreduziblen p € K[t] und alle e € N.

Aufgabe 5.3 (10 Punkte).
Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n < co und f € Endg (V). Zeigen Sie:
(a) Falls f¥ = 0 fiir ein k € N ist, gilt auch f = 0.

(b) Allgemein gilt ker(f?) = ker(f4*?) fiir alle d > n. Tipp: Wenden Sie (a) an
auf den Unterraum

V= (v, f(v), f2(v),.... f'v)) CV fiir v € ker(f*).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 5.4 (keine Abgabe). Sei (G, +) eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Sind Hy, Hs C G zyklische Untergruppen, dann ist die von ihnen erzeugte
Untergruppe
H +H, CG

im Fall ggT(|H;|,|Hz|) = 1 ebenfalls eine zyklische Gruppe.

(b) Bleibt dies auch richtig, wenn die Gruppenordnungen nicht teilerfremd sind?

Aufgabe 5.5 (keine Abgabe).

(a) Gegeben sei die Matrix

3.2 2
A:=[-1 0 —1|eMat(3x3,R).
00 2

Berechnen Sie den Kern ker(A — A1)° fiir alle A € R und alle e € N.

(b) Bestimmen Sie einen Basiswechsel S € Gl3(R), sodass die Matrix SAS~! eine
Blockdiagonalmatrix mit méglichst kleinen Blocken wird!
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 6.1 (10 Punkte). Gegeben seien die Polynome

pl(t) = t2 + 1a
po(t) = t3—t24t—1,
p3(t) = t*4+2+1.

Fiir welche i,5 € {1,2, 3} existiert eine reelle Matrix A mit
e Minimalpolynom p4(t) = p;(t), und
e charakteristischem Polynom x4(t) = p;(t)?

Geben Sie im Fall der Existenz jeweils ein Beispiel einer solchen Matrix an.

Aufgabe 6.2 (10 Punkte). Sei K ein Korper.

(a) Wie sehen fiir Matrizen A € Mat(2 x 2, K) die moglichen verallgemeinerten
Jordan-Normalformen aus?

(b) Zeigen Sie, dass fiir Matrizen A, B € Mat(2 x 2, K), die nicht skalare Vielfache
der Einheitsmatrix sind, gilt:

A und B sind zueinander dhnlich <= xa(t) = x5(t)

(c¢) Finden Sie ein vollsténdiges Reprisentantensystem fiir die Ahnlichkeitsklassen
von Matrizen in Mat(2 x 2, K) {iber dem Korper K = Z/27.

Aufgabe 6.3 (10 Punkte). Fiir p € K|[t] irreduzibel und e € N betrachten wir die
Begleitmatrix

A = C(p°) € Mat(n xn,K), n = e-deg(p).
Zeigen Sie, dass fir g € K[t] gilt:
(a) Im Fall pt ¢ ist die Matrix ¢(A) invertierbar.
(b) Allgemein sei k € Ny maximal mit p* | ¢, dann gilt

dimg ker g(A) = min{k, e} - deg(p).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 6.4 (keine Abgabe). Zeigen Sie, dass fiir A, B € Mat(3 x 3,R) dquivalent
sind:

(a) A und B sind ahnlich.

(b) Esist xa = xp und pua = pp.

Aufgabe 6.5 (keine Abgabe). Sei A € Mat(7 x 7,R) mit
xalt) = P +1)*t—-2)(t* -1) € R[Y.

Welche Gestalt kann die verallgemeinerte Jordan-Normalform von A haben?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 7.1 (10 Punkte). Es sei

-1 00 -1 0 1000 0
0 10 1 1 1200 0

A=]10 02 0o 0|, B=|0o130 0] € Mat(5x50C).
1 00 1 0 001 40
0 -1 0 —1 -1 0001 4

Bestimmen Sie
(a) eine Basis, in der A Jordan-Normalform annimmt.

(b) die Jordan-Normalform von B (mit moglichst wenig Rechenaufwand).

Aufgabe 7.2 (10 Punkte). Fiir n € N sei
V = {peC[i] | deg(p) <n} C Cft].

Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von f € Endc(V) mit (f(p))(t) := p(t + 1).

Aufgabe 7.3 (10 Punkte).

(a) Esseien A, B € Mat(n x n,R) zwei nilpotente Matrizen, d.h. es gebe r,s € N
mit
A" = B® = 0.

Zeigen Sie:
e Wenn AB = BA ist, sind auch die Matrizen A + B und AB nilpotent.
e Fiir Matrizen mit AB # BA gilt diese Aussage im Allgemeinen nicht.
(b) Sei A = (a;;) € Mat(n x n, R) gegeben mit a;; = 0 fiir alle ¢ < j. Berechnen
Sie
A"t ¢ Mat(n x n, R).

Wegen der am Pfingstmontag und am Dies Academicus entfallenden Ubungsgruppen
gibt es diesmal keine Zusatzaufgaben auf der Riickseite.
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 8.1 (10 Punkte). Finden Sie alle differenzierbaren f1, fo, f3 : R — R, welche
das Differentialgleichungssystem

i = fa+2f3
fo = fi+tfa+3f3
fi = —fi—fs

erfiillen und die zudem der Randbedingung f1(0) = f2(0) = f3(0) = 1 geniigen.

Aufgabe 8.2 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n,C). Zeigen Sie

dimg (Z(A)) > n fir Z(A) = {B € Mat(n xn,C) | AB = BA}.

Aufgabe 8.3 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie exp(tA) fiir t € R und

A= (_(1) é) € Mat(2 x 2,R).

(b) Seien A, B € Mat(n x n,C).

o Zeigen Sie: Im Fall AB = BA gilt exp(A + B) = exp(A) exp(B).
e Finden Sie A, B € Mat(2 x 2,C) mit exp(4 + B) # exp(A4) exp(B).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 8.4 (keine Abgabe).

(a) Zeigen Sie: Wenn eine Potenz A™ einer invertierbaren Matrix A € GI,(C)
iiber den komplexen Zahlen diagonalisierbar ist, dann ist auch die gegebene
Matrix A iiber den komplexen Zahlen diagonalisierbar.

(b) Gilt dies Aussage auch fiir reelle Matrizen und Diagonalisierbarkeit iiber R?

Aufgabe 8.5 (keine Abgabe). Gibt es A, B € Mat(4 x 4,C) mit

01 2 3 1 2 3 4
004 5 05 6 7
5: 5 _ ?
4 000 6| B TOB 0038 9]|°
000 0 00 0 10
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Bitte geben Sie Ihre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 9.1 (10 Punkte). Sei V ein R-Vektorraum.

(a) Sei (-,-): V x V — R eine Bilinearform mit

Gramy (-,) =

[
—
— =N

fiir eine Basis A = (v1, vg, v3). Ist die Bilinearform positiv definit?

(b) Zeigen Sie, dass auch B := (v1 + ve,v2 + v3,v2) eine Basis von V ist, und
finden Sie die Gram-Matrix der Bilinearform in dieser neuen Basis.

Aufgabe 9.2 (10 Punkte). Sei V' ein R-Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass fiir symmetrische Bilinearformen (-,-) : V xV — R dquivalent
sind:
e Die Bilinearform ist (positiv oder negativ) semidefinit.
e Fiir jedes v € V mit (u,u) =0 gilt sogar (u,v) =0 fir allev € V.
e Die Teilmenge U := {u € V | (u,u) = 0} C V ist ein Untervektorraum.
(b) Sei nun (-,-) positiv semidefinit. Sei U C V wie oben definiert. Folgern Sie,

dass
V/UXV/U — R, ([’Ul],[UQD d <’U1,'U2>

ein wohldefinierte positiv definite symmetrische Bilinearform auf V/U ist.

(c) Bestimmen Sie den oben definierten Untervektorraum U C V in dem Fall,
dassn V der Vektorraum der stiickweise stetigen! Funktionen f : [0,1] — R
ist mit der Bilinearform

<f79>=/0 f(z)g(x)dx.

Aufgabe 9.3 (10 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Wenn V ein endlich-dimensionaler unitérer Vektorraum ist, dann gibt es fiir
jeden von Null verschiedenen Endomorphismus f € Endc(V)\ {0} einv eV
mit

<f(v),v> # 0.

(b) Gilt die analoge Aussage auch fiir Euklidische Vektorrdume?

!Eine Funktion f : [0,1] — R heifit stiickweise stetig, wenn sie in hochstens endlich vielen
Punkten des Einheitsintervalls unstetig ist.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber in
den Ubungsgruppen besprochen werden; wir bezeichnen hier mit (-, -) : R"xR"™ — R
das Standardskalarprodukt auf R™ fiir n € N.

Aufgabe 9.4 (keine Abgabe). Zeigen Sie:
(a) Fiir affine Geraden L = u + Rv C R™ und Vektoren w € R™ sind dquivalent:
e Esist (w,v) =0.
e Esist (w, 1 — x2) = 0 fiir alle Vektoren x1, 25 € L.

Wenn diese Bedingungen gelten, schreiben wir auch kurz w L L.

(b) Fiir n =2 und L = {(z,y) € R? | ax + by = ¢} C R? gilt (a,b) L L.

Aufgabe 9.5 (keine Abgabe). Zeigen Sie:

(a) Ist L C R™ eine affine Gerade, dann existiert zu jedem Vektor v € R™ ein
eindeutiger Vektor vy, € L mit (v—wvy) L L. Dieser ldsst sich charakterisieren
durch

l[v—wvr|| = min{|lv—z||€R|zeL}.

(b) Das Minimum in der vorigen Aufgabe nennt man auch den Abstand von v
zur Geraden L. Finden Sie eine Formel fiir diesen Abstand im Fall n = 2 in
Abhéngigkeit von v und den Parametern a, b, ¢ in

L = {(z,y) eR? | az + by = c}.
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 10.1 (10 Punkte).

(a) Sei V = R3 mit dem Standardskalarprodukt. Wenden Sie das Gram-Schmidt
Verfahren an zur Konstruktion einer Orthonormalbasis von V' ausgehend von
den Vektoren

up = (1,1,0), wue = (1,0,1), wus = (0,1,1).

(b) Sei V = R[t] mit dem Skalarprodukt

(frg) = /O f(t)g(t)dt.

Wenden Sie das Gram-Schmidt Verfahren auf die Polynome 1,¢,¢?> an, um
eine Orthonormalbasis des von diesen aufgespannten Unterraumes zu finden.

Aufgabe 10.2 (10 Punkte). Sei V' = {stetige Funktionen f : [-1,1] — R} mit dem
Skalarprodukt

(frq) = / fa)gla)da.

und es seien e, € V definiert durch eg(x) := % und e, (x) := cos(nmzx) fir n > 1.
(a) Zeigen Sie, dass (€, )nen, €in Orthonormalsystem in V' ist.

(b) Fir n € N sei U,, C V der von den Vektoren eg,e1,...,e, aufgespannte
Unterraum und

Pn: V. — U, := Re;1+---+Re,

sei die Orthogonalprojektion auf diesen Unterraum. Berechnen Sie p,,(f) fiir
die Funktion f € V definiert durch f(z) :=1—|z|.

(¢) Plotten Sie die Funktionen f und p,(f) fiir n = 1, 3,5 mit einem Computer.

Aufgabe 10.3 (10 Punkte). Sei V = Mat(n x n,R). Zeigen Sie:
(a) Auf V ist durch (A, B) := tr(A - B) eine symmetrische Bilinearform gegeben.
(b) Fiir die Orthokomplemente der Unterrdume Uy :={A €V | At=+A} CV
gilt
Uf =U- und UL = U;.

(c¢) Esist (-,-) positiv definit auf U, und negativ definit auf U_.

Zur Erinnerung: Die Spur einer Matrix A = (a;;) ist definiert als tr(A4) := >, a;.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 10.4 (keine Abgabe). Zeigen Sie, dass fiir A € Mat(n x n,C) dquivalent
sind:

(a) Die Sesquilinearform C™ x C" — C, (u,v) — u' - A - v ist ein Skalarprodukt.

(b) Esist A= B' - B fiir eine invertierbare Matrix B € G1,,(C).

Aufgabe 10.5 (keine Abgabe). Sei V ein endlich-dimensionaler reeller oder komplexer
Vektorraum mit einem Skalarprodukt

(1 VxV — K

Zeigen Sie, dass es dann fiir jedes weitere Skalarprodukt (-, -)o : V x V' — K einen
Automorphismus f € Autg (V) gibt mit

(u,v)o = (f(u), f(v)); firalle wu,veV.
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 11.1 (10 Punkte). Gegeben sei eine Matrix B € Mat(m x n, C). Zeigen Sie,
dass

A = (Bl]L f) € Mat((m+n) x (m+n),C)

positiv definit ist genau dann, wenn die Matrix 1 — BB positiv definit ist.

Aufgabe 11.2 (10 Punkte). Sei f : R™ — R™ eine nicht notwendig lineare Abbildung
mit

1f(@) = fWl = lle—yl firale zy €V,

wobei || - || die Euklidische Norm bezeichne. Zeigen Sie, dass dann die Abbildung f
von der Form
x = f(zr) = A-z+b

ist mit b = f(0) und einer eindeutig bestimmten orthogonalen Matrix A € O(n).

Aufgabe 11.3 (10 Punkte). Seien U,V zwei Euklidische bzw. unitére Vektorrdume.

(a) Zeigen Sie, dass W := U @ V ein Euklidischer bzw. unitérer Vektorraum ist
mit

((u1,v1), (Uz,vz»w = (ur,u2)y + (v1,v2)y fir w; €U,u € V.

(b) Finden Sie die zur Projektionsabbildung f: W — V, (u,v) — v adjungierte
Abbildung
g: V. — W
mit

<v,f(w)>v = <g(v),w>W fir allew e W,ve V.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 11.4 (keine Abgabe). Unter einer Permutationsmatriz verstehen wir eine
Matrix

| |
As = ey -+ €om) | € Mat(n xn,R),

deren Spalten durch Anwenden einer Permutation o € &,, auf die Standardbasis
entstehen. Zeigen Sie:

(a) Alle Permutationsmatrizen liegen in der orthogonalen Gruppe O(n).
(b) Die Abbildung &,, — O(n),o — A, ist ein Gruppenhomomorphismus.

(c) Jede orthogonale Matrix A = (a;;) € O(n) mit der Eigenschaft a;; > 0 fiir
alle 4,5 € {1,...,n} ist eine Permutationsmatrix.

Aufgabe 11.5 (keine Abgabe). Sei V ein Euklidischer Vektorraum.
(a) Sei vy € V ein Vektor der Linge 1. Zeigen Sie, dass
f: V—=V, vev—2{vy,v)- v

eine orthogonale Abbildung ist. Was ist die geometrische Bedeutung dieser
Abbildung? Was ist ihr charakteristisches Polynom x(t) € R[¢]?

(b) Sei nun dimg(V) < co. Zeigen Sie, dass sich die Abbildung —idy : V — V
schreiben lésst als eine Verkettung von Abbildungen des obigen Typs. Wie
viele solche Abbildungen sind dazu mindestens notwendig?
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Bitte geben Sie Thre Losungen in Gruppen von bis zu 4 Personen ab wie auf moodle
beschrieben. Alle Antworten sind sorgféltig zu begriinden.

Aufgabe 12.1 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n,R) symmetrisch. Zeigen Sie:

(a) Wenn A positiv semidefinit ist, dann existiert genau eine symmetrische positiv
semidefinite Matrix B € Mat(n x n,R) mit B? = A.

(b) Wenn A nicht positiv semidefinit ist, kann es zwar eine Matrix B mit B? = A
geben, aber eine solche Matrix B kann nicht symmetrisch sein.

Aufgabe 12.2 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n,R). Zeigen Sie:
(a) Wenn A symmetrisch und nilpotent ist, dann gilt A = 0.
(b) Wenn A {iber R diagonalisierbar ist und A* = —A gilt, dann ist A = 0.

Aufgabe 12.3 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n, R) symmetrisch. Man zeige:
(a) Die Funktion

ot Az

fa: R"\{0} — R, z e

nimmt ein Maximum bzw. Mininum

pmax(4) 1= max{fa(z) | 2 € R"\ {0}}
fmin(4) = min{fa(z) |z € R\ {0}}

an, und diese sind der grofite bzw. der kleinste Eigenwert von A.

(b) Ist B € Mat(n x n,R) eine weitere symmetrische Matrix, dann gilt

HMmin (A + B) 2 ,umin(A) + ,umin(B)y
fmax(A+B) < pmax(A) + pimax(B)-



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht zur schriftlichen Abgabe gedacht, kénnen aber
in den Ubungsgruppen besprochen werden.

Aufgabe 12.4 (keine Abgabe). Finden Sie fiir

L (10 510
A= (5 14 2] € Mat(3x3R)
10 2 -11

eine orthogonale Matrix S € SO(3), sodass S™!AS eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 12.5 (keine Abgabe). Sei A = (a;;) € Mat(n x n,R) eine symmetrische
Matrix, deren Diagonaleintriage gegeniiber den iibrigen Eintrigen grof§ sind in dem

Sinn, dass
Qi > E |aijl
J#i

fiir alle 7 gilt. Zeigen Sie, dass dann die Matrix A positiv definit ist.
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Dieses freiwillige Zusatzblatt dient zur Wiederholung und braucht nicht abgegeben
zu werden. Es kann am Lerntag und in den letzten Vorlesungen besprochen werden.

Aufgabe 13.1.
(a) Was besagt der Satz von Cayley-Hamilton?

(b) Berechnen Sie A% fiir die Matrix

-1 -1 2 1
1 1 00

A= o 10 ol € Mat(4 x 4,R).
0 -2 1 0

Aufgabe 13.2.

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom der
folgenden Matrizen:

2 1 1 0 0 4 -4 0
0 -1 -3 0 1 4 5 9
4= 0 3 5 07 B = 0o 0 -1 -9
0 -1 -1 2 0 O 1 5

(b) Sind die Matrizen zueinander #hnlich? Finden Sie ihre Jordan-Normalform.

Aufgabe 13.3. Seien A, B € Mat(n x n,R).

(a) Wenn A, B als komplexe Matrizen diagonalisierbar sind, sind sie dann auch
iiber den reellen Zahlen diagonalisierbar?

(b) Wenn A, B als komplexe Matrizen zueinander &hnlich sind, sind sie dann auch
iber den reellen Zahlen zueinander ahnlich?

Aufgabe 13.4.

(a) Bringen Sie die Matrix

00 1
A=[10 1| € Mat(3x3,R)
01 -1

durch einen geeigneten Basiswechsel in Jordan-Normalform.

(b) Finden Sie eine Basis fiir den R-Vektorraum aller Folgen v = (vj)ren, reeller
Zahlen mit
Vg1 = —Uk +Vk—1 + Uk—o firalle k > 2.



Aufgabe 13.5.

(a) Bestimmen Sie die Elementarteiler der Matrix

3 2 1
A= 12 3 2| € Mat(3 x3,Z).
1 2 3
(b) Lesen Sie hieraus die Linge des Z-Moduls G = Z3/(A - Z?) ab.

Aufgabe 13.6. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K
mit einem Endomorphismus f € Endg (V). Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen
aquivalent sind:

(a) Es gibt einv e V mit V = (fi(v) [i=10,1,2,...) .

(b) Das Minimal- ist gleich dem charakteristischen Polynom: g (t) = xf(t).

Aufgabe 13.7.

(a) Priifen Sie, ob die folgenden Matrizen positiv/negativ definit/semidefinit oder
indefinit sind:

1 2 —2 -3 1 -3 4 0 -8
A=(22 o, B=|1 -2 o], c= 01 2
-2 0 -4 -3 0 -4 8 2 24

(b) Finden Sie im positiv definiten Fall eine Orthonormalbasis fiir das durch die
jeweilige Matrix beziiglich der Standardbasis in R™ definierte Skalarprodukt.

Aufgabe 13.8. Sei n € N. Sei S C C eine Menge von n + 1 verschiedenen Punkten.

(a) Zeigen Sie, dass auf dem komplexen Vektorraum V = {p € C[t] | deg(p) < n}
durch

(pa) =Y p(z)q(2)

z€S
ein Skalarprodukt (-,-) : V x V' — C definiert wird.

(b) Berechnen Sie fiir n =2 und S = {0,+1} eine Orthonormalbasis von V.



Aufgabe 13.9. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt iiber
den reellen oder komplexen Zahlen K = R, C. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle f € Endg (V) gilt ker(f) = ker(fT o f).
(b) Falls f normal ist, folgt ker(f) = ker(f") und im(f) = im(f7).
(¢) Sind f, g € Endg(V) beide normal, dann gilt:

fog =0 < ygof =20

Aufgabe 13.10. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt iiber
den reellen oder komplexen Zahlen K = R, C. Sei f € Endg (V) mit f2 = f. Zeigen
Sie, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:

(a) Esist f selbstadjungiert.
(b) Es ist ker(f) L im(f).

Tipp: Man zeige, dass f : V — im(f) im Fall (b) eine Orthogonalprojektion ist...

Aufgabe 13.11. Sei V ein endlich-dimensionaler unitarer Vektorraum. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen fiir f € End¢ (V) zueinander dquivalent sind:

(a) Der Endomorphismus f ist normal.
(b) Es gibt ein Polynom p € C[t] mit fT = p(f).

Tipp: Fiir beliebige A1, ..., \, € C gibt es ein p € C[t] mit p()\;) = \; fiir alle i...

Aufgabe 13.12.

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A'- A € Mat(3 x 3,R)

fur
-8 10 14
1 2 2 1
—-16 2 10

(b) Finden Sie eine Singuldrwertzerlegung
A = SDT

mit S € O(4),T € O(3) und einer Diagonalmatrix D € Mat(4 x 3,R).



