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Kapitel 1
Gruppen, Ringe, Korper

Zusammenfassung In diesem Kapitel fithren wir die grundlegenden algebraischen
Strukturen ein, auf denen die lineare Algebra aufbauen wird. Die Beschreibung von
Symmetrien in Geometrie und Physik fiihrt auf den Begriff einer Gruppe: Einer
Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, die ein neutrales Element besitzt und in
der jedes Element ein Inverses hat. Ein Ring ist eine additiv geschriebene abelsche
Gruppe mit einer weiteren assoziativen Verkniipfung, der Multiplikation, sodass das
Distributivgesetz gilt. Ein Korper ist ein kommutativer Ring, in dem jedes von Null
verschiedene Element ein multiplikatives Inverses hat; Beispiele sind die rationalen,
reellen und komplexen Zahlen. Nach Korpern sind die einfachsten Ringe solche,
in denen eine Division mit Rest moglich ist, diese heilen Euklidische Ringe; als
wichtiges Beispiel werden wir Polynomringe iiber Korpern betrachten.

1 Gruppen

Als Kind lernt man zunéchst, wie man natiirliche Zahlen zueinander addiert, spéter
lernt man Subtraktion, Multiplikation und Division, wobei N sukzessive erweitert
wird zu Z,Q, R... Alle diese algebraischen Strukturen beruhen auf dem Begriff einer
Verkniipfung auf einer Menge:

Definition 1.1. Unter einer (inneren) Verkniipfung auf einer Menge M verstehen wir
eine Abbildung
o: MxM — M, (a,b)— aob.

Die Verkniipfung heiBt assoziativ und wir nennen das Paar (M, o) eine Halbgruppe,
falls
(aob)oc = ao(boc)

fiir alle a,b,c € M ist. Je nach Kontext verwenden wir auch andere Notationen fiir
Verkniipfungen und schreiben statt a o b beispielsweise a - b, a @ b oder auch kurz
ab, wenn kein Verwechslungsrisiko besteht. Eine Halbgruppe (M, o) heit kom-
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mutativ oder abelsch, falls aob = boa fiir alle a,b € M gilt. AusschlieBlich im
kommutativen Fall verwenden wir auch gern die additive Notation und schreiben
die Verkniipfung als a + b statt ao b.

Beispiel 1.2. (N, +) und (N, -) sind kommutative Halbgruppen.
Beispiel 1.3. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist
M = Abb(X,X) = {Abbildungen f: X — X}

eine Halbgruppe mit der Verkettung o von Abbildungen. Diese ist nicht kommutativ,
falls X mehr als zwei Elemente hat: Denn seien a,b,c € X paarweise verschieden,
und seien f,g € Abb(X,X) definiert durch

b firx=a, c firx=a,
f(x) :=<a firx=>h, glx) :=<a firx=c,
X sonst. X sonst.

Dann ist fog # go f, denn

(fog)a) = flgla)) = f(c) =,
(gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = b.
Halbgruppen sind fiir viele Zwecke zu allgemein. Das Prifix Halb- ist eine grobe

Ubertreibung, zu einer Gruppe fehlt da noch eine Menge! Zunichst hitten wir gern
ein neutrales Element:

Definition 1.4. Ein neutrales Element fiir eine Verkniipfung o : M x M — M ist
ein Element e € M mit

ace=eoa=a fiiralle acM.

Ein Monoid ist eine Halbgruppe, die ein neutrales Element besitzt. Man beachte,
dass wir hier zwei Eigenschaften fordern: Die Rechtsneutralitit a o e = a ebenso
wie die Linksneutralitiit e o a = a (Bemerkung [I.6|zeigt, warum).

Beispiel 1.5. Es gilt:

a) (N, +) ist kein Monoid: Es fehlt ein neutrales Element.
b) (No,+) ist ein Monoid mit neutralem Element e = 0.

¢) (N, - ) ist ein Monoid mit neutralem Element e = 1.

d) Abb(X,X) ist ein Monoid mit neutralem Element e = idx.

In der Definition von Monoiden ist nur die Existenz eines neutralen Elementes
gefordert, dieses wird nicht weiter spezifiziert. Der Grund dafiir ist, dass neutrale
Elemente im Fall ihrer Existenz eindeutig bestimmt sind:
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Bemerkung 1.6. Sei (G, -) ein Monoid, und e;,e; € G seien neutrale Elemente,
dann gilt

el = e1-e (da e; rechtsneutral ist)

= e (da e; linksneutral ist).

Folgendes Beispiel einer Halbgruppe M = {a,b} mit zwei Elementen zeigt, dass in
beliebigen Halbgruppen linksneutrale Elemente nicht rechtsneutral sein miissen:

ol a b
ala b
b|la b

Wir haben hier o durch eine Verkniipfungstafel angegeben, also eine Tabelle, die in
der Zeile x und Spalte y das Element x oy enthilt. Wir werden Verkniipfungen auf
endlichen Mengen oft durch solche Verkniipfungstafeln beschreiben.

Zum Losen von Gleichungen wollen wir nicht nur Elemente verkniipfen, wir
wollen auch den umgekehrten Weg gehen — so wie man ganze Zahlen nicht nur
addieren, sondern auch voneinander subtrahieren kann:

Definition 1.7. Eine Gruppe ist ein Monoid (G, o), sodass zu jedema € G einb € G
existiert mit
aob=boa=e,

wobei e € G das neutrale Element des Monoids sei. Wir nennen b auch das Inverse
zu dem gegebenen Element a und bezeichnen es mit b = a~! , bzw. fiir additiv
geschriebene abelsche Gruppen mit b = —a.

Beispiel 1.8. (Z,+), (Q,+), (R,+), ... sind abelsche Gruppen.

Fiir Gruppen, die nicht abelsch sind, beinhaltet die Definition inverser Elemente
zwei Bedingungen: Ein Element b € G heif3t linksinvers zu a, wenn boa = e ist, und
rechtsinvers, wenn a o b = e ist. Per Definition ist ein inverses Element also sowohl
links- als auch rechtsinvers. Ahnlich wie fiir das neutrale Element folgt, dass auch
das Inverse zu einem Gruppenelement eindeutig bestimmt ist:

Lemma 1.9. Sei G eine Gruppe. Dann hat jedes Element a € G genau ein Inverses.

Beweis. Fiir je zwei Inverse by,b; von a € G gilt

by = e-b (weil e linksneutrales Element)
= (by-a)-b; (weil b, linksinvers zu a)
= by-(a-by) (wegen Assoziativitit)
=by-e (weil b rechtsinvers zu a)
= b (weil e rechtsneutrales Element)

und somit folgt die Behauptung. a
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Wir werden bald sehen, dass diese pedantische Unterscheidung von rechts- und
linksinversen Elementen in Gruppen nicht notig ist. Aber zuvor einige niitzliche
Rechenregeln:

Lemma 1.10. Sei (G,-) eine Gruppe. Dann gilt:

a) Inversionsregeln: Fiir alle a,b € Gist (a-b) "' =b'-a~ ' und (a™") ! = a.

b) Losbarkeit von linearen Gleichungen: Fiir alle a,b € G gibt es eindeutige x,y € G
mit
a-x =y-a=hb

c) Kiirzungsregel: Fiir alle x,y,c € G gilt die Aquivalenz
X=y & c-x=c'y< x-c=y-c

Beweis. Wir beweisen nur beispielhaft die Inversionsregeln, der Rest folgt analog.
Per Definition gilt fiir beliebige a,b € G:

binverszua <= a-b=b-a=e <= ainverszu b

Wenn wir hier b = a~! einsetzen, steht auf der linken Seite eine wahre Aussage und

die rechte Seite liefert somit @ = (a~!)~'. Aus der Assoziativitit folgt ferner
(b~"-a")-(a-b) = b7 ((a""-a)-D)
=bl(eb) = blb = e

und analog (a-b)- (b~'-a™') = e, alsoist (a-b) ™' =b~!-a~! wie gewiinscht. O

Erfreulicherweise miissen wir zum Nachweis der Gruppeneigenschaft nur die
Hilfte der Axiome priifen, ndmlich die Existenz eines linksneutralen Elements und
die von linksinversen Elementen. Die andere Hilfte folgt dann automatisch:

Lemma 1.11. Sei G eine Menge und - : G x G — G eine assoziative Verkniipfung
mit folgenden beiden Eigenschaften:

a) Es existiert ein e € G mit e-a = a fiir alle a € G.

b) Zu jedem a € G existiert einb € Gmitb-a =e.

Dann ist (G, ) eine Gruppe und e ist ihr neutrales Element.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass jedes zu a Linksinverse auch ein Rechtsinverses

ist. Sei b € G mit ba = e. Nach Annahme hat auch b ein Linksinverses ¢ € G. Also
ist cb = e, und es folgt:
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ab = (ea)b (weil e linksneutral)
= ((cb)a)b (wegen c¢b = e)
= (c(ba))b (Assoziativitit)
= (ce)b (wegen ba = e)
= c(eb) (Assoziativitit)
= cb (weil e linksneutral)
=e (wegen cb = e)

Also ist jedes Linksinverse auch ein Rechtsinverses. Zu zeigen bleibt nur noch, dass
das gegebene linksneutrale Element e € G auch rechtsneutral ist: Sei a € G. Nach
Annahme existiert b € G mit ba = e. Aus dem vorigen Schritt wissen wir ab = e,
und es folgt

ae = a(ba) (weil ba = e)
= (ab)a (Assoziativitit)
= ea (weil ab = e)
=ua (weil e linksneutral)
wie gewlinscht. a

Korollar 1.12. Sei (M, -) ein Monoid. Dann ist die Menge
G={aeM|IbeM:ba=ab=e}

seiner invertierbaren Elemente eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung - auf M.

Beweis. Nach dem Lemma ist nur zu zeigen, dass G C M abgeschlossen unter der
Verkniipfung ist. Aber das ist klar: Fiir alle zu a;,a; € G gibt es Inverse b1,by € M,
also folgt

(bzb])(alaz) = bz(b]al)az = b2a2 = e = (alaz)(bzb])
und somit aja, € G. O

Beispiel 1.13. Fiir den Monoid M = (Z, ) erhalten wir G = {£1}.
Beispiel 1.14. Fiir den Monoid M = (Q, ) erhalten wir G = Q\ {0}.

Beispiel 1.15. Fiir den Monoid M = Abb(X, X) erhalten wir die Gruppe G = Sym(X),
welche definiert ist durch

Sym(X) := {f € Abb(X,X) | f ist bijektiv}.

Man nennt Sym(X) die symmetrische Gruppe auf der Menge X, weil ihre Elemente
fiir die Beschreibung von Symmetrien dienen konnen (siche Ubung . Wenn die
Menge X mindestens drei verschiedene Elemente hat, ist die Gruppe Sym(X) nicht
abelsch (siehe Beispiel [I.3). Besonders wichtig ist der Fall endlicher Mengen:
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Definition 1.16. Fiir n € N definieren wir die symmetrische Gruppe auf n Elementen
durch

S, = Sym(X) fir X = {1,2,...,n}.

Die Elemente dieser Gruppe bezeichnet man auch als Permutationen, wir werden
uns damit spiter im Kapitel iiber Determinanten ausfiihrlicher beschiftigen.

Beispiel 1.17. Es gilt:
a) &) = {id} ist die triviale Gruppe.
b) &, = {id, o} fiir die Permutation

2 firi=1,

o: {1,2} = {1,2}, o(i) := {1 firie2.

Die Verkniipfungstafel von &, hat somit die Form:

ol id o
id| id o
c| o id

¢) &3 = {id,sy,s2,s3,r,r*} fiir die sechs wie folgt definierten Permutationen:

nlidn) si(n) sx(n) s3(n) r(n) r*(n)
1 1 1 3 2 2 3
2 2 3 2 1 3 1
3 3 2 1 3 1 2

Ubung 1.18. Finden Sie die Verkniipfungstafel der Gruppe &3, und zeigen Sie, dass
sich diese Gruppe G3 als Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks auffassen
lasst, dessen Ecken mit den Ziffern 1,2,3 numeriert sind (siehe Abbildung [[T).

2 Untergruppen

Héufig hat man es mit Teilmengen einer Gruppe zu tun, die stabil sind unter der
Verkniipfung in der Gruppe und beziiglich dieser selber eine Gruppe bilden:

Definition 2.1. Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ) ist eine Teilmenge H C G,
sodass folgende drei Bedingungen gelten:

a)Esiste € H.
b) Fiiralle a € H istaucha™' € H.
c) Fiir alle a,b € H istaucha-b € H.
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Abb. I.1 Ein gleichseitiges Dreieck und einige seiner Symmetrien

Die erste Bedingung besagt insbesondere, dass H # & ist. Nimmt man dies an,
so lassen sich die obigen drei Axiome auch etwas eleganter zusammenfassen:

Lemma 2.2. Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe
genau dann, wenn sie nichtleer ist und wenn gilt:

a-B~leH fiiralle a,fcH.

Beweis. Jede Untergruppe erfiillt offenbar diese Bedingung. Aus der Bedingung

folgen umgekehrt alle Untergruppenaxiome:

a) e € H (wihle a = 8 € H beliebig),

b) Fiir jedes a € H ista™! € H (wihle a = e, 8 = a),

¢) Firallea,b € Hista-b € H (wihle ¢ = a,B =b~"). 0
Jede Gruppe G besitzt offenbar die Teilmengen H = {e} C G und H = G als

Untergruppen. Diese werden auch als die trivialen Untergruppen bezeichnet. Sehen
wir uns einige interessantere Beispiele an:

Beispiel 2.3. Unter einer Kongruenzabbildung der reellen Ebene versteht man eine
bijektive Abbildung f : R? — R?, die sich als Verkettung von Achsenspiegelungen
schreiben lédsst. Die Menge aller solcher Kongruenzabbildungen der Ebene ist eine
Untergruppe H C Sym(Rz), die viele interessante Untergruppen enthilt, z.B. die
Gruppe aller Drehungen oder die Symmetriegruppe aus Ubung

Beispiel 2.4. Fiir m € Z ist die Teilmenge mZ := {mk | k € Z} C Z eine Untergruppe
in der additiven Gruppe (Z,+):

e Esist0=m-0 € mZ und somit mZ # &.
e Fiir o, f € mZ ist & = mk, 3 = ml mit k,! € Z und somit

o—P = mk—ml = mk—1) € mZ.

Wir haben damit bereits alle Untergruppen von (Z,+) gefunden:
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Lemma 2.5. Jede Untergruppe der additiven Gruppe (Z,+) hat die Form H = mZ
fiir ein eindeutiges m € Ny.

Beweis. Im Fall HNN = & ist H = {0}, da additive Untergruppen unter x — —x
stabil sind. Wir konnen dann m = 0 wihlen. Im Fall H NN # @ sei m := min H NN.
Fiir jedes i € H gibt Division mit Rest eine Darstellung

h=km+r mit re{0,1,....m—1},keZ
= r=h—kmeHN{0,1,.... m—1}
= r=0 nach Wahl von m = minH NN
Also gilt H = mZ. Die Eindeutigkeit folgt analog. ad

Im Allgemeinen ist es nicht einfach, alle Untergruppen einer gegebenen Gruppe
zu bestimmen. Fiir endliche Gruppen G gibt die Ordnung

|G| := Anzahl der Elemente von G
immerhin einige Information:

Satz 2.6 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, und sei H C G eine
beliebige Untergruppe. Dann ist die Ordnung |H| ein Teiler der Ordnung |G|.

Beweis. Wir definieren auf G eine Relation ~ durch
a~b < ab”! € H.
Dies ist eine Aquivalenzrelation:

e Reflexivitit: Fiiralle a € Gista~awegenaa ' =e € H.
e Symmetrie: Aus a ~ b folgt b ~ a wegen ba~' = (ab~!)"! € H.

e Transitivitit: Aus @ ~ bund b ~ ¢ folgt a ~ c wegen ac™! =ab~! -bc™! € H.

Man beachte, dass wir hierbei alle drei Untergruppenaxiome benutzt haben! Die
Aquivalenzklassen beziiglich ~ haben die Form

b] = {acG|lab ' cH}
{hbc G|hecH}  (schreibe h:=ab")
= Hb

Jede solche Aquivalenzklasse enthélt genau |H| Elemente, da die Abbildung
Hb — H, a — ab™!

bijektiv ist mit der Umkehrabbildung H — Hb, h — hb. Seien by,...,b, € G ein
vollstindiges Reprisentantensystem fiir die endlich vielen Aquivalenzklassen, es
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gelte also G = Hby W - - - WHb, (disjunkte Vereinigung). Zdhlen der Elemente liefert

dann
r r

Gl = Y |Hb| = ) |H| = r|H]|

i=1 i=1
und somit ist |G| teilbar durch |H|. O

Korollar 2.7. Sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl ist. Dann
sind ihre einzigen Untergruppen die trivialen Untergruppen H = {e} und H = G.

Beweis. Ist |G| eine Primzahl, so muB fiir Untergruppen H C G nach dem Satz von
Lagrange entweder |H| = 1 oder |H| = |G| gelten. O

Korollar 2.8. Die einzigen nichttrivialen Untergruppen von &3 = {id, s1,s3,53,1,r*}
sind
H=1{id,s;} firi=1,2,3, und H=/{id,r,r"}.

Beweis. Man sieht leicht, dass die angegebenen vier Teilmengen Untergruppen
sind. Sei umgekehrt eine beliebige nichttriviale Untergruppe H C G3 gegeben. Nach
dem Satz von Lagrange ist |H| € {2,3}. Wir unterscheiden nun folgende Flle:

a) Falls s; € H ist, so enthilt H die Untergruppe {id,s;} der Ordnung zwei und
somit folgt:

|H| €2Z (wieder nach Lagrange)
= |H|=2 (wegen |H| € {2,3})
= H={id,si} (weil {id,s;} C H).

b) Falls r € H ist, so enthilt H die Untergruppe {id,r,*} und es folgt
H = {id,r,r*} wegen |H| < 3.
¢) Falls > € H ist, gilt r = roid = ror® = (r?)? € H und wir sind in Fall b) O

Oft studiert man Gruppen, indem man Untergruppen betrachtet, iiber die man
schon etwas weifl. Das kann mit einem Element beginnen: Jede Untergruppe, die
das Element enthilt, muf3 auch alle Potenzen dieses Elementes enthalten. Dabei
vereinbaren wir folgende, oben bereits benutzte Notation:

Definition 2.9. Sei G eine Gruppe und g € G. Die Potenzen g" sind fiir n € Ny
rekursiv definiert durch

8 e

1.
g =8
n+1 n

8 = 88
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Potenzen mit negativen Exponenten definieren wir analog durch g~ ("+1) := g=1.g77

fiir n € Np. Dabei gelten die iiblichen Rechenregeln:
Lemma 2.10. Es ist g™ = g™ . g" fiir alle m,n € Z.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber m € Ny bei beliebigem,
aber fest gewihlten n € N:

o Klarist g0t =g"=¢.g" =g%. g".
e Aus g"t" = g™ . g" fiir ein m € Ny folgt
g(m+1)+n — g(m+n)+1 =g gm+n (per Definition)
=g-(g"¢" (induktiv)
= (g-g")¢" (Umklammern)
= g"tl. g (per Definition)
Der Fall m < 0 geht analog per Induktion {iber —m. a

Korollar 2.11. Sei G eine Gruppe und g € G. Dann ist
(§) == {¢"€G|neZ} C G
eine Untergruppe, und zwar die kleinste Untergruppe, welche g enthdlt.

Beweis. Wenn H C G eine Untergruppe mit g € H ist, mu (g) C H gelten, wil
Untergruppen abgeschlossen sind unter Multiplikation und Inversen. Umgekehrt ist
die Teilmenge (g) C G eine Untergruppe, denn:

a) e=g" € (g),
b) a=g"e(g)=>al=g"€eg),
c)a=g"b=g"c(g)=ab=g"-g"=g"" € (g). O

Definition 2.12. Sei G eine Gruppe. Fiir g € G nennen wir die Teilmenge (g) C G
die zyklische Untergruppe erzeugt von dem Element g. Die Gruppe G heil3t zyklisch,
wenn

G = (g) fireingeG

ist. Wir nennen das Element g dann auch einen Erzeuger der Gruppe G.

Beispiel 2.13. Die Gruppe G = (Z,+) ist zyklisch. Als Erzeuger kann man hier
das Element g = 1 nehmen, aber ebensogut wire auch g = —1. Insbesondere sind
Erzeuger einer zyklischen Gruppe im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beispiel 2.14. Nach Korollar besitzt die Gruppe G = G3 genau folgende vier
nichttriviale Untergruppen:

(siy ={id,s;} firi=1,2,3, und (r)=(r?) = {id,r,r*}.
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Die ersten drei Untergruppen haben Ordnung zwei, die letzte hat Ordnung drei.
Alle diese Untergruppen sind zyklisch. Die Gruppe G = &3 ist andererseits nicht
zyklisch, da sie nicht einmal abelsch ist. Allgemein gilt:

Lemma 2.15. Jede endliche Gruppe G von Primzahlordnung ist zyklisch. Als Er-
zeuger kann man jedes vom neutralen Element verschiedene g # e nehmen.

Beweis. Fiir e # g € G betrachte man die Untergruppe H = (g) C G und wende
Korollar 2. 7] an. O

Allgemeiner gibt es zu jeder Teilmenge S C G eine eindeutig bestimmte kleinste
Untergruppe, die diese Teilmenge enthilt, nimlich

(S) = {s‘;l s € G|keNy,s €5,ei ez}.

Wir nennen diese die von S erzeugte Untergruppe und lassen fiir endliche Mengen
von Erzeugern die Mengenklammern gern weg:

(815--,8n) == ({81,---,8n})-

Eine Gruppe G heifit endlich erzeugt, wennes gi,...,g, € G gibtmit G =(gy, ..., gn).

3 Gruppenhomomorphismen

Bei unserer Beschreibung zyklischer Untergruppen einer Gruppe G haben wir die
Abbildung
Q: Z—G, n—g"

betrachtet. Genauer haben wir benutzt, dass ¢ die Addition ganzer Zahlen iibersetzt
in die Verkniipfung der Gruppe:

Pg(m+n) = "™ = g"-g" = @g(m) - gg(n).
Das fiihrt auf den Begriff eines Gruppenhomomorphismus:

Definition 3.1. Ein Homomorphismus von einer Gruppe (H, o) in eine Gruppe (G, ®)
ist eine Abbildung
¢o: H— G

mit @(aob) = @(a) e @(b) fiir alle a,b € H. Wir nennen ¢ einen

e Monomorphismus, falls ¢ injektiv ist, und schreiben dann ¢ : H — G,
o Epimorphismus, falls ¢ surjektiv ist, und schreiben dann ¢ : H — G,
e Isomorphismus, falls @ bijektiv ist, und schreiben dann ¢ : H — G.

Zwei Gruppen G und H heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen
ihnen gibt. Wir schreiben in diesem Fall auch kurz G ~ H.
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Beispiel 3.2. Fiir natiirliche Zahlen n > 3 ist die Diedergruppe D, definiert als die
Gruppe aller Isometrien der Ebene, die ein regulires n-Eck in sich tiberfiihren. Sie
hat genau 2n Elemente: Die Spiegelungen an den Mittelachsen des n-Ecks und
die Drehungen um Vielfache von 27 /n. Numerieren wir die Ecken den n-Ecks
mit 1,...,n, so konnen wir jedem Element der Diedergruppe ein Element ¢ € G,
zuordnen (Abbildung[[.2). Wir erhalten einen injektiven Homomorphismus

D, — 6,.

Wegen |D,,| = 2n und |S,,| = n! ist dieser nur im Fall n = 3 ein Isomorphismus.

Abb. 1.2 Symmetrien eines reguldren Sechsecks. Hier beschreibt o eine Achsenspiegelung.

Beispiel 3.3. Indem wir jedem & € R eine Drehung um den Ursprung in der reellen
Ebene mit Drehwinkel ¢ zuordnen, erhalten wir einen Homomorphismus

¢: R — Sym(R?), o — Drehungum o

Dieser ist weder injektiv noch surjektiv.

Wir haben in der Definition von Homomorphismen nur die Kompatibilitidt mit
der Verkniipfung gefordert. Daraus folgt aber schon die Kompatibilitit mit neutralen
und inversen Elementen:

Lemma 3.4. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — H von Gruppen gilt:

a) ¢(eg) = e fiir die neutralen Elemente e und ey.
b) p(a") = (¢(a))~! fiir alle a € G.
c) Ist @ ein Isomorphismus, so auch @' : H — G.
Beweis. Esist
¢(eg) = ¢(ec-ec) = ¢(ec) - Pleg)

und Multiplikation mit dem Inversen (@(eg))~! liefert sofort ). Die Argumente fiir
Teil b) und ¢) sind dhnlich und seien dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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Korollar 3.5. Fiir Homomorphismen ¢ : G — H gilt:
a) @ ist surjektiv genau fiir im(¢) = H.
b) @ ist injektiv genau fiir ker(@) = {eg}.

Beweis. Fiir Surjektivitit ist das klar per Definition des Bildes. Fiir Injektivitit folgt
es daraus, dass fiir alle a,b € G gilt:

9(a) = 9(b) <= ¢(a)-(p(0))”' =en
= o) @b ") =en
— @la-b)=ey
— a-b ! cker(p).

O
Lemma 3.6. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann ist
a) das Bild im(@) := ¢(G) eine Untergruppe von H,
b) der Kern ker(@) := @~ (ey) eine Untergruppe von G.
Beweis. Beide Teilmengen sind nichtleer. Fiir o, 8 € ker(¢) ist ferner
e(aB™l) = p(a)p(B™h) (¢ Homomorphismus)
= ¢(a)-(p(B))™" (nach Lemma 3.4)
= ey ey (wegen a, B € ker(¢))
= ey
und somit 8! € ker(¢). Analog fiir im(¢). O

Beispiel 3.7. Sei ¢ : R — Sym(R?), & +— (Drehung um o) der Homomorphismus,
der die Drehungen um den Ursprung in der reellen Ebene beschreibt. Dann ist
ker(¢) = 277Z, und im(¢) C Sym(R?) besteht aus den Drehungen.

4 Quotientengruppen

Wir wissen, dass Bilder und Kerne von Homomorphismen Untergruppen sind; um-
gekehrt ist jede Untergruppe einer Gruppe das Bild eines Homomorphismus, nim-
lich der Inklusionsabbildung. Aber ist auch jede Untergruppe der Kern eines Homo-
morphismus? Fiir abelsche Gruppen ist die Antwort besonders einfach:

Satz 4.1. Sei G eine abelsche Gruppe. Dann gibt es fiir jede Untergruppe K C G
eine abelsche Gruppe G /K und einen surjektiven Homomorphismus

p: G — G/K mit ker(p)=K.
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Beweis. Wenn es einen Homomorphismus mit Kern K gibt, haben a,b € G dasselbe
Bild unter diesem Homomorphismus genau dann, wenn a — b € K ist. Wir drehen
nun den Spie um und definieren eine Relation ~ auf G durch

a~b < a—b eK.

Diese Relation ~ ist, wie wir aus dem Beweis des Satzes von Lagrange bereits
wissen,

e reflexiv: Firallea€ Gista~a,denna—a=0¢€ K.

e symmetrisch:

a~b = a—bek
= b—a=—(a—b)eK
— b~a

e transitiv:

(a~b)N(b~c) = (a—D),(b—c)€K
= a—c=(a-b)+(b—c)€K
= a~c

Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Sei G/K := G/ ~ der Quotient, d.h. die Menge
der Aquivalenzklassen. Wir wollen diesen Quotient zu einer Gruppe machen mit der
Verkniipfung

+: G/KxG/K — G/K, [a]+[b] := [a+b].
Diese Verkniipfung ist wohldefiniert:

e Sei[a] = [@'] und [b] = [¥].

e Dannista~d undb~b'.

e Alsoista—d € Kundb—10b' €K.

e Somit folgt (a+b) — (a'+b') = (a—d' )+ (b—b") € K.

e Folglichista+b~d +b',dh. [a+b] = [d + '] wie gewiinscht.

Dass G/K mit der soeben definierten Verkniipfung eine Gruppe bildet und dass die

Quotientenabbildung
p: G — G/K, aw— [d

ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt daraus, dass G eine Gruppe ist und dass wir
die Verkniipfung repriasentantenweise definiert haben. Auflerdem ist p surjektiv mit
Kernker(p) =p~'(0)=[0]={g€G|g—0€ K} =K. O

Triviale Extremfille dieser Konstruktion sind G/{0} ~ G und G/G ~ {0}. Etwas
interessanter ist das folgende Beispiel:
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Beispiel 4.2. Fiir die additive Gruppe G = Z und die Untergruppe K = 2Z ist der
Quotient Z /27 = {[0],[1]} die Gruppe mit zwei Elementen mit der folgenden Ver-
kniipfungstafel:

Allgemeiner konnen wir die Untergruppe m Z fiir m € N betrachten. Hier ist der

Quotient die Menge

N

Z/mz = {[0L11),[2).....Im ~ 1]}

der Aquivalenzklassen ganzer Zahlen unter der Aquivalenzrelation = (mod m), hier
gilt also

[a] =[b] inZ/mZ <= a—Dbistdurchm teilbar
Wir haben aus der Menge Z/mZ eine Gruppe gemacht mit der Verkniipfung

la) + [b] := [Rest bei Division von a+ b durch m]|

Fiir m = 12 kennen wir diese Addition vom Rechnen mit Uhrzeiten (Abbildung[4.2).

11 1

10

[\

9]+[4]=[1] in Z/12Z

Abb. L.3 Arithmetik modulo 12

Fiir m € Ny ist G = Z/mZ eine zyklische Gruppe, erzeugt von g = [1]. Damit
haben wir bis auf Isomorphismus bereits alle zyklischen Gruppen gefunden, denn
es gilt:

Satz 4.3. Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z/mZ fiir genau ein m € Ny.

Beweis. Wenn G zyklisch ist, gibt es ein Element g € G mit G = (g). Dann ist also
der Homomorphismus
Q0 Z—G,n—g"
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surjektiv. Sein Kern ist eine Untergruppe von (Z, +), also ist ker(¢,) = mZ fiir ein
eindeutiges m € Ny. Fiir n1,n, € Z gilt also:

(Pg(nl) = (Pg(n2) <— ny—ny € mZ
< n; =ny (modm)

= [m]=[m]inZ/mZ
Somit erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung
Ve Z/mL — G, (ln]) = @q(n),

und diese ist injektiv. Sie ist auBerdem surjektiv und ein Homomorphismus, da ¢,
diese Eigenschaften besitzt. Die Eindeutigkeit von m € Ny folgt durch Zahlen der
Elemente von Z/mZ und von G. O

Wir konnen die Situation in folgendem Diagramm zusammenfassen:

Pg G

N w

Z/mZ

Z

Definition 4.4. Die Ordnung eines Elementes g € G ist definiert durch

min{m e N | g" =1} falls ker 0},
ord(g) i {w {meN|gm=1} s (¢e) # {0}

Lemma 4.5. Fiir endliche Gruppen G und g € G ist ord(g) ein Teiler von |G]|.

Beweis. Wende den Satz von Lagrange an auf die Untergruppe H := (g) C G. Dabei
ist |[H| = ord(g). O

Korollar 4.6. Sei G eine Gruppe, deren Ordnung p := |G| eine Primzahl ist. Dann
ist die Gruppe G zyklisch und wird von jedem nichttrivialen Element erzeugt:

G = (g) ~ Z/pZ fiir jedes g € G\ {e}.

Beweis. Fiir g € G\ {e} ist ord(g) > 1. Aber die Ordnung ord(g) teilt p nach dem
vorigen Lemma. Da p eine Primzahl ist, folgt ord(g) = p. O

Sei H eine Gruppe. Bei der Beschreibung ihrer zyklischer Untergruppen haben
wir den Homomorphismus ¢ : Z — G,n +— g" fiir m € Ny mit g™ = 1 zerlegt in die
Quotientenabbildung p : Z/mZ gefolgt von einem Homomorphismus Y, : Z/mZ —
G.
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n

Q: Z—H, n—g

sich fiir alle m € Z mit g" = 1 wie folgt zerlegt:

Pg

A
x L7 3y

Z/mZ

VA H

Allgemeiner gilt das folgende Kriterium:

Satz 4.7 (Homomorphiesatz fiir abelsche Gruppen). Sei G eine abelsche Gruppe,
und sei K C G eine Untergruppe. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus in eine
andere Gruppe. Dann sind dquivalent:

a) Es ist K C ker(9).

b) Es gibt einen Gruppenhomomorphismus y : G/K — H mit ¢ = yo p wie im
folgenden Diagramm:

Dabei ist y eindeutig. Es gilt im(y) = im(Q), und:

Vv injektiv <= ker(¢) =K

Beweis. Wenn es ein ¥ : G/K — H gibt mit ¢ = y o p, dann gilt offenbar:

geker(p) = p(g) =egk

= ¢(g) = (yop)(g)
=v(p(e)
= l/f(eG/K)

und somit K = ker(p) C ker(¢). Sei jetzt umgekehrt K C ker(¢) angenommen. Fiir
alle k € K gilt dann

pla+k) = ¢(a)+o(k) = ¢(a)+en = ¢(a).

Somit ist
v: G/K — H, [a] = ¢(a)
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wohldefiniert, und per Konstruktion ist ¢ = y o p. Dass es nur ein ¥ mit ¢ = yop
geben kann, folgt aus der Surjektivitét von p. a

Korollar 4.8. Jeden Homomorphismus ¢ : G — H abelscher Gruppen kann man
schreiben als Quotientenabbildung gefolgt von einem Isomorphismus auf sein Bild:

G —» G/ker(¢) —— im(¢p) C H

Beweis. Satz mit K := ker(¢@) zeigt, dass ¢ faktorisiert iiber einen injektiven
Homomorphismus
y: G/ker(p) — H.

Jeden injektiven Homomorphismus kann man auffassen als Isomorphismus auf sein
Bild, hier im(y) = im(@). O

Beispiel 4.9. Die Abbildung, die jeder reellen Zahl @ € R die Drehung um den
Winkel « in der reellen Ebene zuordnet, ist ein Homomorphismus

¢: (R,+) — Sym(R?)

von Gruppen. Das Korollar liefert die Faktorisierung:

(R, +) —— Sym(R?)

epil /I\mono

R/27% ——— {Drehungen}

Ausblick: Quotienten im nicht-abelschen Fall

Wir hatten gesehen, dass man fiir abelsche Gruppen G jede Untergruppe K C G
als Kern eines Homomorphismus

¢: G — H := G/K,

schreiben kann. Der nicht-abelsche Fall ist komplizierter:

Lemma 4.10. Die Untergruppe
K = (s1) = {id,s1} C &3={id,s1,52,53,1,7*}

ist kein Kern eines Homomorphismus ¢ : G3 — H von Gruppen.
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Beweis. Sei ¢ : G3 — H ein Homomorphismus von Gruppen mit s; € ker(¢),
dann gilt

¢(s3) = @(r 'osior) weil s3 = rlos or
= ¢@(r) " op(s1)op(r) da ¢ Homomorphismus
= o(r) ' oenoo(r) weil @(s1) = en
= ¢(r) ' oo(r) weil e neutrales Element
— ey
Also folgt s3 € ker(¢). Aber s3 ¢ K = {id,s; }! O

Ein genauer Blick darauf, was im obigen Beispiel schiefgeht, fithrt uns auf den
folgenden Begriff:

Definition 4.11. Sei G eine Gruppe. Die Konjugation mit einem Element g € G ist
definiert als
cg: G—G, a— g_lag.

Eine normale Untergruppe oder Normalteiler von G ist eine Untergruppe K C G,
sodass gilt:
VkeKVgeG: c4(k) € K.

Wir verwenden fiir normale Untergruppen auch die Notation K < G.

Ubung 4.12. Sei G eine Gruppe. Fiir jedes g € G ist dann die Konjugationsabbil-
dung
cg: G = G, ar—>g_1ag

ein Automorphismus, d.h. ein Isomorphismus der Gruppe auf sich. Insbesondere
gilt: Ist K C G eine Untergruppe und g € G, dann ist auch

g 'Kg = {cg(k) |keK} C G
eine Untergruppe, und diese Untergruppe ist isomorph zu K.
Beispiel 4.13. Der einzige nichttriviale Normalteiler von &3 ist
K = (r) = {id,r,r’} < &3,

Denn dass die Untergruppe (s;) C &3 kein Normalteiler ist, haben wir uns bereits
iiberlegt. Analoges gilt fiir die anderen beiden Untergruppen der Ordnung zwei. An-
dererseits ist K C G3 die einzige Untergruppe der Ordnung drei, nach dem vorigen
Korollar gilt also g~'Kg = K fiir alle g € &3 und es folgt die Behauptung.
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In einer abelschen Gruppe ist trivialerweise jede Untergruppe ein Normalteiler.
Im nicht-abelschen Fall stellt die Normalitét eine notwendige Bedingung fiir Kerne
dar:

Lemma 4.14. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — H ist der Kern ein Normalteiler
ker(9) < G.

Beweis. Fiir alle k € ker(¢) und g € G ist

o(g 'kg) = 0(g) ' o(k)o(g) = 9(3)

Tatsdchlich ist diese notwendige Bedingung auch hinreichend:

Satz 4.15. Sei G eine Gruppe. Dann gibt es fiir jede normale Untergruppe K C G
eine Gruppe G /K und einen surjektiven Homomorphismus

p: G — G/K mit ker(p)=K.

Beweis. Wie im Fall von abelschen Gruppen definieren wir eine Relation ~ auf G
durch
a~b < ab~' € K.

Das ist eine Aquivalenzrelation, wie wir uns im Beweis des Satzes von Lagrange
iiberlegt haben. Sei G/K := G/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir wollen
diese zu einer Gruppe machen beziiglich

G/K x G/K — G/K, [a]-[b] = [a-b].

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert:
e Sei [a1] = [az] und [bl] = [bz].
e Dannista; ~ ay und by ~ b, also alaz_1 € K und 1)1172_1 €k.
e Somit folgt
aiby - (azbz)il = a1b; 'bglagl = alblbglafl -alagl e K
wegen der Normalitit der Untergruppe K C G!
e Esfolgt a;b; ~ axby und somit [a;b1] = [axbs].

Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt. Der Rest geht wie im abelschen Fall. a



5 Ringe und Korper 21

5 Ringe und Korper

Bisher haben wir immer nur eine Verkniipfung zugleich betrachtet. Ein Ring ist eine
Struktur mit zwei Verkniipfungen, der Addition und der Multiplikation, wie wir sie
von den ganzen Zahlen kennen:

Definition 5.1. Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-), bestehend aus einer Menge R mit
zwei Verkniipfungen

+: RXR—R,
RxR—>R,
sodass gilt:
e (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
e (R,-) ist ein Monoid,
e Fiir alle a,b,c € R gelten die Distributivgesetze

(a+b)-c=a-c+b-c, c-(a+b)=c-a+c-b.

Wir nennen das neutrale Element von + das Nullelement O € R, und das neutrale
Element von - das Einselement 1 € R. Falls a-b = b - a fiir alle Elemente a,b € R
ist, nennen wir R einen kommutativen Ring.

Man beachte, dass in unserer Definition jeder Ring ein Einselement besitzt. Das
ist nicht in allen Biichern so! Ein Grund fiir unsere Konvention wird in Lemma[3.13]
klar werden. Aber zunéchst einige einfache Beispiele:

Beispiel 5.2. Es gilt:
e R=(N,+,-)istkein Ring.
e R=(Z,+, ) ist ein kommutativer Ring.
e R=(2Z,+,- ) ist kein Ring.
e R=(Q,+, ) ist ein kommutativer Ring.
In Ringen gelten die iiblichen Rechenregeln, z.B.
e 0-a=0,denn:

0-a=0-a+0-a—0-a =(04+0)-a—0-a =0-a—0-a=0
e (—1)-a=—a,denn:

a+(=1)-a=1la+(-1)-a= (1+(-1))-a=0-a=

e analoga-0=O0unda-(—1)=—a.
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Bemerkung 5.3. Wenn in einem Ring R die Gleichung 1 = 0 gilt, folgt
a=al1=a0=0

fiir alle @ € R und somit ist R der Nullring R = {0}. Auch wenn unsere Definition
den Nullring zulésst, geht es uns natiirlich vor allem um Ringe R # {0}. Und wir
wollen gern durch Elemente dividieren:

Definition 5.4. Die Einheitengruppe eines Ringes R ist die Gruppe
R* :={reR|3seR:sr=r-s=1}

der invertierbaren Elemente des Monoids (R,-). Als Verkniipfung betrachten wir
dabei immer die Multiplikation, dies wird nicht mehr extra dazugesagt.

Beispiel 5.5. Es ist

o 7X ={£l1},

e Q*=0Q\{0}, R*=R\{0}. ...

e R* ={0} fiir den Nullring R = {0}.

Das zweite Beispiel ist besonders wichtig. Unter einem Korper verstehen wir
einen kommutativen Ring, in dem jedes von Null verschiedene Element multiplika-
tiv invertierbar ist:

Definition 5.6. Ein Kérper ist ein kommutativer Ring K mit K* = K\ {0}.

Man beachte, dass der Nullring kein Korper ist. Korper sind die grundlegenden
Zahlbereiche, auf denen wir die lineare Algebra aufbauen. Neben den rationalen und
den reellen Zahlen gibt es viele weitere Korper. Betrachten wir einige Beispiele:

Ubung 5.7. Sei m € N keine Quadratzahl. Man zeige, dass

Q(vm) := {a+bymeR |a,beQ}

einen Korper bildet mit der Addition und Multiplikation

(a1 +b1\/l71) + (Clz +b2\/171) = (a1 +ay)+ (b1 +b2)\/171,
(a1 er]\/r;) (a +b2\/7;) = (a1ap +mb1by) + (a1b +a2b1)\/ﬁ.

Die Axiome fiir einen kommutativen Ring folgen dabei aus den entsprechenden
Eigenschaften fiir reelle Zahlen. Beim Invertieren hilft geschicktes Erweitern von
Briichen, z.B.

1 1 V2 12 _1-V2 _
= -2 =—1+V2.

_ 1=
H+V2 7 14+V2 1-V2 T (14+V2)(1-V2)

Achtung: Fiir die Existenz von Inversen wird benutzt, dass m keine Quadratzahl ist!
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Wenn man formal dieselben Rechnungen fiir m = —1 macht und Q durch R
ersetzt, erhdlt man eine Konstruktion der komplexen Zahlen:

Definition 5.8. Die Menge C := R? ist ein Korper mit

(x1,y1) + (r2,y2) i= (x1+x2, y1+32),
(x1,31) - (x2,¥2) = (x1%2 = y1y2, X132 +Y1%2).
Sein Null- bzw. Einselement ist 0 := (0,0) bzw. 1 := (1,0). Die imagindire Einheit
i:=(0,1) € Cerfiillt
# = (0,1)-(0,1) = (=1,0) = —(1,0) = —1.

Wir betrachten die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen mittels der
Abbildung R < C, x — (x,0) und schreiben komplexe Zahlen als z = x + iy mit
x,y € R. Dabei heil3it

e x = Re(z) der Realteil von z,

e y=1Im(z) der Imagindirteil von z.
Beide sind eindeutig bestimmt. Multiplikative Inverse erhélt man als

1 1

5 (x—iy) fir |z] = Vx*+)? € Ruo.

x+iy |z|

Die reellen Zahlen sind nicht nur eine Teilmenge, sondern ein Teilkdrper der
komplexen Zahlen:

Definition 5.9. Ein Teilring eines Ringes S ist eine Teilmenge R C S, fiir die gilt:
e Esist] € R,
e Firallea,b € Ristaucha+b € Rund ab € R.

Ein Teilkorper ist ein Teilring R C S, der sogar ein Korper ist.

Beispiel 5.10. Es gilt:

e 27 C Z ist kein Teilring.
e 7 C Qistein Teilring, aber kein Teilkorper.
e Fiirm € Nsind Q(y/m) C R C C Teilkorper.
Wie bereits fiir Gruppen ist es auch fiir Ringe niitzlich, Abbildungen zwischen

ihnen zu betrachten, welche mit der gegebenen algebraischen Struktur kompatibel
sind. Das Analogon von Gruppenhomomorphismen ist folgender Begriff:

Definition 5.11. Eine Abbildung ¢ : R — S von Ringen heiit Ringhomomorphis-
mus, wenn gilt:

e Fiir die Einselemente ist ¢(1g) = 15.
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e Firallea,b € Rist p(a+b) = @(a)+ @(b) und ¢(ab) = @(a)p(h).

Einen bijektiven Ringhomomorphismus bezeichnet man auch als Isomorphismus
von Ringen. Zwei Ringe heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen
ihnen gibt.

Bemerkung 5.12. Da jeder Ringhomomorphismus ¢ : R — S ein Homomorphismus
additiver Gruppen
¢: (R7+) — (Sa—i_)

ist, gilt fiir die Nullelemente automatisch ¢ (0Og) = Os und wir haben dies daher nicht
explizit in die Definition mit aufgenommen. Die Bedingung ¢(1g) = lg fiir die
Einselemente ist aber eine echte Forderung und sorgt beispielsweise dafiir, dass die
Nullabbildung @ : Z — Z, x — 0 mit unserer Definition kein Ringhomomorphismus
ist. Dies fiihrt zu folgender schonen Eigenschaft:

Lemma 5.13. Fiir jeden Ring R gibt es einen eindeutigen Homomorphismus von
Ringen
Or: Z — R

Beweis. Zunichst ist @g(1) = 1 nach der obigen Bemerkung. Da ¢ zudem ein
Homomorphismus additiver Gruppen sein soll, sind dann

or(n) = Qr(1+---+1) = @r(1)+---+@r(1)

n n
und @r(—n) = —@g(n) fiir n € Ny eindeutig bestimmt. Es gibt also hchstens einen
solchen Homomorphismus, und umgekehrt definiert die obige Formel einen. a

Definition 5.14. Sei R ein Ring. Fiir n € Z und a € R setzen wir

a+---+a firn>0,
—(a+---+a) firn<O.

na := @Qg(n)-a = {

Fiir kommutative Ringe R und a,b € R konnen wir z.B. schreiben:

(a+b)? = a*+ab+ba+b*
= a’ +2ab+ b’

@ +a*b+ aba + ba* + ab® + bab + b*a + b
= @ +3d®b+3ab*+ b’

(a+b)>

Lemma 5.15. Sei R ein kommutativer Ring. Fiir n € N und alle a,b € R gilt dann

(a+b)" = kzo (’;) ek
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mit den Binomialkoeffizienten

ny n! _n n—1 n—k+1 N
k) " kl(n—k)! 1 2 k '

Beweis. Vollstindige Induktion (Ubung)! O

Man beachte, dass der Homomorphismus ¢g : Z — R,n — n - 1 nicht fiir alle
Ringe injektiv ist. Ein einfaches Beispiel liefern die folgenden Quotientenringe im
Fall n > 0:

Lemma 5.16. Fiir n € Ny ist der Quotient R = 7 /nZ ein kommutativer Ring mit der
Addition und Multiplikation
la] +[b] := [a+D],
la]- 5] := [a-b).

Hier ist der Homomorphismus Qg : Z — 7 /nZ gegeben durch @g(a) = [a] fiir a € Z.

Beweis. Als additive Gruppe kennen wir Z/nZ schon, die Wohldefiniertheit der
Multiplikation folgt analog:

e Sei [a1] = [az] und [by] = [b2] in Z/nZ.

e Esfolgta, =a|+knund by = b +In mitk,l € Z.

o Alsoistayby = a1by + (a1l +kby + kin)n = a1b (modn).

e Wie gewiinscht folgt [axbs] = [a1b1].

Mit der so definierten Multiplikation wird Z/nZ ein kommutativer Ring, da Z ein
solcher ist. Aus der Konstruktion ist klar, dass das Einselement des Quotientenringes
die Restklasse [1] ist, und es folgt @r(a) = [d] fiir alle a € Z. O

Beispiel 5.17. Die Addition und Multiplikation in R = Z /4Z ist durch die folgenden
Verkniipfungstafeln gegeben, wobei der Einfachheit halber die eckigen Klammern
um Reprisentanten weggelassen sind:

L»-)I\J'—‘O—i-
W NN = Ol
S W N ==
—_— O W |
N = O W W
w o = O
S O O Ol
W N = O =
N O N O
—_— N W O w




26 I Gruppen, Ringe, Korper
Bemerkung 5.18. Fiir a € Z gilt in Z/nZ
[a] = [Rest von a bei Division durch n]

und das ist fiir konkrete Rechnungen sehr niitzlich. Rechnen wir z.B. die letzte Ziffer
von 31990 aus: Der Taschenrechner liefert 31900 =~ 1.3221 - 10*77, aber das hilft hier
nichts. Konsequentes Rechnen in Z/10Z zeigt ganz ohne Taschenrechner:

32=9=-1 mod 10

= 3*=(3")2=(-1)>=1 mod 10

= 31000 = (34)250 = 1250 = 1 mod 10

— Die letzte Ziffer von 3'0% st eine Eins.

In Quotientenringen werden auch binomische Formeln einfacher. Beispielsweise
gilt [2] = [0] in Z/2Z und somit (a +b)? = a® + b? in Z/27Z. Allgemein gilt:

Lemma 5.19. Sei p eine Primzahl. Fiir alle a,b € 7./ pZ gilt dann
(a+b)P =a’+b" in Z/pL.

Beweis. Es ist
Z p i b[) i
b)P = B
(a+b) = ) ;)@
in jedem kommutativen Ring, und man sieht leicht, dass fiir Primzahlen p die auf-

tretenden Binomialkoeffizienten durch p teilbar sind fiir jedes i € {1,2,...,p—1}.
O

Definition 5.20. Die Charakteristik eines Ringes R ist

0 fiir Qg injektiv,

har(R) :=
char(R) {min{n €N | @r(n) =0} andernfalls.

Die Null in der ersten Zeile haben wir gewihlt, damit wir fiir p := char(R) in
jedem Fall eine Faktorisierung

Z r R

»-‘(
\ ,’j!

Z/pZ

erhalten. Man beachte, dass die Kiirzungsregel in Ringen nicht immer gilt, z.B. hat
man
[2]-[3]=[2]-[0], aber [3]#[0] in Z/6Z.

Definition 5.21. Ein Integritditsring ist ein kommutativer Ring R # {0} mit ab # 0
fiir alle a,b € R\ {0}.
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In Integritiitsringen R darf man kiirzen, denn fiir @ € R\ {0} und ¢,d € R gilt:

ac=ad = a(c—d)=0
= ¢—d=0 (daR Integrititsring und a # 0)
= c=d

Beispiel 5.22. Jeder Korper ist ein Integritéitsring. Teilringe von Integrititsringen
sind Integritétsringe: Beispielsweise ist R = Z ein Integritétsring, denn Z C Q. Der
Ring R = 7Z,/47 ist andererseits kein Integrititsring, denn:

[2]-[2] = [0] in Z/4Z,
[2] # [0] in Z/4AZ.
Lemma 5.23. Fiir p € N gilt:
7/ pZ ist ein Integrititsring <> p ist eine Primzahl
Beweis. Es gilt:

p > 1prim <= Fiira,b € Z gilt: p | ab impliziert p |a oder p | b
< InZ/pZ gilt: [ab] = 0 impliziert [a] = 0 oder [b] = 0.
Die letzte Bedingung besagt genau, dass Z/pZ ein Integrititsring ist. a

Tatsdchlich ist fiir Primzahlen p der Integrititsring I, := Z/ pZ sogar ein Korper
aus folgendem Grund:

Lemma 5.24. Jeder endliche Integritditsring ist ein Korper.

Beweis. Sei R ein endlicher Integrititsring und a € R\ {0}. Nach der Kiirzungsregel
ist die Abbildung R — R, b — ab injektiv. Also ist diese Abbildung auch surjektiv,
da R endlich ist. Folglich existiert ein b € R mit ab = 1. a

Beispiel 5.25. Im endlichen Korper F7 = Z /77 sind multiplikative Inverse gegeben
durch

=t = wie in jedem Korper,

27! = [4] wegen 2-4 = 1(mod7),
[3]’1 = [5] wegen 3-5 = 1(mod7),
[4! = 2] wegen 4-2 = 1(mod7),
[5]—1 = [3] wegen 5-3 = 1(mod7),
[6]*1 = [6] wegen 6-6 = 1(mod7).

Alle bisher betrachteten Beispiele von Ringen waren kommutative Ringe, oft
sogar Korper. Allerdings sei schon jetzt bemerkt, dass wir in der linearen Algebra
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spater mit einem wichtigen Beispiel nichtkommutativer Ringe zu tun haben werden,
mit sogenannten Matrizenringen. Hier ist ein Beispiel:

Beispiel 5.26. Eine Matrix vom Format 2 x 2 mit Eintrdgen in einem kommutativen
Ring R ist eine quadratische “Tabelle” der Form

ay) a
M = 11 412
azy a2

mit Eintréigen a;; € R. Die Menge aller solcher Matrizen bezeichnen wir mit

Mat(2 x 2,R) := { <Z; Z;) ‘ aij €R }

Die Menge Mat(2 x 2, R) bildet einen Ring mit der wie folgt definierten Addition
und Multiplikation von Matrizen:

ai an bii b2\ . fcicn2
+ =

ay ax by1 by €21 0

aipap\ (b b _ (didn

az ax by by ) - doy do

cij = ajj + bij,

mit

2
d,'j = Z a,-v-bvj.
v=1

Die Bedeutung dieser zunéchst ganz unmotivierten Definition wird spéter klar wer-
den. Jedenfalls ist der so erhaltene Ring nicht kommutativ:

(25)-63) = ()
(00) (1) = (oo

Wir werden uns spiter ausfiihrlich mit Matrizen beschiftigen und das obige Beispiel
geometrisch verstehen.
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6 Euklidische Ringe

Fiir n € N haben wir gesehen, dass der Quotientenring Z/nZ ein Korper ist genau
dann, wenn n = p eine Primzahl ist. Allgemeiner stellt sich die Frage: Was sind die
Einheiten dieses Quotientenringes, wenn n keine Primzahl ist? Und wie berechnet
man multiplikative Inverse in diesen Quotientenringen?

Beispiel 6.1. In Z/10Z sind [1],[3], [7], [9] invertierbar mit

1

[1]7° = [1] trivialerweise,

37! = [7] wegen3-7=21=1(mod]10),
(77" = [3] wegen7-3=21=1(mod10),
[9]7" = [9] wegen9-9=81=1(mod10).

Die iibrigen Elemente von Z/10Z sind nicht invertierbar, denn es gilt

In diesem Beispiel sind die invertierbaren Elemente genau diejenigen [a| mit einem
zu n = 10 teilerfremden a € Z. Allgemeiner gilt:

Lemma 6.2. Fiirn € N gilt:

(Z/nZ)* = {[a} €Z/nZ| ggT(a,n) = 1}.
Beweis. Seien n € Nund a € Z gegeben. Per Definition gilt:

[a) € (Z/nZ)* <~ 3Ix]€Z/nZ: [a]-[x]=]]
< Ix€Z: ax=1(modn)
<~ dx,y€Z: ax+ny=1
= 1€G

fiir die Teilmenge G := {ax+ny | x,y € Z} C Z. Aus der Definition folgt, dass diese
Teilmenge eine Untergruppe der additiven Gruppe der ganzen Zahlen bildet. Als
solche hat sie die Form G = dZ fiir ein eindeutiges d € N. Es folgt:

an€G = (d|aundd|n) = d|ggT(a,n)
deG = Ix,yeZ:d=ax+ny = ggT(a,n)|d
Beides zusammen ergibt d = ggT(a,n). Alsoist 1 € G genau fiir ggT(a,n) =1. O

Korollar 6.3 (Bézout-Identitit). Es gibt x,y € Z mit ggT(a,n) = ax+ ny.

Beweis. Esist ggT(a,n) € G = {ax+ny|x,y € Z}, wie wir im Beweis des vorigen
Lemmas gesehen haben. a
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Fiir ggT(a,n) = 1 folgt [a] ! = [x] in Z/nZ. An dieser Stelle bleibt allerdings die
Frage, wie man eine solche Darstellung konkret findet. Die zentrale Beobachtung
im Beweis von Lemmawar, dass jede Untergruppe der additiven Gruppe (Z,+)
zyklisch ist. Das hatten wir im Kapitel tiber Gruppen gezeigt durch Division mit
Rest, und dies fiihrt auf folgende Methode:

Satz 6.4 (Euklidischer Algorithmus). Fiir a,n € Z\ {0} mit |a| < |n| lésst sich ihr
grofiter gemeinsamer Teiler wie folgt berechnen:

a) Input: Setze ry :==nund ry ;= a.

b) Iterationsschritt: Definiere im i-ten Schritt per Division mit Rest induktiv riy | € Z
und q; € Z durch ri_y = qiri +riz1 mit 0 < |rip1| < |ri.

¢) Output: Nach endlicher Schrittzahl k wird ri 1 = 0. Der letzte auftretende Rest
ist dann

rne = ggl(a,n).

Beweis. Sei d = r; der letzte im Algorithmus auftretende Rest, dann erhalten wir
sukzessive:

o Ausry_=qprr+0folgtd | re_.

o Ausri_o=qp 171 +r folgtdann d | rp_».

e Ausr| =qyry+rsfolgtdannd | ry = a.

e Ausrg=gqri+r folgtdannd | rp =n.

Somit ist d ein gemeinsamer Teiler von a und n. Sei umgekehrt e € N ein beliebiger
gemeinsamer Teiler von a und n. Dann gilt:

e Esiste|rpunde|r.

e Ausrg=gqr;+r folgtdanne | rp.

o Ausri_y = qp_1ri—1 +r folgt dann e ‘ rn=d.

Damit ist insgesamt gezeigt, dass d ein gemeinsamer Teiler von a und 7 ist und jeder
andere solche gemeinsame Teiler auch d teilt. Also ist d = ggT(a,n). a

Beispiel 6.5. Fiir n = 100 und a = 17 erhalten wir:

100 = 5-17+
17=1-15+2
=72+

2=2.140 = ggT(100,17) =
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Riickwirts gelesen folgt

1=15-7-2 aus der vorletzten Zeile
=15-7-(17—1-15) aus der drittletzten Zeile
= —-7-17+8-15 durch Zusammenfassen
= —7-174+8-(100-5-17) aus der ersten Zeile
= —47-17+8-100 durch Zusammenfassen
Wir erhalten somit insgesamt das Inverse [17]~! = [-47] € Z/100Z.

Eine Division mit Rest und damit ein Euklidischer Algorithmus ist auch in vielen
anderen Ringen moglich, diese verdienen einen eigenen Namen:

Definition 6.6. Ein Euklidischer Ring ist ein Integritdtsring R mit folgender weiterer
Eigenschaft: Es gibt eine Funktion

0: R\{0} — Ny,

sodass fiir alle a € R, b € R\ {0} Elemente g,r € R existieren mit
a) a=gqb+r,und

b) 6(r) < 6(b) im Fall r #£ 0.

Wir nennen dann 6 auch eine Gradfunktion fiir R.

Beispiel 6.7. Die folgenden Ringe sind Euklidisch, wobei man als Gradfunktion die
jeweils angegebene Funktion 0 wihlen kann:

a) Jeder Korper R = K mit & beliebig (trivial).

b) Der Ring R=Z mit 6 : Z\ {0} — Ny,a +— |a].

¢) Der Teilring Z[i] := {z =x+iy € C | x,y € Z} C C mit §(z) := |z|*> (Ubung)!

Die wichtigsten Beispiele Euklidischer Ringe sind Polynomringe, dazu zunichst
eine Definition:

Definition 6.8. Ein Polynom iiber einem kommutativen Ring R in einer Variablen x
ist ein “formaler Ausdruck” von der Form

P=ax" +a, X" "+ +ax+ag

mit n € Ny und Koeffizienten ay,...,a, € R. Genauer ist ein Polynom formal eine
Folge
(ao,al,aL...) S RNO

mit der Eigenschaft a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele Indices i € Ny. Die Menge
aller Polynome mit Koeffizienten in R wird mit R[x] bezeichnet.
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Bemerkung 6.9. Wenn wir ein Polynom als unendliche Folgen von Koeffizienten
ansehen, von denen nur endlich viele von Null verschieden sind, miissen wir nicht
dazusagen, welches der letzte von Null verschiedene Term ist. Wir schreiben auch
kurz
n
Y aix' ==Y aix' fallsa; =0 fiiralle i > n ist
i>0 i=0

Polynome kann man wie gewohnt addieren und multiplizieren:

Lemma 6.10. Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist auch R|x] ein solcher mit der
wie folgt definierten Addition und Multiplikation: Fiir

P = Za[xi € R[x], 0= ijxj € Rlx]

i>0 Jj=0
setzen wir
P+Q = Z ckxk mit ¢y = ap+ by,
k>0
k
P-Q = Z dkxk mit dy = Za,‘bk,i.

k>0 i=0

Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Bemerkung 6.11. Die obigen Formeln sind die “offensichtliche” Definition fiir die
Addition und Multiplikation, z.B. ist

(a1x+ cl()) . (b1x+ bo) = a1b1x2 + (a1b0 =+ aobl)x—l-aobo

Das Nullelement und das Einselement des Polynomrings R[x] sind die “konstanten”
Polynome

0:=04+0-x4+0-x>4--
1 :=14+0-x+0-x>+---
Allgemeiner haben wir einen injektiven Ringhomomorphismus
R < R[], a+— a+0-x+0-x>+--

der einem Ringelement das entsprechende konstante Polynom zuordnet. Wir haben
Polynome formal als Folgen von Koeffizienten definiert und nicht als Funktionen,
trotzdem konnen wir fiir die Variable konkrete Werte einsetzen:

Definition 6.12. Der Wert eines Polynoms P = Y/ a;x' € R[x] an einer Stelle r € R
ist definiert durch

n
P(r) == Za,-r’ € R.
i=0

Die Abbildung R — R, r — P(r) heiBt die Polynomfunktion zum Polynom P € R[x].
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Beispiel 6.13. Die Polynomfunktion zum Polynom P = x* — x € R[x] hat fiir R = R
den in Abbildung|[.4|gezeigten Funktionsgraph. Um zu verstehen, warum man zwi-

Abb. 1.4 Eine Polynomfunktion

schen Polynomen und Polynomfunktionen sauber unterscheiden sollte, betrachte
man z.B. den Ring R = Z/3Z. Die Polynomfunktion zu P = x> — x € R[x] hat die
Werte

0 — [0] = [o],
1P - (1] = [ol,
2P -[2 = [81-[2] = [6] = [0] € Z/3L.

Also ist
P(t) = [0] firalle r € R = Z/3Z,

d.h. die Polynomfunktion ist die Nullfunktion, obwohl das Polynom P € R[x] nicht
das Nullpolynom ist.

Definition 6.14. Sei R ein kommutativer Ring. Der Grad von P = ¥ ;¢ a;ix' € R[x]
ist definiert als

) —o0 falls P das Nullpolynom ist,
deg(P) :=
max{i € Ng | a; #0} sonst.

Beispielsweise ist deg(x® — x) = 3 fiir jeden kommutativen Ring R # {0}. Der
Grad von Polynomen verhiilt sich gut beziiglich der Multiplikation:

Lemma 6.15. Fiir alle P,Q € R[x] ist deg(P- Q) < deg(P) + deg(Q). Fualls R ein
Integritditsring ist, gilt in dieser Abschdtzung sogar Gleichheit.

Beweis. Falls P oder Q das Nullpolynom ist, gilt die Behauptung mit der iiblichen
Konvention, dass —eo+n := —eo fiir alle n ist. Sei nun m = deg(P),n = deg(Q) € No,
also
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P=aX"+ - +ax+ag mit a,, # 0,
0= bx"+---+bix+b mit b, # 0.
Es folgt
m—+n
P-O = Z X mit ¢ = Zaibk_,-.
k=0 i>0

Also ist deg(P- Q) < m+n = deg(P) +deg(Q). Gleichheit gilt genau fiir ¢4, # 0,
und wegen
Cmin = Q- b, mit ay,b, # 0

ist das in Integritétsringen immer der Fall. ad
Korollar 6.16. Ist R ein Integritctsring, dann auch R]x].

Beweis. Fiir P,Q € R[x]\ {0} ist deg(P),deg(Q) > 0. Wenn R ein Integritiitsring ist,
folgt nach dem vorigen Lemma

deg(P- Q) = deg(P)+deg(Q) > 0.

Also ist insbesondere P- Q # 0. O
Zuriick zu Euklidischen Ringen:

Satz 6.17. Fiir jeden Korper K ist der Polynomring K|[x] ein Euklidischer Ring mit
Gradfunktion

0: K[x\{0} — Ny, P +— deg(P).
Genauer gibt es fiir alle F,G € K|[x] mit G # 0 eindeutige Polynome Q,R € K|x],
sodass gilt:
e F=G-O+R,
e deg(R) < deg(G).
Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit der Division mit Rest: Gegeben seien
zwei Darstellungen

F =G Q1+R mit deg(R;) < deg(G)
=G Q+kR mit  deg(Ry) < deg(G)

Dann ist G- (Q1 — 02) = Ry — Ry, also

deg(G) +deg(Q1 — 02) = deg(G-(Q1—Q2))
deg(Ry —Ry)
max{deg(R)),deg(R)}
deg(G)

ARV
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Alsoistdeg(Q1—07) <0,d.h. 01 =Qy.EsfolgtRi =F—-G-Q1 =F—G-0, =R;.

Zu zeigen bleibt die Existenz der Division mit Rest. Dazu fixieren wir ein Poly-
nom

G=Y byx’ € K[x]\ {0}

n

j=0

mit b, # 0. Wir zeigen per Induktion iiber m € N die folgende Aussage A(m):
Fiir alle F € K[x] mit deg(F) < m gibt es Q,R € K][x] mit

F =G-Q+R und deg(R) < n = deg(G).

Der Induktionsanfang ist klar: Fiir alle m < n ist die Aussage A(m) erfiillt, man
kann dazu einfach die triviale Zerlegung mit dem Rest R = F und Quotient Q = 0
wihlen. Angenommen, es sei nun A(m — 1) fiir ein m > n erfiillt. Wir wollen hieraus
die Aussage A(m) folgern:

Sei F =Y ax' mit a, # 0 gegeben. Wir definieren £ € K|[x] mit deg(F) < m
durch
F .= F—Z—'Z-G-x’"fn

Wegen der Annahme A(m — 1) existieren Polynome Q,R € K[x] mit F = 0-G+R
und deg(R) < n. Es folgt

F=F4.GX""=0-G+R+%.Gx"" = (Q+‘;—';-x”’—”)-G+R
Dabei gilt noch immer deg(R) < deg(G). Damit folgt die Aussage A(m). O

Der obige Beweis per Induktion ist konstruktiv und fithrt auf das Verfahren der
Polynomdivision, das hier nur mit einem Beispiel illustriert sei:

Beispiel 6.18. Fiir die Polynome
F=x43+2x+1, G=x>+2x+3 € Q[

berechnet man durch Polynomdivision:

P43 42+ 1= (A +2x+3) (x+1) —=3x—2
— x> —2x% —3x

2 —x+1
—x*—2x-3
—3x-2

Wir erhalten hier also Q =x+1und R = —3x—2.






Kapitel 11
Vektorraume

Zusammenfassung Lineare Strukturen spielen eine zentrale Rolle in allen Teilen
der Mathematik und ihren Anwendungen. In diesem Kapitel werden wir mit dem
allgemeinen Begriff eines Vektorraumes iiber einem Korper die Grundlage fiir ihr
systematisches Studium legen. Die Elemente eines Vektorraumes kann man durch
Tupel von Korperelementen beschreiben, wenn man ein lineares Koordinatensystem
wihlt. Dies lduft hinaus auf die Wahl einer Basis, hierunter verstehen wir ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem. Die Anzahl der notigen Parameter hidngt nicht
von der Wahl der Basis ab, wir nennen sie die Dimension des Vektorraumes. In
Verallgemeinerung der Konstruktion von Vektorrdumen aus Tupeln betrachten wir
schlieBlich die externe direkte Summe von abstrakten Vektorrdumen und die interne
direkte Summe von Untervektorrdumen in einem umgebenden Vektorraum.

1 Grundbegriffe

Bevor wir zur abstrakten Definition eines Vektorraumes kommen, seien zunichst
einige Beispiele betrachtet:

Beispiel 1.1. Das Kabel einer Hingelampe werde eine senkrecht aus einer Mauer
ragende Schiene gefiihrt. Sei F' die Gewichtskraft der Lampe. Dann ergeben sich
die Zugkraft F; am Seil und die auf die Schiene wirkende Druckkraft F> aus dem in
Abbildung|[T.T|skizzierten Krdfteparallelogramm. Physiker schreiben Fy +F, = —F
und sagen, dass Krifte Vekroren seien:

e Fin Vektor hat eine Lénge und eine Richtung (im Bild durch Pfeile angedeutet).

e Vektoren kann man addieren: Die Summe von Vektoren ist dabei gegeben durch
ein Krifteparallelogramm wie in der obigen Skizze.

e Vektoren kann man mit einer reellen Zahl multiplizieren, dabei wird die Linge
reskaliert und die Richtung dreht sich im Fall negativer Zahlen um.

37
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Abb. II.1 Kriftegleichgewicht an einer Hingelampe

Beispiel 1.2. In Interpolationsproblemen sucht man ein Polynom, das an gegebenen

Stellen vorgegebene Werte annimmt. Gesucht sei z.B. fiir a,b,c € Q ein f € Q[x]
mit der Eigenschaft

f(l)za, f(2):b, f(3):C

Ein quadratisches Polynom tut’s hier: Wir machen den Ansatz f = cyx”> + x1x + co
und erhalten das LGS

cy+cr+co = a
dcr +2c1 +co =
9¢y 4+ 3¢1 + ¢

|
S§

I
o

Dieses besitzt die eindeutige Losung
f=(4—b+5)+ (=2 +4b—¥)x+ (3a—3b+c).

Eleganter kann man diese Losung ablesen als Linearkombination f = af] +bf, +
cf3 der drei Polynome

fi = 5(x=2)(x—=3),
fr = —(=1)(x=3),
fr= 3(x-1)(x-2).

I
[SS]

N —

Denn fiir i,k € {1,2,3} ist

0 sonst.

) = {1 falls k = i,

Aus mathematischer Sicht ist der zentrale Begriff in beiden obigen Beispielen
eine Linearkombination: Krifte, Polynome etc. kann man addieren und mit Skalaren
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multiplizieren. Als Skalare haben uns im ersten Beispiel reelle Zahlen, im zweiten
Beispiel rationale Zahlen gedient. Andere Anwendungen erfordern aber auch andere
Zahlbereiche wie die komplexen Zahlen oder endliche Korper! Da wir die Arbeit
nicht immer neu machen wollen, fassen wir die in allen Fillen benétigte Struktur
im abstrakten Begriff eines Vektorraums zusammen:

Definition 1.3. Sei K ein Korper. Ein Vektorraum tiber K oder ein K-Vektorraum ist
eine abelsche Gruppe (V,+) mit einer Abbildung

KxV —V, (a,v) — a-v,

sodass fiir alle o, f € K, v,w € V gilt:

e Assoziativitit: a- (B -v) = (af) - v.

e Distributivitt: (a+B)v=0o-v+p-v
o-(v+w) = a-v+o-w.

o Kompatibilitit mit der Eins: 1 -v =v.
Die Elemente v € V bezeichnen wir als Vektoren.

Beispiel 1.4. Jeder K-Vektorraum V enthélt mindestens ein Element, ndmlich das
neutrale Element der zugrundeliegenden additiven Gruppe (V,+). Dieses Element
heiBt der Nullvektor 0 € V. Umgekehrt bildet die triviale additive Gruppe V = {0}
einen Vektorraum iiber jedem Korper K, mit der in diesem Fall einzig moglichen
Skalarmultiplikation, welche gegeben ist durch & -0 := 0 fiir alle @ € K. Man nennt
diesen Vektorraum V = {0} den Nullraum.

Beispiel 1.5. Der Standard-Vektorraum V = K" fiir n € N ist die Menge der n-Tupel
von Elementen aus K. Wir schreiben derartige Tupel manchmal platzsparend wie
in der Mengenlehre als Zeilenvektoren (ay,...,a,). Meist werden wir aber ab jetzt

Spaltenvektoren

ap
an
v = . mit ap,...,a, € K

a‘n
schreiben, um zu betonen, dass die Tupel hier als Vektoren angesehen werden; das
ist nur eine Konvention, wird aber spéter bei der Diskussion von Dualrdumen und

Matrizen niitzlich sein. Die Addition und die Skalarmultiplikation auf V = K" sind
komponentenweise definiert:

uj Vi up+vy wi a-wg
)= ) af)={ )
Up Vn Up+vy Wn o-wy
siche Abbildung Damit wird V = K" ein K-Vektorraum. Sein Nullvektor ist

der Spaltenvektor, dessen Eintrége alle Null sind, und additive Inverse von Vektoren
sind gegeben durch
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wt v
2L
W
fuw
Abb. II.2 Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren
aj —ai
—| = firay,...,a, € K.

an —ay

Dass die Skalarmultiplikation assoziativ, distributiv und mit 1 € K kompatibel ist,
folgt komponentenweise aus den entsprechenden Eigenschaften von K.

Anschaulich ist R! die reelle Gerade, R? die reelle Ebene, R3 der uns umgebende
Raum. Wir konnen auch unendlich viele Faktoren nehmen, im Fall abzihlbar vieler
Faktoren erhalten wir so Vektorraume von Folgen:

Beispiel 1.6. Die Menge V = K" aller Folgen (ay,a,...) in K ist ein K-Vektorraum
mit der gliedweisen Addition und Skalarmultiplikation

(al,az,...) + (bl,bz,...) = (a1+b1,az+b2,...),

a-(ar,a,...) = (aay,aa,...).
Allgemeiner bildet
Vv =K = {Tupel (a;)ier von Elementen g; € K}
fiir jede Indexmenge I einen Vektorraum mit
(ai)ier + (bi)ier = (ai+bi)ier,
a-(ai)ier = (ai)icr-
Beispiel 1.7. Die Menge V = Abb(R,R) = {Abbildungen fR— ]R} bildet einen

Vektorraum iiber den reellen Zahlen mit der punktweisen Vektorraumstruktur, die
definiert ist durch

(f+8)x) = f(x)+gx) fir f,g eV
(a-f)(x) == a-f(x) und @ € R.

Dasselbe gilt fiir
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V = {stetige Abbildungen f: R — R},
V = {differenzierbare Abbildungen f: R — ]R}, usw.

Fiir die Addition und Multiplikation mit Skalaren gelten in Vektorrdumen die
iiblichen Rechenregeln:

Lemma 1.8. Sei V ein Vektorraum iiber K. Der Eindeutigkeit halber bezeichnen wir
ausnahmsweise mit Ox € K das Nullelement des Grundkorpers und mit Oy €'V das
Nullelement des Vektorraumes. Fiir alle o« € K und v € V gilt dann:

0K~V = OV
-0y = Oy
(—a)v=o0-(—v) = —(a-v).

Es gilt auflerdem die Kiirzungsregel:
a-v =0y =— o=0g oder v=_0y.

Beweis. Die ersten drei Rechenregeln beweist man genauso wie die dazu analogen
Rechenregeln in Ringen. Wir zeigen daher nur die Kiirzungsregel: Fiir o -v =0
mit @ € K\ {Ox} ist

—1

v:]K.V:((X '(X)'V:a7]'((X'V):ail'OVZOV'

nach den Axiomen fiir Vektorraume. Diese Kiirzungsregel ist iibrigens der Grund,
warum wir in der linearen Algebra meist iiber Korpern und nicht iiber beliebigen
kommutativen Ringen arbeiten! a

Ebenso wie fiir Gruppen, Ringe und Korper haben wir auch fiir Vektorrdaume den
Begriff einer Teilmenge, die stabil unter den gegebenen Operationen ist:

Definition 1.9. Sei V ein Vektorraum iiber K. Wir bezeichnen eine Teilmenge U C V
als einen K-Untervektorraum oder auch linearen Unterraum oder Teilraum, wenn
sie folgende beiden Eigenschaften besitzt:

e U ist eine Untergruppe von (V,+),
o firalleac K,ucUistaucho-ueU.

In diesem Fall wird U selbst wieder ein K-Vektorraum mit der von V vererbten
Addition und Skalarmultiplikation.

Beispiel 1.10. Jeder K-Vektorraum V enthilt die sogenannten trivialen Unterrdume,
ndmlich den Nullraum U = {0} und den ganzen Vektorraum U = V. Fiir jeden
Vektor v € V' \ {0} ist ferner

Mk ={aveV|aeK} CV

ein Untervektorraum, die durch v aufgespannte Gerade (sieche Abbildung [[I.3).
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o

Abb. II.3 Die von einem Vektor v € V aufgespannte Gerade

Ob es sich bei einer gegebenen Teilmenge eines Vektorraumes um einen Unter-
raum handelt, 1dsst sich leicht nachpriifen:

Lemma 1.11. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C 'V ist genau dann ein
K-Unterraum, wenn gilt:

o U#0,

o u+veldl fiiralleuyveU,

o a-ucU fiirallex € K,uecU.

Beweis. Jeder Untervektorraum hat diese Eigenschaften. Gelten umgekehrt diese
drei Eigenschaften, so fehlen zu einem Untervektorraum hochstens noch additive

Inverse. Die liefert aber die dritte Eigenschaft mit &« = —1, denn —u = (—1) - u liegt
inU firalleu e U. ad

Beispiel 1.12. Seien a;,a>,a3 € K. Im Vektorraum V = K3 ist dann

U = {(Vl,V2,V3)€K3 a1v1+a2vz+a3V3:O}

ein Untervektorraum:
e Esist (0,0,0) € U,alsoU # @.
o Fiiru = (uj,up,u3),v= (vi,v2,v3) € U istu+v € U wegen

3 3 3
Zai(u;—l—v,-) = Zaiui—i—Zaivi =040 = 0.
i=1 i=1 i=1

e Analog folgt - u € U firalleu € U und o € K.

Wenn die Koeffizienten ap,a;, a3 nicht alle drei Null sind, kann man sich U C K 3
anschaulich als eine Ebene vorstellen. Fiir a; # 0 besteht diese beispielsweise genau
aus den Vektoren
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—ap —as
v=a-| a | +B- 0 mit o, €K,
0 aq

wie man leicht nachrechnet. Wir haben hier eine explizite Parametrisierung fiir den
durch die lineare Gleichung a;v| +azv; +a3vs = 0 gegebenen Unterraum gefunden.

Der Ubergang von linearen Gleichungen zu Parametrisierungen wird uns spiter
bei der Losung linearer Gleichungssysteme noch ausfiihrlicher beschiftigen. Aber
zunichst ein anderes Beispiel:

Beispiel 1.13. Die Menge
Z(R) := {f:R —R differenzierbar} C Abb(R,R)

aller differenzierbaren Funktionen bildet einen Untervektorraum im R-Vektorraum
aller reeller Funktionen aus Beispiel

e 92(R) # @, da die Nullfunktion differenzierbar ist.

e Sind f,g: R — R differenzierbar, dann auch f +g.

e Ist f: R — R differenzierbar, dann auch o f fiir ¢ € R.

Beispiel 1.14. Die Teilmenge
U = {fe P(R) | f'(x) = f(x) fiir alle x € R} C 2(R)

ist ein R-Untervektorraum, denn:

e EsistU # &, da die Nullfunktion in U liegt.

e Firf,geUistauch f+geU,denn (f+g) =f"+¢=f+g

e Fira cRund feUistauch - f €U, denn (a-f) =a-(f)=a-f.

Der soeben betrachtete Untervektorraum U C Z(R) ist nichttrivial, er enthilt die
Exponentialfunktion f = exp. In der Analysis werden Sie beweisen, dass U genau

aus den reellen Vielfachen der Exponentialfunktion besteht. Im Sinne der linearen
Algebra bildet dieser Untervektorraum also eine "Gerade"!

Im R? schneiden sich je zwei verschiedene Ebenen durch den Ursprung entlang
einer Gerade (siehe Abbildung[I.4). Allgemein ist der Durchschnitt beliebig vieler
Untervektorrdume wieder ein Untervektorraum:

Lemma 1.15. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Fiir jede Familie (U;)ict
von Untervektorrdumen ist auch der Durchschnitt

U = ﬂ U; C V ein Untervektorraum.
il

Beweis. Per Definition von Unterrdumen ist O € U; fiir alle i. Also ist 0 € U und
somit U # . Seien jetzt u,v € U und a € K. Dann ist u,v € U fiir alle i € I. Somit
folgt u+v, av € U; fiir alle i € 1, also u+v, oov € U wie gewiinscht. a
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Abb. IL4 Der Durchschnitt von zwei Untervektorrdumen in V = R3

Fiir jeden von Null verschiedenen Vektor eines K-Vektorraumes haben wir die
von diesem aufgespannte Gerade betrachtet. Allgemeiner kann man fiir nichtleere
Teilmengen A C V die Teilmenge

(A)k = { lzn‘iaivi

bilden. Wir bezeichnen diese Teilmenge als den K-Aufspann von A, ihre Elemente
heien K-Linearkombinationen von Elementen aus A. Den Grundkorper K lassen
wir in dieser Sprechweise und in der Notation gern weg, wenn er aus dem Kontext
klar ist — aber auch wirklich nur dann! Falls A eine endliche Menge ist, sparen wir
uns die Mengenklammern und schreiben kurz

neN,aieK,vieA} cvVv

<V1,...,Vn>K = <{V1,...,Vn}>]( fir vy,...,v; €V

Den Aufspann der leeren Menge A = @ definieren wir formal durch (@) := {0},
was hédufig zur Vermeidung von Fallunterscheidungen niitzlich ist. Aber schauen wir
uns ein interessanteres Beispiel an:

Beispiel 1.16. Im R-Vektorraum V = R? seien

1 0
- - d :(
a=(b) e=() m e

gegeben. Dann ist

0
0.
1

o
<€1,€2>R = {(X161+062€2|061,062€R} = {(0(5);) |OC1,(X2€R}

anschaulich die Koordinatenebene durch die ersten beiden Koordinatenachsen. Jede
andere Ebene durch den Ursprung kann man aus dieser Koordinatenebene durch
Anwenden einer geeigneten Drehung erhalten; daher lésst sich jede solche Ebene
als Aufspann von zwei Vektoren v,w € R? schreiben (siche Abbildung .



1 Grundbegriffe 45

(o Vg
= (oo

) Ceqeny

Abb. IL5 Zwei Ebenen in R? als Aufspann von je zwei Vektoren

Man bezeichnet den Aufspann einer Teilmenge A C V eines Vektorraumes V
auch als den von A aufgespannten Untervektorraum, und das aus gutem Grund:

Lemma 1.17. Es sei V ein K-Vektorraum. Fiir jede Teilmenge A CV ist dann ihr
Aufspann
(A)k C V  ein Untervektorraum.

Beweis. Fiir A = @ ist der Aufspann per Definition der Nullraum und dieser bildet
einen Untervektorraum, wir diirfen also A # & annehmen. Es ist v = ¢ - v fiir oc = 1
und alle v € A. Somit folgt per Definition des Aufspanns A C (A)k. Insbesondere
ist der Aufspann also nicht leer. Zu zeigen bleibt die Stabilitidt unter Addition und
Skalarmultiplikation. Seien dazu v,w € (A)x beliebig vorgegeben. Wir schreiben
diese in der Form

n
ov; mitoy €K, v;eA und w = ZBjo mitﬁjEK,WjEA.
j=1

I
™=

Il
-

1

Dannist v4+w = Yu; + - - - + Yntnlbm+n Mit

o Vi i<m
=4 und w; = { ' fiir =
ﬁi—m Wi—m 1>m.

Alsoistv+w € (A)k. Analog sicht man & -u € (A)k firalle x € K,u € (A)g. O

Satz 1.18. Es sei V ein K-Vektorraum. Der Aufspann einer Teilmenge A C 'V ist der
kleinste sie enthaltende Untervektorraum, d.h. es gilt:

o Esist (AYx CV ein Untervektorraum, der A enthiilt.
o Jeder andere solche Untervektorraum enthiilt (A) k.

Beweis. Ist U C V ein beliebiger Untervektorraum mit A C U, dann folgt aus der
Abgeschlossenheit von Untervektorraumen unter Addition und Skalarmultiplikati-
on, dass
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Z(X,'btiEU firalle o; €K, u;€A C U

i=1
gilt. Also ist (A)x C U per Definition des Aufspanns. Umgekehrt haben wir im
vorigen Lemma schon gesehen, dass der Aufspann (A)g selber ein A enthaltender
Untervektorraum ist. O

Bemerkung 1.19. Wenn wir den Durchschnitt aller eine gegebene Teilmenge A C V
enthaltenden Untervektorraume von V als lineare Hiille von A bezeichnen, konnen
wir das obige Resultat zusammenfassen in dem Slogan:

Aufspann = Lineare Hiille

(“bottom-up”) (“top-down”)

2 Erzeuger und lineare Unabhéingigkeit

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man die Elemente eines Vektorraumes auf
effiziente Weise beschreiben kann. Um iiberhaupt alle Elemente hinschreiben zu
konnen, benotigt man ein Erzeugendensystem:

Definition 2.1. Ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes V iiber dem Korper K
ist ein Tupel (v; );e; von Vektoren v; € V, die den ganzen Vektorraum aufspannen:

V= ({v]iel})x.

Dabei ist I eine zunichst beliebige Indexmenge und muf3 nicht endlich sein. Wir
lassen in der Notation den Korper und die Mengenklammern oft weg und schreiben
kurzV = (v; | i € I). In der Praxis mdchten wir I natiirlich méglichst klein wihlen.

Beispiel 2.2. Fiir den R-Vektorraum V = R? ist

V= {(0): (e = ((0): (1))

denn .
(y) = (x=y)-(§)+y- (1) firallex,y€eR.

Wir haben somit zwei Erzeugendensysteme von V gefunden. Jedes von ihnen ent-
spricht einem Koordinatensystem in der reellen Ebene (Abbildung[IL.6). Allgemei-
ner gilt: Fiir jeden Korper K und n € N hat der K-Vektorraum V = K" ein offen-
sichtliches Erzeugendensystem (ey, ..., e,), das aus den Standard-Basisvektoren
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e, = | 1| < i-te Stelle

fiir 1 <i < n besteht.

Abb. IL6 Zwei Koordinatensysteme auf R>

Jeder Vektorraum hat das Erzeugendensystem, das alle v € V enthélt. Aber auch
sinnvollere Beispiele konnen recht groR sein: So hat der Polynomring V = K[t]
als K-Vektorraum per Definition das Erzeugendensystem aus den unendlich vielen
Monomen v; :=t' € V mit i € Ny. Dies fiihrt uns auf den folgenden Begriff:

Definition 2.3. Ein K-Vektorraum V heif3t endlich erzeugt, wenn er ein endliches
Erzeugendensystem hat, wenn es also vy,...,v, €V gibtmit V = (v,...,v,)k.

Beispielsweise ist fiir jedes feste n € N der Standardvektorraum V = K" endlich
erzeugt iiber K. Andererseits gilt:

Lemma 2.4. Der K-Vektorraum V = K[t] ist nicht endlich erzeugt.

Beweis. Wire V = K|t] endlich erzeugt iiber K, dann giibe es py, ..., p, € V mit der
Eigenschaft

V = <p1,...,pn>K.
Nach Definition des Aufspanns hétte dann jedes Polynom p € V = K|t] die Form

n
p(t) = Z(X,"pi(l) mit o; € K.
i=1

Dann wiire stets deg(p) < d := max{deg(p;) |i=1,...,n}. Fiir p(¢) := t! ist dies

aber offensichtlich nicht der Fall. O
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Man beachte: Um zu zeigen, dass der K-Vektorraum V = K] nicht endlich er-
zeugt sein kann, geniigt es nicht, einfach das unendliche Erzeugendensystem aller
Monome zu nennen! Z.B. hat auch der Vektorraum V = K? das unendliche Erzeu-
gendensystem (v;);cn, der Vektoren

1 . .
Vi = (z) mit i € Ny,

aber V ist trotzdem endlich erzeugt. Hier wurde einfach das Erzeugendensystem
redundant gewihlt, denn v, v3,v4, ... sind iiberfliissig:

V = <V0,V1> = <v0,v1,v2,...>.

Dies fiihrt auf einige natiirliche Fragen: Wie kann man sehen, ob ein Erzeugenden-
system eines Vektorraumes kleinstmoglich ist? Kann man jedes Erzeugendensystem
durch Weglassen iiberfliissiger Vektoren kleinstmoglich machen? Genauer, was be-
deutet dabei eigentlich iiberfliissig und kleinstmoglich?

Definition 2.5. Es sei V ein Vektorraum iiber K. Wir sagen, Vektoren vy,...,v, € V
seien
e linear abhdingig tiber K, wenn es Q, ..., 0, € K gibt mit

ovi+---+a,v, =0 und o # 0 fiir mindestens ein ip € {1,...,n}.

o linear unabhdngig tiber K, wenn sie nicht linear abhéngig sind, wenn also fiir
alle ¢, ..., o, € K folgende Implikation gilt:

ovi+-+ov, =0 = o =--=0a,=0.

Beispiel 2.6. Es gilt:

a) Das aus einem einzigen Vektor v € V bestehende System ist linear unabhéngig
genau dann, wenn v # 0 ist: Denn aus ¢ - v = 0 folgt dann o = 0.

b) Jedes System von Vektoren vy, ..., v, € V mitv;, = 0 fiir ein iy ist linear abhiingig,
denn

4 1 fiiri=io,
Z ovi =0 mit o = f . _0
= 0 fiiri# io.
¢) Analog sieht man, dass auch jedes System von Vektoren vy,...,v, € V, das einen
Vektor mehrfach enthiilt, linear abhéingig sein muB: Denn ist v;, = v;, fiir zwei
Indizes ip # jo, so folgt

n +1  fiiri =iy,
Z ov; =0 mit o = —1 fiiri= Jo,
=1 0 sonst.

Lineare Unabhiingigkeit schlief3t also “iiberfliissige” Vektoren aus.
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d) In Vektorraum V = K" bilden die Standard-Basisvektoren ein linear unabhingi-
ges System (ey, ..., e,). Denn eine Linearkombination

23]
e+ +oue, = ( . )
oy

ist der Nullvektor genau dann, wenn alle Eintrige des Vektors auf der rechten
Seite verschwinden, also genau fiir oy = --- =, = 0.
e) In V = K? sind die drei Vektoren

= ()= () m- ()

linear abhéngig, denn
1 1 1 1-2+1 0
vom2vitvy = (0)72’(1)+(2) - (0—2+2) - (0)'

Der Begriff linearer Unabhingigkeit lisst sich auf Systeme von unendlich vielen
Vektoren ausdehnen. Hierbei ist fiir Systeme (v;);c; von Vektoren v; € V mit einer
unendlichen Indexmenge / folgende Summenkonvention praktisch: Wenn wir eine
Summe der Form

Z O;Vv;

iel
mit o; € K schreiben, meinen wir damit immer, dass die Menge I := {i € I | o; # 0}
endlich ist, und definieren
Z(X,’V,’ = Z o;v;.

i€l i€l
Das spart Schreibarbeit und ist analog zu unserer Notation fiir Polyme, wo wir den
Grad des Polynoms nicht immer explizit in die Notation aufgenommen haben. Wir
halten aber fest, dass in der linearen Algebra stets nur endliche Summen betrachtet
werden — nicht zu verwechseln mit Potenzreihen in der Analysis!

Definition 2.7. Das System (v;);e; heiBt linear unabhingig, wenn jedes endliche
Teilsystem linear unabhéngig ist, wenn also fiir jede Familie von o; € K mit ¢o; =0
fiir fast alle (= alle bis auf endlich viele) i € 1 gilt:

Za,-v,- =0 — firalleielisto;=0.
i€l

Beispiel 2.8. In V = K[¢] ist die Familie der Monome v; = ' linear unabhiingig;
denn ein Polynom ist das Nullpolynom genau dann, wenn alle seine Koeffizienten
verschwinden:

n
oit' =0 in K[f] <= oa=--=a,=0.
i=0

L
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Satz 2.9. Fiir Familien (v;);cj in einem K-Vektorraum V sind dquivalent:

a) Die Familie (v;)iey ist linear unabhiingig.

b) Esistviy & (vi |i € I\{io}) fiir alle iy € 1.

c) Esist (vi|i€I\{io})# (vi|i€1) fiiralle i € I.

d) Linearkombinationen der Familie sind eindeutig, d.h. fiir alle oy, 3; € K gilt:
Zoc,»v,- = Zﬁ,-vi = Viel: o = B
icl icl

Beispielsweise sind die drei in Abbildung gezeigten Vektoren u,v,w € R3
linear abhiingig. Keine der dquivalenten Eigenschaften a), b), c), d) ist hier erfiillt,
denn es gilt:

a) 2u+3v— %w:O.

b) w=32(2u+3v) € (u,v).

c) (u,v) = (u,v,w).

d) 2-u+3-v+0-w=0-u+0-v+3w.

Abb. II.7 Drei linear abhingige Vektoren

Beweis (von Satz[2.9). Wir priifen nach, dass die Negation jeder der vier gegebenen
Aussagen die Negation der jeweils folgenden Aussage impliziert.

I. Wenn a) nicht gilt, ist die Familie (v;);es linear abhéngig. Dann gibt es o; € K,
fast alle gleich Null, mit

ZOCM' = 0 und a;, #Ofiirein iy € I.
i€l

Dann kann b) nicht gelten, denn
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Vip = — Z O%_:)'V,'E<V,‘|i61\{io}>.
iel\{ip}

II. Angenommen, es gelte nun die Aussage b) nicht. Dann gibt es also ein iy € [
mit der Eigenschaft
Viy € H = <V,‘ | iEI\{i0}>.

Da jede Teilmenge eines Vektorraumes in ihrem Aufspann enthalten ist, gilt aber
auch v; € H fiir alle i € I'\ {ip}. Somit folgt v; € H fiir ausnahmslos alle i € I. Dann
ist aber

(viliel) C H.

Die umgekehrte Inklusion ist trivial per Definition von H als Aufspann der v;, also
folgt (v; | i € I) = H und damit gilt ¢) nicht.

[I. Angenommen, es gelte nun c) nicht. Sei also (v; | i € I\ {ip}) = (v; | i€ )
fiir einen Index iy € I. Dann ist

vy € (vi i€\ {io}).
Also gibt es o; € K, fast alle Null, mit
Vip = Z o;v;.
i€l\{ip}

Andererseits gilt

. 1 fiir i = io,
Vi, = Vi mit i =
0 ;}ﬁl ! hi {0 sonst.
Somit gilt auch d) nicht, denn B;, =1 # 0 = ¢;,.

IV. SchlieBlich sei angenommen, dass d) nicht gilt. Dann gibtes einv € (v; | i €I)

mit
Vv = ZO!,'V,' = Zﬁivi

i€l iel

mit o, B; € K und o, 7# Bio fiir mindestens ein iy € 1. Es folgt

Z’)/,'V,' =0 mit Y = (X,'—ﬁ,'.

i€l

Dabei ist ¥;, # 0 und somit ist (v;)ies linear abhéngig. Also gilt a) nicht. O

3 Basen von Vektorriumen

Wir haben zwei Begriffe fiir Familien von Vektoren in einem Vektorraum betrachtet:
Erzeugendensysteme sind Familien mit geniigend vielen Vektoren, linear unabhin-
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gige Systeme sind Familien ohne iiberfliissige Vektoren. Wir interessieren uns fiir
die goldene Mitte:

Definition 3.1. Eine Basis eines Vektorraums V iiber K ist ein linear unabhéingiges
Erzeugendensystem.

Beispiel 3.2. Im R-Vektorraum V = R? betrachte man

=), n=(1), n=()).

Dann gilt:

e (vp) ist linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem von V:

(vi)r = {(i) |xeR} # V.

e (vy,v2,v3) ist ein Erzeugendensystem von V, aber nicht linear unabhingig:

ez = ()+()-2() = ()

e (v1,1,) ist eine Basis des Vektorraumes V = R?. Dies ist anschaulich klar, wenn
man ein um 45° gedrehtes Koordinatensystem betrachtet (Abbildung [I1.8]).

20, = 0 vuy

Uy, Vs Yy
b

Abb. IL8 Drei Vektoren vi,vs,v3 € R?

In der Tat ist hier fiir beliebige x,y € R die Gleichung

X\ ” o 1 -1y _ (&
() 2 amran =a(()ralh = ()

fiir eindeutige Koeffizienten o, o € R erfiillt, ndmlich genau fiir

a = (y+x)/2,
o = (y—x)/2.
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Also ist (v1,v2) eine Basis von R? nach folgendem Lemma.

Lemma 3.3. Sei V ein Vektorraum. Fiir vy,...,v, €V sind dquivalent:

a) (vi,...,v,) ist eine Basis von V.

b) Fiir jedes v € V gibt es eindeutige Q1 ,...,0, € K mitv= Qvi+---+ OyV,.

Beweis. Die Existenz solcher o; besagt per Definition, dass die Vektoren vy, ..., v,
ein Erzeugendensystem bilden. Die Eindeutigkeit der ¢; ist nach Satz|2.9|dquivalent
dazu, dass vq,...,Vv, linear unabhingig sind. a

Beispiel 3.4. Fiir jeden Korper K hat der Vektorraum V = K" eine Basis bestehend

aus den Standard-Basisvektoren ey, .. .,e, mit
0
0
e, = | 1| < i-te Stelle
0
0

Diese Basis wird als die Standard-Basis von K" bezeichnet.

Beispiel 3.5. Der Vektorraum V = K¢] aller Polynome iiber K hat eine Basis beste-
hend aus unendlich vielen Vektoren, nimlich den Monomen v; = ¢' mit i € N.

Beispiel 3.6. Sei V = (v{,v,,v3)r C R3 der von

= ()= ()= ()

aufgespannte Untervektorraum (Abbildung[[I.9). Dann gilt:

e (v)) ist linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem fiir V:
X
e = {(v) 1ver} £V
e (v1,v2,v3) ist ein Erzeugendensystem fiir V, aber nicht linear unabhéngig:
1 1 1 0
vi4+vy—2v3 = (1) + (1) —2. (0) = (0)
1 1 1 0

e (vy,vy) ist eine Basis fiir V (Ubungsaufgabe).

Beispiel 3.7. Sei V = (f1, f2, f3)x C K[t] der von den drei Polynomen
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Uz, Us o
A

\ = (u,,,u,_‘ua>

Abb. I1.9 Eine von drei Vektoren aufgespannte Ebene

filt) = 24141,
flt) = =141,
fa(t) = P +1.

aufgespannte Untervektorraum. Dann gilt:

e (f1) ist linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem von V.
e (f1, /2, f3) ist ein Erzeugendensystem fiir V, aber nicht linear unabhingig.
e (fi1, /) ist eine Basis von V (Ubung — man vergleiche mit Beispiel .

Beispiel 3.8. Sei V der reelle Vektorraum aller unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f: R — R mit f”(x) = —f(x). In der Analysis werden Sie sehen, dass
sich jede solche Funktion schreiben lésst als f(x) = acos(x) + bsin(x) mit a,b € R.
Dabei sind die Koeffizienten eindeutig bestimmt, denn a = f(0), b = f'(0). Wir
konnen kurz sagen:“Die Vektoren cos(x),sin(x) € V bilden eine Basis von V!”

Als niéchstes wollen wir uns zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt,
und und iiberlegen, wie man eine solche finden kann. Hierzu gibt es grundsitzlich
zwei Ansitze:

e top-down: Verkleinere ein gegebenes Erzeugendensystem.

e Dbottom-up: VergroBere ein gegebenes linear unabhingiges System.

Im Folgenden fixieren wir einen K-Vektorraum V # {0} und beziehen uns mit Be-
griffen wie Basis, Erzeugendensystem usw. stets auf diesen Vektorraum.

Satz 3.9. Fiir Familien B = (v;);c; von Vektoren in'V sind dquivalent:

a) B ist eine Basis.
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b) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h.

— B st ein Erzeugendensystem, aber

— fiir kein ig € List (vi)jep iy} ein solches.

¢) B ist ein maximales linear unabhdngiges System, d.h.

— Bist ein linear unabhdiingiges System, aber

— wenn man zu B einen beliebigen weiteren Vektor v € V hinzufiigt, wird das so
erhaltene System linear abhdngig.

Beweis. Wir zeigen a = b = ¢ = a.

I. Zu a = b: Sei B = (v;);¢j eine Basis. Per Definition ist B ein Erzeugendensys-
tem. Wire B nicht minimal, dann gébe es einen Index iy € I mit

(viliel\{io}) =V = (vi|iel)

Dann wire B = (v;);e; nach Satz 2.9|linear abhiingig. Also wire B keine Basis, im
Widerspruch zur Annahme.

II. Zu b = ¢: Sei B = (v;);es ein minimales Erzeugendensystem. Wire B linear
abhingig, so gibe Satz[2.9]ein iy € I mit

(vilieI\{io}) = (vi|i€l)

im Widerspruch dazu, dass B ein minimales Erzeugendensystem ist. Also ist B ein
linear unabhéngiges System. Nehmen wir einen beliebigen Vektor v € V und einen
Index ig ¢ I hinzu, so wird

(vi)ier mit 1" = TU{io}, viy = v

linear abhingig nach Satz[2.9} Denn
(viliel'\{io}) = (viliel) =V = (vi|iel').

[I. Zu ¢ = a: Sei B = (v;);c; maximal linear unabhingig. Nach Annahme ist B
linear unabhingig. Wire B kein Erzeugendensystem, so gibe es ein v € V mit

vé (vliel).

Da B maximal linear unabhingig ist, miiite aus B durch Hinzufiigen von v ein linear
abhéngiges System werden, somit gébe es Koeffizienten «, ¢y; € K, nicht alle Null,
mit
oy + Z ov; = 0.
il
Wegen v ¢ (v; | i € I) wire o = 0. Aber dann wire B linear abhingig im Widerspruch
zur Annahme! O
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Korollar 3.10. Ein K-Vektorraum V ist endlich erzeugt genau dann, wenn er eine
endliche Basis besitzt. In diesem Fall konnen wir aus jedem Erzeugendensystem
durch Weglassen von Vektoren eine Basis auswdhlen.

Beweis. Jeder Vektorraum mit einer endlichen Basis ist insbesondere endlich er-
zeugt. Sei umgekehrt V endlich erzeugt. Ist ein Erzeugendensystem nicht minimal,
so enthélt es ein kleineres ES. Somit enthilt jedes endliche ES ein minimales ES,
und nach Satz[3.9list dies eine Basis. a

Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis! Wenn wir an
das Auswahlaxiom aus der Mengenlehre glauben, gilt diese Aussage nicht nur fiir
endlich erzeugte Vektorrdume. Zur Erinnerung:

e Sei M eine Menge und ¥ C Z(M).

e Wir nennen . eine Kette, wenn sie beziiglich Inklusion total geordnet ist, wenn
also fiir alle A, B € .¢ gilt:

ACB oder BCA.

e Ein Element A € .% heifit maximal, wenn es in . kein grofieres Element gibt,
d.h. wenn fiir alle B € .7 gilt:

ACB = B=A.

K = EAAL Ay Ay Ag o} € N

Abb. I1.10 Eine abzihlbare Kette 2" C .# und ihre Vereinigung.

Abbildung [I.T0] zeigt eine Kette, die Kollektion der roten ineinander verschachtel-
ten Mengen. Die blau angedeutete Vereinigungsmenge muf3 selber nicht Teil der
Kette sein, wir fordern im Folgenden lediglich, dass sie in . liegt. Wir brauchen
folgende Konsequenz aus dem Auswahlaxiom:
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Zorn’s Lemma. Sei M eine Menge, und sei ¥ C 22 (M) eine nichtleere Menge
von Teilmengen von M mit der Eigenschaft, dass fiir jede Kette £ C . auch ihre
Vereinigungsmenge in . liegt:

U Ac 7.
Aex’

Dann besitzt .7 ein maximales Element.
Beweis. Siehe Kapitel zur Mengenlehre. ad

Bei der Anwendung von Zorn’s Lemma in der obigen Form hilft oft die folgende
einfache Beobachtung:

Lemma 3.11. Sei # C 22(M) eine Kette. Zu je endlich vielen Ay, ..., A, € X gibt
eseinip € {1,...,n} mit

A; C Ay, fiiralle ie{l,...,n}.

Beweis. Wir nutzen vollstindige Induktion tiber n. Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen.
Seinun jy € {1,...,n— 1} gegeben mit

Aj C Aj, firalle je{l,...,n—1}.

Wir setzen dann
. Jo firA, CAj,
ip 1=
0 n firA; CA,.

Satz 3.12. Jeder Vektorraum 'V besitzt eine Basis.
Beweis. Wir wenden das Zorn’sche Lemma an auf M =V und
# = {A CV | die Familie (v),e4 ist linear unabhéingig }.

Wenn die Voraussetzung des Zorn’schen Lemmas erfiillt ist, hat .# ein beziiglich In-
klusion maximales Element. Da maximale linear unabhingige Systeme in V genau
die Basen des Vektorraumes V sind, sind wir dann fertig.

Sei also Z” C .7 eine Kette. Zu zeigen ist, dass dann auch B :=J,c » A in .7
liegt, dass also die Elemente von B ein linear unabhingiges System von Vektoren
bilden. Seien dazu endlich viele Vektoren vy,...,v, € B beliebig vorgegeben. Per
Definition von B existiert in der gegebenen Kette fiir jeden Index i € {1,...,n} eine
Menge A; € % mitv; € A;. Nach Lemmaiiber endliche Teilmengen von Ketten
gibt es dann sogar einen Index iy mit A; C A;; fiir alle i. Dann liegen die gegebenen
Vektoren vy, ..., v, alsoallein A;). Wegen A;, € . sind sie somit linear unabhiingig.

O
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4 Dimension von Vektorriaumen

Man kann Basen auffassen als “lineare Koordinatensysteme” auf einem Vektorraum.
Als solche sind sie nicht eindeutig, und das ist gut so: Die Niitzlichkeit der linearen
Algebra besteht genau darin, zu jedem Problem die passende Basis zu finden!

Beispiel 4.1. Um aus einer im Verhéltnis 1:1 in Wasser gelosten Substanz eine Lo-
sung im Mischungsverhiltnis a : b zu bekommen, verdiinnen wir y Teile der Losung
mit x Teilen Wasser. Dabei gilt

(o) +- (1) = G)

Wir wechseln also die Basis (Abbildung [[L.TT).

Abb. II.11 Ein Basiswechsel zu einem schiefwinkligen Koordinatensystem

Wenn man Basen als Koordinatensysteme versteht, scheint intuitiv klar, dass die
Anzahl benotigter Parameter nicht von der gewéhlten Basis abhéngen sollte: Wir
beschreiben

e Punkte auf der Geraden V = R durch eine Zahl,
e Punkte in der Ebene V = R? durch zwei Zahlen,
e Punkte im Raum V = R3 durch drei Zahlen, etc.

Tatsédchlich werden wir sehen, dass alle Basen eines gegebenen Vektorraum gleich
viele Elemente haben. Das ist durchaus nicht offensichtlich — um zu sehen, dass
es hier etwas zu beweisen gilt, betrachten wir ein vergleichbares Beispiel aus der
Mengenlehre:

Beispiel 4.2. Es gibt bijektive Abbildungen f : N — N x N von Mengen, auch
wenn die rechte Seite groler als die linke aussieht. Cantors Diagonal-Abzéhlung ist
ein Beispiel:
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Durch Tricksen mit Dezimalbruchentwicklungen findet man auch Bijektionen
f: R — R?

Eine solche Bijektion kann nicht stetig sein, das folgt aus dem Zwischenwertsatz in
der Analysis (Ubung). Wenn man statt Bijektivitit nur Surjektivitdt fordert, gibt es
aber sogar stetige Beispiele, sogenannte fraktale Kurven.

In der linearen Algebra begegnet uns so etwas nicht! Um zu zeigen, dass alle
Basen eines Vektorraum gleich viele Elemente haben, schauen wir zuerst, wie man
ein linear unabhiingiges System zu einer Basis erginzen kann.

Beispiel 4.3. InV = R2 sei ein Vektor v = otje; + 0pen gegeben. Dann gilt:

e Fiir ap # 0 ist (v, ;) eine Basis.

e Fiir o # O ist (v,e7) eine Basis.

Allgemein gilt:

Satz 4.4 (Basiserginzungssatz). Sei V ein K-Vektorraum, und es seien

e cin linear unabhdngiges System (u;)ic;

o und ein Erzeugendensystem (v;) jcj gegeben.

Dann gibt es eine Teilmenge Jy C J mit der Eigenschaft, dass das System
uip fir k=iel

B := (Wi)kery, mit wy =
v; fiir k=jeJ

eine Basis des K-Vektorraumes V bildet.

Beweis. Sei Jy C J eine beziiglich Inklusion maximal gewihlte Teilmenge mit der
Eigenschaft, dass

u; fir k=iel

B = (wy); mit wyg =
( k)lelwo k v, fir k=jeJy

ein linear unabhingiges System ist. Dass es so eine Teilmenge gibt, ist fiir endliche
Indexmengen J klar. Fiir unendliche J folgt es aus Zorn’s Lemma.
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Wegen der Maximalitit ist fiir jeden Index j € J\ Jy das System, das aus B durch
Hinzufiigen von v; entsteht, linear abhiingig. Es gibt also Koeffizienten o, ; € K,
nicht alle Null, mit

a-v;+ Z o;-w; = 0.
i€l

Genauer gilt o # 0, denn die w; mit i € I11Jy bilden per Konstruktion ein linear
unabhéngiges System. Somit folgt

(X<
Vi = — Z —.w; € (wi|i€lUdy) = (B).

Esistalsov; € (B) furalle j € J\ Jy. Fiir j € Jy gilt per Definition sogar v; € B C (B),
insgesamt also
v; € (B) firallejeJ.

Mit (v;) jes ist dann auch B ein Erzeugendensystem, und dieses ist per Konstruktion
linear unabhéngig. a

Satz 4.5 (Basisaustauschsatz). Sei V ein K-Vektorraum und
e B=(vi,...,v,) eine endliche Basis,
o C=(uy,...,uy) ein linear unabhingiges System.

Dann ist m < n, und nach geeignetem Umnumerieren der Vektoren in B ist das durch
Austauschen der ersten m Vektoren erhaltene System

B = (u1,...,UmyVm+1,-.-,vn) eine BasisvonV iiber K.

Die Umnumerierung dient hier nur zur Vereinfachung der Notation, sie bringt die
getauschten Vektoren nach vorn. Das ist im Allgemeinen notig:

Beispiel 4.6. In V = R? betrachte man die Standardbasis (e1,e;,e3) und das linear
unabhingige System (u,uy) mit

siehe Abbildung|lI.12] Dann gilt:

e Das System B = (u;,uy,e3) ist keine Basis.

e Fiir die umnumerierte Standardbasis B = (e, e3, ;) fithrt ein Autausch der ersten
beiden Vektoren zu der Basis

B = (ul,ug,el).

Beweis (des Basisaustauschsatzes). Das linear unabhiingige System (ujp,...,uy)
konnen wir nach dem Basisergidnzungssatz zu einer Basis

(“l7"'7unﬁ )
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Abb. I1.12 In der Standardbasis lassen sich e, e3 durch die beiden roten Vektoren austauschen

fiir ein kp > 0 und geeignete Indices . Wenn wir wiilten, dass je
zwei Basen eines Vektorraums gleich viele Elemente haben, wire m + kg = n. Nach
Umnumerieren konnen wir dann j, = m+ « fiir « = 1,2,...,n—m annehmen und

wiren fertig. Aber wir wissen noch nicht, dass je zwei Basen gleich viele Elemente
haben! Wir argumentieren daher anders und lassen sukzessive Vektoren u; weg:

Das System (uy, ... ,u,,,_l,vjl,...7vjk0) ist noch immer linear unabhingig, aber
bildet keine Basis mehr. Nach dem Basisergidnzungssatz konnen wir es erginzen zu
einer Basis

(ul, ceey Um—1, Vi, ooy ijo, vjk()“’ ijl)
mit k; > ko und weiteren j, € {1,...,n}. Induktiv fortfahrend, erhalten wir im r-ten
Schritt eine Basis
(UL, ooy Uy Vs oees Vi o Vie 10 Vi)
mit k, > k,_; und weiteren ju € {1,...,n}. Nach m Schritten sind alle u; ersetzt und

wir erhalten eine neue Basis
(le,...,vj'km),
die ausschlieBlich Vektoren aus B enthilt. Da B ein minimales Erzeugendensystem

ist, muB3 diese neue Basis bis auf Umordnen mit der Basis B iibereinstimmen, fiir
die Mengen der Indices gilt also:

{le,...,vj‘km} = {V],...,Vn}

Es folgt n = k,,,, da die Vektoren jeder Basis wegen der linearen Unabhingigkeit
paarweise verschieden sind. Aber k,, > m, da wir ab dem ersten Schritt bei jeder
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Anwendung des Basisergiinzungssatzes mindestens einen Vektor ergéinzt haben und
somit k,,;, > kj,—1 > -+ > ki > 0 ist. Insgesamt haben wir damit n > m gezeigt fiir

e jede Basis B= (vi,...,v),

e jedes linear unabhiingige System C = (uy,...,uy).

Wenn C auch eine Basis ist, folgt per Symmetrie n = m. Also bestehen je zwei Basen
des Vektorraumes V aus gleich vielen Vektoren und wir sind fertig. a

Korollar 4.7. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann bestehen je zwei
Basen von 'V aus gleich vielen Vektoren.

Definition 4.8. Die Dimension eines Vektorraumes V iiber K ist definiert als

n falls V eine Basis der Linge n € Ny hat,
oo sonst.

dimg (V) = {

Wir schreiben oft auch kurz dim(V') = dimg (V).

Bemerkung 4.9. Mit etwas mehr Mengenlehre kann man zeigen, dass auch fiir
nicht endlich erzeugte Vektorrdume V' gilt: Fiir je zwei Basen (u;)ic; und (v;)jes
von V existiert eine Bijektion

o: I —J
Wir werden das in dieser Vorlesung nicht bendtigen.

Beispiel 4.10. Es gilt:
a) dimg (V) = 0 genau dann, wenn V = {0} ist.
b) Fiir V = K" zeigt die Standardbasis, dass dimg (V) = n ist.

c¢) Fiir die Dimension eines Vektorraumes spielt der jeweilige Grundkorper eine
Rolle. Fiir V = C als Vektorraum iiber den komplexen Zahlen und den reellen
Zahlen gilt beispielsweise dimg (C) = 1, aber dimg (C) = 2.

d) Die Untervektorraume V C R* mit dimg (V) = 1 sind genau die Geraden durch
den Ursprung, d.h. die linearen Hiillen von einem Vektor v € R\ {0}.

e) Die Untervektorrdume V C R mit dimg (V) = 2 sind genau die Ebenen durch
den Ursprung, d.h. die linearen Hiillen von zwei linear unabhingigen v{,v, € R
wie in Abbildung [[.T3]skizziert. Auch mehr als zwei Vektoren kénnen natiirlich
eine Ebene aufspannen, wenn sie linear abhingig sind: Fiir die Vektoren

= ()= (1) m=(0)

ist V. = (v1,v2,v3)r = (v1,v2)r C R? ein Untervektorraum mit dimg (V) = 2.

f) Der K-Vektorraum V = K|x] ist nicht endlich erzeugt, also ist dimg (V) = eo.
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VA

Abb. IL.13 Eine Ebene durch den Ursprung in R?

g) Fiir V. =R als Vektorraum iiber K = Q gilt
dimg(R) = oo (...viel grifier als das vorige o)

aus mengentheoretischen Griinden: Hiitte V' eine endliche Basis (vi,...,v,), so
wire die Abbildung

n
Q" — R, (061,...,(1,,)!—>Z(X,'~V,'
i=1

bijektiv. Aber Q" ist im Gegensatz zu R abzihlbar (Cantors Diagonalargument)!

Lemma 4.11. Fiir K-Vektorrdume V sind dquivalent:
a) dimg (V) = oo
b) Fiir jedes n € N gibt es in'V ein linear unabhdingiges System aus n Vektoren.

c¢) Es gibt eine Folge von vy,vy,--- €V, sodass (vy)nen linear unabhdiingig ist.

Beweis. Im Fall a) gibt es in V keine endlichen maximalen linear unabhiingigen
Systeme. Man kann also induktiv v; € V finden derart, dass (v,...,v,) ein linear
unabhiingiges System bildet fiir jedes n € N. Dann gilt ¢). Aus c) folgt trivialerwei-
se b) und aus b) folgt a) nach dem Basisaustauschsatz. O

Lemma 4.12. Sei V ein K-Vektorraum mit n = dimg (V) < oo, und sei B= (vi,...,vy)
eine Familie von genau n Vektoren darin. Dann sind dquivalent:
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a) B ist eine Basis.
b) B ist linear unabhdngig.
¢) B ist ein Erzeugendensystem von'V.

Beweis. Aus a) folgt b) und ¢) per Definition einer Basis. Aus b) erhilt man a),
indem man m =n im Basisaustauschsatzwéihlt. Auch aus ¢) folgt a), denn jedes
Erzeugendensystem ldsst sich zu einer Basis verkleinern und jede Basis besteht nach
Korollar 4.7 aus genau n Vektoren. a

Beispiel 4.13. Um zu sehen, ob in V = K" ein System von n gegebenen Vektoren
eine Basis ist, miissen wir nur lineare Unabhiingigkeit priifen. In V = R? betrachte

man z.B.
(1) (1) (1)
v = vy = 1 vy = (-1]).
1 1 ) 2 1 ) 3 1

Fiir die lineare Unabhiéngigkeit von vy, v;,v3 ist zu zeigen, dass die Gleichung
oV + vy +o3vy = 0

keine Losung (o4, o, 03) # (0,0,0) hat. Die Gleichung ovy +--- + ozv3 = 0 ist
ein homogenes LGS:

o — 0 =0
ap+op—o3 =0
o +o+oz =0
Dieses besitzt als einzige Losung (¢, 0p, 03) = (0,0,0). Somit sind vy, v;, v3 linear

unabhingig. Nach Lemma [4.12] bilden sie dann eine Basis: Wir bekommen gratis
dazu, dass das inhomogene LGS

o — 0 = C]
QL +0—03 = ¢
o +0m+a3 = c3

fiir alle ¢; € R eine eindeutige Losung (a1, ap, 03) € R besitzt!

Lemma 4.14. Ist V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, so auch jeder Untervek-
torraum W C V. Fiir die Dimension gilt dabei

dim(W) < dim(V),
und Gleichheit gilt genau dann, wenn W =V ist.

Beweis. Jede linear unabhéngige Familie in W ist auch eine solche in V und besteht
somit nach dem Basisaustauschsatz aus hochstens dim(V) Elementen. Also ist W
endlich erzeugt mit dim(W) < dim(V'). Im Fall von Gleichheit ist nach dem vorigen
Lemma4.12]jede Basis von W bereits eine Basis von V. O
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Beispiel 4.15. Fiir Vektorrdume von unendlicher Dimension gilt die letzte Aussage
nicht, und dabei hilft es auch nicht weiter, wenn wir das Symbol e priziser durch
die Kardinalitit einer Basis ersetzen: Der K-Vektorraum V = K[x| aller Polynome
hat eine Basis aus allen Monomen x" mit n € Ny. Die Menge aller Polynome mit
konstantem Term Null ist ein Untervektorraum U C V mit einer Basis bestehend aus
den Monomen x" mit n € N. Beide Basen sind abzéhlbar unendlich, aber U # V.

5 Direkte Summen
Wir hatten auf der Produktmenge K" = K x --- x K die Struktur eines Vektorraum
komponentenweise definiert. So etwas geht allgemeiner:

Definition 5.1. Seien U; Vektorrdume iiber einem Korper. Auf V =U; x --- x Uy, ist
die komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation definiert durch

(Uryeeyttn) +(V1yooyvn) 1= (U +vi,.o iy +vy)
o (u,. .. ,uy) = (Ouy,...,0uy,)

fiir u;,v; € U; und @ € K. Man sieht leicht, dass damit V ein K-Vektorraum wird,
wir bezeichnen diesen mit
V=U®o® - dU,

und nennen ihn die externe direkte Summe der Vektorriume Us;.

Mit den iiblichen Identifikationen von Produkten von Produktmengen diirfen wir
beliebig Klammern setzen: Fiir a,b € N mit a + b = n ist beispielsweise

K'= (K®---oK)o(Ko---®K) = K‘GK".

a Summanden b Summanden

Fiir die Dimension direkter Summen gilt:

Lemma 5.2. Es ist dimg (U} @ --- & U,) = dimg (Uy) + - - - + dimg (Uy,).

Beweis. OBdA sei dimg (U;) < oo fiir alle i. Per Induktion reduziert man ferner auf
den Fall n = 2. Sei nun (uy,...,u,) eine Basis von U =U; und (vi,...,v;) eine
Basis von V = U,. Definiere wy,...,w,4p € U @V durch

(u;,0) firi<a,
w; =
(0,v;) firi=a+j>a.

Fir o; € K gilt
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a+b a
Z oiw; =
i=1 =

b
oGw; + Z Qat-jWa+j
i=1 =1

a b
Z o - (uivo) + Z Qg (07‘)]')
i=1

Jj=1

a b
(Z oG, Z aa+jVj)
i=1 j=1
Da die u; eine Basis von U und die v; eine von V bilden, lédsst sich jedes
w=(u,v) €eUBV mit u e U,veV
eindeutig als solche Linearkombination schreiben. a

Wir kénnen die Vektorrdume K¢ und K” in natiirlicher Weise identifizieren mit
den Untervektorrdumen

K @ {0}’ = {(x1,...,%4,0,...,0)} C K"
{0}@Kk’ = {0,...,0,x41,....%,)} C K"

und so den Standardvektorraum K" zusammensetzen aus kleineren Unterrdumen
wie in Abbildung[[L.14]skizziert. So etwas geht auch allgemeiner:

=R &R

Abb. I.14 Der R? als direkte Summe einer Gerade und einer Ebene

Definition 5.3. Sei V ein Vektorraum iiber K. Fiir Unterrdume Uy, ..., U, CV defi-
nieren wir ihre Summe als die Teilmenge

Ui+ + U ={ur+-+u|u €U firallei } CV
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Die so definierte Summe von Untervektorrdumen ist wieder ein Untervektorraum,
denn man kann sie schreiben als die lineare Hiille

Ui+--+U = (U U---UU, k.

Bemerkung 5.4. Per Definition ldsst sich jeder Vektor u € Uy + - - - + U, darstellen
als eine Summe u = u; + --- 4+ u, von Vektoren u; € U;, aber diese Darstellung als
Summe ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Beispielsweise ist im Spezialfall von
Geraden U; = (v;)k €V mit v; # 0 jedes Element der Summe U + - -- 4 U, eine
Linearkombination

u=0ovi+---+0ov, mit o € K.
Die Koeffizienten ¢ sind aber nur fiir linear unabhéngige vy, ..., v, eindeutig.
Beispiel 5.5. In V = R3 betrachte man

U = {(x,y,z) R’ |x=0},
U = {(x,,2) eR*| z=0}.

siche Abbildung|[1.15| Hier ist U; + U, = R?. Aber die Darstellung von Vektoren

Abb. IL15 Der Vektorraum R3 als nicht-direkte Summe von zwei Ebenen

als Summe von Vektoren aus den Untervektorrdumen U, U, ist nicht eindeutig:



68 II Vektorrdume

0 | 0 1
(1) (@) = ()+()
I 0 I 0
Die Mehrdeutigkeit wird dabei offenbar verursacht durch den Vektor
0
(1) € vinu..

Das obige Beispiel legt nahe, dass das richtige Analogon von linearer Unabhin-
gigkeit fiir Untervektorrdume U;,U, C V (statt Vektoren) die Bedingung U; NU, =
{0} sein sollte. Tatséchlich gilt:

Lemma 5.6.A. Fiir Untervektorrdume Uy,Uy C 'V sind dquivalent:

a) Aus uy +uy = 0 mit u; € U; folgt uy = up =0.
b) Es ist Uy NU, = {0}.
c) Jedes u € Uy + U, hat eine eindeutige Darstellung als u = uy + uy mit u; € U,.

Um Arbeit zu sparen, beweisen wir diese Aussage besser gleich fiir beliebig viele
statt nur zwei Summanden:

Lemma 5.6.B. Fiir Untervektorrdume Uy, ..., U, CV sind dquivalent:
a) Sind u; € U; gegeben mit uy +---+u, =0, so folgt uy = --- =u, =0.
b) Fiir alle i gilt U; N\ (Uy + -+ -+ Ui—y + Ui +---+U,) = {0}.
c) Jedes u € Uy + - -- 4+ U, hat eine eindeutige Darstellung als

U= u+-+u mit u € U,.

Man beachte, dass es in Teil b) nicht geniigt, nur U;NU; = {0} fiir alle i # j zu
fordern! Dies verallgemeinert die Beobachtung, dass fiir ein System von mindestens
drei Vektoren die lineare Unabhdingigkeit eine echt stirkere Bedingung ist als die
nur paarweise lineare Unabhiingigkeit. In V = R? betrachte man z.B.

Ui = (e1)r,
U, = (e2)r,
U; = <€1+62>R.

Dann ist Uy NU, = U NU; = U,NUs = {0}, aber keine der drei dquivalenten
Eigenschaften aus dem obigen Lemma ist hier erfiillt.

Beweis (von Lemmal5.6). Wir zeigen ¢) = a) = b) = c).

Aus ¢) folgt sofort @). Um von Eigenschaft a) auf b) zu schlieRen, seien v; € U;
gegeben mit

Vip = Vit Vi1 Vit o+ v € Ug V(U +- -+ Ujg—1 + Ujg1 -+ Up)

fiir ein iy. Dann folgt
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] v furi=#ip
up+---4+u =0 mit u = ' . .?é.’
—v;, firi=i.

Aus a) folgt dann u; = O fiir alle i und somit gilt b).

Zu zeigen bleibt noch, dass aus b) auch c) folgt. Die Existenz einer Darstellung
wie in ¢) folgt aus der Definition der Summe von Untervektorrdumen, es geht also
nur um die Eindeutigkeit. Dazu seien v;,w; € U; mit

Vl+...+vr — W1+"'+Wr
gegeben. Dann folgt uy + - - - 4+ u, = 0 fir u; = v; — w;. Somit ist

wi = —(up+- iy F i+ )
e UnNU+-+U_1+Ug1+-+U,)

und nach b) folgt u; = 0, also v; = w;. O

Definition 5.7. Wenn die Bedingungen aus dem Lemma 5.6] gelten, bezeichnen wir
die Summe U + --- + U, als direkt oder genauer als interne direkte Summe. Der
Grund fiir diese Bezeichnung ist, dass in diesem Fall die Abbildung

ue---elU, — U +---+ U,
(ul,...,ur) = uy+---+u,

bijektiv ist. Wir konnen dann die inferne direkte Summe mit der externen direkten
Summe identifizieren und schreiben kurz

Uid---aU, CV

Bemerkung 5.8. Wenn die Summe U + --- + U, C V nicht direkt ist, werden wir
sehen, dass im Fall endlicher Dimension immer

dim(Uy @+ ®U,) > dim(U; +---+U,)
gilt. Fiir die Summe eines Unterraums U; C V mit sich selbst gilt beispielsweise

U +U = {u+v€V|u,veU1}:U1,
U olU = {(M,V)EVXV‘LLVEUl}:UlXU1,

und somit dim(U; & Us) = 2dim(U; + Uz).

Lemma 5.9. Fiiri=1,...,r seien Geraden U; = (u;) CV gegeben. Dann sind dqui-
valent:

o Die Summe Ui+ ---+ U, CV ist direkt.

e Die Vektoren uy,...,u, sind linear unabhdngig.
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Beweis. Nach Lemma [5.6]ist die Summe direkt genau dann, wenn fiir alle v; € U;
gilt:
vi++v, =0 — vyvi=---=v,=0.

Mit U; = {au; | o € K} wird diese Bedingung zu
oqu+--+ov, =0 —= a=---=a,=0.

Das ist genau die Bedingung fiir lineare Unabhéngigkeit. a
Beispiel 5.10. In V = R betrachte man

Uy = {(x,y,z) € R? | x=0},

U = {(x,y,2) R’ [2=0},

Us = (v)g fiireinv = (x,y,z) € R* mit x # 0.

Hier ist die Summe R3 = U} + Us direkt, aber die Summe R3 = U; + U, nicht.

Abb. I1.16 Zwei Ebenen, eine Gerade und ihr Schnitt

Satz 5.11. Zu jedem Untervektorraum U C V existiert ein Unterraum U' CV mit
V=UaU

und fiir jeden solchen gilt dimg (V) = dimg (U) +dimg (U”).

Wir nennen U’ C V dann ein Komplement von U in V. Man beachte, dass Kom-
plemente nicht eindeutig sind (siche Abbildung [[L.T7)!

Beweis. Sei (u;)ies eine Basis von U. Der Basiserginzungssatz besagt, dass wir
durch Hinzunahme von Vektoren eines Erzeugendensystems (v;) je; eine Basis von
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Abb. I1.17 Ein Komplement U’ zu einer Ebene U C R?

V der Gestalt
u, firkel

WikelLg, it wg = i
( )EUO {Vk firkeJyCJ
erhalten. Dann ist

V = <Wk|k€IU]0>
(Wi |k el)® (wy | k € ),

mit ¢ wegen linearer Unabhingigkeit von (wg)ery,. Wir konnen also U’ = (wy |
k € Jo) wiihlen. O

Als Anwendung erhalten wir folgende niitzliche Formel fiir die Dimension der
Summe von Untervektorrdumen:

Korollar 5.12 (Dimensionsformel fiir Unterridume). Es sei V ein K-Vektorraum,
und Uy, U, CV seien zwei Untervektorrdume endlicher Dimension. Dann ist

dimK(U1 +U2) = dimK(Ul) +dimK(U2) — dimK(Ul ﬁUz).

Beispielsweise erzeugen je zwei verschiedene Ebenen Uy,Us C R? ganz R? und
schneiden sich entlang einer Gerade Uy N U, wie in Abbildung skizziert.

Beweis (der Dimensionsformel). Sei U := U; NU,, und fiiri = 1,2 sei W, ein Kom-
plement von U; N U, in U;. Dann gilt also

U =UsW,
U2 - U@W27

und somit insbesondere U; + U, = U + W + W,. Die Summe auf der rechten Seite
ist direkt: Sei u + wy +wy = 0 fiir Vektoren u € U, w; € W;. Dann ist

wi = —(u+wy) € WinN(U+W,).
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Aber
WinU+W,) = WinU; wegen U, =U oW,
CwinU NU, wegen W) C U,
= wWinNnu wegen U = U1 NU,
= {()} wegen Uy =U @ W.

Also folgt w; = 0, analog auch w, = 0 und damit # = 0. Wir haben also gezeigt:

Ui+U; = UdDW, oW,.

Somit folgt
dim(U; + Up) = dim(U) + dim(W;) 4 dim(W2).
Dabei ist
dim(W;) = dim(U;) —dim(U) wegen U;=U ®W,.
Also folgt
dim(U; + U;) = dim(U;) 4+ dim(U,) — dim(U)
wie gewlinscht. ad

Korollar 5.13. Fiir Untervektorriume Uy, Uy C 'V sind dquivalent:
a) UyNU, = {0}.

b) dim(U; 4+ U,) = dim(U; ) + dim(U»).

¢) Die Summe Uy + U, C 'V ist direkt.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die Direktheit der Summe &dquivalent ist
zu U; NU, = {0}. Die Behauptung folgt somit aus der Dimensionsformel. a

Zum Abschluf} dieses Kapitels sei noch ein kurzer Ausblick auf unendliche Pro-
dukte gegeben. Bisher haben wir nur endlich viele Vektorraume auf einmal betrach-
tet. Das geht auch allgemeiner:

Definition 5.14. Sei / eine Indexmenge, und fiir jedes i € [ sei ein K-Vektorraum U;
gegeben. Auf ihrem Produkt
v=TJu

iel
definieren wir dann eine Vektorraumstruktur durch
(ui)ier + (vi)ier = (Ui +vi)ier
o-(ui)ier == (0w;)ier

fiir (u;)ier, (vi)ier € V und Skalare o € K. Im Fall unendlicher Indexmengen ist das
Produkt fiir viele Zwecke zu grof3. Oft wollen wir nur Tupel mit nur endlich vielen
von Null verschiedenen Eintrégen:
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Definition 5.15. Die externe direkte Summe der Vektorrdume U; ist definiert durch

@Ul- = {(ui)GHUi|u,~:0ﬁirfastalleiel}

iel iel

Wir betrachten diese als Vektorraum mit komponentenweiser Addition und Skalar-
multiplikation, d.h. als Untervektorraum des direkten Produktes:

Dui < [Tv:
icl i€l
Wie zuvor konnen wir auch interne Summen bilden:

Definition 5.16. Sei V ein K-Vektorraum. Die Summe einer gegebenen Familie von
Untervektorrdaumen U; C V ist der Aufspann ihrer Vereinigung:

Yu = (Uu)cv

i€l icl
Die Summe ist also der Untervektorraum bestehend aus allen Linearkombinationen
u = Z up €V
i€l

mit u; € U; fast alle Null (wir betrachten nur endliche Linearkombinationen). Wir
haben eine surjektive Abbildung von der externen direkten Summe in die interne
Summe:
o: PU — YU, (ui)icr = Licrui.
i€l iel
Wenn diese Abbildung bijektiv ist, nennen wir die interne Summe auch eine interne
direkte Summe und schreiben kurz

Ppu cv
i€l

Man beachte: Unsere Definition der externen direkten Summe @ ist genau so
gemacht, dass wir in der Abbildung ¢ mit endlichen Linearkombinationen auskom-
men!






Kapitel I1I
Lineare Abbildungen und Matrizen - TODO

Zusammenfassung Das Studium linearer Abbildungen zwischen Vektorrdumen ist
die zentrale Aufgabe der linearen Algebra und ihrer Anwendungen. Wir werden
in diesem Kapitel sehen, wie man lineare Abbildungen nach Wahl einer Basis im
Definitions- und Zielraum explizit durch Matrizen beschreiben kann, mit denen sich
wunderbar rechnen lisst, und wie sich die so erhaltenen Matrizen bei einem Wechsel
der Basen transformieren. Dabei werden wir auch die Struktur der Losungsmenge
linearer Gleichungssysteme verstehen und den GaufB3-Algorithmus zur Lésung von
solchen Gleichungssystemen diskutieren.

1 Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung von Vektorrdumen ist eine Abbildung, die kompatibel ist
mit der Addition und Skalarmultiplikation:

Definition 1.1. Wir sagen, eine Abbildung f : V — W zwischen Vektorrdumen iiber
einem Korper K sei K-linear oder ein Homomorphismus, wenn gilt:

a) flu+v)=f(u)+f(v) firalleu,v €V,

b) f(a-v)=a- f(v) firallev € V und alle @ € K.

Wir setzen Homg (V,W) = {f : V. — W | f ist K-linear}. Eine lineare Abbildung
heif3t

a) Monomorphismus, falls sie injektiv ist.
b) Epimorphismus, falls sie surjektiv ist.

¢) Isomorphismus, falls sie bijektiv ist.

Beispiel 1.2. Fira € Rist f : R — R, f(x) = ax eine lineare Abbildung. Ihr Graph
ist die in Abbildung skizzierte Gerade durch den Ursprung. Man beachte, dass
Abbildungen der Form f: R — R, x +— ax+ b fiir b # 0 nicht linear im Sinn unserer

75
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Abb. III.1 Der Graph der linearen Abbildung f: R — R, x — ax

Definition sind. Umgangssprachlich werden solche Abbildungen zwar oft auch als
linear bezeichnet, der korrekte Begriff hierfiir wiire aber affine Abbildung.

Beispiel 1.3. Fiir a;,a; € R ist die Funktion
f: R> — R, f(x) = aix; +axxy

eine lineare Abbildung. Ihr Graph ist die in Abbildung [[IT.2]skizzierte Ebene durch
den Ursprung. Fiir (a1,az) # (0,0) konnen wir die Funktion f auch ansehen als
Projektion von der Ebene auf eine Gerade. Die Abbildung skizziert diese Pro-
jektion im Fall (a;,a2) = (1,0) und im Fall (a;,a2) = (1,1).

Abb. IIL.2 Der Graph der linearen Abbildung f : R 5 R, (x1,%2) = a1x1 + axxz

Beispiel 1.4. Fiir jedes ¢ € R ist

I R?2 Rz, (2) s (XICOS(Pfxzsin(p)

X1 sin @+x; cos @

eine lineare Abbildung. Es handelt sich hierbei um eine Drehung um den Ursprung
mit Drehwinkel ¢, siehe Abbildung [TT.4]
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J/ #(xﬁyz\ =X,

Abb. IIL3 Projektionen der Ebene auf die Gerade durch (ay,az) = (1,0) bzw. (aj,a2) = (1,1)

f(%ﬂeﬂ*r)ﬁcz\)
= 7\44(64\* XL<(CZ‘)
Xe,t %€q ‘
Xy €2 vdle) xf(eﬂ

N /9

Abb. IIL4 Eine Drehung f : R — R? um den Ursprung mit Drehwinkel ¢

Beispiel 1.5. Lineare Abbildungen treten auch in der Analysis auf: Sei V = C*(R)
der reelle Vektorraum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen g : R — R
mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Dann ist die Ableitung

d
4. Vv —V, grg=%

eine lineare Abbildung, denn fiir alle g,2 € C*(R), @ € R und x € R ist
(8+h)(x) = &'(x) +1(x),
(a-g)'(x) = a-g'(x).

Beispiel 1.6. Sei V = {f : [0,1] — R stetige Funktion} der reelle Vektorraum aller
stetigen reellen Funktionen auf dem Einheitsintervall mit der punktweisen Vektor-
raumstruktur. Dann ist das Integral
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1
VR, fes /0 Fx)dx,

eine lineare Abbildung:

X [ s [ g,

| 7+

1 1
/ (@) (x)dx = a / F)dx fiir o € R.
0 0
Allgemein folgt direkt aus der Definition:

Lemma 1.7. Seien V,W zwei K-Vektorriume und f € Homg (V,W), dann gilt:
e Esist f(0)=0und f(—v)=—f(v).
o Fiirvy,...,vy€Vund oy,...,0, € K ist

flavi -+ o) = o f(vi)+---+ o f(va).

Beweis. Die Eigenschaft a) gilt fiir jeden Homomorphismus f additiver Gruppen,
und b) erhilt man direkt aus der Definition von K-Linearitiit. O

Das folgende Linearititskriterium spart Schreibarbeit, wenn wir priifen wollen,
ob eine gegebene Abbildung ein Homomorphismus ist:

Lemma 1.8. Fiir K-Vektorrdume V,.W und f :V — W sind dquivalent:
a) f ist K-linear.

b) Fiir alle u,v € V und o € K gilt: f(u+av) = f(u)+a-f(v).

Beweis. Aus a) folgt sofort b). Umgekehrt folgt aus b) auch

flu+v) = flu)+fv) durch Wahl von ¢ = 1,
fla-v) = a-f(v) durch Wahl von u =0,
denn fiir u = 0 ist f(u) = 0 nach Bemerkung|1.7} 0

Damit sieht man beispielsweise leicht, dass die Verkettung von linearen Abbil-
dungen ebenfalls eine lineare Abbildung ist:

Korollar 1.9. Seien U,V,W Vektorrdume iiber K. Fiir alle linearen Abbildungen
f € Homg (U,V), g € Homg (V, W) ist dann auch

gof € Homg(U,W).

Beweis. Firu,vc U und a € K gilt:
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(gof)(u+av) = g(f(ut+av)) via o
= g(f(u)+oaf(v)) da f linear
= g(f(u)+og(f(v)) da g linear
= (gof)(w)+a-(gof)(v) via o
Nach dem Linearititskriterium T8 folgt die Behauptung. O

Zum Beispiel ist die Zusammensetzung einer Drehung mit der Projektion auf die
erste Koordinatenachse eine Projektion auf eine gedrehte Koordinatenachse, siehe
Abbildung @ Wenn zwei Vektorrdaume isomorph zueinander sind, haben sie aus
abstrakter Sicht die gleiche Struktur. Genauer gilt:

Korollar 1.10. Sei f : V —= W ein Isomorphismus. Dann ist auch f~' : W —V
ein Isomorphismus, und fiir Familien von Vektoren v; € V sind dquivalent:

a) Die Familie (v;);cs bildet eine Basis von'V,
b) Die Familie (f(v;))ier bildet eine Basis von W.

Insbesondere gilt dann dimg (V) = dimg(W).
Beweis. Mit f ist auch f~! ein Homomorphismus: Denn fiir u,v € W und & € K
gilt
U@ +oe 71 w) = f ) +o f(F71(v)  da flinearist,
=uto-v da fof ' =idy
Indem wir auf beiden Seiten f~! anwenden, folgt
ffuw+a ') = fHut o).

Alsoist f~! ein Homomorphismus nach dem Lemma Es bleibt Aussage b) iiber
Basen zu zeigen. Die K-Linearitit von f gibt

f(vilieD) = (fvi)|iel).
Falls f surjektiv ist, erhalten wir die Implikation:

(vi)ier Erzeugendensystem von V. = (f(v;))ier Erzeugendensystem von W

Falls f ein Isomorphismus ist, so auch f~! und dann gilt per Symmetrie auch die
Umkehrung der obigen Implikation. In diesem Fall gilt dasselbe fiir Basen, da diese
genau die minimalen Erzeugendensysteme sind. a

Fiir die Konstruktion von linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen ist das
folgende Lemma sehr hilfreich:
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Lemma 1.11. Sei V ein K-Vektorraum und B = (v;)ic; eine Familie von Vektoren
darin. Dann ist

by @K — V, (ai)iel — ZO!,'V,'
il icl
ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Es seien ein Skalar o € K und zwei Tupel u = (¢;);c1,v = (Bi)icr gegeben.
Dann gilt
ut+oav=(o+af)ie in EPK.

iel
Daher gilt
DPyu+av) = Pyup((0h+ af)icr)
= Z(OC,‘ + OCﬁ,') Vi
icl
= Zaiw + o Zﬁivi
iel icl
— D)+ - Da(v)
Nach dem Lemma [I.8]zeigt dies, dass @ eine K-lineare Abbildung ist. O

Aus abstrakter Sicht kennen wir jetzt alle Vektorrdaume, denn jeder Vektorraum
ist isomorph zu einer direkten Summe von Kopien des Grundkorpers:

Satz 1.12 (Struktursatz fiir Vektorriaume). Sei V ein K-Vektorraum und % =
(vi)ier eine Basis. Dann ist die Abbildung

Py: PK =V, ()ies — ZI,OQW
iel ic

ein Isomorphismus. Somit ist jeder endlichdimensionale K-Vektorraum isomorph
zum Standardvektorraum K" fiir ein eindeutiges n € Ny.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma ist @5 ein Homomorphismus. Da B eine Basis
ist, ist @5z aulerdem bijektiv. O

Um eine lineare Abbildung zu definieren, geniigt es, ihre Werte auf einer belie-
bigen Basis vorzugeben, und diese Werte kdnnen beliebig gewihlt werden:

Korollar 1.13. Seien V und W Vektorriume iiber K, und es seien

e cine Basis = (v;)ic; von V

o cine Familie € = (w;)ics von Vektoren in W
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gegeben. Dann gibt es genau ein g € Homg (V,W) mit g(v;) = w; fiir alle i € I.

Beweis. Die Eindeutigkeit von g ist klar, fiir v =Y ,;.; a;v; muf} per Linearitét gelten:
gv) = ¢ (Ziel aiVi) = Yicraig(vi) = Liesaiwi.
Fiir die Existenz kann man benutzen, dass nach dem Struktursatz @5 : @;.; K =V
ein Isomorphismus ist: Die Abbildung
g=Ppod,': VW

besitzt dann die gewiinschte Eigenschaft g(v;) = w;. a

2 Homomorphismenriume und Dualitit

Abbildungen in einen K-Vektorraum W kann man auch punktweise addieren und
mit Skalaren multiplizieren: Fiir jede Menge X ist die Menge

Abb(X,W) = {Abbildungen f: X - W} = [[W

xeX

ein Vektorraum iiber K mit der sogenannten punktweisen Addition und Skalarmul-
tiplikation

(f+8)x) = f(x)+g(x) fiir f,g € Abb(X,W),
(o f)(x) == a-f(x) aceKundxeX.

Lemma 2.1. Fiir alle K-Vektorriume V,W ist
Homg (V,W) C Abb(V,W) ein Untervektorraum.

Beispiel 2.2. Der Unterraum Homg (K,K) C Abb(K,K) ist sehr einfach zu be-
schreiben: Dazu betrachten wir die bijektive Abbildung

¢: K — Homg(K,K), a > (x+ ax).
Diese ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen, denn
ola+ob)(x) = (a+ab)-x
=ax+a-(b-x)
¢(a)(x) + a-o(b)(x)
(p(a) +o-9(b))(x),
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also @(a+ ab) = ¢(a) + op(b) wie in Lemma L8| gefordert.

Beweis (von Lemma [2.1]). Fiir alle f,g € Homg (V,W) ist f + g € Homg(V,W),
denn

(f+g)u+ov) = flu+ov)+g(u+av)
= (flw)+of(v))+(g(u) + ag(v))
= (f(u) +g(w) +a(f(v)+g(v))
= (f+e)w+oa-(f+8)v)

fiir alle u,v € V, o € K. Analog sieht man « - f € Homg (V, W) fiir o € K. Also ist
Homg (V,W) C Abb(V,W) ein Unterraum nach Lemmal[l.§| 0

Definition 2.3. Ein Endomorphismus eines K-Vektorraum V ist ein Homomorphis-

mus
f: V—V

des Vektorraumes in sich. Ist dieser bijektiv, so sprechen wir von einem Automor-
phismus des Vektorraumes. Wir schreiben

Endg(V) = Homg(V,V),

Autg(V) = {f:V — V| f ist ein Automorphismus}.

Wie jeder Vektorraum ist Endg (V) insbesondere eine additive Gruppe. Endo-
morphismen kann man aber auch verketten:

Bemerkung 2.4 (Endomorphismenringe).

Fiir jeden K-Vektorraum V bildet Endg (V) einen Ring mit punktweiser Addition
und der Verkettung als Multiplikation:

(f+8)v) = f(v)+e(),
(fog)v) = f(g(v)).
Das Null- bzw. Einselement dieses Ringes ist
0: V-V, v—0,
idy: V—V, v

Die Einheitengruppe dieses Ringes ist die Gruppe Autk (V).

Wir haben einen Ringhomomorphismus
K — Endg(V), o — o-idy,

und damit wird Endg (V) insgesamt zu einer K-Algebra:
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Definition 2.5. Eine K-Algebra ist ein Ring (R, +,0), der zugleich ein Vektorraum
iiber K ist, sodass die Multiplikation des Ringes mit der Skalarmultiplikation ver-
triaglich ist:

VacK Vf,geR: a(fog) = (af)og = fo(ag)

Die Verkettung von Homomorphismen ist kompatibel mit der punktweisen Vek-
torraumstruktur:

Lemma 2.6. Sei W ein Vektorraum iiber K. Dann gilt fiir jede K-lineare Abbildung
g : U — V von Vektorrdumen:

a) Die Abbildungen
Homg (W, 1)) Homg (W, V), f +— gof
g Homg(V,W) — Homg(U,W), f — fog
sind K-linear bzgl. der punktweisen Vektorraumstruktur.

b) Ist g ein Isomorphismus, dann auch g, und g*.

Beweis. al)Die Abbildung g* ist K-linear, denn:
Seien f1, f» € Homg (V,W), a € K. Firu € U gilt

(g (fitaf)w) = (fi+af)og)(u)
(fi+af)(g(u))
fi1(g(u) +afa(g(u))
= (&"(f1))(u) + (ag™ (f2))(u)
(&"(fi) +og"(f2))(u)

und somit wie gewiinscht

g (fitaf) =g (fi)+ag"(f2).
a2)Die Abbildung g, ist K-linear, denn:
Seien f1, f» € Homg(W,U), o € K. Fiir w € W gilt
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(g:(fitaf))(w) = (go(fi+af))(w)

= g((fitafa)w))
g(fiw)+afa(w))
g(fiw)) + ag(fa(w))
8+«(f1))(w) + a(g:(f2)) (w)
8«(f1) + ag«(f2))(w)

(
(

und somit wie gewiinscht

g(fitoafy) = g(f1)+agf2).

1

blist g : U — V ein Isomorphismus und 2z =g~ : V — U sein Inverses, dann gilt:

Fiir alle f € Homg (W,U) ist

hi(g«(f)) = (ho(gof)) = ((hog)of) = idof = f
Ebenso sieht man g, (h.(f)) = f fiir alle f € Homg (W, V).
Also ist g, : Homg (W,U) — Homg (W, V) invertierbar mit

(¢)"' = h.: Homg(W,V) — Homg(W,U).

b2)Das Argument fiir g* ist analog. a
Die wichtigste Anwendung:

Definition 2.7. Eine Linearform auf einem K-Vektorraum V ist ein Homomorphis-
mus
f € Homg(V,K).

Unter dem Dualraum von V verstehen wir den Vektorraum aller Linearformen
V* := Homg(V,K).
Fiir eine K-lineare Abbildung g : U — V bezeichnen wir die Abbildung
g v —ur
zwischen ihren Dualrdumen als die zu g duale Abbildung.

Beispiel 2.8. Es sei

X )
g U=K —V=~kK, (>> = (10
z =y
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Das Bild der Linearform
u
fiV—K () —u—v
unter dem Homomorphismus g* : V* — U* ist dann die Linearform

X

g): U —=K, (?) = (y) = (=) = 2.
Beispiel 2.9. Auf V = C*(RR) gibt es viele Linearformen, z.B.

f: C°(R) — R, ¢ — ¢b)-9a),

b
g: CR) — R, ¢+~ / o(x)dx, ...

fiir feste a,b € R. Fiir h: C*(R) — C*(R), @ — ¢’ ist per Definition

b
h*(g): C*(R) — R, ¢ — /u o' (x)dx.

Der Hauptsatz der Analysis besagt hier also #*(g) = f.

3 Von linearen Abbildungen zu Matrizen

Wir wollen nun eine allgemeine Beschreibung linearer Abbildungen geben. Wir
haben bereits viele Beispiele gesehen: Lineare Funktionen f: R — R x +— ax
mit a € R, Projektionen

f: R — R, (2) — ai1x; +axxy

mit a1,a; € R, und Drehungen

f R? — R2, (?)H(Cllera]zxz)

2 a1 xy +anx;

mitay; = ay =cos@ und ay; = —ajy = sin @. Diese Beispiele verallgemeinern sich
wie folgt:

Lemma 3.1. Die K-linearen Abbildungen f : K" — K™ sind genau die Abbildungen
der Form
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X1 apjnxy + apxy + -+ + aipXn
X2 aixy + axnxy + -+ + aypx,
Xn A1 X1 + amaXx2 + -+ + GupXn

mit Koeffizienten a;; € K fiiri=1,...,mund j=1,...,n.

Beweis. Dass jede Abbildung der gegebenen Form K-linear ist, rechnet man direkt
nach. Umgekehrt sei f : K" — K™ eine beliebige K-lineare Abbildung. Wir miissen
zeigen, dass sich diese in der angegebenen Form schreiben ldsst. Um die a;; zu
erraten, beachte man: Wenn f die angegebene Form besitzt, so haben die Bilder der

Standardbasisvektoren ey,...,e, € K" die Form
alj

flej) =
amj

Wir drehen den Spiel um und definieren fiir gegebenes f Koeffizienten a;; € K
durch

Lllj
= flej) € K" fir j=1,...,n
Amj

Sei g : K* — K™ die lineare Abbildung definiert durch

X1 axy + apxy + - + agpXn

Xn am1X1 + amaxa + -+ + GunXn
Per Konstruktion gilt f(e;) = g(e;) fiir j =1,...,n, und wegen K" = (ey,...,e,)
folgt dann f = g. a

Um besser mit linearen Abbildungen arbeiten zu konnen, wollen wir eine weni-
ger umstéindliche Notation einfiihren. Hierzu machen wir folgende

Definition 3.2. Eine Matrix der Grofie m x n tiber K ist ein rechteckiges Schema mit
Eintriigen a;; € K, welches m Zeilen und n Spalten umfasst:

app a2 - din
azy azx --- dzp

Aml m2 **° Amn
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Wir bezeichnen

e denlIndex i< {1,2,...,m} als Zeilenindex,
e denIndex j € {1,2,...,n} als Spaltenindex.

Fiir die richtige Reihenfolge hilft der Merksatz: Zeilen zuerst, Spalten spéter! Wir
bezeichnen mit Mat(m x n,K) = K™*" die Menge aller Matrizen vom Format m x n
und schreiben ihre Elemente kurz als

M = (a;;) € Mat(mxn,K).
Beipielsweise ist

e Mat(mx 1,K) = K™ die Menge der Spaltenvektoren,
e Mat(l xn,K) = K" die Menge der Zeilenvektoren.

Fiir einen Zeilenvektor a = (ajy,...,a,) € Mat(1 x n,K) und einen ebenso langen
Spaltenvektor
X1
x = ( > € Mat(n x 1,K),
Xn
schreiben wir kurz
n
a-x .= aix; € K.
i=1
Allgemeiner sei
M= | —a — | € Mat(mxn,K)
mit Zeilen a; = (a;1, . .., ai). Fiir Spaltenvektoren x € K" setzen wir
ap - x
M-x = € K"
A X

wobei die g; - x € K wie zuvor definiert seien. Explizit sieht dieses Produkt einer
Matrix mit einem Spaltenvektor so aus:

ap ap --- Ay X1 ayXxy+---+apx,
ay ax --- A X2 az|x) + -+ agpxy

aml Am2 - Amn Xn am1X1 + -+ QunXn
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Man beachte dabei die Formatvorgaben:

(mxn)-(nx1) = (mx1)
In Matrizenform lisst sich Lemma [3.1] so zusammenfassen:

Lemma 3.3 (Lineare Abbildungen und Matrizen I). Jede lineare Abbildung zwi-
schen Standard-Vektorrdumen hat die Form

f: K'—K", v M-y

fiir eine eindeutig bestimmte Matrix M € Mat(m x n,K). Wir erhalten somit eine
bijektive Abbildung

¢: Mat(mxn,K) — Homg(K",K™).
Beweis. Nach Lemma [3.T]bleibt nur noch die Eindeutigkeit der zu einer gegebenen

linearen Abbildung f : K" — K™ gehdrigen Matrix M = (a;;) zu zeigen. Die ist
aber nichts Neues: Die j-te Spalte jeder solchen Matrix ist gegeben durch

0
aij aip ---aij - A :
azj axy -+ azj - Ay :
= 1
Amj Am1 =" Amj " Amn :
0
also gleich dem Spaltenvektor f(e;). O

Slogan. Die Spalten einer Matrix sind genau die Bilder der Standardbasisvekto-
ren unter der durch die Matrix gegebenen linearen Abbildung!

Schauen wir uns das am Beispiel einer Drehung an:
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‘K,(C 13
_° cosjﬁ

! fled

- $in 9 coscr

Beispiel 3.4. Eine Drehung um einen Winkel ¢ € R in der reellen Ebene ist gegeben
durch Multiplikation von Vektoren mit der Matrix

= (S8t € Mu(zx2R),
sin@ cosQ

cos@ —sin@\ (x1\ _ (x1cosQ —xpsin@
sing cos@ xp)  \xisin@—+xycosp )’
Als nichstes Beispiel betrachten wir die Projektion von der reellen Ebene auf die
hier blau eingezeichnete Diagonale:

Es gilt
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Beispiel 3.5. Die Projektion im vorigen Bild ist gegeben durch die lineare Abbil-
dung

f: R?—R, (2) — %-(xﬁ—xz),

welche beschrieben wird durch die Multiplikation von Vektoren mit der Matrix

1
M= <ﬁ \ﬁ) € Mat(1 x 2,R).
Denn aus dem Bild lesen wir unmittelbar ab, dass fiir die Projektion gilt:

fler) = fle2) =

o

Abbildungsmatrizen

Bisher haben wir nur mit Standard-Vektorrdumen V = K" gearbeitet, also mit
konkreten Spaltenvektoren.

Um lineare Abbildungen zwischen beliebigen Vektorrdaumen endlicher Dimensi-
on durch Matrizen zu beschreiben, miissen wir Basen wihlen. Zur Erinnerung:

Ist U ein K-Vektorraum mit einer Basis 4 = (uy,...,u,), so bezeichnen wir mit
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~

n
Py K' — U, (ai,...,an) — Za,-u,-
i=1

das durch die Basis gegebene “Koordinatensystem”.

Definition 3.6. Es sei

e U ein K-Vektorraum mit einer Basis & = (uy,...,uy),

e V ein K-Vektorraum mit einer Basis @ = (v,...,Vm).
Fiir f € Homg (U, V) ist
@, ' ofody € Homg(K",K™).
Die zugehorige Matrix bezeichnen wir mit
¢fz = Mz« (f) € Mat(mxn,K),

sie heilt die Abbildungsmatrix von f in den Basen % und € .

Das folgende Diagramm verdeutlicht die Situation:

Dies ist ein Beispiel eines kommutativen Diagramms:
Ein Diagramm von Homomorphismen heilit kommutativ, wenn die Verkettung

entlang jedem Pfad im Diagramm nur vom Start- und Endpunkt des Pfades abhingt.
Die Koeffizienten von ¢ fz = (a;j) € Mat(m x n,K) sind gegeben durch

flu) = Y aiji
i=1
fiir die Basen

o B=(uy,...,uy) vonU,

o €= (vi,...,vm) von'V.
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NB. Im Spezialfall
f: U=K'"—V=K", u— M-u
mit den Standardbasen erhalten wir einfach 4 f» = M.

Beispiel 3.7. Sei

2 30 (x 2y
fi U=R:—V =R, <y)H 3ty
4x+y

Wir betrachten die Basen % = (u),u) und € = (v, vz,v3) mit

e (e (3= B = (D= ()

Dann gilt
21 f(”l):2'\}1‘f*l'\/zﬁ*i;-vg7
sfz=110]|, denn
32 flup)=1-vi+0-vp+2-vs.

Auch der Fall U =V und % = € ist interessant...

Beispiel 3.8. Sei V = (v, v2)r C C*(R) der Unterraum aufgespannt von
vi = sin und vy = cos.

Die Ableitung ist eine lineare Abbildung
f: V—V o— 9.

In der Basis & = (vi,v,) wird diese beschrieben durch

7 0-—1 P sin = 0-sin+1-cos
2fz = , denn ]
#IZ I 0 cos’ = —1-sin+0-cos

4 Das Matrizenprodukt

Frage. Fiir a,b € N haben wir eine Bijektion
@: Mat(axb,K) — Homg(K? K%)

konstruiert. Fiir Matrizen
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A e Mat(l xm,K),
B € Mat(m x n,K)

betrachte man die Verkettung

§=9(B) f=p(4)

fog: K" K™ K!

der zugehorigen linearen Abbildungen. Wie berechnet man die Matrix C € Mat(I x
n,K) mit fog = @(C)?

Erinnerung. Spalten = Bilder der Standardbasisvektoren!
Firk=1,...,n bezeichne

o w,=C-¢ €K' die k-te Spalte von C,
e v, =B-¢;, € K™ die k-te Spalte von B,

dann folgt
wr = C-e per Definition von wy
= (fog)(ex) wegen fog = ¢(C)
= f(g(ex)) per Definition von o
= f(B-ex) wegen g = ¢(B)
= f(v) per Definition von vy
= Ay wegen f = @(A)

Fazit. Die Spalten der gesuchten Matrix C konnen wir als Spaltenvektoren be-
kommen, indem wir einfach das Produkt der Matrix A mit den Spaltenvektoren von
B ausrechnen.

Sei A = (ajj), B= (bjx), C = (cik), dann ist also

Clk ap ap -+ aip b1k
Cok a| ax - oy boy
Clk i ap - Ay bk

oder kurz
m
cik = Y aij-bj.
=1

Wir haben soeben die fiir Anwendungen der linearen Algebra wichtigste Defini-
tion entdeckt:
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Definition 4.1. Das Matrixprodukt oder auch kurz Produkt von Matrizen
A = (a;j) € Mat(l x m,K)
B = (bj) € Mat(m x n,K)

ist definiert als die Matrix A - B := (¢) € Mat(I x n,,K) mit den Eintrigen

m
Cik = Z a,-j-bjk.
j=1

Schematisch kann man C = A - B so berechnen:

by - by -+ by,
—ay — Cl1 == Clk *** Cln
—a; — Cil *** Cik *** Cin
—a — Ciy ot Cik ot Clk

Aus der i-ten Zeile a; von A und der k-ten Spalte by von B erhélt man
Cik = a;-by.
Die obige Diskussion hat gezeigt:
Lemma 4.2. Fiir
AecMat(l xm,K) +— ¢(A) € Homg (K", K"),
B e Mat(m xn,K) +— ¢@(B) € Homg(K",K™),
ist
@(A-B) = ¢(A)o@(B) in Homg(K" K').
Das ist bereits fiir 2 x 2 Matrizen sehr niitzlich. Schauen wir uns einige geome-
trische Beispiele an:

Beispiel 4.3. Fiir Drehmatrizen

A= (cgsa —sma) and B = (093[3 —smﬁ)
sina  cosa sinfB cosf
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bekommen wir

¢ = cosacosf —sinasinf3 = cos(a+f),
s = sinocosfB+cosasinf = sin(o+ f).

Geometrisch beschreibt A - B eine Drehung um o + 3.

Wir erhalten so die Additionstheoreme fiir sinus und cosinus!

Beispiel 4.4. Die Projektion f : R> — R, (x,x2) > x; ist die Multiplikation mit

A = (10) € Mat(1 x2,R).

Sei g : R> — R? die Drehung um Z. Sie ist gegeben durch Multiplikation mit

B = ((1) _é) € Mat(2 x 2,R).

Die Verkettung f o g ist dann die Multiplikation mit

AB= (1 o).(? _3) = (0 —-1) € Mat(1x2,R).

Das passt zum folgenden Bild:

3

(§9)(e) = O

1

Das Matrizenprodukt ist assoziativ:
Lemma 4.5. Es gilt (A-B)-C=A-(B-C) fiir alle

A € Mat(k x [,K),B € Mat(I x m,K),C € Mat(m x n,K).
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Beweis. Seien K" — Kk %4 k! L K* die durch diese Matrizen gegebenen li-
nearen Abbildungen, dann gilt

¢((A-B)-C) = ¢(A-B)og(C)
= (p(A)o9(B))o9(C)
= (fog)oh

= fo(goh)

= ¢(A-(B-C)).
Das Matrizenprodukt ist im Allg. nicht kommutativ: d

Beispiel 4.6. In Mat(2 x 2, K) betrachte man die beiden Matrizen

10 11
A= <00) und B = (00>.

Dann gilt:

5 Matrizenriume und Dualitit

Wir haben gesehen, dass
¢: Mat(mxn,K) — Homg (K", K™)
M — (v — M - v)

bijektiv ist. Wie schreibt sich die punktweise Addition und Skalarmultiplikation von
Homomorphismen mittels Matrizen?

Definition 5.1. Fiir A = (a;;),B = (b;;) € Mat(m x n,K) und o € K setzen wir
A+B = (a;jj+bjj) € Mat(m x n,K),
a-A = (a-a;) € Mat(m x n,K).

Fiir n = 1 ist diese Definition einfach die komponentenweise Addition und Ska-
larmultiplikation auf dem Vektorraum
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K" = Mat(m x 1,K)
aller Spaltenvektoren der Liange m. Allgemein gilt:

Lemma 5.2 (Lineare Abbildungen und Matrizen II).

Die Menge Mat(m x n,K) ist mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation
von Matrizen ein Vektorraum iiber K, sodass

¢@: Mat(mxn,K) — Homg(K",K™)
M (v M-v)
ein Isomorphismus von Vektorrdumen iiber K ist.

Beweis. ® Wir wissen schon, dass ¢ bijektiv ist.

e 77 ist: Die Matrizenaddition und Skalarmultiplikation entspricht unter ¢ genau
der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation von linearen Abbildungen.

e Wir miissen also
p(A+a-B) = ¢(A)+a-¢(B)

zeigen fiir alle A, B € Mat(m x n,K), a € K.

e Dazu miissen wir

(p(A+a-B))(v) = ¢(A)(v)+a-9(B)(v)

fiir alle A, B € Mat(m x n,K), o € K, v € K" sehen.
Das lduft hinaus auf die Gleichung

(A+a-B)-v=A-v+oa-(B-v)

von Spaltenvektoren. Priifen wir den i-ten Eintrag nach:

(A-f-Ol-B)ij'Vj

(agE

(A+a-B)-v), =

~
I

I
™=

(aij+ - bij) v,

~.
I

Il
M=

n
ajj-vj + Z(X'bij'\/j
=1

~.
Il
—

I
—

A-v)i+(x~(B-v)l.

= (Av+o-(B-v)). O

Spezialfall: Quadratische Matrizen
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Im Fall m = n haben wir

e die komponentenweise Addition
+: Mat(nxn,K)xMat(nxn,K) — K
(A,B) — A+B
e die komponentenweise Skalarmultiplikation

K xMat(n xn,K) — K
(a,B) — aB

e die Matrixmultiplikation
Mat(n x n,K) x Mat(n xn,K) — K
(A,B) — A-B
Diese Strukturen sind miteinander kompatibel und liefern eine explizite Be-

schreibung von Endomorphismenringen:

Korollar 5.3. Die Menge Mat(n x n,K) bildet mit obigen Verkniipfungen eine K-
Algebra, sodass
¢: Mat(nxn,K) — Endg(K")

ein Isomorphismus von K-Algebren wird. Ihr Einselement ist die Einheitsmatrix

1 0
1:= € Mat(n x n,K)
0 1

mit Einsen auf der Diagonalen und Nullen tiberall sonst.

Hierbei verwenden wir folgende Begriffe:

e FEine K-Algebra ist ein Ring (R, +, ), der zudem auch ein Vektorraum iiber X ist,
sodass die Multiplikation des Ringes mit der Skalarmultiplikation vertréaglich ist:

VacK Vf,geR: a(f-g) = (af)-g = f-(ag)

e Unter einem Homomorphismus von K-Algebren versteht man eine Abbildung,
die ein Homomorphismus sowohl von Ringen als auch von Vektorrdumen ist.

e Ist ein solcher Homomorphismus bijektiv, so sprechen wir von einem Isomor-
phismus von K-Algebren.

Beweis des Korollars. Sei V = K".
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Nach dem vorigen Kapitel ist Endg (V) eine K-Algebra mit der punktweisen Vek-
torraumstruktur und der Verkettung von Endomorphismen als Multiplikation.

Via der Bijektion ¢ : Mat(n x n,K) — Endg (V) entsprechen diese genau der
komponentenweisen Vektorraumstruktur auf Matrizen und dem Matrixprodukt: Es
ist

¢(A+B) = ¢(A)+¢(B)
o(aA) = ap(A)
¢(A-B) = ¢(A)o¢(B)

fiir alle A, B € Mat(n x n,K) und o € K.

Das Einselement des Endomorphismenringes ist gegeben durch die identische
Abbildung idy = ¢(1) € Endg (V) O
Zuriick zu Matrizen beliebigen Formats:

Korollar 5.4. Fiir alle m,n € Ny ist
dimg (Homg (K",K™)) = m-n.

Beweis. Eine Basis des Vektorraumes Matg (m x n,K) sind die Matrizen

0---0---0
Ej:=|(0--1---0 <+ i-te Zeile
0---0---0
/l\
Jj-te Spalte
firi=1,...,mund j=1,...,n. a

Korollar 5.5. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K, dann gilt

dimg (Homg (V,W)) = dimg (V) - dimg (W).

Beweis. Durch Wahl von Basen in V und in W erhalten wir Isomorphismen
g: K" =V und h: W = K"
Diese induzieren Isomorphismen
Homg (V,W) —5— Homg(K",W) —+ Homg (K", K"™)

und somit wird das vorige Korollar anwendbar. a
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Jeder endlich-dimensionale Vektorraum V iiber K ist nach dem vorigen Korol-
lar isomorph zu seinem Dualraum, denn es ist dimg (V*) = dimg (V). In expliziten
Koordinaten:

Beispiel 5.6. Fiir den Standardvektorraum
V = K" = Mat(n x 1,K)

aller Spaltenvektoren besitzt jede Linearform f € V* die Gestalt

V1

f: K'— K, <:

= apvy+---+apvy.
vn
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ay,...,a, € K. Wir schreiben gerne
e die Variable als Spaltenvektor

vi
v = <> € Mat(nx 1,K) = K"

Vn

o die Koeffizienten als Zeilenvektor
a = (ay,...,a,) € Mat(1 xn,K) ~ Homg(K",K)
e den Wert der Linearform als Matrixprodukt
fv) =av =avi+---+ayn.

Slogan. Der Standardvektorraum V = K" hat eine Basis aus den Spaltenvektoren

0

S ...

e = < I-te Zeile

o

0

Sein Dualraum V* = Mat(1 x n,K) hat eine Basis aus den Zeilenvektoren

Jj-te Spalte

Um dasselbe fiir beliebige Vektorrdume V mit dimg (V) < o zu machen,
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e wihlen wir eine beliebige Basis & = (vy,...,v,) von V,
e definieren wir Linearformen f; € V* = Homg(V,K) durch f;(v;) = §;; fiir das
“Kronecker-Delta”
1 firi=j
5ij = />
0 sonst,
also fij(aivi+---+ayv,) '=aj firay,...,a, € K.

Wir nennen B* = (f1,..., f») die duale Basis zur Basis %. Der Name ist berech-
tigt:

Lemma 5.7. Es ist (fi,..., f,) eine Basis von V*.
Beweis. Wegen dimg (V*) = dimg (V) = n miissen wir lediglich zeigen:

f1,.-.,fn sind linear unabhingig.

Seien dazu a; € K gegeben mit
aifi+--+anfn = 0.
Fiir alle i ist dann

a = a;-04+---+a;-1+---4a,-0
ar- file)+-+an- falei)
= (alf1+"‘+anfn)(ei) =0

wie gewlinscht. a

Alternativer Beweis. Sei g : K" — V gegeben durch g(e;) = v; fiir alle i. Fiir den
induzierten Isomorphismus

g V" 5 (K" ~ Mat(l xn,K)
gilt dann:

1 firi=j
(8" (F)(es) = filsles) = filvy) = {0 o
Es folgt g*(f;) = (0,...,0,1,0,...,0). Diese Vektoren bilden eine Basis von (K")*
und somit bilden f1, ..., f, eine solche von V*. a
In obiger Situation kann man einen Isomorphismus V ~ V* durch v; — f;
konkret hinschreiben, dieser Isomorphismus hingt aber von der gewihlten Basis
% = (v1,...,vy) ab. Wenn wir zweimal dualisieren, kiirzt sich diese Willkiir jedoch
heraus und wir erhalten einen kanonischen Isomorphismus:

Satz 5.8 (Bidualitiit). Fiir jeden Vektorraum V mit dimg (V') < oo ist die Abbildung
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1: V= V" = Homg (Homg (V,K),K),

die durch v — (f — ) gegeben ist, ein Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung 1 den angegebenen Zielbereich
hat: Fiir jedes feste v € V ist

1(v): V*'=Homg(V,K) — K, f+— f(v)
eine K-lineare Abbildung, denn fiir f,g € V* und o € K ist
(f+ag) = (F+ag)(v)
f)+ag(v)
= 1()(f) +oa(v)(g)-

Als nidchstes zeigen wir, dass 1 : V — V** eine K-lineare Abbildung ist: Seien
v,w €V und o € K. Fiir alle f € V* ist dann

v+aw))(f) = flv+ow)

= f)+a-fw)
= M) +a-(1w)(f)
(1) +a-1(w))(f)

Also ist wie gewiinscht
tv+aw) = 1(v)+a-1(w).

Zu zeigen bleibt, dass t ein Isomorphismus ist: Sei # = (vi,...,v,) eine Basis
von V. Sei #* = (f1,..., fu) die dazu duale Basis von V*. Fiir g; := 1(v;) € V** gilt

gi(f;) = W) (fy) = filvi) = &j.

Also ist '
(gla"'agn) = %**

die zu #* duale Basis, insbesondere eine Basis.

Damit bildet 1 eine Basis von V auf eine Basis von V** ab und ist somit ein Isomor-
phismus. O

Duale Abbildungen
Jeder Homomorphismus von Vektorrdaumen induziert einen Homomorphismus
zwischen ihren Dualrdumen:

f € Homg(U,V) ~~ f* € Homg(V*,U")

Sei
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o %= (ui,...,u,) eine Basis von U,
e ¢ =(vi,...,vy) eine Basis von V.

Betrachte die Abbildungsmatrix

Mg (f) = (aij) € Mat(m x n,K)

~ Mg« +(f*) = 7?7 € Mat(nxm,K)

Wir haben Zeilenvektoren interpretiert als Linearformen auf dem Standardvek-
torraum der Spaltenvektoren. Dies motiviert die folgende

Definition 5.9. Unter der Transponierten einer Matrix
A = (a;j) € Mat(m xn,K)

verstehen wir die Matrix A’ := (aj;) € Mat(n x m,K).

Beispielsweise gilt:

14
e (123) - o
36

Die zu einer linearen Abbildung duale Abbildung wird in den dualen Basen durch
die transponierte Matrix beschrieben:

Satz 5.10. Seien U und V Vektorriume mit Basen 9 bzw. €, dann gilt
Mg+ (%) = (Mg (f))"  fiiralle f € Homg(U,V).
Beweis. Schreibe

o B=(uy,...,uy)und B* = (uy,...,u,),
o ¢=(vi,...,vm)und €* = (V},...,v},),
o Myw(f) = (ai) und My 5 (f*) = (a;;).

Per Definition von Abbildungsmatrizen gilt:
m
flu) =Y awivi
k=1

n
f*(V;') = Z‘%‘“?
I=1
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Die zweite Gleichung ist eine Gleichung von Linearformen auf dem Vektorraum U
und fiir deren Werte im Punkt u; € U folgt:

(f*(V/J>)(”t) = Za;j”;(”i) = Za;j&i: a§j~
=1 =1

Per Definition der dualen Abbildung f* gilt andererseits:

(F0) i) = Vi(f (i)

m
/
= Vj(,;’akin>
=1

m
Y awiv;(vi)
=

m
= Zaki5jk = 4aji-
k=1

Also ist a;; = aj; wie gewiinscht. O

Beispiel 5.11. Es sei

X
¢: U=K —V =K, (y) — ("”).

z =y

Die zugehorige Abbildungsmatrix in den Standardbasen ist die Matrix

110
M = (1 ~1 o) :
Fiir die duale Abbildung folgt

g Vi=K> U =K
() = M- (4) = (i_ﬁ).(g): (Zfi)

Dabei entspricht ein Vektor

der Linearform
f: V—K ()~ autbv.

v

Sein Bild
a+b

&) = (m) cU =Kk’

0
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entspricht der Linearform

X

g (f): U — K, <>) — (a+b)x+ (a—Db)y.

7
z

Insbesondere folgt, dass sich die Reihenfolge der Faktoren in Matrixprodukten
bei Transposition umkehrt:

Korollar 5.12. Fiir A € Mat(I x m,K), B € Mat(m x n,K) gilt:
(A-B) = B'-A'
f

Beweis. Fiir K" %5 K™ L K und ¢ € Homg (K', K) gilt

(fog)" (@) = @o(fog)
= (pof)og
= ¢*(f)og
= g"(f () = (& of")(9)

und somit (fog)* = g*o f*. O
Das hitten wir auch direkt nachrechnen konnen:
Alternativer Beweis. Mit der Kurznotation

A= (A,‘j), Al = (Ai'j) = (Aji> ete.

gilt
(4-B);; = (A-B),
= ;AjkBki
= ;BkiAjk
- LrA, - (8,
fiir alle 7, j. 0

Zum Schlufl noch ein warnendes Beispiel, das zeigt, warum Dualrdume sich fiir
dim = o schlecht benehmen:

Ubungsaufgabe. Zeigen Sie:

e Der K-Vektorraum aller endlichen Folgen
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V = {(ai)ien € K" | a; = 0 fiir fast alle i}

besitzt eine abzidhlbare Basis iiber K.
e Sein Dualraum ist der Vektorraum V* = KV aller Folgen.

e Der Folgenraum K hat keine abzihlbare Basis.

Tipp: Fiir je abzihlbar viele Folgen f; = (a;j)ien € KN konstruiere man durch Betrachten von
immer mehr Anfangsgliedern rekursiv eine Folge £ € KN mit f ¢ (f1,...,f,) firalle n € N.



Kapitel IV

Bild, Kern und Lineare Gleichungssysteme -
TODO

1 Bild, Kern und Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.1. Fiir lineare Abbildungen f : V — W nennen wir
ker(f) = {veV|f(v)y=0} CV den Kern von f,
im(f) = {f(vyeW|veV} CW das Bild von f.
Wie fiir Gruppenhomomorphismen gilt:

Bemerkung 1.2.(a) ker(f) C V und im(f) C W sind Untervektorrdume.
(b) Es istim(f) = W genau dann, wenn f surjektiv ist.
(c) Es ist ker(f) = {0} genau dann, wenn f injektiv ist.

Beweis. (a) Dass ker(f) und im(f) Untervektorrdume sind, folgt aus der Linearitt
fv+ow)=fv)+af(w) fir vywweV, aeK.

(b) Per Definition gilt: im(f) = W <= f surjektiv,
das hat nichts mit linearen Abbildungen zu tun.

(c) Fiiru,v eV gilt:
flu)=f(v) <= f(u—v)=0 < u—veker(f)

Es ist f injektiv genau dann, wenn f(u) = f(v) nur fiir u = v gilt. Nach den
obigen Aquivalenzen ist dies gleichbedeutend mit ker(f) = {0}. O

Beispiel 1.3. Fiir f : R — R?, (x,y) — (x+y, 0) gilt:

o ker(f) ={(x,—x) [x€R},
e im(f) ={(w,0)|weR}.

107
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fOy) = (xry,0)

Beispiel 1.4. Sei A = (a;;) € Mat(m x n,K). Der Kern der linearen Abbildung
f: K'— K" mit f(x):=Ax
ist die Menge aller Lsungen x = (xp,...,x,) des LGS

anxy + apxy + -+ apx, =0

anxy + axnxy + -+ + apx, =0

amx1 + amoxy + o0 + @ppxy =0

Ein solches LGS, in dem auf der rechten Seite iiberall Nullen stehen, wird auch
als homogenes LGS bezeichnet. Aus der obigen Diskussion erhalten wir:

Korollar 1.5. Die Losungsmenge eines homogenen LGS in n Variablen ist ein Un-
tervektorraum von K".

Beweis. Wir haben diese Losungsmenge gerade als Kern einer linearen Abbildung
f: K'— K"

geschrieben, und nach Bemerkung ist fiir jede solche der Kern ker(f) C K" ein
Untervektorraum. a

Allgemeiner kann man LGS betrachten, worin auf der rechten Seite von Null
verschiedene Konstanten stehen diirfen, und spricht dann von inhomogenen LGS.

Beispiel 1.6. Fiir die obige Abbildung f : K" — K™ besteht die Faser
f~Y(b) iiber einem Vektor b= (by,...,b,) € K"

genau aus den Losungen des inhomogenen LGS
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aynxy + apxy + -+ apx, = by

a1 xy + axnxy + - + ayx, = by

Am1X1 + amaX2 + -0+ QupXn = by,

Man beachte, dass die Losungsmenge eines echt inhomogenen LGS kein Unter-
vektorraum ist, denn sie enthélt den Nullvektor nicht!

Beispiel 1.7. Fiir f : R> — R, (x,y) — x4y und b € R entsteht
1) = {(x,b—x) | xeR}

durch Parallelverschiebung von ker(f):

1
>
1 ot
#(‘A,\a) = \A*ka

Definition 1.8. Ein affiner Unterraum eines Vektorraumes V ist eine Teilmenge der
Form
v+U = {v+uluclU} CV

fiir einen Untervektorraum U C V und einen Vektor v € V.

vt U
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Lemma 1.9. Fiir Untervektorriiume U, U’ CV und v,v' €V sind diquivalent:

(a) v+U =V +U’
(b) U =U"undv—+v €U.

Upshot. Aus einem affinen Unterraum der Form A = v+ U konnen wir

e den Untervektorraum U C V und
e den Fulpunkt v bis auf Addition eines Vektors aus U

eindeutig rekonstruieren. Wir definieren die Dimension von A durch

dimg(A) := dimg(U).

Beweis. (b) — (a):

e Esseiu=v—Vv eU.

e Fiir w € V gilt dann:

wevtlU <= w—veU per Def. von v+ U
— w—v+uclU wegenu € U
= w—VeuUu wegen u =v—/
= weV+U per Def. von v + U

e ImFall U = U’ folgt v+ U =V + U’ und somit (a).
(a) = (b):
e Der affine Raum A = v+ U bestimmt U C V eindeutig wegen
U={uy—wmeV]|u,up eU}
={(v+u)—(v+uw) €V |u,u eU}
={wi—wr eV |w,wy €A}

e Es bleibt also nur die Eindeutigkeit des FuBpunktes v zu diskutieren. Fiir v,v' € V
gilt:

v+U=V4+U = v=v4+0eV+U
= v—V eU
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Die Fasern linearer Abbildungen sind affine Unterrdume:

Lemma 1.10. Sei f : V — W linear. Fiirw € W gilt:
o Entwederist f~'(w) = 2.
e Oder es gibt einv €V mit w = f(v), und fiir jedes solche ist

F Y w) = v+ker(f).
Beweis. Fiir v,y € f~1(w) gilt
fOV=v) = fO)=f) =w-w =0
und somit V' —v € ker(f), also V' € v+ker(f). O
Fiir die Losungsmenge inhomogener LGS folgt:
Korollar 1.11. Sei A € Mat(m x n,K), und fiir b € K™ bezeichne
ZL(Ab) == {xeK"|Ax=b}

die Losungsmenge des zugehorigen inhomogenen LGS. Dann gilt:

o Entweder ist £ (A,b) = &.

e Oder man erhdlt aus einer beliebigen Losung x € £ (A,b) alle weiteren Lisun-
gen durch Addition von Losungen des homogenen LGS, d.h.

ZL(Ab) = {x+y|Ay=0} = x+.2(A,0).
Definition 1.12. Fiir A € Mat(m x n, K) setzen wir

ker(A) = {ve K" |Av=0},
im(A) = {Ave K" |v e K"},

und wir betrachten den Spaltenrang
rk(A) := dimg ( Spalten von A ), < min{m,n}.

Die letzte Ungleichung folgt daraus, dass rk(A) die Dimension der linearen Hiille
von n Vektoren im K™ ist. Beispielsweise ist

123 123
rk<234) =2, rk<246) = 1.

Lemma 1.13. Es gilt:

(a)im(A) = (Spalten von A )g.
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(b)Sei (A | b) die aus A durch Anhiingen einer Spalte b erhaltene Matrix. Dann gilt:
beim(A) <= r1k(A)=1k(A|D).

Beweis. (a)Jeder Vektor v € K" ist eine Linearkombination aus den Standard-

Basisvektoren ey, ...,e,, und somit ist Av eine Linearkombination der Spalten
Ael, cee ,Aen.
(b)folgt durch Anwenden von (a) auf A und (A | b). O

Fazit zur Struktur inhomogener LGS:

Fiir A € Mat(m x n,K) und b € K™ betrachte man die Losungsmenge
Z(Ab) = {xeK"|A-x=0}.
Dann sind dquivalent:

o L(AD)# D

e becim(A)

o 1k(A) =1k(A | b).

Wenn diese dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, so ist die Losungsmenge ein

affiner Raum .Z(A,b) = x+ker(A).
Was haben Bild und Kern miteinander zu tun?

Beispiel 1.14. Sei V =R?und f: V — R, (x,y) = x+, dann gilt:

e Die Abbildung f ist konstant entlang jeder Parallelen zu der Geraden ker(f) =
{(x,—x) | x € R}.

e Jedoch schrinkt f sich ein zu einem Isomorphismus auf der dazu orthogonalen
Geraden U = {(x,x) | x € R}.

e Der Definitionsbereich V zerlegt sich als direkte Summe dieser Anteile:
V = Uker(f).

Genauer ist f eine Projektion auf den direkten Summand U gefolgt von dem
Isomorphismus f|y : U — im(f) = R.
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L
R =ty U

R = im4)
=4(2,2)
N 2 =401
> 40 :,?(0,0)

Flu :o

-t
Ganz allgemein gilt:

Satz 1.15. Sei f : V — W eine lineare Abbildung und U CV ein Komplement ihres
Kerns, also

V = ker(f)oU
Dann ist die Einschrinkung

flu: U = im(f)

ein Isomorphismus von U auf das Bild im(f) CW.

Slogan. Komplemente des Kerns sind isomorph zum Bild!

Beweis. WegenV =U @ker(f) gilt:

o Unker(f) = {0} und somit

ker(fly) = U nker(f) = {0}.
e V =U +ker(f) und folglich schreibt sich jedes v € V als
v=1VvV+V" mit Vv eU, V" €ker(f).
Dabei ist f(v) = f(V +V') = f() + F(V") = f(V/), also
im(flv) = {f(/) [V €U}
= {f) [veV} = im(f).
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O

Bemerkung 1.16. Der Beweis zeigt, dass f zusammengesetzt ist aus

e der Projektion V =U @ ker(f) - U,
e cinem Isomorphismus U — im(f),

e der Inklusion im(f) — W.

Das folgende kommutative Diagramm fasst dies zusammen:
1%
U

Die wichtigste Folgerung aus dem Satz ist:

N

I

— im(f)

Korollar 1.17 (Dimensionsformel). Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann
gilt
dimgV = dimgker(f) + dimg im(f).

Beweis. o Wegen V = ker(f) ® U und der Additivitit von dim auf direkten Sum-
men ist
dim(V) = dim(ker(f)) +dim(U).

e Der Satz liefert dabei einen Isomorphismus U ~ im(f), also ist dim(U) =
dim(im(f)). O

Beispiel 1.18. Sei f : V — W ein Epimorphismus. Dann folgt
dim(ker(f)) = dim(V) — dim(W),
insbesondere gilt in diesem Fall also dim(W) < dim(V).

In Matrizensprache sagt die Dimensionsformel aus, dass die Dimension des
Kerns einer Matrix sich aus ihrem Spaltenrang mittels

dimker(A) = n—rk(A) fir A€ Mat(mxn,K)
berechnen lisst. Das ist oft sehr niitzlich!

Beispiel 1.19. Die Spalten der Matrix

135043
A= (279241) € Mat(2 x 6,R)



1 Bild, Kern und Lineare Gleichungssysteme 115
sind nicht alle proportional zueinander, also ist rk(A) = 2. Es folgt sofort

dimpg (ker(A)) = 6 -2 = 4.
Ohne die Dimensionsformel hétten wir hierfiir das lineare Gleichungssystem A - x =

0 in sechs Variablen 16sen miissen.

Im Fall von Endomorphismen spart uns die Dimensionsformel ebenfalls eine
Menge Arbeit:

Korollar 1.20. Sei dimg (V) < oo. Fiir f € Endg (V) sind dann dquivalent:

e [ ist ein Monomorphismus.
o fist ein Epimorphismus.

o fist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach der Dimensionsformel gilt:

ker(f) = {0} < dimker(f)=0
<= dimim(f) = dim(V)
<~ im(f)=V

Korollar 1.21. Fiir quadratische Matrizen A € Mat(n x n,K) sind dquivalent:

o Esisttk(A)=n,
e Esistker(A)={0},

e Die Matrix A ist invertierbar.

Dabei nennen wir eine Matrix invertierbar, wenn die zugehdrige lineare Ab-
bildung ein Automorphismus ist. Die invertierbaren Matrizen bilden offenbar eine
Gruppe, die Einheitengruppe des Ringes Mat(n x n, K). Wir nennen sie

Gl,(K) := {A € Mat(n x n,K) | A ist invertierbar},
die allgemeine lineare Gruppe (engl. General Linear Group).
Per Definition ist eine Matrix A € Mat(n x n,K) invertierbar genau dann, wenn
A-B=1=BA ()

fiir ein B € Mat(n x n,K) ist. Aus dem Kapitel iiber Gruppen wissen wir:
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e In diesem Fall ist die inverse Matrix B = A~! eindeutig.

e Es geniigt, nur eine der Gleichungen in (%) zu priifen:

Denn aus der ersten folgt tk(A) = n, aus der zweiten folgt ker(A) = {0}; in beiden
Fillen ist A € GI,(K) nach dem vorigen Korollar, und in einer Gruppe ist jedes
rechtsinverse auch linksinvers und umgekehrt.

Beispiel 1.22. Sei ¢ € K und

1c

L1\ (b bn) _ (1
1c b21b22 - 1

lauft hinaus auf das lineare Gleichungssystem

A= (1 1) € Mat(2 x 2,K).

Die Matrizengleichung

bii+by =1
by +cby =1

Offenbar gilt:

e Fiir c =1 hat das LGS keine Losung.

o Fiir ¢ # 1 besitzt es eine eindeutige Lisung, die man hier leicht abliest:

. by1 b1z
by1 b
e __1
_ c—1 c—1
o <_1 1)
c—1 c—

A-B=1 <— B-A=1

Warnung. Die Aquivalenz

gilt nur, wenn A und B quadratische Matrizen sind!

(100)_ (1)(1) _(10) _ 1
010/ 14, 01

Z.B. ist
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aber

10 100
01 -(é?S): 010| # 1.
00 00

2 Quotientenriume und exakte Sequenzen

Motivation. Im Beweis der Dimensionsformel haben wir ein Komplement des
Kerns gewdhit. Kann man solche willkiirliche Wahlen vermeiden?

Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.

Dann ist U C V insbesondere eine additive Untergruppe, wir konnen also die
Quotientengruppe V /U bilden. Als Menge ist dabei

viv = {1

veV }
wobei [v] steht fiir die Aquivalenzklasse von v € V bzgl. der Aquivalenzrelation

def
vt &S v—V eU

Die Punkte von V /U sind also affine Unterrdume von V:
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\ ¢ Ure o [v]
o ¢ =o'
} “ ——> s 03
U+wr
* W= ¢ [Lwl
w w B [w']
V V/w

Lemma 2.1. Der Quotient V /U besitzt eine eindeutige Struktur eines Vektorrau-
mes, sodass die Quotientenabbildung

p: V->V/U, ve |V
ein Epimorphismus von Vektorriumen ist. Es ist U = ker(p).

Beweis. Die Abbildung p ist per Definition surjektiv. Wenn V /U eine Vektorraum-
struktur trigt, fiir welche p ein Homomorphismus ist, muff Addition und Skalar-
multiplikation reprisentantenweise erfolgen:

V+a-wl = p(v)+a-p(w)
= pv+a-w)
= [v+o-wl.

Umgekehrt bleibt nur zu zeigen, dass die reprasentantenweise Addition

+: V/UxV/U —V/U
W]+ W] =y +w]

und Skalarmultiplikation

KxV/U —V/U
o-v] = [o-V]
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wohldefiniert sind, d.h. nicht von der Wahl der Représentanten abhingen. Fiir +
hatten wir uns das bereits im Kapitel iiber Gruppen iiberlegt, das Argument fiir - ist
analog. Wir machen beides auf einmal:

Seien v,v',w,w’ € V mit [v] = /] und [w] = [w']. Dann ist v ~ ' und w ~ w’, also
v—V €U und w—w €U.
Da U CV ein Untervektorraum ist, folgt fiir o € K auch
v+aw)—( +aw') = v=V)+aw—w) e U

Es ist also
v+ow ~ v + oaw'

und somit [v+ ow] = [V + ow']. O
Die Dimensionsformel wird damit zu
Korollar 2.2. Es sei V ein Vektorraum und U C 'V ein Untervektorraum. Dann gilt
dim(V) = dim(U) +dim(V /U).

Beweis. Wir wenden die Dimensionsformel an auf p : V — V /U mit ker(p) = U
und im(p) =V /U. O

Homomorphismen von Quotientenvektorriumen in andere Vektorrdume kann
man mit folgender universeller Eigenschaft verstehen:

Satz 2.3 (Homomorphiesatz). Es sei

o V ein Vektorraum
o U CV ein Untervektorraum,
e f:V — W ein Homomorphismus mit U C ker(f).

Dann existiert genau ein Homomorphismus f :V /U — W mit f = fo p:

Ferner gilt:

o im(f)=im(7)
o f ist injektiv genau fiir U = ker(f).

Beweis. o Eindeutigkeit. Fiir jede Abbildung f mit f = fo p muf} gelten:

FOD) = F(p(v)) = (Fop)(v) =£().
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e Existenz. Umgekehrt wird durch
f: VU — W, P fv)
eine Abbildung mit f = f o p wohldefiniert:
Fiir [v] = V] istv—V € U C ker(f), also f(v) = f(V') wegen

FO) = F0V) = Flo—v)) = 0.

e Per Konstruktion ist im(f) = im(f).

e AufBerdem gilt

ker(f)

(W ev/u | F(p) =0}
(] eV/U | £(v) =0}
= (M eV/U|veker(f)}

und somit

ker(f) =0 <= Vv eker(f): ] =[0]inV/U
<~ Weker(f):veU
<~ ker(f)=U

O
Korollar 2.4. Jeder Homomorphismus f : V — W induziert einen Isomorphismus
£ V/ker(f) = im(f).

Beweis. Fiir U C ker(f) liefert der Homomorphiesatz:

v L .w
b
ViU —L im(f)

Wenn wir dabei U = ker(f) wiihlen, ist f injektiv, also ein Isomorphismus auf das
Bild. O

Eine weitere Folgerung aus dem Homomorphiesatz ist
Satz 2.5 (Isomorphiesétze). Sei V ein Vektorraum.

a) Fiir alle Untervektorriiume U, U’ CV hat man einen Isomorphismus

u/(unu’y = U+U") U



2 Quotientenrdaume und exakte Sequenzen 121
b) FiirU CU' CV hat man

v/u)/(U'JU) = VU
Beweis. Ubungsaufgabe. a

Fiir die Diskussion kommutativer Diagramme hilft

Definition 2.6. Eine Sequenz von Homomorphismen

Vi @ Vi _Ji Vi — -

heif3t

o an der i-ten Stelle exakt, wenn ker(f;) =im(fi_;) ist.

e exakt, wenn sie an der i-ten Stelle exakt ist fiir alle i.

Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz der Form

0-—v Loy Sy 4o

Die Exaktheit besagt in diesem Fall genau, dass f injektiv und g surjektiv ist und
dass auBerdem im(f) = ker(g) gilt.

Beispiel 2.7. Jeder Epimorphismus g : V — V" ist Teil der exakten Sequenz

0 — ker(g) L5V 55 v" 0

wobei f die Inklusionsabbildung ist. Ebenso ist jeder Monomorphismus f: V' — V
Teil der exakten Sequenz

0=V Lov Sy o0

wobei g die Quotientenabbildung ist. Allgemein passt jedes f € Homg (U, V) in die
exakte Sequenz

0 — ker(f) — U L5V — cok(f) — 0

fiir den Cokern cok(f) :=V /im(f). Wir kénnen diese exakte Sequenz zerlegen in
zwei kurze exakte Sequenzen des vorigen Typs:

0 —— ker(f) —— U —L— im(f) —— 0

0 —— im(f) —— V —— cok(f) —— 0
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Die erste dieser beiden Sequenzen kénnen wir nach dem Homomorphiesatz auch
verstehen als kurze exakte Sequenz zu einer Quotientenabbildung:

0 —— ker(f) — U —— U/ker(f) —— 0

TN

0 — ker(f) vt (f) — 0

Dabei ist f der von f induzierte Isomorphismus. Exakte Sequenzen verhalten sich
gut unter Dualitét:

Proposition 2.8. Eine Sequenz U N V 55 W st exak genau dann, wenn die
durch Dualisieren gewonnene folgende Sequenz exakt ist:

wr £y Ly
Beweis. Angenommen, es ist im(f) = ker(g). Dann ist insbesondere go f = 0 und
somit

[fog" = (gof) =
Also ist im(g*) C ker(f*). Zu zeigen bleibt die umgekehrte Inklusion. Sei also ¢ €
ker(f*), d.h. es sei @ € V* = Homg (V,K) mit

[ (@) == gof = 0.

Wir miissen zeigen, dass dann ¢ € im(g*) ist. Gesucht ist also ein y € W* =
Homg (W, K), sodass folgendes Diagramm kommutiert:

Wir betrachten zunichst den Spezialfall U = 0: In diesem Fall ist g injektiv und wir
konnen V C W als Untervektorraum auffassen. Wir wihlen ein Komplement dazu,
also

W =VaeWw.

Setze dann y(v+wy) := @(v) fiir v € V und w; € W. Zuriick zum allgemeinen
Fall: Wegen @ o f = 0istim(f) C ker(¢). Nach dem Homomorphiesatz faktorisiert
@ somit iiber cok(f) =V /im(f):
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U V —— cok(f) —— W
\ Ed

o9 v

K

Dabei ist g injektiv wegen ker(g) = im(f).Die Behauptung folgt also aus dem obi-
gen Spezialfall.

Wir haben insgesamt gezeigt: Wenn die Sequenz U L> V 55 W exakt ist, so
auch die duale Sequenz

wr £y Ly

Sei nun umgekehrt diese duale Sequenz exakt. Dann ist insbesondere
(gof)" = frog" =0
und hieraus folgt leicht
gof=0
(denn fiir go f # 0 wihle man eine beliebige von Null verschiedene Linearform auf

dem Bild im(go f) C W und setze diese nach dem vorigen Beweisschritt fort zu
einer Linearform y : W — K, dann ist (go f)*(y) # 0).

Es ist also im(f) C ker(g). Wenn diese Inklusion strikt ist, so gibt es eine von
Null verschiedene Linearform

¢: ker(g)/im(f) — K.

Durch Verketten mit der Quotientenabbildung erhalten wir eine Linearform auf dem
Unterraum ker(g) C V und konnen diese nach dem vorigen Beweisschritt fortsetzen
zu einer Linearform

¢o: V — K.

Per Konstruktion gilt dann @[ sy = 0 und @|yer(q) 7 0.Dann wiire aber ¢ € ker(f*)
und ¢ ¢ im(g*)! O

Korollar 2.9. Fiir lineare Abbildungen f gilt:

fistinjektiv <= f* ist surjektiv

fist surjektiv <= f* ist injektiv
Beweis. Man wihle U = 0 oder W = 0 in der Proposition. ad

Allgemeiner erhalten wir:
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Korollar 2.10. Fiir f € Homg (U,V) ist

Ker(f")
cok(f")

Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz

(cok(f))"
(ke (1)

-y
-y

0 —s ker(f) — U L5V — cok(f) — 0.

Nach der Proposition ist ihr Dual
0 —> (cok(f))" — v* L5 0" — (ker(f))" — 0

ebenfalls exakt, und es folgt die Behauptung. a

Die Dualitit zwischen Kern und Cokern hat eine ganz konkrete Bedeutung:

’

Wir hatten den Rang einer Matrix A € Mat(m x n, K) definiert als “Spaltenrang’

rk(A) := dimg (Spalten von A).

Ebenso hitten wir natiirlich auch den “Zeilenrang” betrachten konnen, also

rk(A") = dimg (Zeilen von A).

Tatsdchlich stimmen beide iiberein:
Korollar 2.11. Es ist rk(A) = rk(A").
Beweis. Betrachte f: K" — K™, f(v) = A-v und die duale Abbildung

1 K" — K, ff(w) = A

Es folgt
tk(A) = dimim(f) per Definition
= m —dimcok(f) wegen cok(f) := K™ /im(f)
= m — dimker(f*) wegen (cok(f))" ~ker(f™)
= dimim(f™) nach der Dimensionsformel
= rk(A") per Definition.0

Z.B. sind fiir quadratische Matrizen A € Mat(n X n, K) dquivalent:

e A ist invertierbar.

e Die Spalten von A sind linear unabhingig.
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e Die Zeilen von A sind linear unabhiingig.

Wir werden die Gleichheit von Zeilen- und Spaltenrang spiter noch auf andere
Weise im Kontext von Basiswechseln und dem Gauss-Algorithmus verstehen.

3 Abbildungsmatrizen zu verschiedenen Basen

Sei V ein Vektorraum iiber K mit dimg (V) < co. Wenn wir eine Basis % =
(v1,--.,vs) des Vektorraums V wihlen, konnen wir diesen mit dem Standardvek-
torraum identifizieren mit dem Isomorphismus

~

n
Py K'— V., (x1,....,%4) — Zx,-vi.
i=1

Die Kunst der linearen Algebra besteht darin, zu jedem durch lineare Daten gegebe-
nem Problem eine geschickte Basis %8 zu wihlen, worin das Problem trivial wird...
Dazu miissen wir gut zwischen Basen wechseln konnen!

Beispiel 3.1. Sei V = R? die reelle Ebene. Diese ist zwar selber bereits ein Stan-
dardvektorraum, aber wir vergessen das fiir einen Moment.

e Die Standardbasis & = (e, ey) liefert
Dy: RSV, (3) = (3),

also das Standardkoordinatensystem in der Ebene.
e Die Basis &7 = (e1,e] +e3) liefert

@, RSV, (D) e (";y).

dies ist ein schiefwinkliges Koordinatensystem:
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1 0y _ (a

a'(0)+b'(1) = (3)
1 1y _ (xty

(o) (1) = (V)

Allgemein sehen Koordinatentransformationen so aus:

P (,)

Py (y)

Definition 3.2. Der Basiswechsel zwischen zwei Basen &7, & des Vektorraumes V
ist der Automorphismus

Dy oz = @él o, € AMIK(KH)

im folgenden Diagramm:

Unter der kanonischen Identifikation Autg (K") = Gl,(K) entspricht dieser einer in-
vertierbaren Matrix, und wir schreiben auch @, 4 € Gl,(K) fiir diese Basiswech-
selmatrix.

Also ist @,/ 5 = zf. die Abbildungsmatrix zu f = idy, wobei wir hier im

Definitions- und Zielbereich der identischen Abbildung zwei verschiedene Basen
verwenden.

Beispiel 3.3. Es sei V = K" und fiir Z = (ey,...,e,) wihle man die Standardbasis.
Dann ist

o &y K" — V die Identitit,
o @, y(ei) = Py (e;) der i-te Vektor der Basis o7 .

Die Basiswechselmatrix von einer Basis &/ = (vy,...,v,) zur Standardbasis ist so-
mit die aus den Spaltenvektoren aus <7 gebildete Matrix

Py = (vi|-|va)
Beispiel 3.4. Sei V = R? mit der Standardbasis 2 = (e, e3).
e Fiir & = (v1,v2) mit v; = e und v, = e] + ¢; erhilt man

(PQ/"L@ = ((]) i) c Glz(R),

z.B. ist

S
X
N

/
I —
N~—
\
~~
o -
_—
N—
~~
oIl
—
Il
~~
= —
—
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e Fiir die Basis &/ = (vq,v,), die aus der Standardbasis durch Drehung um einen
Winkel ¢ € R entsteht, ist der Basiswechsel zuriick zur Standardbasis gegeben
durch die Drehmatrix

Doy p = (o8 "t € Gh(R).

?(813
o .coStj’
eSt'nT

Al

f

: L
“%'w)(Ja 4f

‘?(64)

Basiswechsel fiir lineare Abbildungen

Wir haben gesehen, wie man Koordinatensysteme auf einem Vektorraum be-
schreibt und wie man zwischen verschiedenen solchen hin- und herwechseln kann.

Wenden wir uns jetzt linearen Abbildungen f: V — W zu!

Hier haben wir es nicht mehr mit einem, sondern mit zwei Vektorrdumen zu tun
und miissen dementsprechend auch zwei Basen wihlen, eine im Definitions- und
eine im Zielbereich.

Fiir jede solche Wahl bekommen wir dann eine Beschreibung von linearen Ab-
bildungen durch Matrizen:
Zur Erinnerung. Es sei

e V ein Vektorraum mit einer Basis o7 = (vy,...,v,),

e W ein Vektorraum mit einer Basis 8 = (wy,...,wp).
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Fiir eine lineare Abbildung f : V — W bezeichnen wir dann mit

M%@(f) = @fa € Mat(mxn,K)

die Matrix zur linearen Abbildung qbggl o fo®, im folgenden Diagramm:

M 7
K" ,5(f) K

4",4( J{‘P«z

v— 1 w

Fiir die Verkettung von Abbildungsmatrizen gilt:

Lemma 3.5. Seien U —f> V 5 W zwei Homomorphismen endlichdimensionaler
Vektorrdume iiber K. Weiter seien

e ./ eine Basis von U
o B eine Basis von'V
e ¥ eine Basis von W

Dann ist
My s(gof) = Mpw(8) My 5(f).

Beweis. Per Definition von M, #(f) und My« (g) haben wir ein kommutatives
Diagramm

v—7L vy $ W
Dy Dy ]I’/
K" K" Kl
My 5(f) Mg (8)

und es folgt
Myg(gof) = P5lo(gof)o Py
= (@' ogody)o(P, o fody)
= My(8) My 5(f)
wie behauptet. a

Allgemeiner gilt fiir Abbildungsmatrizen bei Basiswechseln die folgende Trans-
formationsformel:
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Proposition 3.6. Sei f: V — W ein Homomorphismus endlichdimensionaler Vek-
torrdume iiber K. Weiter seien

o o, of zwei Basen vonV
o B, A zwei Basen von W

Dann gilt fiir die entsprechenden Abbildungsmatrizen:
My 5(f) = Pz My 2 (f) Poy o

= P, My (f) Poy

Beweis. Folgt aus dem kommutativen Diagramm

Ve—m—V —n—— s W e W
K" K" K™ KM
[e3] o ! M, Z/ Dy

oder aus dem vorigen Lemma mittels
My 5(f) = My g(idwo foidy)
= My »(idw) My g(f) Moy o (idy)
= Py p My 3 (f) P
O

In konkreten Rechnungen sind explizite Basiswechselmatrizen nicht immer no-
tig:

Beispiel 3.7. Sei f: V = R? — W = R? beziiglich der Standardbasen gegeben
durch Multiplikation mit
213
M = (4 3 7) ’

Wir méchten diese Abbildung nun beschreiben in den neuen Basen 7' = (v1,v2,v3)
von V und &' = (w1, wz) von W mit

= (= (o= ()om=) =0
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Eine kurze Rechnung zeigt

fvi) = wr,
f(VZ) = wp,
fvz) =0

Also wird die lineare Abbildung f :V — W in den Basen /' und %' beschrieben
durch
100

Upshot. Der richtige Basiswechsel bringt die Abbildung f in eine deutlich ein-
fachere Gestalt! Als nichstes wollen wir uns iiberlegen, dass so etwas immer geht.

Satz 3.8 (Struktursatz fiir lineare Abbildungen).

Sei f:V — W eine lineare Abbildung von Vektorraum endlicher Dimension.
Dann gibt es Basen </ und 9B, in denen die lineare Abbildung durch eine Blockma-
trix

r = dimim(f),
_ 1r><r Orxh . ST
My 5(f) = 00 mit b = dim(V) —r,
axr Yaxb .
a = dim(W)—r

gegeben ist. Dabei bezeichnet

1,x, € Mat(r x r,K) die Einheitsmatrix,
Oyx; € Mat(s xt,K) die Nullmatrix fiir s,t € N.

Achtung. Im Fall V = W miissen 2/ und 4 nicht gleich sein!
Beweis des Satzes.

e Wihle ein Komplement U C V mit V = U @ker(f) und Basen

(vi,...,v) vonU,
(Vrg1y---yvn)  vonker(f),
e Durch Vereinigung der beiden Basen erhalten wir eine Basis &/ = (vy,...,vy)

von V =U @ ker(f).

e Nach dem vorigen Kapitel ist f|y : U — im(f) ein Isomorphismus und bildet
also die gegebene Basis von U ab auf eine Basis

Wi,...owy) = (f(v1),...,f(v)) vonim(f).

e Nach dem Basisergidnzungssatz konnen wir die Basis des Bildes erginzen zu
einer Basis
B = (Wi,...,wp) vonW.
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e Per Konstruktion gilt

0 firi>r.

Flv) = {wi firi <r,

e Somit ist die Abbildung f : V — W in unseren Basen durch

Mﬂ7@(f) _ <1r><r Orxb)

Oa><r Oa><b

gegeben wie gewiinscht. a

Fiir Abbildungen von Standardvektorrdumen folgt:

Korollar 3.9. Fiir jede beliebige Matrix M € Mat(m x n,K) gibt es A € Gl,(K),
B € Gl,,(K) mit

B_lMA _ <1r><r Orxh)

Oaxr Oaxp
Dabeiistr =tk(M) unda=n—r,b=m—r.

Beweis. Betrachte f: K" — K™ mit f(v) = Mv. Im Satz ist dann &, gegeben durch
eine Matrix A € GI,,(K), und ®4 ist gegeben durch eine Matrix B € GI,,(K). O

Definition 3.10. Zwei Matrizen M, M’ € Mat(m X n,K) heiBen dquivalent, wenn es
B € Gly(K), A € GI,(K) gibt mit

B'MA = M.
Nach der obigen Diskussion sind fiir M, M’ € Mat(m X n,K) gleichbedeutend:

e Esistrk(M)=rk(M').
e Die Matrizen M und M’ sind iquivalent.
e Es gibt eine lineare Abbildung f: V — W mit

M =My 5(f) und M = My 5(f)

fiir geeignete Basen .7, &7’ von V und %, %' von W.

Slogan. Aquivalente Matrizen beschreiben dieselbe lineare Abbildung f:V —
W in verschiedenen Basen. Dabei diirfen

e die Basis o7 des Definitionsraums V
e die Basis 4 des Zielraums W

unabhingig voneinander gewihlt werden!

Im Fall von Endomorphismen mochten wir mehr:
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e HieristV=W
e Wir mochten dann &/ = 98 wihlen.

e Dies fiihrt auf einen viel feineren Begriff!

Definition 3.11. Zwei Matrizen M, M’ € Mat(n x n,K) heiBen éhnlich, wenn eine
invertierbare Matrix A € GI,(K) existiert mit

AT'MA =M.
Nach der obigen Diskussion sind fiir M, M’ € Mat(n X n,K) gleichbedeutend:

e Die Matrizen M und M’ sind &hnlich.
e Es gibt einen Endomorphismus f : V — V mit

M =My y(f) und M = My (f)
fiir geeignete Basen .7, &/’ von V.
Ahnliche Matrizen sind Aquivalent, aber nicht umgekehrt:

Beispiel 3.12. Jede invertierbare Matrix M € GI,,(K) ist dquivalent zur Einheitsma-
trix 1, denn

M=B'"1A fir A=M B=1.

Aber die einzige zur Einheitsmatrix dhnliche Matrix ist die Einheitsmatrix, denn
AV 1.A =1 fiiralle A € Gl,(K).

Das war klar, die Identitédtsabbildung idy : V — V wird in jeder Basis durch die
Einheitsmatrix dargestellt.

Beispiel 3.13. Jede Matrix M € Mat(n x n,K) ist nach dem Struktursatz fiir lineare
Abbildungen dquivalent zu einer Blockmatrix

1r><r Or><s . r= 1‘]((1‘4)7
P = mit .
Ogscr Ogxs s = dimker(M).
Sie ist jedoch dhnlich zu einer solchen Blockmatrix nur dann, wenn ein A € GI,,(K)
existiert mit M = A~!PA, und dann gilt
M-M=A""PAA'PA=A"'PPA=A""PA=M.

Das passiert nur dann, wenn M eine Projektion beschreibt:

Definition 3.14. Sei V ein Vektorraum iiber K.

Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiBit ein Projektor oder eine Projektionsab-
bildung, wenn er die folgenden dquivalenten Eigenschaften hat:
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a) Esist fof=f.
b) Es gibt einen Isomorphismus ¢ : V — Vi ®V, auf die direkte Summe zweier
Vektorrdume, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

v —1 vy

“’l J"’
viev, 2 viav,
(V17V2) — (V],O)

Beispiel 3.15. Fiir V = R? betrachte

f: V — V7 (x,y) — (%7%)

Hier ist

(fof)(xy) = f(2,52) = (52, 52) = f(x,y).

Fiir den Isomorphismus
o: V= ROR, (u,v) = (u+v,u—v)

gilt (@ o f)(x,y) = (x+,0):
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v—1 Ly

J° Je

RoR 2L RaR
Beweis der Aquivalenz von a) und b):

e b) = a): Klar wegen pr, opr| = pr,.
e a)= b): Fiir fo f = f betrachte man

oV — Vi == im(f), v f(v),
¢V — V5 = ker(f), v v—f(v),

wobei wir benutzen, dass v — f(v) € ker(f) ist, da nach Annahme gilt:

e Die linearen Abbildungen
oV — VoW, o(v) = (¢1(v), p2(v))
v: VeV, —V, W(V],Vz) = v+

sind dann zueinander inverse Isomorphismen:

e FiirveVist (yo@)(v) = @1(v) +¢2(v)
=f)+v-rf)

e Firv = f(u1) € Vi =im(f) und v, € V5 = ker(f) hat man
Jitva) = fv)+f(2) = f(f(w))+0 = v

und somit folgt (@ o y)(vy,v2) = (vi,v2). O

Il
<

4 Der Gauss-Algorithmus

Wie berechnet man konkret

e die Losungsmenge eines LGS?
e die Inverse einer invertierbaren Matrix?

e Basen von Untervektorrdumen eines Vektorraumes?
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e Basiswechsel S € GI,,(K),T € Gl,(K) mit

1r><r 0r><b
SMT =
(Oaxr 0a><b

fiir eine gegebene Matrix M € Mat(m x n,K)?
Beispiel 4.1. Wir suchen alle Losungen (x1,x2,x3,x4) € K* des folgenden LGS:

X1+ x4+ x3+ x4 =0
X1+ 2x + 3x3 +4xy
X1+ 2xp 4+ 3x3+5x4 =

(|
o o

Als Dimension des Losungsraums erwarten wir
# Variablen — #Gleichungen = 4 -3 = 1,
falls die Gleichungen voneinander unabhingig sind.

Um alle Losungen zu abzulesen, formen wir das LGS um:

Indem wir die erste Gleichung von der zweiten und dritten Gleichung subtrahie-
ren, erhalten wir das dquivalente LGS

X1+ x4+ x3+ x4 =0
xXp4+2x3+4+3x4 =0
Xo4+2x3+4x4 = 0

Wenn wir von der dritten so erhaltenen Gleichung noch die zweite abziehen, be-
kommen wir das zum vorigen dquivalente LGS in Zeilenstufenform:

X1+x+ x3+ x4 =0
Xy +2x3 4+ 3x4 =0
x4 =0

Daraus lassen sich alle Losungen direkt ablesen.
Noch einfacher wird es, wenn wir Vielfache der zweiten und dritten Zeile von
den jeweils vorigen Zeilen abziehen, um die Koeffizienten
zu Null zu machen:

X1 — X3 =0
Xy + 2x3 =
X4 = 0
Man nennt dies die Zeilenstufenform. In unserem Beispiel istx3 = A € K

frei wihlbar und wir lesen ab: Die Losungen des LGS sind genau die Vektoren
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X1 1
2= <—2> mit A € K.
3 1
X4 0

Das oben benutzte Verfahren der sukzessiven Vereinfachung durch Linearkom-
bination von Gleichungen funktioniert fiir alle LGS

anxy + apxy + -+ apxs = by

ax1xy + axnxy + - + ayx, = by

Am1X1 + amaX2 + -+ + AunXn = by,

und Sie kennen es vermutlich als Gauf3-Algorithmus.

Kompakter geht’s in Matrizenschreibweise:
Wir wollen alle Losungen x € K" von LGS

A-x =b mit A€ Mat(imxn,K), b e K"

finden. Jede Zeile von A entspricht einer Gleichung und daher schreiben wir

aiy -+ dip —a; —
A pr— fr—
aml *** Amn —am —
als Matrix von Zeilenvektoren a; = (a1, . ., din)-

Der GauB-Algorithmus beruht auf elementaren Umformungen auf den Zeilen
dieser Matrix.
Erinnerung. Fiir beliebige i, j ist die Elementarmatrix E;; definiert als die Matrix

0---0---0
Ej= 1010 < i-te Zeile
0---0---0
.T

Jj-te Spalte
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deren einziger von Null verschiedener Eintrag der Eintrag 1 an der Stelle (i, j) ist.
Jede beliebige Matrix schreibt sich als Linearkombination solcher Elementarmatri-
zen.

Bemerkung 4.2. Die Linksmultiplikation mit E;; ersetzt eine Matrix durch die Ma-
trix, deren i-te Zeile die j-ten Zeile der urspriinglichen Matrix ist und deren tibrige
Zeilen nur Nullen enthalten:

E,‘j~ —a; — = —aj— — 1
— a1 — —0—
Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Da sich jede Matrix als Linearkombination der E;; schreiben lésst, folgt: Fiir
S € Mat(l x m,K), A € Mat(m x n,K) sind die Zeilen von

S-A € Mat(l x n,K)

Linearkombinationen der Zeilen von A.

Slogan. Lineare Operationen auf den Zeilen einer Matrix sind gegeben durch
Linksmultiplikation mit einer Matrix!

Im Folgenden wollen wir die im Gauf3-Algorithmus benutzten sogenannten ele-
mentaren Umformungen vom Typ I - IV als Linksmultiplikation mit geeigneten Ma-
trizen schreiben.

Typ 1. Man multipliziere eine beliebig gewihlte Zeile von A mit einem Skalar
o e K*=K\{0}:

—da] — —da|] —
—ai— | = | —o-aq— | +— Zeilei
—ay — —ay —
In Matrixnotation:
A Si(a)-A

mit der Matrix S;(a) =1+ (ot — 1)E; € Gl (K).
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Typ II. Man addiere zu einer beliebigen Zeile von A eine andere hinzu,

—ai— | = | —ait+a;— | — Zeilei
—am — —am —

wobei i # j sei. In Matrixnotation:
A— S j'A

mit der Matrix S;; = 1+ E;; € Gl,,(K).
Kombination dieser beiden Umformungen liefert:

Typ III. Man addiere zu einer Zeile von A ein Vielfaches einer anderen hinzu,

—ai— | = | —ait+oa;— | < Zeilei
_am_ _am_

mit i # jund a € K\ {0}. Dies ist die Linksmultiplikation mit

Sij(Ot) = 1+0akE;; = Sj(OCil)-S,'j'Sj(OC) € Gl (K).

Typ IV. Man vertausche zwei Zeilen von A miteinander:

—ai— —aj— | «— Zeilei

+—— Zeile j

Dies ist die Linksmultiplikation mit

Tij := 1+ E;j+Eji—E;i —Ej; € Glu(K).
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Satz 4.3. Jede Matrix A € Mat(m x n,K) ldsst sich mit einer Folge von obigen
elementaren Zeilenumformungen auf eine sogenannte reduzierte Zeilenstufenform
bringen:

Es gibt ein Produkt S € Gl,,(K) von Matrizen vom Typ I - IV mit

Tokevosk Qskevosk Qskevoskooe Oskernx
Dskeoosk Qseroskooe Oskenosk
Lskeeosk oon Oskerex

SA =

wobei alle nicht bezeichneten Stellen der Matrix Null sind und die Sterne x fiir
beliebige Matrixeintrdiige stehen.

Beispiel 4.4. Das zu Beginn mit dem Gauf3-Algorithmus umgeformte LGS

X1 — X3 =0
X2 + 2x3 =
X4 = 0
hat die Koeffizientenmatrix
10-10
SA = 1 20
1
Diese hat Zeilenstufenform, wobei die in der dritten Spalte stehenden

Eintrdge —1 und 2 genau den Sternen * in der Notation der vorigen Folie entspre-
chen.

Beweis des Satzes. Sei A = (g;;), o0BdA A # 0.

e Wihle j minimal, sodass ein i existiert mit a;; # 0.
e Nach Vertauschen der ersten und i-ten Zeile ist ajj 7# 0.
e Multiplikation der ersten Zeile mit 1/, liefert dann die folgende Matrix:

00y * - *
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e Wir subtrahieren nun sukzessive fiir i = 2,3,...,m von der i-ten Zeile das a;;-
fache der ersten Zeile.

e Wir erhalten eine Blockmatrix folgender Form:

e Durch Zeilenoperationen auf den letzten m — 1 Zeilen wird diese Blockstruktur
nicht zerstort.

e Per Induktion kénnen wir durch solche Zeilenoperationen den rechten unteren
Block in Zeilenstufenform bringen.

e Wir erhalten dann insgesamt eine Zeilenstufenform

oy

e Fiir die reduzierte Zeilenstufenform wollen wir alle zu Null machen.

e Dazu subtrahieren wir einfach sukzessive fiir i = 2,3, ... Vielfache der i-ten Zeile
von den vorigen Zeilen. a

Die Losungsmenge unseres LGS édndert das nicht:
Lemma 4.5. Seien b € K™ und A € Mat(m x n,K). Dann ist
ZL(A,b) = L(SA,Sb) fiir alle S € Gl (K).
Beweis. Es gilt
xe L(Ab) < Ax=0b

< S-(Ax)=S-b

<~ (SA)-x=S-b

<= x € Z(SA,SD)
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Es geniigt also, LGS in Zeilenstufenform zu betrachten.

Der Einfachheit halber numerieren wir unsere Variablen noch um, d.h. wir ver-
tauschen einige Matrixspalten, sodass die Stufen auf der Diagonalen liegen. Aus SA
wird dann eine Matrix

>

I

—_

X e
*

wobei wieder alle weifien Eintrage Null sind.
Nun lassen sich alle Losungen des LGS Ax = b ablesen:

e Sei r die Anzahl der Einsen auf der Diagonale.

e Losungen kann es nur geben, wenn die letzten m — r Eintrige des Vektors b =
(b1,...,by) verschwinden.

e Wir konnen dann x,1,...,x, beliebig wihlen.

e Die verbleibenden Variablen x1,...,x, ergeben sich dann aus
X1 = by —cCipr1X041 — 0 — ClaXn,
Xr = by —Crri1Xr41 — 00 — CruXn,

fir A = (c;;). In Matrixnotation:

Lemma 4.6. Sei r < min{m,n} die Linge des linken oberen Blocks in

~ 1/C
A= <0 O) € Mat(m x n,K).

Fiir Spaltenvektoren b = (’:) mitu € K" undv € K" gilt:

o Im Fall v # 0 hat Ax = b keine Lisungen.

e Im Fall v =0 sind die Losungen von Ax = b genau die Vektoren
x= (Z) €K' mitze K" "undy=u—Cz.

Beweis. Indem wir Spaltenvektoren x € K" = K" @ K"~" in die ersten r und die
iibrigen Komponenten aufteilen, konnen wir
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x = ()z) mit yeK" und zeK""

schreiben. Dann gilt

~ (1 C) (y) (1~y+C-z) (y+C~Z)
Ax = . = = )
00 z 0 0
Das lineare Gleichungssystem A - x = b ist damit dquivalent zu folgendem System
in oberer Dreiecksform:

y+C-z=u
0=v

Wir erhalten den GauB-Algorithmus:

Seien A € Mat(m x n,K) und b € K™ gegeben.

e Bilde die Matrix (A | b) € Mat(m x (n+1),K).
e Bringe diese mit elementaren Zeilentransformationen in die Form (A | b) mit
A € Mat(m x n,K) in reduzierter Zeilenstufenform, wie oben beschrieben.

e Numeriere die Variablen (und damit die Matrixspalten) so um, dass gilt:

- (4f5):

e Lese .Z(A,b) aus dem vorigen Lemma ab.

e Mache die Umnumerierung der Variablen riickgingig.

Fiir inhomogene lineare Gleichungssysteme zeigt der Algorithmus insbesondere,
ob es liberhaupt Losungen gibt:

Beispiel 4.7. Wir betrachten das LGS

X1 +x2+x3+x4 =
X1+ 2xp 4+ 3x3 +4x4
3x1 +4xy 4+ 5x3+6x4 = 39

Il
[

iiber einem beliebigen Korper K. Wir schreiben dabei kurz

1 := 1 € K,
2 = lg+1gx € K,

n:= lg+---+1g € K.
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1 1111
2 ~> 0123
9 0123

Der GauB3-Algorithmus liefert:

1111
1234
3456

[

Somit gilt:

Das LGS ist16sbar <— 35=0in K
<= char(K) € {5,7}

Denn fiir n € Z ist n = 0 in K genau dann, wenn n teilbar ist durch die Charakteristik
char(K) € {0} U{Primzahlen}.

Sei jetzt char(K) € {5,7}. Zum direkten Ablesen der Losung transformieren wir
weiter auf reduzierte Zeilenstufenform:

0

1

0

1 10-1-2
1 ~ 01 2 3
0 00 0 O

Wir erhalten somit sdmtliche Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssys-
tems in der Form

x| A2u 0 1 2
X2 . 1-2A-3u 1 -2 -3
x| y) I +4 1 TH 0
X4 s 0 0 1

mit beliebigen Parametern A, u € K.
Was der GauBi-Algorithmus noch alles kann:

Berechnen von

e Zeilen- und Spaltenrang

e Basen von Unterrdumen aus Gleichungen
e Basen von Unterrdumen aus Erzeugern

e Inversen Matrizen

e Basiswechsel zu linearen Abbildungen

Anwendung 1: Zeilen- und Spaltenrang

Fiir A € Mat(m x n,K) betrachte das LGS Ax = 0.
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Der Zeilenrang
rk,(A) = dim (Zeilen von A)

sagt, wieviele “unabhdingige Gleichungen” das LGS hat.
Der Spaltenrang ist
tks(A) = dim(Spalten von A) = dimim(A)
= n—dimker(A)
= n—dim.Z(A,0),

ist also gleich der “Kodimension” der Losungsmenge.

Aus Dualitit haben wir
tk,(A) = rks(A)

gefolgert. Wir erhalten nun einen alternativen Beweis:

Fiir Matrizen in Zeilenstufenform ist dies klar, es geniigt daher zu zeigen, dass
tk,(A) und rks(A) invariant sind unter Linksmultiplikation mit invertierbaren
Matrizen.

Fiir S € Gl,,(K) ist im(A) — im(SA),v — Sv ein Isomorphismus. Da der Spal-
tenrang die Dimension des Bildes ist, folgt wie gewiinscht rks(A) = rks(SA).

Andererseits ist jede Zeile von SA Linearkombination von Zeilen von A. Wir
wissen somit rk, (SA) < rk,(A) und aus Symmetriegriinden folgt Gleichheit. O

Anwendung 2: Basen von Untervektorrdumen
Man kann Untervektorrdaume U C K" auf verschiedene Arten angeben:

Implizit durch lineare Gleichungen, z.B.

X
U= {(g) ek’ ‘x+y+z+W=x+2y+3Z+4W:O}~

w

Explizit durch Erzeugersysteme, z.B.

U = {((1,0,1,1),(2,1,0,1),(4,1,2,3)) c K*.

In beiden Fillen liefert der GauB3-Algorithmus ein Rezept zur Berechnung einer
Basis des Untervektorraumes:

In der impliziten Definition ist der Untervektorraum als Kern einer Matrix gege-

ben.

Beispiel 4.8. Man betrachte den Kern U = ker(A) C K* der Matrix

1111
A= (1234)'



4 Der Gauss-Algorithmus 145

Der Gauf3-Algorithmus ergibt:
1111 1111
VNS
1234 0123
10—-1-2
01 2 3

Da der Kern einer Matrix durch Zeilentransformationen nicht verindert wird,

folgt
10-1-2
ker(A) = ker (0 | 2 3>.

Nun ldsst sich leicht eine Basis des Kerns ablesen, z.B. (vy,v2) mit

1 2
-2 -3
0 1

Ein allgemeines Rezept formulieren wir der Einfachheit halber nach einer Um-

numerierung der Variablen, welche die Stufen unserer Zeilenstufenform an den An-
fang bringt:

Korollar 4.9. Sei A durch elementare Zeilentransformationen iiberfiihrbar in die
Gestalt

A= ((1) g) mit  C = (c;j) € Mat(r x (n—r),K).

Dann besitzt ker(A) = ker(A) eine Basis (vy,...,v,_,) aus den Vektoren

—cli

—Cri
0
Vi = .
1 < r+i
0
Beweis. Klar nach unserer Diskussion linearer Gleichungssysteme. ad

In der expliziten Definition eines Unterraumes U C K" wird dieser gegeben als
Aufspann
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U = (w1, tim)

einer Familie von Vektoren. Man schreibe dann diese Vektoren als Zeilenvektoren

und bilde die aus diesen Zeilen bestehende Matrix

— Uy —

Wir erinnern uns nun an die folgende Beobachtung, die wir bereits beim Beweis von
rk,(A) = rks(A) benutzt haben:

Bemerkung 4.10. Die lineare Hiille der Zeilen einer Matrix ist invariant unter ele-
mentaren Zeilentransformationen.

Beweis. Sei A € Mat(m x n,K) und S € Gl,,(K). Die Zeilen der Matrix SA sind
Linearkombinationen der Zeilen von A, also gilt

<Zeilen von SA> - <Zeilen von A>.

Aber da S invertierbar ist, ist die Situation symmetrisch und somit folgt, dass die
Inklusion eine Gleichheit sein muf3. a

Korollar 4.11. Sei U C K" der Untervektorraum, der von den Zeilen einer Matrix
A € Mat(m x n,K)

erzeugt wird. Durch Zeilentransformationen werde A in eine Zeilenstufenform A €
Mat(m x n,K) mit genau r von Null verschiedenen Zeilen iiberfiihrt. Dann hat der
Unterraum U die Basis (vi,...,v,) mit

v; = I-te Zeile von A.

Beweis. Nach der vorigen Bemerkung wird U erzeugt von den Zeilen von A. Die
von Null verschiedenen Zeilen einer Matrix in Zeilenstufenform sind aber offen-
sichtlich linear unabhingig und somit eine Basis ihrer linearen Hiille. ad

Beispiel 4.12. Fiir den Untervektorraum
U = {(1,0,1,1),(2,1,0,1),(4,1,2,3)) C K*

liefert der Gaul3-Algorithmus

1011 10 1 1 10 1 1
2101 ~» (01 -2—-1]) ~» [0O1-2-1
4123 01-2-1 00 0 O
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Folglich hat U die Basis (v, v,) bestehend aus den beiden Zeilenvektoren

V1 = (1707 17 1)7
vy = (0,1,-2, 1),

Anwendung 3: Invertieren von Matrizen

Gegeben sei eine quadratische Matrix A € Mat(n x n,K).

Als Anwendung der Dimensionsformel hatten wir gesehen, dass folgende Bedin-
gungen dquivalent sind:

e A ist invertierbar.
o rk(A) =n.
e ker(A) ={0}.

Der Gauf3-Algorithmus kann nicht nur nachpriifen, ob diese Bedingungen erfiillt
sind, sondern er liefert im invertierbaren Fall die inverse Matrix A~ € GI,,(K) gleich
mit:

Algorithmus zur Berechnung inverser Matrizen

Sei A € Mat(n x n,K) gegeben.

e Bilde die Matrix M = (A | 1) € Mat(n X 2n,K).

e Bringe diese durch elementare Zeilentransformationen in die Gestalt

(A|B) mit A inreduzierte Zeilenstufenform.

o Entweder ist tk(A) < n und dann ist A nicht invertierbar.
e Oderrk(A) =n.DannistA=1und A~! = B.

Beweis. Sei S € GI,(K) mit SA = A in reduzierter Zeilenstufenform. Da S inver-
tierbar ist, gilt rk(A) = rk(A). Im Fall rk(A) < n ist somit A nicht invertierbar. Im
Fall rk(A) = n ist andererseits A eine invertierbare quadratische Matrix in reduzier-
ter Zeilenstufenform, die einzige solche ist die Einheitsmatrix A =1. In diesem Fall
gilt also

(1[B) = (A|B) = S-(4]1) = (SA|S).

Hieraus folgt blockweise SA =1 und B = S. a

Beispiel 4.13. Fiir welche A € R ist in Mat(3 x 3,R) die Matrix
120
A=1134
142

invertierbar, und wie sieht dann die inverse Matrix aus?
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Der Gauss-Algorithmus liefert:

120100
134010 | ~
142|001

>
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1200 100
014-110
02A|—-101
12 0 1 00
01 4/-1 10
00A—-8] 1-21

Dies zeigt schon, dass A invertierbar ist genau fiir A # 8. Die weitere Rechnung
machen wir hier aus Bequemlichkeit nur im Fall A = 9:

120/ 1 00
014/—1 10
001| 1-21
1200 1 0 O
~ | 010/—-5 9 -4
001 1-2 1
100[11 —-18 8
~ | 010/-5 9-4
001 1 -2 1
Somit ist
120\ " 1118 8
134 =1-5 9-4
149 1 -2 1
Wer’s nicht glaubt, rechne nach:
120 11 —18 8 100
134 -5 94| =1(010
149 1 -2 1 001

Warum immer nur Zeilen?

Da wir unsere Variablen beibehalten wollten, haben wir nur Zeilentransforma-
tionen benutzt und diese beschrieben durch Linksmultiplikation M +— S - M mit
S € Gly(K).

Analog kann man Spaltentransformationen nutzen, diese sind Rechtsmultiplika-
tionM— M-T mit T € Gl,(K).

Dann formt man nicht nur die Gleichungen des LGS um, sondern transformiert
auch die Variablen. Man erhilt so erneut den Struktursatz fiir lineare Abbildun-
gen:
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Korollar 4.14. Jede Matrix M € Mat(m x n,K) liisst sich durch elementare Zeilen-
transformationen und anschlieflende elementare Spaltentransformationen auf die

Form
1 0,%p
SMT — rXr rx
(Oaxr 0a><h>

bringen. Dabei entspricht

o S € Gly(K) den Zeilenumformungen,
e T € Gl,(K) den Spaltenumformungen.

Beweis. Der GauB-Algorithmus berechnet ein S € Gl,,,(K), sodass SM in Zeilenstu-
fenform ist. Durch Anwenden von Spaltentransformationen konnen wir diese weiter
umformen zu einer Matrix der gewiinschten Form, diese schreibt sich somit als SMT
mit T € GI,(K). a

5 Der Satz von Skolem-Noether

Die Elementarmatrizen E;; sind nicht nur zum Rechnen gut, sondern auch fiir theo-
retische Argumente. Wir betrachten als Beispiel Automorphismen der K-Algebra
R =Endk(V). Zur Erinnerung:

e Eine K-Algebra ist ein Ring (R, +,-), der zudem auch ein Vektorraum iiber K ist,
sodass die Multiplikation des Ringes mit der Skalarmultiplikation vertréglich ist:

VacK Vf,geR: a(f-g) = (af)-g = f-(ag)

e Ein Isomorphismus einer solchen K-Algebra R und S ist eine Bijektion ¢ : R — S,
die ein Homomorphismus sowohl von Ringen als auch von Vektorrdumen ist.
e Im Fall R = § nennen wir ¢ einen Automorphismus.

Beispiel 5.1. Sei V ein Vektorraum tiber K. Dann ist
R := Endg(V)

eine K-Algebra mit der punktweisen Vektorraumstruktur und der Verkettung von
Endomorphismen als Produkt. Diese ist fiir dim(V') = n isomorph zur Matrixalgebra
Mat(n x n,K).

Jedes A € Autg (V) liefert einen Automorphismus

@a: Endg(V) = Endg(V), f — AofoA!
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Solche durch Konjugation mit einem invertierbaren Element einer gegebenen K-
Algebra definierte Automorphismen nennt man auch innere Automorphismen der
K-Algebra.

Wir wollen fiir dimg (V') < oo zeigen:

Jeder Automorphismus der K-Algebra Endg (V) sieht so aus!
OBdA sei V = K" und somit Endg (V) = Mat(n x n,K).

Slogan. Jeder Automorphismus der Matrizenalgebra ist gegeben durch Konjuga-
tion mit einer invertierbaren Matrix!

Beispiel 5.2. Die Abbildung

@: Mat(2x2,K) — Mat(2x 2,K), (‘C’ Z) — (Z Z)
ist ein Automorphismus der K-Algebra Mat(2 x 2,K)...

Das kann man von Hand nachrechnen: Die K-Linearitit ist klar, und Kompatibi-
litdt mit Produkten folgt aus

ab\ (db\) _ ad’ +bc’ ab' + bd'

Pl ca cd = (e +dc' cb' +dd
cb' +dd cd +dc’
ab' +bd' ad' + bc'

~(50) ()
“o((c0)) +((2)

Aber diese Rechnung kann man sich sparen, es ist ¢ = ¢4 die Konjugation mit der
Matrix

A=A""= ((1) é) € Gh(K).

Denn Linksmultiplikation mit A vertauscht die Zeilen, und
vertauscht die Spalten einer Matrix:

(e) = (70) (22
- (o) (¢2)
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Satz 5.3 (Skolem-Noether). Zu jedem Automorphismus

¢: Mat(nxn,K)— Mat(n x n,K)
von K-Algebren gibt es eine Matrix A € Gl,(K) mit @ = @4.

Beweis. Die Beweisidee ist einfach: Wenn es so ein A gibt, gilt fiir die Vektoren
vy := Aey, jedenfalls

(p(El‘j) V= AE,‘in1 -Aey
= A-Ejj-e
= Sk Aei = v
und ¢ ist dadurch eindeutig bestimmt. Wir werden umgekehrt eine Basis von Vek-

toren v; mit obiger Eigenschaft finden, und zeigen, dass die aus diesen Vektoren
gebildete Matrix A das Gewiinschte leistet.

Hierzu miissen wir zunéchst die Basisvektoren konstruieren. Sei Fj; := @(E;;) €
Mat(n x n,K). Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, gilt

Fij-Fq = @(Eij-Eq) = @(SuEin) = SuFy.

Wir wihlen nun u € K" mit Fi; -u # 0 (das geht wegen Fi; # 0). Die Vektoren
vy := Fy - u haben die gewiinschte Eigenschaft:

QO(Eij)-vk = Fj-v
= Fj-Fa-u
= G- Fir-u = Sj-vi.

Zu zeigen bleibt, dass die so konstruierten Vektoren vy,...,v, eine Basis von K"
bilden. Da es sich um die richtige Anzahl von Vektoren handelt, geniigt es, die
lineare Unabhingigkeit nachzupriifen. Angenommen, es ist

n
0= Zakvk fur Skalare «;,...,0, € K.
k=1

Multiplikation mit der Matrix Fj; liefert

0=

n n
o Frivp = Oy Fri-Fri-u
k=1 k=1

n
= Y o8- Fiiou = oi-Fiu
=1

und somit o; = 0, da per Konstruktion Fjju # 0 ist. Also sind die Vektoren linear
unabhingig und bilden somit eine Basis.
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Als nichstes konstruieren wir die Matrix A. Nach dem vorigen Beweisschritt ist
die aus den Spalten vy, ..., v, gebildete Matrix

A = (vl,...,v,,) S Gln(K)

Dann gilt
(O (E,'j) Vg = AE,'inl -Aey (wegen v, = Aey)
= k- Vi (siehe Beweisidee)
= @(Ejj) - vk (nach Beweisschritt I)

und somit ¢ = @4 wie behauptet. O



Kapitel V
Die Determinante

Zusammenfassung Die Berechnung von Flidcheninhalten von Parallelogrammen
und Volumina von Parallelotopen fiihrt in natiirlicher Weise auf Determinanten. Wir
werden in diesem Kapitel sehen, wie allgemein die Determinante von n Vektoren
in K" durch die Leibniz-Formel definiert werden kann als alternierende Summe mit
Vorzeichen, die durch das Signum von Permutationen gegeben sind. Nach einigen
Beispielen von Determinanten spezieller Form werden wir die Multiplikativitéit von
Determinanten fiir Produkte quadratischer Matrizen zeigen und uns iiberlegen, wie
man Determinanten leicht durch Entwickeln nach Zeilen oder Spalten berechnen
kann. Dabei werden wir nebenbei auch die Cramer’sche Formel fiir die Inverse einer
invertierbaren Matrix erhalten.

1 Motivation: Volumina

Die Abbildung zeigt das von Vektoren v,w € R? in der Ebene aufgespannte
Parallelogramm

Pvw) = {av—l—ﬁweRz |, B e[0,1]}.

Um seinen Flicheninhalt vol(v,w) zu berechnen, legen wir zunéchst den MaBstab
fest durch die Normierung, dass fiir das Einheitsquadrat gilt:

vol(ey,ex) = 1.

Ein Rechteck mit den Seitenlidngen a,b € R hat dann die Flache ab. Das ergibt sich
aus der Normierung fiir das Einheitsquadrat und der Skalierungseigenschaft, dass
fiir a,b € R gilt:

vol(av,bw) = ab-vol(v,w).

Man beachte, dass a,b € R negativ sein diirfen. Dazu wollen wir &?(v,w) nicht
einfach als Teilmenge der Ebene ansehen, sondern als orientierte Fldche mit einem

153
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w

Plo,w)

Abb. V.1 Ein Parallelogramm und eine reskalierte Version davon

je nach der Reihenfolge der Vektoren v,w positiven oder negativen Fldcheninhalt,
wobei gilt:

e vol(v,w) = —vol(w,v).

e Drehungen in der Ebene erhalten orientierte Fldchen.

e Achsenspiegelungen dndern das Vorzeichen von Flachen.

Die Abbildung [V.2) zeigt den Unterschied zwischen Drehungen und Spiegelungen;
uns geniigt hier vorerst folgende ad hoc Definition der Orientierung:

Definition 1.1. Sei o € R der Winkel zwischen v,w € R? im Gegenuhrzeigersinn,
dann ist das Vorzeichen des orientierten Volumens von 22 (v,w) definiert durch:

>0 fiirsin(a) > 0,
vol(v,w) ¢ <0 fiirsin(a) <0,
=0 fiirsin(a) =0.

& - Bl

/V

¥»

1©

>

O

Abb. V.2 Drehungen und Spiegelungen in der Ebene
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Aus obiger Definition folgt fiir v, w € R? unmittelbar:

e Esist vol(w,v) = —vol(v,w).
e Es gilt vol(v,w) # 0 genau dann, wenn die Vektoren v, w linear unabhingig sind.

Die zentrale Eigenschaft fiir die Berechnung des Volumens ist seine Invarianz unter
Scherungen: Das Cavalieri’sche Prinzip besagt

vol(vyw—+av) = vol(v,w) fiiralle o € R,

siehe Abbildung Allgemeiner gilt die Additivitdt: Fiir alle Vektoren u,v,w € R?
ist

vol(u+v,w) = vol(u,w)+vol(v,w),

vol(u,v+w) = vol(u,v)+vol(u,w).

Wenn man hier w = —v wihlt, sieht man, wozu orientierte Flichen gut sind.

W W o U

Abb. V.3 Das Cavalieri’sche Prinzip

Fiir beliebige Vektoren v = (vi,v2),w = (w1, w2) € R? in der Ebene erhalten wir
aus der obigen Diskussion:

vol(v,w) = vol(vie; +vyez, w) = Z vi-vol(e;, w)

i=1,2
= vi-vol(e;, wiey +waes)
i=1,.2
= vi-wj- vol(ej, ej) = viwy—vawi.
i=12 j=12 —
= j—ie{0,+1}

Die rechte Seite verdient einen eigenen Namen:
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Definition 1.2. Die Determinante einer quadratischen Matrix vom Format 2 x 2 mit
Spaltenvektoren v,w ist definiert als

det(v,w) := det <V w
2 W2

Vi W1> _
= V1w —VoaWwj.

Wenn man det(v, w) als Flidcheninhalt ansieht, ist klar:

Lemma 1.3. Fiir Vektoren v,w € K? sind diquivalent:

a) Die Vektoren u,v sind linear abhdngig.
b) Es ist det(v,w) = 0.

Beweis. Fiir o, € K mit av+ Bw =0 gilt

o -det(v,w) = det(ov+ Bw,w) = det(0,w) = 0,
B -det(v,w) = det(v,ov+ Bw) = det(v,0) = 0.

Im Fall det(v,w) # 0 folgt hieraus oc = B = 0, also sind in diesem Fall v und w linear
unabhiingig. Sei andererseits det(v,w) = 0. Per Definition der Determinante ist dann

. v w
viwy—vow; = 0 fiir v = (1>, w = ( l).
V2 wy

_ favi+Bwi) (O
av+fw = <OCVQ+[3W2> o <0>
fiir (et, B) = (w1, —v1) und auch fiir (o, ) = (wa, —v2). Dann kénnen v und w nicht
linear unabhiéngig sein. a

Somit folgt

Bei der Berechnung des Flicheninhaltes f : R? x R? — R, (v,w) = vol(v,w)
haben wir nur benutzt:

a) Multilinearitdt. Fir alle & € R und alle u, v, x € R? ist
fvyw+ax) = f(v,w)+af(vx),
f(V+ le,W) = f(V,W) +(Zf(x,w).

b) Antisymmetrie. Fiir v=w gilt f(v,w) = 0.
¢) Normierung. Die Standardbasis hat f(ej,ez) = 1.

Antisymmetrische Abbildungen werden auch als alternierend bezeichnet. Diese
Sprechweise erklirt sich aus der folgenden Beobachtung:

Bemerkung 1.4. Jede alternierende multilineare Funktion f in zwei Variablen er-
fullt

f(V,W) = —f(W, V)'
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Beweis. Es ist

= fv+wv+w) (alternierend)
Fov)+ fv,w) + f(w,v) + f(w,w) (multilinear)
= fv,w)+ f(w,v) (alternierend)
und somit f(w,v) = —f(v,w). O

Die obige Diskussion ist nicht auf Parallelogramme in der Ebene beschrinkt.
Dasselbe geht fiir das Volumen des von drei u,v,w € R? im Raum aufgespannten
Parallelotops

P(u,v,w) = {ou+Bv+yweR’ |a,B,ye[0,1]},

siehe Abbildung[V:4]

/ /P(M,V,w)

Abb. V.4 Ein Parallelotop in R3

Fiir f(u,v,w) = vol(u,v,w) gilt wieder:

a) Multilinearitdt. Fiir alle e € K und u,v,w,x € K* gilt

fluvw+ax) = fu,v,w)+of(u,v,x),
flu+ox,v,w) = f(u,v,w)+ o f(x,v,w).

b) Antisymmetrie. Wenn zwei der Vektoren u, v, w gleich sind, gilt
S(u,v,w) =0.

¢) Normierung. Die Standardbasis hat f(e;,ez,e3) = 1.
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Fiur
u=(ur,uz,u3), v=_(vi,v2,v3), w=(wy,wa,w3)

liefert die Multilinearitét

f(l/t,V,W) =

uif(ehvv W)

e

Il
=

|
'Mw
Mm

Il
—_
~.

Il
=

uivjf(eivejaw)

uiviwg - f(eiej,exr)
—_——
e {01}

Il
Mu
.Mw
Mu

Il
—_
~.

Il
—
~

Il

Die Antisymmetrie und die Normierung f(e1,ez,e3) = 1 zeigen ferner

+1 fiir i, j, k paarweise verschieden,
fleiejer) =
0 andernfalls,
und eine genauere Buchfiihrung der Vorzeichen liefert

flu,v,w) = wivows —uvaws — upviws + upv3wi +uzviwa — uzvawy.

Definition 1.5. Die rechte Seite heifit die Determinante der aus den drei Vektoren
gebildeten quadratischen Matrix und wir bezeichnen sie auch mit det(u, v, w).

Ebenso wie fiir den Fldcheninhalt von Parallelogrammen gilt fiir das Volumen
von Parallelotopen: Vektoren u,v,w € K> sind linear abhiingig genau fiir

det(u,v,w) = 0.

Aber von Hand ist das unangenehm nachzurechnen. Und wie geht es weiter fiir n
Vektoren in K"? Eine brutale Rechnung ist wenig erhellend, wir gehen geschickter
vor und vergessen erst einmal alle Koordinaten:

Definition 1.6. Sei V ein Vektorraum iiber K. Wir sagen, eine Abbildung

f: Vx.-.xV — K
N————

n Faktoren

sei multilinear, wenn sie linear in jeder Variablen ist, wenn also die Abbildungen
V — K, x'_>f(vla'“aviflvjﬁVi+17"'7vn)

fiir jedes i bei jeweils fest gewéhlten vy,...,vi_1,Vit+1,...,V, € V linear sind.
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Definition 1.7. Eine multilineare Abbildung f : V" — K heillt alternierend, wenn
gilt:

fOi,...,vy) = 0, fallsi# jexistieren mit v; = v;.
Fiir n = dimg V nennen wir eine alternierende multilineare Abbildung f: V" — K
auch kurz eine Determinantenfunktion auf dem Vektorraum.

Fiir V = R? haben wir uns bei der Betrachtung von Flicheninhalten iiberlegt,
dass es genau eine solche Determinantenfunktion mit f(e;,ez) = 1 gibt. Dasselbe
gilt in beliebiger Dimension. Die Vorzeichen werden dabei durch die symmetrische
Gruppe S,, gebindigt, dazu zunéchst einige Grundlagen iiber Permutationen.

2 ExKkurs zu Permutationen

Fiir Vektoren u,v,w € R hatten wir das orientierte Volumen f(u,v,w) = vol(u,v,w)
des von ihnen aufgespannten Parallelotops betrachtet (siche Abbildung[V.4). Wenn
wir die Vektoren als

u=(ur,uz,u3), v=_(vi,v2,v3), w=(wy,wa,w3)

schreiben, hatten wir uns tiberlegt:

fluvyw) = Y wivjwi- fleiejer) mit  fleiejer) € {0,£1}
ik

= +uUjvaw3 —uviwe — UpViw3 +Upv3wy + UzViwp — uzvowi

Wo kommen dabei die Vorzeichen auf der rechten Seite her? Da f eine alternierende
multilineare Funktion ist, gilt:

e Wenn wir zwei der Vektoren ¢;, ¢, e, vertauschen, dndert sich das Vorzeichen des
orientierten Volumens.

e Also ist f(ej,ej,ex) # 0 nur dann, wenn i, j,k paarweise verschieden sind, und
dann konnen wir den Wert durch sukzessive Vertauschungen zuriickfiihren auf
den aus unserer Normierung bekannten Wert f(ej,es,e3) = 1.

Das erklirt alle Vorzeichen in det(u,v,w). Wir kénnen ebenso vorgehen, um die
Determinante von n Vektoren in K" zu definieren fiir beliebiges n € N. Aber dabei
sollten wir uns iiber die Wohldefiniertheit Gedanken machen. Schon fiir n = 3 gibt
es viele Wege nach Rom:

o flez,e3,e1) = —flez,e1,e3) = fler,e2,e3) = 1,
o fler,e3,e1) =—f(e1,e3,e2) = fler,e2,e3) =1,
o flex,e3,e1) = —f(e3,e2,e1) = fe3,er,e2) = —fler,e3,e2) = f(er,e2,e3) =1,
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etc. Warum ist das am Ende erhaltene Vorzeichen immer dasselbe? Beim Umordnen
von Indices hilft uns die symmetrische Gruppe

G, = {bﬁekﬁveAbbﬂdungm1a:{lr.”n}—+{1“.wn}}.

Die Elemente dieser Gruppe heilen Permutationen. Wir schreiben

o = (12”) 66)1
ll l2 --.ln

fiir die Permutation o : {1,...,n} — {1,...,n},v —iy.

Beispiel 2.1. Die Permutation

oo 123456\ _ o
~ (231654 6

ist gegeben durch (1) =2,06(2) =3,0(3) =1,0(4) =6,06(5) =5,0(6) =4.
Permutationen kann man miteinander verkniipfen:

Definition 2.2. Fiir 6,7 € &, definieren wir 607 € &,, durch (60 7)(i) := o (7(i)).

Auch wenn unsere Notation fiir Permutationen aussieht wie eine 2 x n Matrix, hat
das Produkt von Permutationen nichts mit dem Matrizenprodukt zu tun. Letzteres
ware fiir n # 2 aus Formatgriinden auch gar nicht definiert. Die Verkniipfung o liefert
eine Gruppenstruktur auf G,, mit neutralem Element

. 12.---n
ld_ (12...n> €6n

Diese Gruppe ist fiir n > 3 nicht abelsch:

o (123 (123} L&
“\132)""\231 3
sor— (123} (123 _ (123

~—\132 231) ~ \321)°
coo - (123), (123 _ (123
~ (231 132) — \213

Lemma 2.4. Die Gruppe G,, besteht aus n! Elementen.

Beispiel 2.3. Fiir

berechnet man
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Beweis. Die Permutationen in &, sind genau die bijektiven Abbildungen

o: {l1,....n} — {1,...,n}.
Um eine solche festzulegen, hat man fiir

e o(1) genau n Wahlmoglichkeiten,
e 0(2) dann noch n — 1 Wahlméglichkeiten,
e 0(3) dann noch n — 2 Wahlméglichkeiten, ...

Insgesamt also n! = [];_, j Wahlmdglichkeiten. a

Ein Gefiihl fiir die Groe symmetrischer Gruppen vermittelt die folgende Tabel-
le:

nn!'=1-2-3---n
1 1
2 2
3 6
4 24
5 120
60 ~ 8 x 108

Zum Vergleich: Die Zahl von Atomen im beobachtbaren Universum schitzt man
grob auf 108 (die sogenannte Eddington-Zahl). Die Gruppe Gg hat also bereits
mehr Elemente, als es Atome im beobachtbaren Universum gibt! Trotzdem konnen
wir mit symmetrischen Gruppen auch in dieser Groenordnung durchaus bequem
rechnen. Wir miissen es blo3 geschickt anfangen und beginnen dabei mit der Ver-
tauschung von zwei Indices:

Beispiel 2.5. Fiirn =3 und i, j,k € {1,2,3} paarweise verschieden gilt

123) _ (123} (123
jik) = \ijk)"\213

Definition 2.6. Eine Transposition ist eine Permutation, die zwei Indices miteinan-
der vertauscht und die iibrigen Indices nicht veréndert. Fiir i # j bezeichnen wir mit
7;; € &, die Transposition mit

j fiirk=i,
Tij(k) == Qi firk=j,
k sonst.

Die sukzessiven Vertauschungen von Indices beim Berechnen von det kann man
als Produkt von Transpositionen sehen:
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Beispiel 2.7. Fiir det(es,e3,e1) = +1 hatten wir viele Wege nach Rom gefunden.
Diese schreiben sich nun als

123
(2 31 = T120T3 = T30T|3 = T30 T|20T30T]2.

Wir wollen zeigen:

e FEine solche Zerlegung in Transpositionen gibt es fiir jede beliebige Permutation
ccG,.

e Ob die Anzahl von Faktoren gerade oder ungerade ist, hingt dabei nur von der
Permutation o ab.

Fangen wir mit dem ersten Teil an:

Satz 2.8. Jede Permutation o € &, ldsst sich schreiben als ein Produkt von Trans-
positionen.

Beweis. Fiir 0 = id kann man das leere Produkt nehmen, das per Konvention das
neutrale Element ist. Sei jetzt also o # id. In diesem Fall konnen wir den kleinsten
Index betrachten, der von ¢ bewegt wird. Wir setzen

i := min{k |o(k) Ak} und j := o(i).

Wegen o (k) =k fiir k=1,...,i— 1 ist hierbei j > i. Sei T = 7;; die Transposition,
die i und j vertauscht. Wir setzen 6 = 7o ¢. Dann gilt

tk) =k firk<i,

6(k) = t(ok)) =< t(j)=i firk=i,
xkxxk  furk > 0.

Im Fall 6 = id ist 0 = 7 und wir sind fertig. Andernfalls ist

i := min{k| 6(k) £k} > i.

Induktiv fortfahrend erhalten wir, dass & ein Produkt von Transpositionen ist. Dann
gilt dasselbe auch fiir ©. O

Kommen wir jetzt zu unserer zweiten Aufgabe: Wie sieht man, ob eine gerade
oder eine ungerade Anzahl von Transpositionen notig sind? Wir betrachten hierzu
o € G, als Funktion

o: {l,....n} — {1,...,n}.

Diese ist streng monoton wachsend nur fiir ¢ = id. Eine Vertauschung zweier be-
nachbarter Indices zerstort die Monotonie, aber nur an einer einzigen Stelle. Dies
fiithrt uns auf die Idee, die Komplexitit einer Permutation ¢ an ihren Abweichungen
von der Monotonie zu messen:
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Definition 2.9. Ein Fehlstand von ¢ € &,, ist ein Paar (i, j) mit
i<j aber o(i)>o()).
Das Signum von o ist definiert durch

+1 falls die Anzahl solcher FS gerade ist,

o) =
sgn(o) —1 falls die Anzahl solcher FS ungerade ist.

Man nennt o eine

o gerade Permutation im Fall sgn(c) = +1,

e ungerade Permutation im Fall sgn(c) = —1.

Beispiel 2.10. Sei n = 3.

o(1) > o(2),
. 6=<é?§> hat sgn(c) = —1: o(l) <o(3),
c(2) < o(3).
o(1) > o(2),
. G:(éi?) hat sgn(c) = —1: o(1)>o(3),
c(2) > o(3).
o(1) <o(2),
. o:(;gﬂ hat sgn(c) = +1: 4 o(1) > 6(3),
c(2) > oc(3).

Lemma 2.11. Jede Transposition T € &, hat sgn(t) = —1.

Beweis. Seien i < j die von 7 vertauschten Indices:

B R e NN
B O 2 B NS RO T I S I

Die Fehlstiande von 7 sind genau

e das Paar (i, j),
e die m Paare (i,k) miti < k < j,
o die m Paare (k, j) miti <k < j,
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wobei m = j—i— 1 ist. Insgesamt gibt es somit 2m + 1 Fehlstinde und das ist eine
ungerade Zahl. a

Lemma 2.12. Sei 6 € G,,. Dann gilt
sgn(o) = —

i<j J—1
Beweis. Die Permutation ¢ induziert eine Bijektion zwischen

o zweielementigen Teilmengen {i,j} C {1,...,n},
e zweielementigen Teilmengen {o(i),o(j)} C {1,...,n}.
Es gilt also
[1G-0==][](c())—0c()
i<j i<j
Auf der linken Seite sind alle Faktoren positiv, auf der rechten Seite trigt jeder
Fehlstand einen Faktor —1 bei. O

Dabei ist unwesentlich, dass das Produkt tiber i < j lduft:

Zusatz. Sei I C {1,...,n} x {1,...,n} eine Menge von Indexpaaren mit der Ei-
genschaft, dass durch (i, j) — {i, j} eine Bijektion zwischen

e der Menge von Paaren I und
o der Menge der zweielementigen Teilmengen von {1,... n}

gegeben ist. Dann gilt

Beweis. Analog zum Lemma. a

Satz 2.13. Es ist sgn : &, — {£1} ein Homomorphismus von Gruppen, d.h.
sgn(co1) = sgn(o)-sgn(t) fiiralle o,t € 6,.
Beweis. Wir benutzen das Lemma, erweitern den Bruch und ordnen um:

o(t(j)) —o(t(i)

sgn(coT) :H —
i<j J—!

_ o(t(j) —o(z(®) =(j) =)

_gl ©(j) — (i) ji ]

o(z(j))—o(z(@)) | T(j) — (i)
)
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Fiir die beiden Produkte auf der rechten Seite gilt:
e Das zweite Produkt ist nach dem Lemma
T(j)—7(
12250 one).
i<j J—!

e Fiir das erste Produkt verwenden wir den Zusatz zum Lemma mit der Indexmen-
gel={((i),7(j)) |i < j} und erhalten

1 o(t(j)) —o(z(i)
i<j 7( '
Insgesamt folgt damit die Behauptung. a

Korollar 2.14. Wenn eine Permutation ¢ € S, sich als ein Produkt von genau r
Transpositionen darstellen ldsst, ist ihr Signum

sgn(o) = (=1)".
Beweis. Sei 0 = 1) 0---0 1, mit Transpositionen 7; € S,,. Fiir Transpositionen ist
sgn(t;) = —L.
Da sgn ein Homomorphismus ist, folgt

sgn(tjo---01,)
= sgn(n) -sgn(r) = (~1)’

sgn(o)

wie behauptet. a

Korollar 2.15. Die Menge aller geraden Permutationen in S, bildet eine normale
Untergruppe. Wir bezeichnen diese als die alternierende Gruppe

Ay = {0 €S, |sgn(c)=+1} C &,.
Beweis. Per Definition ist 2(, = ker(sgn) C &, der Kern des Homomorphismus
sgn: 6, — {£l1},

und der Kern jedes Gruppenhomomorphismus ist eine normale Untergruppe (d.h. sta-
bil unter Konjugation). a

Unsere bisherige Notation fiir Permutationen ist nicht sehr praktisch. Kiirzer ist
die sogenannte Zykelnotation:

Definition 2.16. Ein Zykel der Liinge k (oder kurz k-Zykel) ist ein 0 € S, mit
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G(i]) = iz,
G(iz) = i3,
G(ik) = i],
wobei iy,...,i € {1,...,n} paarweise verschiedene Indices sind und

o(i) =i firalle i ¢ {i,...,ix} gilt
Wir schreiben fiir so einen Zykel kurz

o = (il,iz,...,ik) € 6,
T R TR A A
o = Lot )
12...l2 ~oal3 ..ollc..n

e Zykel der Linge 2 sind Transpositionen 7;; = (if).

statt

Beispielsweise gilt:

e In der symmetrischen Gruppe G3 ist

Q?Zf) = (123), (;?;) = (132), etc.

Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen und somit insbesondere
ein Produkt von Zykeln. Diese Zerlegung ist jedoch nicht eindeutig:

(2,3) = (1,3)0(1,2)0(1,3)
= (1,2

Die Zerlegungen auf der rechten Seite sind aber redundant:

Definition 2.17. Zwei Zykel

o 0=_i1,.-.,ix) ES,
L4 T:(jla"'mjl)eGn

heiBen disjunkt, wenn gilt: {i1,..., i} N {j1,...,ji1} = 2.
Wenn 0,7 € G, zwei disjunkte Zykel sind, gilt offenbar
00T = ToO.

Das ist aber die einzige verbleibende Ambivalenz:
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Satz 2.18. Jedes ¢ € S, ldsst sich schreiben als ein Produkt von paarweise dis-
Jjunkten Zykeln der Linge > 2, und diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig.

Beweis. Ubungsaufgabe! Fiir 6 € &, betrachte man die Untergruppe
H:={c"|neZ} C &,

und ihre “Orbiten” {h(i) |h€ H} C {1,...,n} fiir jeweils festes i., siche Abbil-

dung[V:5 0

2225 8N o (45 u)e (5
6:(32&465) ( )

Abb. V.5 Die Orbiten einer Permutation

3 Determinantenfunktionen

In den Definitionen [I.6| und [I.7] hatten wir die Begriffe einer multilinearen und al-
ternierenden Abbildung sowie einer Determinantenfunktion eingefiihrt. Die Nullab-
bildung ist immer multilinear, wir machen daher zunichst folgende

Definition 3.1. Eine multilineare Abbildung f : V" — K heilt nichttrivial, wenn
gilt:
A, ...,vn) €VYomit f(vi,...,vy) #0.

Beispiel 3.2. Auf V = R? ist der orientierte Flicheninhalt eine Determinantenfunk-
tion
froVxV — R, f((G1),(3)) = xiy2—xyi.

Satz 3.3. Sei V ein endlichdimensionaler VR iiber K. Dann gilt:

o FEs gibt eine nichttriviale Determinantenfunktion

A: V' — K mit n = dimgV.
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e Diese ist bis auf Multiplikation mit einer Konstanten eindeutig: Jede weitere De-
terminantenfunktion hat die Form

Fi,ov) = a-A(vi,...,vn)
fiir einen eindeutig bestimmten Skalar o = a(f) € K.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit: Sei f : V" — K eine
Determinantenfunktion. Wir wihlen eine Basis (ey,...,e,) von V. Um f(vi,...,v,)
fiir beliebige Vektoren vq,...,v, € V auszurechnen, schreiben wir diese Vektoren
zunichst als Linearkombination der Basisvektoren:

n
vj = Zaij-ei mit a;; € K.
j=1

Indem wir sukzessive die Multilinearitidt von f benutzen, erhalten wir

Svi,...yvn)

n
= Z ai, 1 f(ei,v2,.-.,vn)

=1

n n
Y Y aiaain flei e, )

i1=1ir=1

n n n
=Y Y Y aaannai,0 fle,. . e,)
n=lisml =1

Somit ist f durch die Werte f(e;,,...,e;,) festgelegt. Um diese Werte zu bestimmen,

benutzen wir, dass f alternierend ist: Es kann also hochstens dann f(e;,, ... ,e,)#0
gelten, wenn ¢;,, ..., e;, paarweise verschiedene Vektoren sind. Dies ist genau dann
der Fall, wenn das Tupel (i1,...,i,) aus (1,...,n) durch Umordnen entsteht, wenn
es also eine Permutation ¢ € G,, gibt mit

iy = o(v) fir v=1,..,n
Also ist eine alternierende Multilinearform f eindeutig bestimmt durch die Werte
f(G) = f(ec(l),...,ec(n)) fir o € G,.

Wenn man hier ¢ durch ¢ o 7 mit einer Transposition T ersetzt, werden zwei der
Variablen vertauscht und an den iibrigen &ndert sich nichts: Ist etwa T = 7;; mit

i # j, so gilt
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o(j) firk=i,
(cot)(k) = ¢ o(i) firk=j,
o(k) sonst.

Somit folgt
fleot) = —f(o).

Indem wir 0 € G, als Produkt von r Transpositionen schreiben und auf jede die-
ser Transpositionen die vorigen Bemerkung anwenden, erhalten wir mit sgn(c) =
(—1)" insgesamt

f(o) = sgn(o)- f(id).

Wenn wir dies einsetzen in die zu Beginn erhaltene Formel fiir beliebige Vektoren
vj = ajje; + - +apjey, erhalten wir

Fi,..v,) = det(A)- fler,...,e,)
mit der Determinante

det(A) := Y sgn(0)-ag(1y1 - ao(mn

ceS,

der Koeffizientenmatrix A = (a;;) € Mat(n x n,K).

Statt f konnen wir in dieser Rechnung auch eine beliebige andere Determinan-
tenfunktion A einsetzen. Wir erhalten somit

Svi,...v,) = det(A)- f(er,...,en),
A(viy...,vy) = det(A)-A(ey,...,en).

Falls A nichttrivial war, ist A (e1,...,e,) # 0. Dann folgt
F01sevn) = @ A(vr, )

mit der Konstanten

Die Existenz einer nichttrivialen Determinantenfunktion ist jetzt einfach zu bewei-
sen, da wir einen Kandidaten kennen: Wir fixieren einen Isomorphismus ¢ : V —
K" und definieren

A: V" — K durch A(vy,...,v,) := det(A)
fiir die aus den Spaltenvektoren @(v;) € K" gebildete Matrix

| |
A= (P(|V1)(P(|V2)"'(P(|Vn) € Mat(n x n,K).
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Dass A eine nichttriviale Determinantenfunktion ist, folgt aus dem néichsten Lem-
ma. O

Lemma 3.4. Die Determinante

det: Mat(nxn,K) — K,
(aij) = Z sgn(o) “Ag(1),1 " Ao(n),n
ces,

besitzt die folgenden Eigenschaften:

e Ist A= (a;j) eine Dreiecksmatrix mit a;j = 0 fiir i > j, dann gilt

n
det(A) = HCli,'.
i=1

o det(A) ist linear in jeder Spalte der Matrix A.
e det(A) =0, falls zwei Spalten von A gleich sind.

Beweis. Fiir obere Dreiecksmatrizen sind in der Definition von det nur Summanden
zu Permutationen ¢ mit 6(j) < j fiir alle j relevant. Die einzige solche Permutation
ist 0 = id und somit folgt die erste Behauptung. Allgemein enthilt in der Deter-
minante einer beliebigen Matrix jeder Term sgn(0) - dg(1),1 - - dg(n),, geNau einen
Faktor aus jeder der Spalten der Matrix. Somit ist det(A) linear in jeder Spalte von
A.

Seien jetzt die j-te und die k-te Spalte von A gleich, und es sei
T =1} €6,

die Transposition, welche die Indices j und k vertauscht. Jede ungerade Permutation
hat die Form o o 7 fiir genau eine gerade Permutation ¢ € 2l,,. Wir konnen daher die
Summanden der Determinante nach dem Signum der Permutationen sortieren als

det(A) = Y a1 aomyn

ocAy,

— ) o)1 Ao(a(n)a-

oe,

Da die j-te und die k-te Spalte von A gleich sind, gilt dabei fiir alle Permutationen
o:

Ao(k)k = Ao(t(j)),j:

Da 7 nur die beiden Indices j, k bewegt, gilt fiir i ¢ {j,k} auBerdem
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Ao (i),i = Ao(t(i)),i

Somit folgt
Ag(1),1 " Ao(n)n = Qo((1)),1° " "Ao(t(n))n

und die positiven und negativen Summanden in det(A) heben sich auf, d.h. det(A) =
0. a

Bei der Berechnung von Determinanten hilft die folgende elementare Beobach-
tung:

Lemma 3.5. Fiir alternierende multilineare f : V" — K dndert sich ihr Wert nicht,
wenn wir zu einer Variablen eine Linearkombination der iibrigen addieren: Fiir
i# jund o € K gilt

Fi,ovicnvitavi, viet, .o ve) = f(viy.vn).

Beweis. Die Linearitit in der i-ten Variable liefert

f(...,vi—i—avj,...) = f(...,V,’,...)—l—af(...,vj',...).

Der zweite Summand auf der rechten Seite verschwindet, weil er v; an der i-ten und
Jj-ten Stelle enthalt. a

Korollar 3.6. Sei f: V" — K eine beliebige nichttriviale Determinantenfunktion.
Fiir Vektoren vy,...,v, € V sind dann dquivalent:

a) Esist f(vi,...,vy) #0.
b) Die Vektoren vy,...,v, bilden eine Basis von'V.

Insbesondere gilt fiir Matrizen A € Mat(n x n,K):

det(A) #0 <= 1k(A) =n
<= ker(4) = {0}
Beweis. Die Matrizenversion folgt mit V = K" und f = det aus der ersten Version.

Zu zeigen bleibt die erste Version. Alle Werte von f sind skalare Vielfache des
Wertes auf einer beliebigen Basis. Wenn vy, ..., v, eine Basis bilden, gilt also:

Fi,..vy) =0 = fisttrivial.

Fiir f nichttrivial muf daher f(vi,...,v,) # 0 sein. Wenn andererseits die Vektoren
vi,-..,V, keine Basis von V bilden, dann sind sie linear abhéngig. Also ist einer der
Vektoren v; eine Linearkombination der iibrigen. Nach dem Lemma konnen wir ihn
ersetzen durch den Nullvektor und es folgt

S, ..v) = f(o.o,vie, 0, vigq,...) = 0.
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O

Allgemeiner erlaubt es das Lemma, die Determinante einer Matrix zu berechnen,
indem wir die Matrix durch elementare Spaltentransformationen auf Dreiecksgestalt
bringen:

Korollar 3.7. Fiir A,B € Mat(n X n,K) gilt:

a) Wenn die Matrix B aus A durch Multiplikation einer Spalte mit einem o € K
hervorgeht, gilt fiir ihre Determinante det(B) = o - det(A).

b) Wenn die Matrix B aus A durch Vertauschen zweier Spalten hervorgeht, gilt fiir
ihre Determinante det(B) = — det(A).

c) Wenn die Matrix B aus A durch Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer
echt anderen Spalte hervorgeht, gilt det(B) = det(A).

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus der Multilinearitit und die zweite daraus,
dass det alternierend ist, die dritte aus dem Lemma[3.3] O

Beispiel 3.8. Es ist

123 1 0 0 1 00
det{456) =det{4 -3 —6 | =det{4-3 0] =0.
789 7—-6—-12 7-6 0

Also miissen die Spalten der gegebenen Matrix linear abhéngig sein! In der Tat ist

1 2 3 0
4] —2-(5] + 6] = [0
7 8 9 0

Bemerkung 3.9. Die obige Methode der Spaltenreduktion ist deutlich effizienter als
die Leibniz-Formel

det(A) = Y sgn(0)-ag(1)1 - domn:

ceS,

da diese im Allgemeinen n! Summanden beinhaltet. Aber ohne die Formel hitten
wir gar nicht gewusst, dass es Determinanten gibt. Auch die Charakterisierung durch
die Eindeutigkeit von Determinantenfunktion wird sich spiter auszahlen.

Wir haben det auf Spaltenvektoren definiert, im Gauf3-Algorithmus hatten wir
uns aber an Zeilenoperationen gewthnt. Um vom einen zum anderen iiberzugehen,
miissen wir transponieren: Die transponierte Matrix zu A = (a;;) € Mat(m x n,K)
ist die Matrix

Al = (b,'j) S Mat(n X m7K)

mit b;; = aj;. Beispielsweise gilt:
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14
AZ(}lgg) ~ A= |25
36

Die Determinante einer Matrix ist gleich der Determinante ihrer Transponierten:

Lemma 3.10 (Transpositionsinvarianz der Determinante). Fiir A € Mat(n x n,K)
gilt
det(A) = det(A").

Beweis. SeiA = (a;j) und sei A" = (b;;) mit b;; = aj; die transponierte Matrix, dann
gilt

det(A) = Y sgn(0)-ag(),1 domn

ceS,

Y 58n(0)-aj o101y by o-1(n)

ceS,
= Y 5gn(T)-bery1 - bemyn = det(A"),
€S,
wobei wir T = 6! gesetzt haben, mit sgn(t) = sgn(c). O

Wir konnen nun neben Spalten- auch Zeilentransformationen anwenden, um die
Determinante einer Matrix zu berechnen:

Korollar 3.11. Fiir A,B € Mat(n x n,K) gilt:
a) Wenn die Matrix B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit einem o € K her-
vorgeht, gilt fiir ihre Determinante det(B) = a. - det(A).

b) Wenn die Matrix B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervorgeht, gilt fiir
ihre Determinante det(B) = — det(A).

c) Wenn die Matrix B aus A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
echt anderen Zeile hervorgeht, gilt det(B) = det(A).

Beweis. Die Spalten von A’ sind die Zeilen von A. Somit folgt die Behauptung aus
der analogen Aussage in Korollar[3.7)fiir Spalten wegen det(A) = det(A"). O

4 Determinanten spezieller Form

Wir haben gesehen, dass Determinanten von Dreiecksmatrizen leicht zu berechnen
sind. Ahnlich kénnen wir fiir Matrizen vom folgenden Typ vorgehen:

Definition 4.1. Eine Blockdreiecksmatrix ist eine Matrix der Form
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A A
A= € Mat(n x n,K)
0 Axn

mit Blocken
Ajj € Mat(n; xnj,K), ni+ny = n.

Lemma 4.2. Die Determinante von Blockdreiecksmatrizen ist das Produkt

A Ap
det = det(An) . det(Azg).

Beispielsweise gilt

3179

2186 31 24
det 0024 det(21>~det<1 3) = 2.

0013

Wir wollen fiir das Lemma mehrere Beweise geben, um die bisherigen Techniken
miteinander zu vergleichen:

Beweis (durch brutale Rechnung). Man kann das Lemma aus der Leibniz-Formel
folgern, dhnlich wie fiir Diagonalmatrizen: Fiir Blockdreiecksmatrizen mit Blocken
der Linge n; und ny = n — ng sind hier nur solche Permutationen relevant, die die
beiden Blocke jeweils in sich iiberfiihren, also nur diejenigen o € G, mit

G({L...,nl}) = {1,...7n1},
c({m+1,...,n}) = {m+1,...,n}.

Hieraus folgt das Lemma ohne grof3e Miihe. ad

Beweis (durch elementare Transformationen). Etwas geschickter ist es, elementare
Transformationen vom Typ III und IV anzuwenden. Durch solche Transformationen
in den ersten n; Zeilen und den letzten ny Zeilen konnen wir annehmen, dass die
Matrizen
dy - % dn1+1...*
A = und Ay =

dnl dn
in Dreiecksform sind. Man beachte, dass wir dabei die Blockdreiecksform der Ge-

samtmatrix nicht zerstort haben! Unsere Blockdreiecksmatrix wird damit zu einer
tatsachlichen Dreiecksmatrix



4 Determinanten spezieller Form 175

dy * % *

A — dy,  * *
dn1+1 *

dy

alsoistdet(A) = di---dy, = (di--+dy) - (dp;+1---dy) = det(Ajy)det(Az2). O

Beweis (mit Determinantenfunktionen.). Es geht aber auch ganz ohne Rechnen,
wenn wir die Eindeutigkeit von Determinantenfunktionen benutzen. Dazu halten
wir zunéchst A2, Ayo fest und variieren A1;. Dann ist

A1 A
A = det
© ( 0 Azz)

eine Determinantenfunktion der Spalten von A;. Da Determinantenfunktionen bis
auf Skalare eindeutig sind, gibt es ein 6 € K mit A = & - det(A;;). Dies gilt fiir
alle A;;. Fiir die Einheitsmatrix A;; = 1 kann man den Wert der Konstante 6 einfach

ablesen: Es ist
1A
6 = det 2.
0 A

Zu zeigen bleibt, dass die rechte Seite gleich det(A;;) ist. Halten wir A, fest,
so ist die rechte Seite eine Determinantenfunktion in den Zeilen von Aj,. Wegen
der Eindeutigkeit von Determinantenfunktionen gibt es dann eine Konstante ¢ € K
mit § = c-det(A%,). Das gilt fiir alle Ay,. Fiir die Einheitsmatrix A»> = 1 kann man
nun ablesen, dass ¢ = 1 ist. Wegen det(A%,) = det(Ax,) folgt die Behauptung. O

Das Lemma ist schon im Fall eines 1 x 1 Blocks interessant:

Korollar 4.3. Es gilt

ap ap -+ d -
n
0 ax - ay

det . . = aj -det

0 A -+ Apy ap2 - Apn

Die bisherigen Verfahren lassen sich wunderbar mischen: Oft ist es praktisch,
zundchst den Gaul3-Algorithmus auf die erste Spalte einer Matrix anzusenden und
dann das obige Korollar zu benutzen. Ein interessantes Beispiel fiir Determinanten
spezieller Form tritt in Interpolationsproblemen auf. Gesucht ist dabei eine einfache
Funktion, die eine gegebene Liste von Funktionswerten an gegebenen Punkten an-
nimmt; sieche Abbildung[V.6| Der folgende Satz liefert dies fiir Polynomfunktionen:

Satz 4.4. Fiir n € N seien
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200

9=

o, [ Oy oy

Abb. V.6 Ein Interpolationsproblem

e paarweise verschiedene ay,...,a, € K, und

o Deliebige Werte y1,...,y, € K vorgegeben.

Dann existiert ein eindeutiges Polynom f € K|x] vom Grad deg(f) < n— 1, sodass
gilt:
fla)) = yi firi=1,...,n.

Beweis. Wir machen den Ansatz f(x) = co+cix+ -+ c, X"~ mit cj € K. Die
Bedingung f(a;) = y; fiir alle i wird damit zu

co+aicy +a%62+"'+a7_16n71 =)

cotanci+aicr+-+d et = ya

Das ist ein inhomogenes Lineares Gleichungssystem in den Variablen cy,...,c,.

Es hat eine eindeutige Losung, falls die Koeffizientenmatrix invertierbar ist. Die

Invertierbarkeit priifen wir, indem wir die Determinante ausrechnen (siehe unten)!
O

Die Determinante der Koeffizientenmatrix des im obigen Beweis auftretenden
Gleichungssystem hat die Form

2 n—1
layay--- aj

2 n—1
laya; - a,

Viay,...,a,) = det

2 ... n—1

1 a, a;



4 Determinanten spezieller Form 177

Man bezeichnet sie auch als Vandermonde-Determinante. Diese Determinante ist
von Null verschieden genau dann, wenn die a; paarweise verschieden sind, wie im
Beweis des obigen Satzes gewiinscht. Genauer gilt folgende Formel:

Lemma 4.5. Es ist
Viai,...,an) = H(aj —aj).
i<j
Beweis. Fiir n=1istnichts zu zeigen. Sein > 1. Wir subtrahieren in der Vandermonde-
Matrix

e von der n-ten Spalte das a;-fache der (n— 1)-ten,
e von der (n— 1)-ten Spalt das a;-fache der (n — 2)-ten,

o schlieBlich von der zweiten Spalte das a;-fache der ersten.

Damit wird die Determinante V =V (ay, ..., a,) umgeformt zu
1 0 - 0 s
o ay—ay - (ax —ay)a,
lay—ay - (a—ay)ay o
s az—ay -~ (a3 —ay)a;
V =det| las—ar - (a3—a1)ds = det
n—2

a,—dap ---a,—dayp)a
L e (s a2 ’ (an —ar)a;

In der letzten Determinante sind

e alle Eintrige der ersten Zeile Vielfache von a; —ay,
e alle Eintridge der zweiten Zeile Vielfache von a3 —aj,

o alle Eintriige der letzten Zeile Vielfache von a, —a;.

Indem wir diese skalaren Faktoren aus den Zeilen herausziehen, bekommen wir

n

Viai,...,ay) = V(aa,...,a,) ~H(a,~—a1)

i=2
und die Behauptung folgt per Induktion iiber 7. a
Beispiel 4.6. Es ist
1111
12 416
det 13 927 | = 2-D@B-1)4d-1)(3-2)(4—-2)(4-3) = 12.

141664
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Beispiel 4.7. Es gibt eine unendliche Teilmenge S C R” mit der Eigenschaft, dass
jede n-elementige Teilmenge dieser Menge eine Basis bildet: Man wiihle

S ={(,a,d,...,a" ") |aeN}.
Beispiel 4.8. Die Funktionen

eq: R — R, x> exp(ox)
fiir ¢ € R bilden ein R-linear unabhiingiges System in C*(R).

Beweis. Fiir paarweise verschiedene ¢,..., o, € R sind die Werte a; := ¢4, (1)
paarweise verschieden. Somit sind die Vektoren

(eq;(0),eq(1),...,eq(n—1)) = (l,ai,...,a'.”l) e R"

1

fiir i = 1,...,n linear unabhiingig nach Vandermonde. Also sind ey, ,...,eq, linear
unabhingige Funktionen. a

5 Multiplikativitit der Determinante

Fiir A € Mat(n x n,R) hatten wir uns det(A) vorgestellt als orientiertes Volumen des
Parallelotops, das von den Spalten von A aufgespannt wird. Da die Spalten einer
Matrix die Bilder der Einheitsvektoren sind, ist dieses Parallelotop das Bild des
Einheitswiirfels unter der linearen Abbildung

f=fa: R'=R" v Ay

wie in Abbildung [V.7] skizziert. Damit lésst sich det(A) anschaulich auch ansehen
als der Dehnungsfaktor, mit dem der Endomorphismus f4 Volumina reskaliert. Fiir
die Zusammensetzung

fB OfA . R" Ja R” ] R

von zwei Endomorphismen sollte sich der Dehnungsfaktor der Zusammensetzung
durch Multiplikation der zwei Dehnungsfaktoren ergeben. Dabei ist fpo fx = fpa
fiir das Matrixprodukt BA. In Matrizensprache konnen wir die obige Heuristik daher
wie folgt prézisieren, wobei K ein beliebiger Korper sein darf:

Satz 5.1 (Multiplikativitiit der Determinante). Fiir alle A,B € Mat(n x n,K) gilt
det(AB) = det(A)det(B).

Beweis. Mit der Leibniz-Formel sollte man das besser nicht nachrechnen. Hier zahlt
sich unser abstrakter axiomatischer Zugang zu Determinantenfunktionen aus, er gibt
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Ple,e, e,) P2, fee), {e,))

Abb. V.7 Das Bild des Einheitswiirfels unter einer linearen Abbildung

einen Beweis ganz ohne Rechnen: Aus der Definition des Matrizenproduktes sieht
man, dass Spaltenoperationen auf B ebensolche auf AB induzieren. Fiir festes A ist
somit

B +— det(AB)

eine alternierende multilineare Abbildung in den Spalten der Matrix B. Da Determi-
nantenfunktionen bis auf Skalare eindeutig sind, gibt es eine Konstante c =c4 € K
mit

det(AB) = cdet(B) fiiralle B € Mat(nxn,K).
Speziell fiir B =1 liest man ¢ = det(A) ab. O

Korollar 5.2. Die Determinante liefert einen Gruppenhomomorphismus
det: GI,(K) — K~

von den invertierbaren Matrizen in die multiplikative Gruppe von K. Insbesondere
gilt
det(A™!) = det(A)™! firalle A € GI,(K).

Beweis. Fir A € GI,(K) gilt det(A) € K* = K\ {0}, die Behauptung folgt somit
direkt aus der im Satz bewiesenen Multiplikativitit von det. a

Beispiel 5.3. Gegeben seien

1100 2000
1500 3100
A=1oo012| "™ B=1l9370

0026 7771
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Dann ist

_ det(A) 8

det(dB™) = B = 3

=2

Dazu miissen wir weder B~ noch AB~! explizit berechnen!

6 Der Laplace’sche Entwicklungssatz

Statt mit Zeilen- und Spaltentransformationen kann man det auch direkt rekursiv
berechnen. Fiir die Leibnizformel hatten wir die Spalten einer Matrix

A= la a-a,| € Mat(nxn,K)

| |
als Linearkombination

n
aj = Zaije,-
i=1

von Basisvektoren geschrieben und die Linearitét von det in allen Spalten benutzt.
Eine Matrix nach einer Spalte zu entwickeln, bedeutet einfach, sich auf die Lineari-
tdt in dieser einen Spalte zu beschrinken:

Beispiel 6.1. Sei A = (4;;) € Mat(3 x 3,K). Wegen

al 1 0 0
a1 | =ai1-|0)+axn-|{1]+as-|0
asy 0 0 1

und der Linearitiit von det in der ersten Spalte erhalten wir

L app a3 0 a2 a3 0 app a3
det(A) = ajj-det|0ax ax | + az -det| 1 ax a3 | + az;-det| 0 ax ax
0 a3y as3 0 a3 azz 1 az> as3

Die erste der Matrizen auf der rechten Seite hat Blockdreiecksform. Die anderen
beiden erhalten nach Zeilenvertauschung Blockdreiecksform.Also bekommen wir
fiir die Determinante von 3 x 3 Matrizen durch Entwickeln nach der ersten Spalte:

i di ais ax ax ap ap an a3
det | ax; ax a3 | = +ay; -det 7 ) —ap; -det +asz; -det
asp ass asp ass ajp azs
aszp azp ass

Wir wollen natiirlich nicht bei drei Dimensionen aufhdren und uns auch nicht immer
auf die erste Spalte festlegen. Allgemein sei
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A= la a - a,| € Mat(nxn,K)

mit Spaltenvektoren
n
aj = Za;je;.
i=1

Die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhaltene Matrix nennen
wir
Ajj € Mat((n—1) x (n—1),K).

Wir kdnnen nun wie fiir 3 x 3 Matrizen verfahren:

Lemma 6.2. Es gilt

det|ay---aj_1eajy1--a, | = (—1)i+j det(A;j).

Beweis. Durch geeignete Zeilen- und Spaltenvertauschungen reduziert man auf den
Fall i = j = 1. In diesem Fall hat man eine obere Blockdreiecksmatrix und die
Aussage ist klar. a

Satz 6.3 (Laplace-Entwicklung). Sei A = (a;;) € Mat(n x n,K).

a) Fiir jedes j € {1,...,n} kann man nach der j-ten Spalte entwickeln:

det(A) = Y (—1)"" a;; det(A;)

-

b) Fiir jedes i € {1,...,n} kann man nach der i-ten Zeile entwickeln:
n . .
det(A) = Y (—1)" a det(A;))
j=1

Beweis. Wegen det(A) = det(A") reicht es, Teil a) zu beweisen. Indem wir die j-te
Spalte von A schreiben als
aj = Y ajje;,
i=1

erhalten wir aus der Linearitét von det in der j-ten Spalte

n |1
det(A) = Z aij det | --- aj—1 e ajyp -
=1 |1

=(=1)i det(4;;)
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und somit folgt die Behauptung. a
Definition 6.4. Die zur Matrix A komplementdre Matrix ist die Matrix

A" = (a;) € Mat(nxn,K) mit a;; := (—1)" . det(A ;).
Man beachte die Vertauschung von i und j auf der rechten Seite! Ein Blick auf den
Beweis des Entwicklungssatzes liefert:

Korollar 6.5 (Cramer’sche Formel). Es ist A-A* = A*-A =det(A) - 1.

Beweis. Die Eintrige des Matrizenproduktes A* - A = (¢ ) erhélt man per Definition
als

" " o .
Cik = Z ai*jajk = Z (—1)’+’det(Aji)-ajk = det| --- Cli|,1 ag a,'|+1
=1 =1 |

Die Determinante auf der rechten Seite ist gleich det(A) im Fall i = k, und Null im
Fall i # k. Also ist A*-A = det(A) - 1, analog A - A* = det(A) - 1. O

Wenn also A € Mat(n x n,K) invertierbar ist, erhilt man die inverse Matrix aus
der expliziten Formel
1

Al =
det(A)

AF.

Wie die Leibniz-Formel ist auch die Cramer’sche Formel zum Rechnen unniitz,
der GauB-Algorithmus ist da viel effizienter. Aber die Cramer’sche Formel ist fiir
theoretische Argumente durchaus niitzlich:

Beispiel 6.6. Fiir A = (a;;) € Gl,(R) zeigt ein Blick auf die Cramer’sche Formel,
dass die Eintriige der Inversen A~ stetige Funktionen der Matrixeintriige a; ;j sind.

Beispiel 6.7. Die Teilmenge
SL(Z) := {M eMat(nxn,Z) |det(M) =1} C GI,(R)

ist eine Untergruppe, denn die Cramer’sche Formel zeigt, dass sie abgeschlossen
unter der Inversion von Matrizen ist.

Beispiel 6.8. Im Baby-Fall n = 2 ist die Cramer’sche Formel sogar zum Rechnen
geeignet und besagt

—1
ab 1 d —b .
(c d) = ad—bc.<—C a) fiir ad—bc # 0.




Kapitel VI
Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Zusammenfassung Die Kunst in der linearen Algebra besteht darin, komplizierte
Probleme durch geschickte Koordinatenwahl trivial zu machen. In diesem Kapitel
iberlegen wir uns, unter welchen Bedingungen es zu einem Endomorphismus eine
Basis gibt, worin er durch eine Diagonalmatrix gegeben ist. Dies wird uns auf den
Begriff von Eigenwerten fiihren, die als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
berechnt werden konnen und in unzidhligen Anwendungen eine Rolle spielen. Wir
werden als Beispiel lineare Rekursionen diskutieren, dies wirft in natiirlicher Weise
die Frage nach Normalformen fiir nicht diagonalisierbare Endomorphismen auf, die
wir im libernédchsten Kapitel diskutieren werden.

1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir haben gesehen, dass sich lineare Abbildungen nach Wahl einer Basis explizit
durch Matrizen beschreiben lassen. Bei der Wahl der Basis haben wir eine grofe
Freiheit. Wie einfach kann man die Matrix zu einer gegebenen linearen Abbildung
machen? Hierzu erinnern wir zunéchst an das Verhalten unter Basiswechsel:

Sei f:V — W ein Homomorphismus endlich-dimensionaler Vektorraume iiber
einem gegebenen Korper K. Wenn wir eine Basis .27 von V und eine Basis % von W
wihlen, erhalten wir Isomorphismen

&, K"V mit m=dimg(V),
by K" =W mit n :dimK(W),

die man anschaulich als Koordinatensysteme auffassen kann. Auf diese Weise
wird f durch eine Abbildungsmatrix

M = My 5(f) € Mat(m x n,K) = Homg(K",K")

beschrieben wie im folgenden kommutativen Diagramm angedeutet:

183
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Wir hatten gesehen, dass man durch eine geschickte Wahl der Basen .« und 4 eine

Blockmatrix
B _ 1r><r 0r><b
Md7%(f) B (Oaxr Ouxp

erhalten kann. Hier soll es um eine feinere Frage fiir Endomorphismen gehen, also
lineare Abbildungen
f: V—=YV

eines Vektorraumes in sich. Da in diesem Fall der Definitions- und der Zielraum
{ibereinstimmen, wollen wir auch in beiden die gleiche Basis &7 = % wihlen. Da
wir statt zwei Basen nur noch eine variieren, haben wir weniger Freiheit und konnen
eine so einfache Form wie vorhin nicht immer erreichen. Dafiir haben wir aber nicht
so viel Information in der Basiswahl versteckt. Das zeigt sich schon im trivialen
eindimensionalen Fall:

Beispiel 1.1. Fiir dimg (V) = 1 ist jeder Endomorphismus f € Endg (V) gegeben
durch Multiplikation
f: V—V, v Av

mit einem Skalar A € K. Hier gilt:

e Jede Basis hat die Form & = (v) mitv € V '\ {0}.

e Wegen f(v) = A -vist die darstellende Matrix dann immer (1) € Mat(1 x 1,K),
lasst sich durch Wahl der Basis also nicht beeinflussen.

Interessanter wird die Situation fiir dimg (V) > 1. Kann man fiir f € Endg (V)
eine Basis 4 finden, sodass die Matrix

Mzy(f) == Mg 5(f)

besonders einfache Gestalt hat? Dazu wihlen wir zunichst eine beliebige Basis .7
von V und betrachten die Abbildungsmatrix

A = My(f) € Mat(nxn,K).

Wir wollen von &7 zu einer neuen Basis & iibergehen, in der die Abbildungsmatrix
einfacher wird. Den Effekt von solchen Koordinatentransformationen haben wir uns
im Kapitel iiber lineare Abbildungen iiberlegt: Sei f € Endg (V) und A = M/ (f).
Dann sind fiir

B € Mat(n xn,K)

folgende Eigenschaften dquivalent:
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e Esist B= Mgy(f) fiir eine weitere Basis % von V.
e Esist B=S'AS fiir eine invertierbare Matrix S € GI,(K).

Das folgende Diagramm fasst die Situation zusammen:

K" A K"
% A

S \% % \% 51
N

K" 2 K"

Dies hat uns auf folgende Definition gefiihrt:

Definition 1.2. Zwei Matrizen A,B € Mat(n x n,K) heilen zueinander dhnlich,
wenn gilt:
B = ST'AS fiirein S € Gl,(K).

Offenbar ist Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf Mat(n x n,K). Unser Ziel
ist es, in jeder Aquivalenzklasse quadratischer Matrizen einen méglichst einfachen
Reprisentanten zu finden, wie im folgenden Beispiel:

Beispiel 1.3. Sei K = R und V = R? die reelle Ebene. Der Endomorphismus

. I /1 1
f. V — V, Vi Ay mit A= \/E(l _1)

ist eine Spiegelung an der um 7/8 geneigten Achse in Abbildung Tatséchlich
wird das um % gedrehte Koordinatensystem von den Vektoren

o= ) e ()

mit f = tan(§) = V2 — 1 aufgespannt, und es gilt:

A 1 (+1+12 n 4 A 1 (—t+1
V1= —= = +v; un V) = —— = —y
P2\ : SRV, G ?
In der Basis & = (vi,v;) gilt somit

_(+1 0

Der Wechsel von der Standardbasis zur Basis & ist gegeben durch die aus den
Basisvektoren vy, v, als Spalten gebildete Matrix
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=\
N

7

/

‘ -
1N

Abb. VI.1 Eine Spiegelung an einer um 7/8 geneigten Achse

S = C _1t> e Gh(K),

-1 _ (+1 0
SAS™' = ( 0 1) .
Definition 1.4. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Wir nennen

einen Endomorphismus f € Endg (V) diagonalisierbar, wenn es eine Basis % von V
gibt, in der seine Abbildungsmatrix eine Diagonalmatrix ist:

fiir diese gilt also

M 0
My(f) = mit A,...,A, € K.
0 An
Eine Matrix A € Mat(n X n,K) heiBt diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist, wenn also der Endomorphismus v — A - v diagonalisierbar ist.

Ein Endomorphismus f : V — V wird beziiglich einer Basis & = (vi,...,v,)
dargestellt durch eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen Ay,...,4, genau
dann, wenn gilt:

fvi) = Ai-vy fiir i =1,...n.

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 1.5. Ein Skalar A € K heiBt ein Eigenwert von f € Endg(V), wenn ein
Vektor v € V \ {0} existiert mit

fv)y=2~1-v
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Wir nennen dann v einen Eigenvektor zum Eigenwert A. Unter einem Eigenvektor
bzw. Eigenwert einer Matrix verstehen wir solche der durch die Matrix gegebenen
linearen Abbildung von Standardvektorrdumen.

{(v)

/ §0) %

:f(v)ef_(\f) £(o) & (o)
= o éuamw.u»or von¥ = o «?zw é\aww\rlxvf o f’

Abb. V1.2 Eigenvektoren in der reellen Ebene

Bemerkung 1.6. Aus der Definition folgt direkt:

a) Wenn v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K ist, dann auch jedes skalare
Vielfache ¢ -v mit & € K \ {0}, denn

flav) =o-fv) =0-A-v=2L-aw

b) Der Nullvektor z#hlt per Definition nicht als Eigenvektor. Andererseits ist der
Skalar A = 0 ein Eigenwert des Endomorphismus f genau fiir ker(f) # {0}. Die
Menge der zugehorigen Eigenvektoren ist dann genau ker(f) \ {0}.

c) Eigenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert sind nicht eindeutig, auch nicht
bis auf Skalare: Fiir f = id sind beispielsweise alle Vektoren v # 0 Eigenvektoren
zum hier einzigen Eigenwert A = 1.

d) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K, und sei f € Endg (V). Dann
sind fiir Basen & von V dquivalent:

e Die Basis Z besteht aus Eigenvektoren von f.
e Die Abbildungsmatrix Mg(f) ist eine Diagonalmatrix.

Beispiel 1.7. Nicht jeder Endomorphismus ist diagonalisierbar. Je nachdem, iiber
welchem Korper wir arbeiten, muf3 es gar keine Eigenvektoren geben: Sei K = R
und V = R? die reelle Ebene. Die Drehung

v ()= (070)0)

besitzt dann keinen Eigenvektor (siche Abbildung[VIL.3).
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£ (@)
AP

flo) ¢ Cudg

Abb. VI.3 Eine Drehung besitzt keine reellen Eigenvektoren

Beweis. Angenommen, wir hétten einen Eigenvektor

-0

zum Eigenwert A € R. Die Gleichung f(v) = Av ist dquivalent zu dem linearen
Gleichungssystem

Dies ist dquivalent zu

Ax+y =0,
—x+Ay = 0.

Das ist ein lineares Gleichungssystem in der Variablen v = (x,y). Wir schreiben es

in Matrixform:
. Al
Av = 0 mit A := (1 l)

Wir wollen ker(A) = {0} zeigen. Das ist dquivalent zur Invertierbarkeit von A, und
diese folgt aus

det(A) = A2+1 > 0 firalle A € R.

Man beachte, dass das Resultat vom Korper abhéngt, iiber den komplexen Zahlen
wire die Antwort anders! O
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Beispiel 1.8. Es kann aber auch sehr viele Eigenwerte geben: Sei etwa V = C*(R)
der reelle Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Die Ablei-
tung von Funktionen definiert einen Endomorphismus

V—V, fx)— Lfx)

Dieser hat jede reelle Zahl A € R als Eigenwert, mit Eigenvektor f(x) = exp(Ax).

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume kann es aber zu jedem Endomorphismus
nur endlich viele Eigenwerte geben, denn allgemein gilt:

Satz 1.9. Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber K und f € Endg (V). Dann ist jedes
System von Eigenvektoren
Vi,..., vy € V\{0}

zu paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A, linear unabhiingig.
Beweis. Fiir n =1 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 1. Per Induktion seien v», ..., v,
linear unabhéngig. Seien ¢y, ..., q, € K mit a;vy +--- + o, v, = 0. Anwenden der

linearen Abbildung f liefert oy vy + - - - + &4, A, v, = 0. Wir ziehen von der letzten
Gleichung das A;-fache der vorletzten ab:

(Xz(}{,z —}{,1)\12—‘1-' s Oln(ﬂ,n —M)vn = 0.

Da nach Induktionsannahme v, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt

Otz()q _ﬂvl) = ... = (Xn(ln —),1) = 0.
Da die A; paarweise verschieden sind, erhalten wir @ = --- = o, = 0. Dann folgt
offenbar auch ¢ = 0 und wir sind fertig. a

Korollar 1.10. Sei dimg (V) = n < . Fiir f € Endg (V) gilt dann:

a) Es gibt hochstens n verschiedene Eigenwerte von f.
b) Wenn es n verschiedene Eigenwerte gibt, ist f diagonalisierbar.
Beweis. Nach dem vorigen Satz sind Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen

Eigenwerten linear unabhingig. Jedes linear unabhéngige System in V besteht aus
hochstens dimV Vektoren, mit Gleichheit nur fiir Basen. O

Man beachte, dass die Umkehrung von b) nicht korrekt ist: Die Einheitsmatrix
ist diagonalisierbar, aber sie besitzt als einzigen Eigenwert A = 1. Um Eigenwerte
mit Vielfachheiten zu behandeln, machen wir folgende

Definition 1.11. Der Eigenraum von f € Endg(V) zum Eigenwert A € K ist der
Untervektorraum

E(f,A) i= ker(f —A-idy) = {ve V| f(v) = Av}.
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Man beachte, dass die von Null verschiedenen Elemente von E(f,A) genau die
Eigenvektoren des Endomorphismus f zum Eigenwert A sind.

Beispiel 1.12. Der Endomorphismus f : R® — R3 v — Ay sei gegeben durch die
Matrix

011
A=1-231
002
1 1
V) = 1 , V2 = 2 , V3 =
0 0

gilt Avy = vy, Av) = 2v,, Avs = 2v3. In der Basis & = (v, v2,v3) wird f somit durch
die Diagonalmatrix
100
Ma(f) = (020
002

dargestellt. Die Eigenrdume sind
E(f,1) = (n),
E(fvz) = <V2,V3>,
und es ist R® = E(f,1) ® E(f,2) die direkte Summe dieser Eigenrdume.

Allgemein gilt auch fiir nicht diagonalisierbare Endomorphismen die folgende
Aussage, die aus Satz[I.9]folgt:

Korollar 1.13. Fiir f € Endg (V) ist der von allen Eigenvektoren von f aufgespann-
te Untervektorraum die direkte Summe

V= E(f,AM)&® - @E(f,ln) CV
der Eigenriume zu den paarweise verschiedenen EW A; von f.

Beweis. Fiir Vektoren v; € E(f,A;) kann nach Satz [[.9]nur dann v{ +---+v, =0

gelten, wenn v| = --- = v, = 0 ist. Eine unserer dquivalenten Charakterisierungen
fiir direkte Summen besagt daher, dass die Summe der Eigenrdume E(f,A;) C V
eine direkte Summe ist. O

Korollar 1.14. Fiir f € Endg (V) sind dquivalent:
a) Es ist f diagonalisierbar:

b) Es ist'V die (direkte) Summe seiner Eigenrdume.

Beweis. Wenn f diagonalisierbar ist, hat V eine Basis aus Eigenvektoren von f und
wird somit insbesondere aufgespannt von den Eigenrdumen. Wird umgekehrt der
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Vektorraum V erzeugt von Eigenriumen E(f,A;), so wihle in jedem davon eine
Basis. Nach Korollar [I.T3]ist die Vereinigung dieser Basen linear unabhingig, also
eine Basis. In dieser Basis hat f Diagonalgestalt. ad

Die unter den Bedingungen des vorigen Korollars erhaltene Diagonalmatrix hat
auf der Diagonale den Eintrag A; genau d; := dim(E(f, A;)) mal:

A

A
A

|e§,~%|e§%|

A

Ak

Ak

Korollar 1.15. Die einzigen Eigenwerte einer Diagonalmatrix A € Mat(n x n,K)
sind ihre Diagonaleintrdige.

Beweis. Wir numerieren wie zuvor mit Ay, ..., A; die Diagonaleintridge der Matrix
ohne Wiederholungen. Offensichtlich sind alle Diagonaleintrige Eigenwerte, und
esgiltV=E(A,A)®--- DE(A,A). Weitere Eigenwerte A € K\ {A;,..., A} kann
es nicht geben, sonst wire

k
EAAMSEPEAL) CV

i=1

im Widerspruch zu E(A,1) A0 wegen V =E(A,A1) D --- D E(A, A&). O

2 Das charakteristische Polynom

Wie findet man die Eigenvektoren eines Endomorphismus f € Endg(V)? Hierzu
nehmen wir zunidchst V = K" an. Dann ist f beziiglich der Standardbasis gegeben
durch eine Matrix

A = (a;;) € Mat(nxn,K).

Wenn man einen Eigenwert A € K kennt, erhilt man die zugehorigen Eigenvektoren
als die von Null verschiedenen Losungen von Av = Av. Wir formen diese Gleichung
wie folgt um:
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Av = Ay <= Av—Av =0
— (A1-Apy =0

Bei vorgegebenem Eigenwert A € K ist das ein lineares Gleichungssystem mit der
Koeffizientenmatrix

an—A app - ap

ay ap—A---  ay
Al—A = —

anl ap2 - Aupp —-A

Lineare Gleichungssysteme konnen wir zwar sehr gut 16sen. Aber wenn uns jemand
nur die Matrix A gibt, kennen wir die Eigenwerte A zunéchst ebensowenig wie die
zugehorigen Eigenvektoren! Hier hilft uns die folgende Beobachtung:

Satz 2.1. Es ist A € K ein Eigenwert von A genau fiir det(A1—A) = 0.
Beweis. Es gilt:

A ist Eigenwert von A <= Jv#0: Av = Av
< FJv#0: (A1-Ayv =0
<= ker(A1—A) # {0}
<~ 1k(A1-A)<n
<= det(Al1-A) =0

Beispiel 2.2. Wir hatten uns iiberlegt, dass die Matrix

I /1 1
eine Achsenspiegelung in der reellen Ebene darstellt. Um dies zu sehen, hatten wir
die Eigenvektoren der Matrix erraten. Dass die Eigenwerte der Matrix genau A = +1
sind, konnen wir nun auch mechanisch ablesen: Hier ist

A—-L L
det(A1—A) = det i = ... =221
_ L A+ L
V2 V2

und somit ist det(A1—A) = 0 genau fiir A = £1.

Hier ist det(A1 —A) = A% — 1 ein Polynom in A. Genauer sollten wir eigentlich
sagen, eine Polynomfunktion: Wir hatten Polynome definiert als formale Summen
der Gestalt
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f(t) = ag+ait+ax® +---+an" € K[t]

mit a¢; € K. Dabei war ¢ nur eine formale Variable! Erst durch Einsetzen konkreter
Werte fiir ¢ erhalten wir die Polynomfunktion

K — K, 2w~ f(A) :=a+aA+-+aA"

wobei rechts nun eine echte Summe in K steht. Dazu sei nochmals an das folgende
Beispiel erinnert:

Beispiel 2.3. Sei p eine Primzahl und K =TF,,. Dann ist f(t) = t” —t € K[| nicht
das Nullpolynom, aber

f(A) = AP -4 =0 firalle A € F).

So etwas passiert nur iiber endlichen Korpern, aber wir wollen hier klar zwischen
Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden. Gliicklicherweise ldsst sich die
Leibnizformel iiber beliebigen kommutativen Ringen lesen:

Definition 2.4. Sei n € N. Fiir eine Matrix A = (a;;) € Mat(n X n,R) mit Eintridgen
in einem beliebigen kommutativen Ring R definieren wir ihre Determinante durch
die Formel

det(A) := Z 58n(0)ay g(1)"* An,o(n)-

o6,
Derselbe Beweis wie iiber Korpern zeigt:

e det(A) ist multilinear und alternierend in den Spalten.
o det(A) = det(A") und det(AB) = det(A) det(B).
e Cramer’sche Formel A-A* =A*-A =det(A) - 1.

Wir konnen nun das charakteristische Polynom als Determinante einer Matrix mit
Eintrigen in dem Polynomring R = K|¢] definieren:

Definition 2.5. Das charakteristischen Polynom von A = (a;;) € Mat(n x n,K) ist
die Determinante
xa(t) == det(t-1-A) € K[t]

der Matrix
f—ai -+ —a
11-A = Do € Mat(n x n,K[t])
—auyl - t—ap

Fiir Dreiecksmatrizen kann man das charakteristische Polynom direkt aus den
Diagonaleintrigen ablesen:

Lemma 2.6. Sei A = (a;;) € Mat(n x n,K) eine obere oder untere Dreiecksmatrix,
also
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ajj = 0 fiiralle i> j oder fiir alle j>i.

Dann ist
2a(t) = (t—an)(t—axn)-(t—am).

Beweis. Mit A ist auch ¢ -1 — A eine Dreiecksmatrix und ihre Diagonaleintrige sind
genau die Faktoren t — a;;. O

Einige wenige Koeffizienten des charakteristischen Polynoms kann man auch fiir
beliebige Matrizen schnell ablesen:

Lemma 2.7. Fiir jede Matrix A = (a;j) € Mat(n x n,K) ist
Xa(t) = t"+cpit" et +co
mit

Ch-1 = —tr(A) ,

co = (—1)"-det(A4),
fiir die Spur tr(A) :=ay| + -+ any (engl. trace).
Beweis. Nach der Leibniz-Formel ist y4(¢) die Summe der Polynome

po(t) = sgn(0) -bo(1)1(1) - bowa(t) € K[r]

t—a;; fir o(i) =1,
be(i)i(t) = { ' @

_a()'(i),i sonst.

Fiir die Grade der Polynome gilt dabei deg(ps(t)) = #{i | o(i) = i}, insbesondere
also

e deg(ps(r)) = n genau fiir o = id.
o deg(po(t)) <n—2firalle o # id.

Die fiihrenden beiden Terme von 4 (¢) stimmen also iiberein mit denen von
Pia(t) = bui(t)baa(t) - bun(t)
= (t—an)(t—ax)- -t —an)
= " (a1 +an+--+apy) """ + Terme vom Grad < n — 2.

Damit sind die fithrenden Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von der
behaupteten Form. Es bleibt nur der konstante Term von Y4 (¢) zu berechnen. Den
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konstanten Term eines Polynoms erhilt man durch Auswerten des Polynoms im
Punkt # = 0. In unserem Fall ist

xa(0) =} 581(0) bo(1)1(0)++bo(n).a(0)
ces,
= Y sgn(0) - (—1)"-an)1Aomn
ceB,
= (—1)"-det(A)
wegen b;;(0) = —a;; und der Leibniz-Formel fiir det(A4). O

Beispiel 2.8. Fiir

ab
A= (C d> € Mat(2 x 2,K)

ist

xa(t) = 1> —tr(A)t + det(A)
= 1> —(a+d)t+ (ad —bc).

Im Fall der zu Beginn betrachteten Achsenspiegelung erhalten wir so

. 1 /11
() = 1> =1 fir A= ﬂ(l _1>

Bei der Berechnung von charakteristischen Polynomen konnen wir alle aus dem
vorigen Kapitel bekannten Regeln fiir Determinanten verwenden:

Beispiel 2.9. Fiir die Matrix

011
A=|-231] € Mat(3x3,R)
002

liefert Entwickeln nach der dritten Zeile

t -1 -1

xalt) = det| 2 -3 —1 z(t—2)-det(;t_13>
00 -2

= (t-2)-(P=3t4+2) = (t—2)%*-(r—1).

Zwei Matrizen A, B € Mat(n x n,K) beschreiben denselben Endomorphismus in
verschiedenen Basen genau dann, wenn sie dhnlich sind, d.h. wenn

B = SAS™! firein S € GI,(K)
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ist. Sie haben dann das gleiche charakteristische Polynom:
Lemma 2.10. Fiir B = SAS™! gilt y4(t) = x5(1).

Beweis. Die konstante Matrix S € Gl(n, K) ldsst sich auch als Matrix iiber K|[t] auf-
fassen. Aus den Rechenregeln fiir Determinanten iiber kommutativen Ringen folgt
somit:

Il
o
[¢]
-

~—~
~

p—

\
>
=

xB(t)

Beweis. Die Determinante und die Spur sind Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms. a

Man beachte, dass die Spur einer Matrix im Gegensatz zur Determinante nicht
multiplikativ ist: Fiir Matrizen A,C € Mat(n x n,K) gilt im Allgemeinen

tr(AC) # tr(A) - tr(C).
Allerdings sieht man leicht, dass stets tr(AC) = tr(CA) ist.
Die Konjugationsinvarianz erlaubt

Definition 2.12. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Dann definie-
ren wir das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € Endg (V) durch

xp(1) = xa(r) € K[t].

wobei A = M, (f) fiir eine beliebige Basis &/ von V sei. Das ist wohldefiniert,
denn in jeder anderen Basis 4 wird f dargestellt durch

B := My(f) = SAS™!

mit S = @,/ z € Gl,(K), und somit gilt yp(r) = xa (7).
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3 Nullstellen von Polynomen

Die Eigenwerte einer Matrix sind die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms;
wie findet man solche Nullstellen? Fiir Polynome vom Grad > 4 kann man zeigen,
dass es fiir die Nullstellen keine allgemeine algebraische Formel gibt. Oft kann man
aber eine Nullstelle eines Polynoms erraten und einen Linearfaktor ausklammern:

Lemma 3.1. Sei f(r) € K[t] mit deg(f) > 0, und sei A € K mit f(A) = 0. Dann gilt

flo) = (1=24)-g(1)
fiir ein eindeutiges g(t) € K|[t] mit deg(g) = deg(f) — 1.

Beweis. Polynomdivision liefert eine Darstellung f () = (t — 1) g(¢) + r(¢) fiir zwei
Polynome g, r € K[t] mit

deg(r) < deg(t—2) = 1,

d.h. mit r € K. Einsetzen von t = A gibt r = 0. O

Induktiv erhalten wir das folgende Resultat, insbesondere kann jedes f € K|t]
hochstens deg(f) verschiedene Nullstellen besitzen:

Satz 3.2. Jedes vom Nullpolynom verschiedene f(t) € K[t] hat héchstens endlich
viele Nullstellen. Seien die paarweise verschiedenen Nullstellen mit Ay, ..., A € K
bezeichnet, dann gilt

f) = (t=2)" - (1 = )% -8(0)
mit
o cindeutigen Exponenten e; € N,
o cinem eindeutigen g(t) € K|[t] ohne Nulistellen A € K.

Beweis. Induktives Anwenden des Lemmas liefert Zerlegungen der Form
f) = (t=2A)" - (1 = A)*-8(0)

mit Ay,..., 4 € K paarweise verschieden und ¢; € N. Wihlt man deg(g) minimal,
so gilt YA € K : g(A) # 0. Dann ist f(1) = 0 genau fiir A € {4,...,A4}. Man
iiberlegt sich leicht, dass gilt:

e; = max{e € N|3ha(r) e K[t]: f(zr) = (t—A)°-h(t)}

Dann ist auch das Polynom g(¢) € K[t] eindeutig. O

Definition 3.3. In der obigen Situation bezeichnen wir e; als Nullstellenordnung von
f(t) im Punkt # = A; und schreiben

e; = ord,_y (f(t))
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Beispiel 3.4. Fiir das Polynom f(t) = t* — 513 + 91> — 7t +-2 € Q[¢] erriit man die
Nullstellen # = 1 und ¢ = 2. Polynomdivision zeigt dann

Also ist in diesem Fall ord,—; (f(¢)) =3 und ord,—(f(¢)) = 1.
Beispiel 3.5. Fiir das Polynom f(t) =3 —1 = (t — 1)(¢> +¢ 4+ 1) héingt die Zahl der
Nullstellen davon ab, tiber welchem Korper wir arbeiten:

e Die einzige reelle Nullstelle istr = 1.
e Uber den komplexen Zahlen gilt jedoch

1+iV3

Pt+1=—A)(—A) fir A= 5

und wir erhalten somit zwei weitere komplexe Nullstellen.

Man beachte, dass fiir jede komplexe Nullstelle A eines reellen Polynoms auch A
eine Nullstelle sein muf3. Im obigen Beispiel sind die komplexen Nullstellen genau
die dritten Einheitswurzeln in der komplexen Ebene, sieche Abbildung

Abb. V1.4 Die komplexen Nullstellen des Polynoms 3 — 1

Definition 3.6. Wir sagen, ein Korper K sei algebraisch abgeschlossen, falls jedes
Polynom positiven Grades iiber ihm eine Nullstelle im Korper hat, wenn also fiir
jedes Polynom f(¢) € K[f] mit deg(f) > O ein A € K existiert mit f(1) = 0.

Der Korper der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen: Das reelle
Polynom f(t) =>4+ 1 € R[t] hat keine reelle Nullstelle. Wir hatten die komplexen
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Zahlen aus den reellen Zahlen konstruiert, indem wir rein formal eine Nullstelle
dieses einen Polynoms hinzugenommen haben. Tatsdchlich erhalten wir auf diese
Weise viel mehr:

Satz 3.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C = {a+ib|a,b € R} der
komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Wir werden diesen Satz hier nicht beweisen. Es gibt es viele schone Beweise, sie
gehoren aber nicht in die Algebra, sondern benutzen analytische oder topologische
Methoden. Das ist kein Wunder, denn der Korper der reellen Zahlen — auf dem die
komplexen Zahlen ja aufbauen — ist kein rein algebraisches Objekt, er wird z.B. mit
Cauchy-Folgen in der Analysis konstruiert. Die meisten Korper, die Sie kennen, sind
nicht algebraisch abgeschlossen: Die Korper K = Q, R ebensowenig wie endliche
Korper F,, = Z / PZ, fiir letztere beachte man

x—x+1=1#0 firalle x € F,.

Allerdings lasst sich jeder Korper K einbetten in einen algebraisch abgeschlossenen
Korper. Genauer kann man mithilfe von Zorn’s Lemma einen kleinsten algebraisch
abgeschlossenen Korper K mit K C K konstruieren. Dieser ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt und heilt der algebraische Abschluf3 von K.

Beispiel 3.8. Der algebraische Abschlu3 von Q lésst sich auffassen als Teilkorper
der komplexen Zahlen. Wir erhalten den Korper der algebraischen Zahlen

Q:={1eC|3feQ]\{0}:f(2)=0} c C.

Dieser besteht aus allen Nullstellen rationaler Polynome, z.B. ist

2mi 1+ —
\/27 \3/67 i7 eXp(;;n)’ +£\/§7 tee 6 Q

Da @ abzdhlbar ist, gibt es sehr viele nicht-algebraische Zahlen, diese bezeichnet
man als transzendent. Beispiele transzendenter Zahlen sind 7,e, ... € C\ Q. Der
Nachweis der Transzendenz einer Zahl ist meist schwierig. Beispielsweise ist nicht
bekannt, ob e + 7 transzendent ist!

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper erhilt unser Satz iiber die Abspaltung
von Linearfaktoren eine besonders einfache Form:

Korollar 3.9. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann hat jedes vom Nullpolynom
verschiedene Polynom f(t) € K|t eine bis auf Umordnung der Faktoren eindeutige
Zerlegung als Produkt

@) = c-(t=A) ([t =) (t — M)

mit
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e paarweise verschiedenen Ay, ..., A € K,

e ciner Konstante ¢ € K* und Exponenten e; € N.

Beweis. In Satz [3.2]ist g(r) € K[t] ein Polynom ohne Nullstellen in K. Wenn K
algebraisch abgeschlossen ist, kann dies nur im Fall deg(g) = O passieren, also ist
hier g = ¢ € K eine Konstante. a

Wir sagen in der Situation des obigen Korollars auch, das Polynom f(¢) € K[t]
zerfalle tiber dem Korper K vollstindig in Linearfaktoren.

4 Diagonalisierung von Matrizen

Wir haben am Beispiel von Drehungen schon gesehen, dass nicht jede reelle Matrix
einen Eigenvektor besitzt. Uber den komplexen Zahlen sieht das anders aus:

Beispiel 4.1. Die reelle Drehmatrix

A= ((1) _(D € Mat(2 x 2,R)

hat das charakteristische Polynom x4 () = #*> + 1. Dieses reelle Polynom hat keine
reellen Nullstellen, besitzt jedoch die beiden komplexen Nullstellen ¢+ = +i. Die
komplexen Eigenrdume sind

E(A,—i) = ker(A+i-1) = ker(f 7:) =C-wv. fir v. = C),

E(A,+i) = ker(A—i-1) = ker<_li _1) =C-vy fir ve= <_ll>

—1

In C? haben wir also eine Basis (v, ,v_) aus Eigenvektoren. Damit ist A iiber C
diagonalisierbar:

STIAS = ((; +Ol> fir S = (v v) = (i li) S Glz((C)

Allgemein gilt:

Lemma 4.2. Uber algebraisch abgeschlossenen Korpen K hat jede quadratische
Matrix A € Mat(n X n,K) mindestens einen Eigenvektor.

Beweis. Es ist y4(¢) € K|[t] ein Polynom vom Grad n > 1 und hat somit in dem
algebraisch abgeschlossenen Korper eine Nullstelle A € K. a

Man beachte, dass wir damit erstmal nur einen Eigenvektor haben. Auch tiber
algebraisch abgeschlossenen Korpern ist nicht jede Matrix diagonalisierbar, wie das
folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 4.3. Fiir die Matrix

11
A = (0 1) € Mat(2 x2,K)

ist x4(¢) = (1 —1)? € K[t]. Der einzige Eigenwert von A ist somit A = 1. Aber der
zugehorige Eigenraum ist nur eindimensional:

dimg E(A,1) = dimgker(A—1) = dimgker (g é) =1<2.

Also ist A nicht diagonalisierbar, egal tiber welchem Korper K wir arbeiten.

Definition 4.4. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V).

e Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A € K ist definiert als die Null-
stellenordnung

e(f,A) == ord,—; (xs(1)).
e Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A ist definiert als die Dimension

d(f,2) = dimg (E(f,1)).

Fiir Matrizen A € Mat(n x n,K) definieren wir die algebraische und geometrische
Vielfachheit eines Eigenwertes als die des zugehorigen Endomorphismus von K"
und bezeichnen diese mit e(A,A) bzw. d(A,1).

Lemma 4.5. Fiir jeden Eigenwert A von f € Endg (V) gilt 1 <d(f, 1) <e(f,A).

Beweis. Wir wihlen eine Basis vy,...,v, fiir E(f,A) und ergéinzen sie zu einer
Basis des ganzen Vektorraums. In dieser Basis 8 = (vi,...,V4, Vg1, --,Vn) Wird f
dargestellt durch eine Blockmatrix

My(f) = (ldl g)

wobei der linke obere Block das Format d x d besitzt. Also hat
xr(t) = (t=2)" 2p(t)

im Punkt z = A eine Nullstelle der Ordnung > d. O

(Ml
= (54)

ist ya(t) = (t — A1) (t — A2). Es gibt zwei Fille:

Beispiel 4.6. Fiir A;,4; € K und
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e Fiir Ay # A; hat man d(A,A;) = e(A, A;) = 1 mit den Eigenrdumen

E(A’}h) = <(1’0)>a
E(A L) = (1A —A)).

e Fiir A, = A; gibt es nur einen Eigenraum, und d(A, A1) =1 < e(A,A;) = 2.
Beispiel 4.7. Fiir die Matrix

011
A= |(-231
002

ist xa(t) = (t —2)(t — 1). Thre Eigenwerte sind somit
e A =1 mit algebraischer Vielfachheit ¢(A,1) = 1.
e A =2 mit algebraischer Vielfachheit ¢(A,2) = 2.

Was sind die jeweiligen geometrischen Vielfachheiten?
e Fir A =l ist mit e(A,1) = 1 auch d(A, 1) = 1 nach dem vorigen Lemma.

e Fiir A =2 liefert e(A,2) = 2 nur die Information d(4,2) € {1,2}. Man berechnet
jedoch sofort

-211
d(A,2) = dimker(A—A-1) = dimker | —211 | = 2.
000

Hier stimmen die geometrischen mit den algebraischen Vielfachheiten iiberein und
esist K> = E(A,1) ®E(A,2) die direkte Summe seiner Eigenriiume. Insbesondere
sehen wir erneut, dass A diagonalisierbar ist. Allgemein gilt:

Satz 4.8. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir f € Endg (V) sind
folgende Eigenschaften dquivalent:

a) Der Endomorphismus f ist diagonalisierbar.

b) Das Polynom xy(t) zerfdllt iiber K vollstindig in Linearfaktoren und fiir alle A
ist

d(f?l) = e(fvl)

¢) Fiir die Eigenrdume zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten Ai, ...,
von f gilt
V = E(f,M)& - SE(f, A).

Beweis. Zu (a) = (b): Ein diagonalisierbarer Endomorphismus f € Endg (V)
wird in einer geeigneten Basis 28 von V dargestellt durch eine Diagonalmatrix
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My
Mgz(f) = € Mat(n x n,K).

L

Dann zerfillt x(t) = (t — 1) --- (f — 4p) in Linearfaktoren. Dabei miissen die y;
nicht verschieden sein, aber fiir jeden Eigenwert A € K ist

Zu (b) = (c): Wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt,
schreiben wir

2(0) = (1= M) (6= A%

mit paarweise verschiedenen A; € K und ¢; := e(f, A;). Jede Nullstelle 4; € K ist ein
Eigenwert von f. Da die Summe von paarweise verschiedenen Eigenrdumen direkt
ist, folgt

V= E(f,M)® - ®E(f, ) CV

Wenn die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten gleich sind, folgt aus
Dimensionsgriinden schon V' =V wegen

dimg (V') =} d(f, ),
dimK(V) = Ze(f,),,)
Zu (¢) => (a): WennV =E(f,A1)®---DE(f, A) gilt, wihlen wir in jedem der

Eigenrdume auf der rechten Seite eine Basis. Die Vereinigung dieser Basen ist dann
eine Basis % von V mit M4(f) in Diagonalform. O

Korollar 4.9. Sei f € Endk (V). Falls das charakteristische Polynom zerfiillt als
xr(@) = (t=21) - (1= 2n)
mit A; € K paarweise verschieden, so ist f diagonalisierbar.

Beweis. Indiesem Fallist 1 <d(f,A;) <e(f,A;) =1 fiir alle i, somit gilt in beiden
Ungleichungen Gleichheit. a

Man beachte: Fiir algebraisch abgeschlossene Korper K zerfillt jedes Polynom in
Linearfaktoren. Dann setzt das Korollar nur voraus, dass die Nullstellen paarweise
verschieden sind, eine zufillige Matrix ist “fast sicher” diagonalisierbar!

Beispiel 4.10. Fiir Matrizen

ab
A= (c d> € Mat(2 x2,C)

hat xa(t) = 1> — (a+d)t + (ad — bc) die beiden Nullstellen
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_ atd (a—d)?
l—%ﬁ: HT+bC

wobei die Wurzel komplex und nur bis auf einen Faktor 1 eindeutig ist. Sobald
hier (a — d)?* # —4bc gilt, sind die beiden Nullstellen verschieden uns dann ist A als
komplexe Matrix diagonalisierbar nach Korollar 4.9}

Konkrete Anwendungen fiithren aber iiblicherweise zu Matrizen von spezieller
Gestalt, die nicht zufillig sind. Daher sind wir mit diagonalisierbaren Matrizen
noch nicht fertig, wir wollen moglichst einfache Matrixdarstellungen auch fiir nicht
diagonalisierbare Endomorphismen finden. Als Vorbereitung werfen wir zunéchst
einen etwas genaueren Blick auf die Struktur von Polynomringen.

S Ein Beispiel: Lineare Rekursionen
Wir betrachten eine lineare Rekursion der Form:

Vik+1 = Cn_iVi—; furallek>n )

i=0
Fiir die Losungen gilt [Details folgen, siehe handschriftliche Notizen der 1. VL]:
Satz 5.1. Seien co,c1,...,c, € K gegeben.

a) Die Menge V aller Losungen v = (vy) keN, der Rekursion ist ein Vektorraum
der Dimension
dimg(V) = n+1.

b) Fiir jede Nulistelle A € K des Polynoms
p(t) == 1" —c " — - —cy € K]t

ist die Folge v := (lk)keNo der Potenzen von A eine Lésung von ().

¢) Die so gefundenen Losungen sind als Vektoren von V linear unabhdngig.

Beweis. Schreibe die Rekursion (f) in Matrixform

010--0

001--0
vik+1) = A-v(k) fiir die Begleitmatrix A =

000 .1

€oCLC2 " Cn

Dann folgt v(k) = A¥ - v(0). Wegen xa(t) = p(t) ist jede Nullstelle von p(t) ein
Eigenwert von A und daraus folgt die Behauptung. a



Kapitel VII
Intermezzo: Mehr iiber Ringe und Polynome

Zusammenfassung Wir haben gesehen, dass die Eigenwerte von Endomorphismen
die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms sind. Um eine moglichst einfache
Darstellung auch fiir nicht diagonalisierbare Endomorphismen zu finden, miissen
wir etwas mehr tiber die Struktur von Polynomringen wissen. In diesem Kapitel, das
aus logischer Sicht an das Ende von Kapitel I gehort, stellen wir kurz die notigen
Grundlagen zusammen. Wir iiberlegen uns, wie man in Polynome Elemente einer
beliebigen K-Algebra einsetzt, diskutieren Quotientenringe und Ideale, und zeigen
die Existenz und Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen in Hauptidealringen und
den chinesischen Restsatz iiber die Struktur von Quotientenringen.

1 Universelle Eigenschaft von Polynomringen

Sei K ein Korper. Beim Ubergang von Polynomen zu Polynomfunktionen hatten
wir fiir die Variable ¢ konkrete Werte aus dem Korper K eingesetzt. Wir konnen
aber allgemeiner fiir die Variable auch Elemente aus beliebigen anderen K-Algebren
einsetzen. Beispielsweise haben wir fiir jede komplexe Zahl s € C eine Evaluations-
oder Auswertungsabbildung

evg: Rlf] — C, f = f(s),

die die formale Variable r mit dem konkreten Wert s € C belegt. Diese Abbildung ist
ein Homomorphismus von R-Algebren. Allgemeiner besitzt der Polynomring K[t]
die folgende universelle Eigenschaft, die ihn als Werkzeug fiir die Untersuchung
von K-Algebren pradestiniert:

Proposition 1.1. Sei S eine beliebige K-Algebra und s € S. Dann gibt es genau einen
Homomorphismus
evs: Kjt] — S

von K-Algebren, der die formale Variable t auf das Element s € C abbildet.

205



206 VII Intermezzo: Mehr iiber Ringe und Polynome

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit: Sei ¢ : K[t] — S ein Homomorphismus
von K-Algebren. Fiir

f=Yat € K[

ist dann das Bild @(f) € S schon eindeutig bestimmt durch den Wert s = (), denn

es gilt '
o(f) = (p(Zaiti) = Zai((p(t))’ = Za;si = f(s)

per Definition von Homomorphismen von K-Algebren. Das zeigt, dass hochstens
ein solches ¢ existiert. Um die Existenz zu sehen, miissen wir nur noch priifen, dass
die Abbildung

¢: Ki] — S, f= f(s)

tatséchlich ein Homomorphismus von K-Algebren ist: Fiir alle a, B € K, f, g € K[t]
ist

(af +Bg)(s) = a-f(s)+B-gls),
(f-8)s) = S(s)-8(),

also o(af+Bg) = ap(f)+Be(g), o(f-8) = o(f) o(g). O

Die obige universelle Eigenschaft erklért die Bedeutung von Polynomringen fiir
die gesamte Algebra. Man beachte, dass die Proposition [I.1| nicht voraussetzt, dass
die K-Algebra S kommutativ ist:

Beispiel 1.2. Insbesondere kénnen wir in Polynome aus K[¢] fiir die Variable 7 eine
quadratische Matrix A € § = Mat(n x n,K) einsetzen und erhalten auf diese Weise
einen K-Algebren-Homomorphismus

o: K[t] — Mat(nxn,K), f+— f(A).

So hat das Polynom f = >+ 1 € K[t] eine “Nullstelle” in der Matrix

0-1
A= (1 O)’
denn es ist

0 {01 0 -1 10y (00
fA) =A"+1= (1 o> <1 o)*(m) (00)'
Man beachte, dass hier f(t) = x4(¢) das charakteristische Polynom von A ist. Wir
werden dieses Beispiel spéter im Satz von Cayley-Hamilton verallgemeinern.
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2 Ideale und Quotientenringe
Die Homomorphiesitze fiir Gruppen und fiir Vektorrdaume haben gezeigt, wie man

Homomorphismen durch Bilder und Kerne beschreiben kann. Wir wollen dasselbe
nun auch fiir Ringe machen:

Definition 2.1. Das Bild und der Kern eines Ringhomomorphismen ¢ : R — § ist
definiert durch

im(@) = {o(r) €S|reRr},
ker(o) {reR|¢e(r)=0}.

Beispiel 2.2. Sei S eine K-Algebra und s € S. Fiir ev, : K[t] — S, f — f(s) gilt
dann:

e im(ev;) ist die kleinste das Element s € S enthaltende K-Unteralgebra von S.
e ker(evs) besteht aus allen Polynomen f € K[¢t] mit f(s) = 0.

Fiir Vektorraume hatten wir gesehen, dass das Bild und der Kern jeder linearen
Abbildung ein Untervektorraum ist. Ebenso sind fiir Gruppenhomomorphismen das
Bild und der Kern Untergruppen, wobei der Kern die weitere Eigenschaft besitzt, ein
Normalteiler zu sein. Auch fiir Ringhomomorphismen hat der Kern eine zusétzliche
Eigenschaft:

Lemma 2.3. Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist

e im(@) C S ein Teilring,

e ker(¢) C R eine additive Untergruppe mit der zuscitzlichen Eigenschaft, dass fiir
alle Ringelemente r € R und alle a € ker(@) auch a-r,r-a € ker(@) ist.

Beweis. Das Argument ist analog zum Fall von Gruppenhomomorphismen, daher
zeigen wir nur die zusitzliche Eigenschaft des Kerns: Diese folgt aus

pla-r)=¢(a)-¢(r)=0-9(r) =0,
@(r-a)=0(r)-@(a)=(r)-0=0,

S

fiir alle a € ker(@), r € R. O

Insbesondere ist der Kern eines von Null verschiedenen Ringhomomorphismus
kein Teilring, denn es gilt:

1 €eker(p) < VreR: ¢(r)=0.
Die Kerne von Ringhomomorphismen bilden sogenannte Ideale:

Definition 2.4. Unter einem (zweiseitigen) Ideal eines Ringes R verstehen wir eine
additive Untergruppe
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I C (R +)

mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass fiirallea € I, r € Rauch ar € I und ra € I ist.
Man beachte, dass dies fiir nicht-kommutative Ringe zwei Bedingungen sind, eine
fiir die Multiplikation von rechts und eine von links (daher der Zusatz zweiseitig).

Wir haben uns iiberlegt, dass der Kern jedes Ringhomomorphismus ein Ideal
ist; tatsdchlich gilt auch die Umkehrung dieser Aussage, analog zur Situation fiir
Normalteiler in der Gruppentheorie:

Proposition 2.5. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal, dann ist die Quotientengruppe
R/I ein Ring mit der reprisentantenweise definierten Addition und Multiplikation:

] +[b] := [a+b],
[a] - [b] = [a-b].

Beweis. Wie fiir Gruppen. Wir priifen hier nur nach, dass die Multiplikation wohl-
definiert ist. Fiir a,a’,b € R gilt:

[ =[d] = a—d €1 (per Definition)
= (a—d)-bel (weil I Ideal ist)
= ab—db eI (Distributivitit)
= [ab] = [d'b] (per Definition)
Analog erhilt man auch [ba] = [bd']. O

Beispiel 2.6. Fiir R = Z erhalten wir die Quotientenringe Z/nZ, die wir bereits aus
dem ersten Kapitel kennen. Allgemeiner ist fiir beliebige kommutative Ringe R und
festes ¢ € R die Teilmenge

¢R = {crER|r€R} CR
ein Ideal. Es heifit das von ¢ erzeugte Hauptideal.

Beispiel 2.7. Der Wert eines Polynoms f € K[t] in einem fest gewihlten Punkta € K
hingt nur von der Restklasse des Polynoms modulo dem Hauptideal I = (t — a)K[t]
ab. Genauer zeigt Division mit Rest, dass sich jedes Polynom f € K[t] schreiben
lisst als f(¢) = f(a)+ (t —a)g(¢) mit g(z) € K[t]. Es folgt

flaj=0 <<= fel:=({—akK]]
und wir erhalten das kommutative Diagramm:

K[r] ffla) K

%

.
.
-
\ .2 3!Isomorphismus
.

Klil/1
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Dabei haben wir den folgenden Homomorphiesatz fiir Ringe benutzt, den man wie
fiir Gruppen und Vektorrdumen beweist (siehe Kapitel I, Satz und Kapitel III,
Satz 77):

Satz 2.8 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Es sei R ein Ring, I C R ein Ideal. Dann
gibt es fiir jeden Ringhomomorphismus

@: R—S mit I C ker(o)

genau ein Ringhomomorphismus @ : R/I — S mit ¢ = @ o p wie in dem folgenden
Diagramm:

Ferner gilt:

o im(g) = im(@).
o ( ist injektiv genau fiir I = ker(@).
Fiir R = 7Z hatten wir mittels des Euklidischen Algorithmus gesehen, dass jede

additive Untergruppe und damit — was hier dasselbe ist — jedes Ideal die Form I = nZ
fiir ein n € Z hat. Diese Eigenschaft verdient einen Namen:

Definition 2.9. Einen Integrititsring R, in dem jedes Ideal ein Hauptideal aR C R
ist, bezeichnen wir als einen Hauptidealring.

Wir werden sehen, dass Hauptidealringe sehr gute Eigenschaften haben, z.B. 14sst
sich in ihnen eine Teilbarkeitstheorie wie in Z entwickeln. Daher ist die folgende
Beobachtung sehr niitzlich:

Satz 2.10. Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R Euklidisch mit Gradfunktion 0 : R\ {0} — N. Sei I C R ein Ideal,
wobei wir oBdA I # {0} annehmen diirfen. Wihle ein Element a € I, sodass 6 (a)
minimal ist. Wegen a € [ ist dann jedenfalls aR C I. Wir wollen zeigen, dass hier
sogar Gleichheit gilt. Sei dazu b € I vorgegeben. Dann gibt es Elemente ¢, r € R mit

b=agq+r und &(r)<8(a) imFall r#0.

Aber es gilt r = b — aq € I, weil [ ein Ideal ist. Die Minimalitit von §(a) erzwingt
damit r = 0. Es folgt b = aq € aR. Also ist] = aR. ad

Korollar 2.11. Fiir jeden Korper K ist der Polynomring K|[t| ein Hauptidealring.

Beweis. Es ist K[t] ein Euklidischer Ring, da man iiber Kérpern Polynomdivision
mit Rest durchfiihren kann. ad
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Man beachte, dass wir nur Polynomringe in einer Variablen iiber einem Korper
betrachten. Beispielsweise ist der Ring

Zlt] == {apt"+---+ait+aop |n€N,ay,...,a, €L}

der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten kein Hauptidealring (Ubung)!

3 Teilbarkeit in Hauptidealringen

Bekanntlich hat jede von Null verschiedene ganze Zahl a € Z\ {0} eine eindeutige
Primfaktorzerlegung
n
a—=c- I_I ple’
i=1

mit ¢ = £1, Exponenten e¢; € N und paarweise verschiedenen Primzahlen p;. Wir
wollen nun eine analoge Aussage in beliebigen Hauptidealringen zeigen, mit Blick
auf den Hauptidealring K[r] iiber einem Korper K. Wenn der Korper K algebraisch
abgeschlossen ist, ldsst sich dies besonders einfach formulieren: Dann hat jedes von
Null verschiedene Polynom f € K[f] \ {0} eine eindeutige Zerlegung

f) = cﬂ(t—wf'

mit einer Konstante ¢ € K>, Exponenten ¢; € N und paarweise verschiedenen A; € K,
die Rolle von Primzahlen iibernehmen hier also die Polynome vom Grad 1.

Um eine analoge Aussage auch iiber nicht algebraisch abgeschlossenen Koérpern
zu formulieren, miissen wir uns Gedanken dariiber machen, welche Polynome die
Rolle von Primzahlen iibernehmen sollen. In R = Z kann man Primzahlen p > 1
durch jede der folgenden dquivalenten Eigenschaften charakterisieren:

1) Aus p | ab fiir a,b € Z folgt p | a oder p | b.
2) Aus p =ab mita,b € Z folgta= 41 oder b = +£1.

Die Vorzeichen in der zweiten Charakterisierung werden benétigt fiir die trivialen
Faktorisierungen

p=c-(p/c) firalle c e Z* = {£1}.
Dies fiihrt uns auf die folgende Definition:

Definition 3.1. Sei R ein Integritéitsring. Ein Element p € R heifit

e assoziiert zu a € R, wenn a = pc fiir ein ¢ € R ist.
Wir schreiben in diesem Fall auch kurz p ~ a.
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e ein Teiler von a € R, wenn a = pc fiir ein ¢ € R ist.
Wir schreiben in diesem Fall auch kurz p | a.

e e¢in Primelement, wenn p ¢ R* U {0} ist und gilt:
Aus p | ab fiir a,b € R folgt p | a oder p | b.

e cin irreduzibles Element, wenn p ¢ R* U {0} ist und zudem gilt:
Aus p = ab fiir a,b € R folgt a € R* oder b € R*.

e reduzibel, wenn es nicht irreduzibel ist.
Beispiel 3.2. a) Das Polynom

irreduzibel im Ring R = R[],

pt) = 241 st
reduzibel in R = CJz].

b) Jedes Polynom p € K[t] mit deg(p) = 1 ist irreduzibel:

p=ab = deg(a)+deg(b) =1
= deg(a) =0 oder deg(b) =0
= a€ K" oderbe K*

c¢) Uber algebraisch abgeschlossenen Korpern K hat umgekehrt jedes irreduzible
Polynom p € K[t] den Grad deg(p) = 1.

Durch Multiplikation mit einer von Null verschiedenen Konstanten konnen wir
jedes Polynom zu einem normierten Polynom machen, also einem Polynom mit
dem Leitkoeffizienten 1. Fiir reelle Polynome gilt:

Lemma 3.3. Die normierten irreduziblen reellen Polynome f € R|t] sind genau die
Polynome der Form

o f(t)=x—amita€R,

o f(t)=x*>+bx+cmith,c€Rundb® < 4c.

Beweis. Sei f € R]t] irreduzibel. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat f eine
Nullstelle a € C, also ist

f@t) = (t—a)-g(t) firein g(t) € C[f].

Falls a € R ist, muB dabei g(¢) € R[¢] sein. Da f ein normiertes und irreduzibles
Polynom in R][t] ist, folgt dann notwendigerweise f(#) =t —a. Falls a € C\ R ist,
ist das komplex Konjugierte @ # a. Da f reelle Koeffizienten hat, gilt aber

f@ = fla) =0 =0.

Aus f(t) = (t —a) - g(¢) folgt also g(a) = 0 und damit
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= f(t) = (t—a)(t—a) -h(r) fureinh(t) € C[t].
Dabei ist (t —a)(t —a) € R[t]. Es folgt f(1) = (t —a)(t —a), also deg(f) =2. O

Wir haben zwei Begriffe eingefiihrt, irreduzible Elemente und Primelemente. Die
Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen beruht auf beiden:

Lemma 3.4 (Eindeutigkeit von Faktorisierungen). Es sei R ein Integritditsring,
und es gelte

pl .. -pm ~ q] ... qn
mit
e Primelementen pi,...,pm €R,

e irreduziblen Elementen q,...,q, € R.

Dann ist m = n, und nach Umnumerieren der Faktoren gilt q; ~ p; fiiri=1,2,... n.

Beweis. OBdA ist m,n > 1. Da p; prim ist und g - - - g, teilt, gilt p; | ¢; fiir ein i.
Nach Umnumerieren diirfen wir i = 1 annehmen. Da ¢; irreduzibel ist und p; ¢ R*
ist, folgt

g1 = c-p; firein ¢ € R*.

Da R Integritdtsring ist, folgt aus pp...p, ~ g1 - - - g, durch Kiirzen
P2 "Pm ~ C-q2:-"Yn.
Die Behauptung folgt dann per Induktion. a

Somit kann sich jedes Element auf hochstens eine Weise in ein Produkt von
Primelementen zerlegen, denn:

Lemma 3.5. Primelemente sind irreduzibel.

Beweis. Sei p € R ein Primelement. Aus p = ab folgt insbesondere p | ab. Weil p
prim ist, folgt p | a oder p | b. Sei etwa p | a, also a = pc fiir ein ¢ € R. Es folgt

0=p—ab=p—pcb = p-(1—cb).
Also ist cb = 1, da R ein Integrititsring und p # 0 ist. Damit ist b € R*. O

Umgekehrt miissen irreduzible Elemente nicht unbedingt prim sein und es muf3
keine Faktorisierung in Primelemente geben, selbst wenn es eine Faktorisierung in
irreduzible Elemente gibt. Beispielsweise hat man in dem Ring

R = {a+bi\/§€ Cla,beZ}

die zwei Faktorisierungen
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2-3=(1+iV5)-(1—iV5)

Man kann zeigen, dass in diesem Ring alle vier auftretenden Faktoren irreduzibel
sind und dass keine zwei der Faktoren assoziiert zueinander sind. Nach Lemma[3.3]
kann das Element 6 € R also kein Produkt von Primelementen sein. Mehr dazu
konnen Sie in der algebraischen Zahlentheorie erfahren! Wir miissen uns um solche
Phianomene hier keine Sorgen machen:

Proposition 3.6. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist in R ein Element genau dann
ein Primelement, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Sei p € R irreduzibel und p | ab fiir a,b € R. Wir wollen zeigen, dass p | a
oder p | b gilt. Da R ein Hauptidealring ist, ist das Ideal

aR+pR = {ari+pry | r;,mn€R} CR

ein Hauptideal, also gleich dR fiir ein d € R. Insbesondere ist p € dR, also p = cd
fiir ein ¢ € R. Da p irreduzibel ist, folgt ¢ € R* oder d € R*. Wir haben also

aR+pR = dR und p = cd,

wobei einer der folgenden zwei Fille eintritt:

e FiirccR*istd=p-c~' € pR,also
PR =dR = aR+pR>a = pla.
e FirdcR¥ist1=d-d~' € dR=aR+ pR, also

dri,m€R: 1=ar +pnr
= b=1b=ab-ri+p-bnr

= p|b wegen p]|ab.
(|

Satz 3.7 (Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen). In Hauptidealringen R hat
Jjedes Element a € R mit a ¢ R* U{0} eine Faktorisierung

a = p1-Pn

mit irreduziblen p; € R. Dabei sind die Primfaktoren p; bis auf Multiplikation mit
Einheiten und Umnumerieren eindeutig.

Beweis. Wir wissen, dass in jedem Integrititsring Zerlegungen in Primelemente
eindeutig sind, und in Hauptidealringen sind irreduzible Elemente prim nach der
Proposition. Zu zeigen bleibt daher nur, dass in Hauptidealringen jedes Element ein
Produkt von irreduziblen Elementen ist.

Angenommen, es wire etwa a; € R nicht als Produkt endlich vieler irreduzibler
Elemente darstellbar. Dann ist insbesondere a; nicht irreduzibel, also
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a; = apby mit ap,b; € R\R>< U {0}

Wenn a,, b, beide ein Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente wéren, dann
auch a;. Also sei oBdA a; kein Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente. In-
duktiv fortfahrend konnten wir so eine unendliche Folge von Elementen

ai,az,as,... € R\R*U{0}

finden, sodass a; .1 ein echter Teiler von q; ist fiir alle i. Wir erhalten dann eine
aufsteigende Kette von Idealen

aiR C ;R C 3R C - C R.

Fiir aufsteigende Ketten von Idealen ist die Vereinigung wieder ein Ideal
I:=|JaRCR
n=1

Da R ein Hauptidealring ist, handelt es sich hierbei um ein Hauptideal, also / = dR
fiir ein d € R. Aus d € [ folgt per Definition d € a,R fiir ein n € N. Aber dann
ist = ayR = a,+ 1R = --- im Widerspruch zur Konstruktion als echt aufsteigende
Kette. a

Korollar 3.8 (Faktorisierung in irreduzible Polynome). Sei K ein Korper. Fiir
jedes f € K[t] \ {0} existiert eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Zerlegung

£(1) = C~ﬁ(m(t))e"

mit paarweise verschiedenen irreduziblen normierten Polynomen p;(t) € K|t], einer
Konstanten ¢ € K* und Exponenten e; € N.

Dabei bezeichnen wir ein Polynom p(t) = a,t" +a, 1t""' +--- 4+ ag € K[t]
als normiert, wenn a, = 1 ist. Diese Normierung des Leitkoeffizienten erlaubt es,
aus jeder Klasse zueinander assoziierter irreduzibler Polynome einen Reprisentant
zu wihlen, dhnlich wie man Primzahlen meist als positiv voraussetzt. Allgemeiner
kann man so vorgehen:

Sei R ein Hauptidealring und & C R ein Reprisentantensystem fiir die Menge
der Primelemente modulo Assoziiertheit, also z.B.

P =1{2,3,5,7,11,13,17,...} CR =1,
& = {normierte irreduzible Polynome} C R = K[t]

etc. Jedes a € R\ {0} hat dann eine eindeutige Zerlegung der Form
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mit ¢ € R* und Exponenten e, (a) € Ny (fast alle Null).

Definition 3.9. Fiir ay,...,a, € R\ {0} definieren wir in der obigen Situation
e den grofiten gemeinsamen Teiler

ggT(ay,...,ay) = H per
peEP

mit den Exponenten e, := min{e,(a;) |i=1,...,n}.
e das kleinste gemeinsame Vielfache

kgV(ai,...,ay) = H per
peEX

mit den Exponenten e, := max{ep(a;) |i=1,...,n}.

Bemerkung 3.10. Bei anderer Wahl des Systems &2 C R von Primelementen @ndern
sich der grofite gemeinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache nur um
eine Einheit. Das von ihnen erzeugte Hauptideal ist von dieser Wahl unabhingig,
genauer kann man zeigen:

kgV(a,b)-R = aRNbR,
ggT(a,b)-R = aR+bR.
Dabei setzen wir
aR+bR := {ar+bs€R|rs€R}.

Fiir R = Z erhalten wir erneut die schon aus dem Kapitel iiber Euklidische Ringe
bekannte Bézout-Identitdt

dm,neZ: ggl(a,b) = am+bn.

4 Der Chinesische Restsatz

Der Chinesische Restsatz ist in seiner elementarsten Form eine Aussage iiber die
Losbarkeit simultaner Kongruenzen. Er verdankt seinen Namen dem folgenden

Problem (Sun-Tzu, 3. Jh.). Gegeben sei eine unbekannte Zahl von Objekten. Wenn
man sie

e in Dreiergruppen zusammenfasst, bleiben zwei iibrig,

e in Fiinfergruppen zusammenfasst, bleiben drei iibrig,

e in Siebenergruppen zusammenfasst, bleiben zwei iibrig.
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Um wieviele Objekte handelt es sich?

In moderner Sprache lésst sich dieses Problem formulieren als die Suche nach
einer Losung x € Z des Systems von Kongruenzen

x = 2 mod3,
= 3 mod}5,
x =2 mod7.

Die kleinste positive Losung x = 23 ist in Abbildung illustriert, jede weitere
Losung erhilt man durch Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 3-5-7 = 105.

14701819 =22
3| @6 @1 @
369121518 21
1060118 @
271217 2213
5| @@®BE @
491419
51011520
181 22
2916 za¢2
31017

7| @anas
51219
61320
7142

Abb. VIL.1 Die kleinste positive Losung des Problems von Sun-Tzu (Bild: Wikipedia)

Allgemeiner lassen sich solche Systeme von Kongruenzen auch in beliebigen
Ringen R betrachten. Hierzu zunichst eine Notation, welche die Kongruenzrelation
ganzer Zahlen verallgemeinert:

Definition 4.1. Sei I C R ein Ideal. Fiir zwei Elemente x, r € R schreiben wir
x=r modl &L x—rel [x]=1[r] € R/I

Wir konnen nun die Frage nach der Losbarkeit simultaner Kongruenzen wie folgt
formulieren: Seien Ideale I1,...,I, C R und Elemente ry,...,r, € R gegeben. Wann
besitzt das Kongruenzsystem

x = r modl,

X = r, modl,

eine Losung x € R? Wie lassen sich alle solchen beschreiben? Hierzu betrachten wir
Tupel
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(1) s 1)) € R/ < R/,
Das Produkt .
[T R/ = R/l x - xR/
k=1

ist dabei ein Ring mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation:

(ary...,an)+ (b1,...,by) = (a1 +bi,...,an+by),
(aiy...,an) - (biy...,by) = (a1-bi,...,an by).
Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Losungen sieht man sofort:
Beispiel 4.2. Das Gleichungssystem

x =1 mod4
x =2 modb6

besitzt aus Paritédtsgriinden keine Losung x € Z.

Um im Ring der ganzen Zahlen beliebige simultane Kongruenzen mod »n; und
mod n, zu 16sen, sollten wir besser ggT(n;,n,) = 1 annehmen. Nach Bézout ist das
gleichbedeutend mit

a, € m2Z,

1 = ay+ap fiir geeignete
! . geels {az € mZ.

Die richtige Verallgemeinerung fiir Ideale ist
Definition 4.3. Zwei Ideale 11,1, C R heilien teilerfremd, wenn gilt:
le h+L = {ai+a|a €li,ap €h}

Satz 4.4 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein kommutativer Ring und Iy, ..., I, C R
seien paarweise teilerfremde Ideale. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus
von Ringen

n
R/LN---0ly — [] R/
k=1

Beweis. Wir betrachten den Ringhomomorphismus
n
¢: R — HR/Ik, roe (r modIy,...,r modln).
k=1

Offenbar gilt

ker(9) = {reR|Vk: r=0 modl;} = {reR|Vk: relk} = LN---N,.
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Der Homomorphiesatz fiir Ringe (Satz liefert daher einen injektiven Ring-
homomorphismus

n
9: R/LhN---nl, — [[R/K
k=1

sodass das folgende Diagramm kommutiert:

R

[Ti1 R/ Ik
//‘(

R/LN---N1,

Zu zeigen bleibt die Surjektivitit von @: Es geniigt, fiir jedes i € {1,...,n} eine; €R
zu konstruieren mit

o(e;) = (0,...,0,1,0,...,0) € HR/Ik’
k=1

wobei der Eintrag ‘1’ an der i-ten Stelle steht. Denn fiir beliebige 71, ...,r, € R folgt
dann

(p(Zr,-e,-) = Z(p(ri)(p(ei) = (r; modIj,...,r, modl,).
i=1 i=1

Zur Konstruktion von e;: Wegen der vorausgesetzten paarweisen Teilerfremdheit der
Ideale ist
1 € I;+1; firalle j#i.

Sei nun i fest gewihlt. Fiir jedes j # i wihlen wir eine Darstellung
l =a;j+b; mit a;€l; und b;el;.
Dannist b;=1 mod/; und ;=0 mod /;. Es folgt

e = Hbl =

J#

1 modl, firk=i,
0 modl; firk#i.

O

Besonders einfach wird der chinesische Restsatz in Hauptidealringen, da man
hier die Teilerfremdheit von Idealen durch die Teilerfremdheit von Ringelementen
ersetzen kann:

Korollar 4.5. Sei R ein Hauptidealring und ay,...,a, € R paarweise teilerfremde
Elemente. Dann hat man einen natiirlichen Isomorphismus
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n
R/aR = HR/akR mit a=aj---a.
k=1
Beweis. Aus der paarweisen Teilerfremdheit von ay,...,a, und der eindeutigen
Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen folgt ajRN---Na,R =ay ---a,R. o

Beispiel 4.6. Fiirn = pi] -+ po € N mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und
Exponenten ¢; € N ist die natiirliche Abbildung

ZInZ — L/p'Lx X L] pL

ein Isomorphismus von Ringen. Man beachte, dass die Teilerfremdheit der Faktoren
dabei essentiell ist: Beispielsweise gilt Z/p?Z % 7./ pZ x 7./ pZL.

Beispiel 4.7. Fiir Polynome
f(t) = (t—a1)---(t—an) € K[]
mit paarweise verschiedenen Nullstellen ay,...,a, € K ist die Abbildung
K[r]/f(t) K[t} — K"
[g(@)] = (glar),....&(an))

ein Ringisomorphismus. Die Konstruktion in unserem Beweis des chinesischen
Restsatzes liefert hier Polynome ¢;(¢) € K[r] mit

() [ A=
)= No firj£i

Explizit kann man

I—aj
ei(t) = € K|t
0= I] o= < I
wihlen. Damit haben wir ein Interpolationsproblem gelost: Seien cy,...,c, € K,

dann gilt:

e Das Polynom g(7) :=cjei(t) + -+ +cnen(t) erfiillt g(a;) = ¢; firi =1,...,n.
e Jedes andere Polynom mit dieser Eigenschaft erhélt man aus dem angegebenen
Polynom durch Addition eines polynomialen Vielfaches von f(¢) =17, (t —a;).






Kapitel VIII
Normalformen von Matrizen

Zusammenfassung In diesem Kapitel werden wir uns iiberlegen, wie man zu jedem
Endomorphismus eine Basis findet, worin er durch eine moglichst einfache Matrix
gegeben ist. Dies verallgemeinert unsere Resultate aus Kapitel [VI|auf den Fall nicht
diagonalisierbarer Matrizen. Insbesondere liefert die Jordan’sche Normalform iiber
algebraisch abgeschlossenen Korpern eine Klassifikation sdmtlicher quadratischen
Matrizen bis auf Ahnlichkeit. Fiir den Beweis studieren wir die Struktur von Moduln
iiber Hauptidealringen, eine wichtige Verallgemeinerung von Vektorrdumen iiber
Korpern. Die Klassifikation solcher Moduln liefert en passant auch den Haupsatz
fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen.

1 Motivation

Sei K ein Korper. Als Motivation fiir die folgenden Konstruktionen betrachten wir
erneut das Beispiel linearer Rekursionen: Fiir gegebene cy,...,c, € K suchen wir
Folgen v = (vy)nen, mit

Vil = CnVk+Cn—1Vk—1+---+covk—, firalle k > n.

Wir hatten uns in Kapitel [VI|[5] iiberlegt, dass die allgemeine Losung einer solchen
Rekursionsgleichung sich abhingig von den Anfangswerten vy, ..., v, € K wie folgt
schreiben ldsst: Fiir k > n sei

Vk
Vi+1
v(k) == | Vk2 | € KT

Vi+n

221
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dann erhilt man fiir beliebige Wahl der Anfangswerte u = v(0) die dazu gehérige
Losung durch

010---0

001---0
v(k) = AX .y fiir die Begleitmatrix A :=

000 .1

€oCLC2 " Cp

Schauen wir uns nochmals die urspriingliche Rekursion an. Einsetzen der obigen
Formel liefert

Ay = AU+ A a4 oA

Wenn wir k = n wihlen und alle Terme auf die linke Seite bringen, wird aus dieser
Gleichung

(A" — A" —cp A - —pl)-u =0 in K"

Diese Vektorgleichung kann nur dann fiir alle moglichen Anfangswerte u € K"*+!
gelten, wenn

A e At — e AT =21 = 0 in Mat((n+1) x (n+1),K)

ist. Das ist eine polynomiale Gleichung in der Matrix A! In Rest dieses Kapitels
wollen wir allgemein die Struktur von Endomorphismen verstehen durch Betrachten
der von ihnen erfiillten polynomialen Gleichungen.

2 Das Minimalpolynom und der Satz von Cayley-Hamilton

Die universelle Eigenschaft des Polynomrings K[¢] sagt aus, dann man in Polynome
Elemente einer beliebigen K-Algebra einzusetzen kann. Fiir jeden K-Vektorraum V
und jedes f € Endg (V) erhalten wir also einen Homomorphismus

evp: K[f] — Endg(V), P+~ P(f)

von K-Algebren. Was konnen wir iiber seinen Kern aussagen? Im obigen Beispiel
haben wir im Fall von Begleitmatrizen ein von Null verschiedenes Element im Kern
dieses Homomorphismus konstruiert. Allgemein ist klar:

Lemma 2.1. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Dann gibt es fiir
Jjeden Endomorphismus f € Endg (V) ein P € K[t]\ {0} mit

P(f) =0 in Endg(V).
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Beweis. Wir betrachten in dem Vektorraum Endg (V') die unendliche Folge aller
Potenzen

idy, f, f%, f3, ... € Endg(V) mit "= fof" fir neN.

Diese unendlich vielen Potenzen konnen wegen dimg Endg (V) = (dimg(V))? < oo
keine linear unabhingige Familie bilden. Es gibt also lineare Relationen zwischen
ihnen, etwa

enf" +en1f e f+eoidy = 0

fiir geeignete co, ..., c, € K, die nicht alle Null sind. a

Lemma 2.2. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Zu f € Endg (V)
gibt es dann genau ein Polynom [y € K[t] mit den folgenden Eigenschaften:

a) Wy ist normiert.

b) Esist ug(f) =0.
c) Jedes P € K[t] mit P(f) = 0 ist durch uy teilbar.

Beweis. Der Kern
ker(evs : K[r] — Endg (V) = {P€K[f]| P(f) =0}

ist ein Ideal des Hauptidealringes K|[¢], und als solches wird es von einem eindeutig
bestimmten normierten Polynom erzeugt. O

Definition 2.3. Wir nennen p; das Minimalpolynom von f € Endg (V). Wie iiblich
identifizieren wir quadratische Matrizen A € Mat(n x n,K) mit Endomorphismen
von K" und schreiben in diesem Fall fiir das Minimalpolynom auch 4.

Beispiel 2.4. Es gilt:
a) Esistdegpiy(r) > 1 fiir alle f € Endg (V).
Denn per Definition ist iy nicht das Nullpolynom, und es kann kein von Null
verschiedenes konstantes Polynom sein, da es nach Einsetzen von f Null ergibt.
b) Esist pi¢(t) =t — & genau dann, wenn f = « - idy ist.
Denn wenn i (1) =1 — a gilt, besagt p1¢(f) =0 genau f = ot -idy. Fiir f = - idy
gilt umgekehrt
P(f)=0 fiirdas Polynom P(¢r)=r—o € K]t],

also ist iy ein Teiler dieses Polynoms, und wegen a) mufl dann py = P gelten.
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¢) Fiir oy # o hat die Diagonalmatrix

I 0
A= (0 a2> € Mat(2 x 2,K)

das Minimalpolynom p4 (1) = (t — o) (t — ap):

Denn einerseits ist das Minimalpolynom 14 ein Teiler von P(¢) = (t — oy ) (1 — otz
wegen

PA) = A-a-1)-(A-p-1) = (80@0061)'(0“50‘2 8) - <88)

und andererseits ist deg(pa(¢)) > 1 wegen A — -1 # 0 fiir alle @ € K.

Das Argument aus dem letzten Beispiel ldsst sich allgemeiner fiir beliebige
Blockdiagonalmatrizen durchfiihren und zeigt:

Lemma 2.5. Sei n = n; + - - -+ ny, und seien A; € Mat(n; x n;,K) gegeben. Fiir die
Blockdiagonalmatrix
Ay 0
A= € Mat(n x n,K)

gilt dann

:U'A([) = kgV(ﬂAl (t)a -y Mg (t))v

xa(t) = Xa, (8) - Xay (0)-
Beweis. Fiir das charakteristische Polynom folgt das direkt aus der Multiplikativitét
der Determinante fiir Blockdiagonalmatrizen, wir miissen daher nur die Aussage

iber das Minimalpolynom zeigen. Dazu beachte man, dass sich die Potenzen von
Blockdiagonalmatrizen berechnen als

A0
Al —
0 A
fiir alle i € Ny. Fiir P(r) € K[t] folgt
P(Ay) 0
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und somit ist P(A) = 0 genau dann, wenn P(A;) = O ist fiir i = 1,... k. Fiir die von
den jeweiligen Minimalpolynomen erzeugten Ideale in dem Hauptidealring K[t] gilt
somit

Ba(OKT] = pa, (K- g (KT
und das Ideal auf der rechten Seite wird von kgV (4, (1), ..., ta, (7)) erzeugt. O

Beispiel 2.6. Aus Lemma [2.5] und Beispiel Teil b) erhalten wir insbesondere,
dass fiir Diagonalmatrizen

dq T
. el
dq s
A = . :
d 1
. 93
&) +
mit paarweise verschiedenen Eintrdgen di,...,d; € K das Minimalpolynom sich

berechnet als

k
uat) = [T —a.

i=1

Zum Vergleich: Das charakteristische Polynom ist hier y4(¢) = [T, (t — d;)*'.

Beispiel 2.7. Die Minimalpolynome im vorigen Beispiel hatten nur einfache Null-
stellen, aber das muf3 nicht immer gelten: Die Dreiecksmatrix

al
1= (%)
erfiillt

A-—a-1) = (85) #0, aber (A-a-1) = (85)-(85):0.

Hier ist also

aa(t) = 2alt) = (t—a)*.

Die obigen Beispiele suggerieren, dass das Minimalpolynom immer ein Teiler
des charakteristischen Polynoms ist. Das ist tatsidchlich der Fall und erklart, dass
das zu Beginn betrachtete Beispiel einer Begleitmatrix kein Zufall war:
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Satz 2.8 (Cayley-Hamilton). Fiir jede Matrix A € Mat(n x n,K) ist ya(A) = 0.

Beweis. Der verlockend kurze “Beweis: y4(A) 2 det(A-1—A) = det(0) = 0" ist
leider volliger Unsinn: In

t—ayy —ap - —da
—azl t—ax - —axp

xa(t) = det(r-1—A) = det . . ) € K[t]
_al’ll ...t_ann

nimmt ¢ die Rolle eines Skalars ein und steht in den Diagonaleintrdgen der Matrix,
d.h.
t 0
t-1= € Mat(n x n,K|t])
0 ¢

ist ein skalares Vielfaches der Einheitsmatrix, wobei der Skalar das Polynom € K|t]
ist. Mit dem Matrizenprodukt hat die Notation ¢ - 1 gar nichts zu tun: Wenn man in
das Polynom y4(z) eine Matrix einsetzen will, muB man zuerst dieses Polynom
durch Entwickeln der Determinante det(¢ - 1 — A) ausrechnen und erst danach in das
so erhaltene Polynom die Potenzen von ¢ durch Potenzen der Matrix ersetzen. Um
dies durchzuriihren, betrachten wir die Matrix

M :=1t-1-A € Mat(nxn,K[t])
mit Eintriigen in dem Polynomring K[¢] und bilden hierzu die komplementire Matrix

M* := (mj;) mitden Eintragen m;; = (- 1)/ det(M;;),
wobei Mj; € Mat((n—1) x (n—1),K][t]) die Matrix bezeichnet, welche man aus M
durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte erhilt. Nach der Cramer’schen
Formel — die ja fiir Matrizen tiber beliebigen kommutativen Ringen gilt — wissen
wir

(t-1—A)-M* = M-M* = det(M)-1 = yu(t)-1.

Dies ist eine Identitit in Mat(n x n, K[t]), wobei auf der linken Seite 7 - 1 noch immer
zu lesen ist als skalares Vielfache der Einheitsmatrix, andererseits aber das Produkt
mit M* ein Matrizenprodukt in Mat(n x n, K[t]) bezeichnet.

Da M* eine Matrix mit Polynomen in K[t] vom Grad < n — 1 als Eintréigen ist,
konnen wir
M* = Co+Cit+-+Cpyt"!

mit Matrizen C; € Mat(n X n,K) schreiben. Es folgt

(t~1—A) . (Co +C1t—|—---—|—Cn_1l"7]) = ){A(l)-l.



3 Moduln iiber Ringen 227
Schreiben wir das charakteristische Polynom als

xa(t) = agtait+-+a, " 1"
so folgt durch Koeffizientenvergleich:

—ACy) = ap-1
Co—AC; = a1-1

Ci2—AC,| = ay_1-1
Ci1 =1

Somit erhalten wir
Aa(A) = ap-1+a;-A+-+a, |-A" 1 +A"
= ap-1+A-(a1-1)+A% (ap- 1) +---+A"  (a,_; - 1)+ A" 1
= —ACy+A(Cy—AC) +A*(C1 —ACy) + -+
ot AN (Cra —AC, -1 ) +A"Cy
=0,

da in der vorletzten Zeile eine “Teleskopsumme’’steht. a

3 Moduln iiber Ringen

Um zu verstehen, welche Information iiber einen Endomorphismus f € Endg (V) in
seinem Minimalpolynom enthalten ist, nehmen wir einen allgemeineren Standpunkt
ein: Jedes Polynom P € K[t] liefert einen Endomorphismus P(f) € Endg(V), und
die Abbildung

K] xV — V. (Pv) = (P(/)()

macht V zu einem sogenannten Modul iiber dem Polynomring R = K[t]. Es lohnt
sich, an dieser Stelle den Polynomring temporér zu vergessen und die Theorie iiber
beliebigen Haputidealringen zu entwickeln, da dies die Struktur klarer hervortreten
lasst, die Beweise tibersichtlicher macht und viel allgemeinere Resultate liefert; wir
werden diesen Weg in den nichsten Abschnitten verfolgen und erst in Abschnitt [6]
auf das Beispiel von Polynomringen zuriickkommen.
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Die Definition von Moduln iiber einem Ring sieht formal zunédchst genauso aus
wie die von Vektorrdumen iiber einem Korper, wir erlauben lediglich Skalare aus
einem beliebigen Ring:

Definition 3.1. Sei R ein Ring. Unter einem Modul iiber R, kurz einem R-Modul,
verstehen wir eine abelsche Gruppe (V,+) mit einer Abbildung

RxV —V, (a,v) — a-v,

der Skalarmultiplikation, sodass fiir alle @, 8 € R, v,w € V gilt:
a) Assoziativitit: a-(f-v)=(af)-v.
b) Distributivitit: (o+f)-v = a-v+f-v

o-(v+w) = o-v+a-w

c) Kompatibilitdt mit der Eins: 1-v=v.

Beispiel 3.2. Es gilt:

a) Moduln tiber Kérpern R = K sind dasselbe wie K-Vektorraume.

b) Moduln iiber dem Ring R = Z sind dasselbe wie abelsche Gruppen.

c¢) Jeder Ring R ist ein Modul iiber sich selbst via Linksmultiplikation.

Beweis. Teil a) gilt per Definition. Fiir Teil b) beachte man, dass fiir Z-Moduln
die Skalarmultiplikation bereits eindeutig festgelegt ist durch die zugrundeliegende

Gruppe (V,+): Fiir n € N und v € V gilt wegen Distributivitit und Kompatibilitiit
mit der Eins

nv=_01+-+1)v=1v+-+1l-v=v4-+v

und fiir die Skalarmultiplikation mit negativen ganzen Zahlen ist (—n)-v=—(n-v)
wegen
(=n)-v+n-v = ((-n)+n))-v=0-v=0.

Umgekehrt definieren diese Gleichungen auf jeder abelschen Gruppe (V,+) die
Struktur eines Z-Moduls. Man beachte, dass die Gruppe abelsch sein muf3, damit
die Distributivitét
n-(v+w) = (v+w)+---+(v+w)
= V+-+v)+ (Wt 4w) =n-v+tn-w

erfiillt ist. Fiir Teil ¢) versehen wir die additive Gruppe V = (R, +) mit der durch
Multiplikation in R gegebenen Skalarmultiplikation

RxV — V, (rnv) — rv

Dies macht V zu einem R-Modul, weil die Multiplikation in dem Ring R assoziativ,
distributiv und mit dem Einselement kompatibel ist. a
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Viele unserer bisherigen Definitionen fiir Vektorrdume iibertragen sich direkt auf
den allgemeineren Fall von R-Moduln:

Definition 3.3. Ein Untermodul eines R-Moduls V ist eine Teilmenge U C V mit
den folgenden beiden Eigenschaften:

a) Esist (U,+) C (V,+) eine additive Untergruppe.

b) Esgilt o-u € U fiiralleu € U und alle @ € K.

Beispiel 3.4. Es gilt:
a) Sei V ein Modul iiber einem Korper K. Dann sind die Untermoduln U C V genau
seine Untervektorrdume.

b) Sei V ein Modul iiber dem Ring R = Z. Dann sind seine Untermoduln U C V
genau seine additiven Untergruppen.

c¢) Die Untermoduln des R-Moduls V = R sind genau die Linksideale des Ringes R.

Wie fiir Gruppen und Vektorrdaume wollen wir auch R-Moduln nicht fiir sich
genommen studieren, sondern gemeinsam mit Abbildungen, welche die gegebene
Struktur erhalten:

Definition 3.5. Wir bezeichnen eine Abbildung ¢ : V — W zwischen R-Moduln als
einen Homomorphismus von R-Moduln oder kurz Modulhomomorphismus, wenn
fiir alle o, € Rund alle vy, v, € V gilt:

o(ar-vi+op-v2) = or-@(vi)+0n-@(v2).

Wir bezeichnen die Menge aller solchen Modulhomomorphismen mit Homg (V, W).
Ein bijektiver Modulhomomorphismus heift ein Isomorphismus.

Beispiel 3.6. Es gilt:
a) Sei R = K ein Korper. Dann sind Homomorphismen von K-Moduln genau die
linearen Abbildungen von Vektorrdumen iiber K.

b) Die Homomorphismen von Z-Moduln sind genau die Homomorphismen von
abelschen Gruppen.

¢) Sei R ein kommutativer Ring und V ein R-Modul. Dann ist fiir jedes feste r € R
die Abbildung
¢o: V—=V vervy

ein Homomorphismus von R-Moduln, denn fiir alle v{,v, € V und r;,r, € R gilt

Qo (ri-vitryov) = r-(ri-vi+r-v) per Definition
= (r-r)vi+(r-rn)wm nach den Modulaxiomen
= (ri-r)vi+(ra-r)wn weil R kommutativ ist
=r-(rv)+rn-(rwm) nach den Modulaxiomen

= r1-@(vi)+r2-0(12) per Definition
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Definition 3.7. Seien V und W Moduln iiber einem beliebigen Ring R. Wortlich
wie im Fall von abelschen Gruppen und Vektorrdumen zeigt man, dass fiir jeden
Homomorphismus ¢ € Homg(V,W) der Kern und das Bild

ker(p) := {veV]|e(v)=0} CV
im(p) = {f(v)eW|veV} CW

Untermoduln sind. Umgekehrt kann man jeden Untermodul U C V eines R-Moduls
als Kern eines Homomorphismus von Moduln schreiben: Wir definieren dazu auf
der additiv geschriebenen abelschen Quotientengruppe (W,+) := (V/U,+) eine
Skalarmultiplikation durch

RxW — W, r-[v] — [r-V].

Wie im Fall von Vektorrdumen sieht man, dass diese wohldefiniert istund W =V /U
zu einem R-Modul macht, sodass

p: Vo>W=V/U v
ein Modulhomomorphismus mit ker(p) = U ist.

Beispiel 3.8. Sei R ein Ring und V ein R-Modul.

a) Falls R = K ein Korper ist, dann ist V ein Vektorraum. Die Untermoduln U C V
sind dann genau seine Untervektorrdume, und fiir jeden solchen Untermodul ist
der Quotientenmodul einfach der Quotientenvektorraum V /U.

b) Falls R = Z ist, dann ist V eine abelsche Gruppe. Die Untermoduln U C V sind

genau ihre Untergruppen, und fiir jeden solchen ist der Quotientenmodul einfach
der Quotient V /U im Sinn abelscher Gruppen.

c) Falls R ein kommutativer Ring ist, dann ist fiir jedes feste Element r € R die
Abbildung @, : V — V,v — r-v ein Modulhomomorphismus. Insbesondere ist
also

ker(¢,) = {veV|r-v=0} CV

ein Untermodul. Die auf diese Weise erhaltenen Untermoduln sind niitzlich, um
die Struktur von Moduln zu verstehen. Fiir den Z-Modul V = Z/6Z haben wir
beispielsweise

ker(¢z) = {[0],[3]} ~ Z/2Z,
ker(gs3) = {[0], 2], [4]} ~ Z/3Z,

und tatsichlich gilt nach dem chinesischen Restsatz Z/6Z ~ 7. /27 x 7./ 3.

Im soeben erwihnten chinesischen Restsatz tritt das Produkt von Gruppen auf, das
Analogon fiir Vektorrdaume sind direkte Summen. Die Sprache von Moduln iiber
Ringen fasst beides in folgender Konstruktion zusammen:
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Definition 3.9. Die externe direkte Summe von R-Moduln Vy,...,V, ist definiert als
das mengentheoretische Produkt

Vi@V, == Vi x---xV,
mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation

(Viyeeoyvn) F(Wiyeeo,wy) i= (Vi+wi, .. v+ wy),
o (Viyeoyvy) == (QVy,...,00).

Auch hier gibt es ein analoges Konzept einer internen Summe:

Definition 3.10. Sei V ein R-Modul. Fiir Untermoduln Uy,...,U, C V haben wir
einen Modulhomomorphismus

o: Ud---aU, —V, (u,...,uy) = ur+-+uy,

Wir nennen V die interne direkte Summe der gegebenen Untermoduln, wenn ¢ ein
Isomorphismus ist. In diesem Fall schreiben wir auch etwas salopp

V=U& -aU,
und sparen uns die Unterscheidung zwischen interner und externer direkter Summe.

In der Theorie von Vektorrdumen iiber Korpern haben Standardvektorrdaume K"
eine zentrale Rolle gespielt. Dies fiihrt uns auf folgende Definition:

Definition 3.11. Sei V ein R-Modul. Der von vy,...,v, € V erzeugte Untermodul
ist definiert als

Rvi+:---+Rv, = {r1v1+~~+r,,vn€V|r1,-~~,rn GR} - Va
also als das Bild des Homomorphismus

¢: R'"=R®---®R — V, (r1,...,rn) = rivi+---+ryv,.

Wir nennen
a) (vi,...,vy) ein Erzeugendensystem des Moduls, wenn ¢ surjektiv ist,
b) (vi,...,v,) eine Basis des Moduls, wenn ¢ ein Isomorphismus ist,

Ein R-Modul heif3t

a) endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem hat,
b) endlich erzeugter freier Modul, wenn er eine endliche Basis hat.
Man kann zeigen, dass fiir freie Moduln tiber kommutativen Ringen R je zwei Basen

gleich viele Elemente enthalten. Man beachte aber, dass nicht jeder endlich erzeugte
Modul eine Basis hat. Das folgende Beispiel illustriert dies:
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Beispiel 3.12. Der Z-Modul V = Z /27 ist endlich erzeugt, aber nicht frei.

Wir werden bald sehen, dass iiber Hauptidealringen nicht viel mehr als im obigen
Beispiel passiert: Jeder endlich erzeugte Modul M iiber einem Hauptidealring R hat
die Form

M ~ R'"®R/aiR® - DR/ayR

fiir ein n € No und a; € R\ {0}. Um das zu sehen, miissen wir aber einige Methoden
der linearen Algebra auf Hauptidealringe ausweiten: Wir bendtigen ein Version des
GauB-Algorithmus iiber Ringen, die im nichsten Abschnitt betrachtet wird.

4 Der Elementarteilersatz

Letztlich ist der Grund dafiir, warum Vektorrdume iiber Korpern K so einfach zu
verstehen sind, die Freiheit bei der Wahl einer Basis: Der Struktursatz fiir lineare
Abbildungen aus Kapitel ?? besagt, dass jede Matrix A € Mat(m X n,K) sich durch
geeignete Basiswechselmatrizen S € Gl,,(K),T € Gl,(K) transformieren lésst zu
einer Matrix

SA-T = ‘1

Um solche Basiswechsel zu finden, hatten wir eine Version des Gauf3-Algorithmus
auf die Zeilen und Spalten der gegebenen Matrix angewandt, wobei gilt:

e S ist das Produkt der vorgenommenen Zeilentransformationen,

e T ist das Produkt der vorgenommenen Spaltentransformationen.

Wenn wir statt Vektorrdumen allgemeiner freie Moduln iiber einem kommutativen
Ring betrachten wollen, steht uns im Gauf3-Algorithmus keine Division mehr zur
Verfligung. Wir miissen vorsichtiger vorgehen:

Beispiel 4.1. Sei R = Z und

10 % ---
A= (14*“. *> € Mat(2 x n,R).

Uber den rationalen Zahlen wiirden wir im ersten Schritt des GauB-Algorithmus die
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erste Zeile durch 10 teilen. Das ist in R = Z nicht moglich. Stattdessen gehen wir
wie folgt vor:

10 % --- x 111 10 % --- % I 1211 2% ek
—_— —_—
14 % --- % 4 %0 x 4x--0x
H—11-2-1 PAE R
—_
0% - %

Besser geht’s mit Zeilentransformationen nicht: Denn 10 und 14 sind gerade Zahlen,
also muf} jede ganzzahlige Linearkombination von ihnen ebenfalls eine gerade Zahl
sein. Wir konnen die obigen drei Zeilentransformationen zusammenfassen in der
Linksmultiplikation mit der Matrix

10Y (1-=2\ ([ 10\ _ 3-2

—-11 0 1 —-11)  \-4 3
Effektiv haben wir hier den Euklidischen Algorithmus ablaufen lassen: Die erste
Zeile der Matrix auf der rechten Seite enthélt die Koeffizienten 3 und —2 aus der

Bézout-Identitét
ggT(10,14) = 2 = 3-10+(—2)-14.

Man beachte, dass alle vorgenommenen Zeilentransformationen invertierbar tiber
den ganzen Zahlen waren. Es ist

det (_i _§> —3.34(-4)-(-2) = 1.

Die letzte Gleichung kann man auch als Bézout-Identitit fiir ggT(3,—2) = 1 lesen!

Eine Bézout-Identitit fiir den gréften gemeinsamen Teiler hat man allgemeiner
in jedem Hauptidealring — siehe Kapitel Bemerkung [3.10] Ab jetzt sei also R
ein Hauptidealring. Invertierbare Zeilentransformationen auf Matrizen tiber diesem
Ring werden wie iiblich beschrieben durch Linksmultiplikation mit Elementen der
Gruppe

Gly(R) == {S €Mat(m xm,R) |38’ € Mat(m x m,R) : S§' = §'S =1}.
Das obige Beispiel verallgemeinert sich zu:

Lemma 4.2. Seien aj,a; € R, und sei ajR+ a;R = dR. Dann gibt es ein S € Gl(R),

sodass gilt:
aq o d
() = ()



234 VIII Normalformen von Matrizen

Beweis. Seien by,by € R mit a1by +azby = d. Da d ein grofiter gemeinsamer Teiler
von aj und a; war, sind dann notwendigerweise die Elemente b; und b, zueinander
teilerfremd. Somit ist bjc| + bycp, = 1 fiir geeignete Elemente c¢j,c, € R. Fiir die
Matrix

Sy = < b b2> € Mat(2 x 2,R)
—C2

gilt dann det(S7) = 1 und somit ist nach der Cramer’schen Formel S € GI;(R). Es

gilt nun
SI(Z;) — (i) mit e € ajR+aR = dR.

Sei f € Rmite =df, dann ist

S, (‘e") _ <g> fiir Sy = <_ch ?) € Gh(R)

und die Matrix S := S, - §1 leistet das Gewiinschte. O

Wir kénnen den Struktursatz fiir lineare Abbildungen von Vektorrdumen nun wie
folgt verallgemeinern:

Satz 4.3 (Elementarteilersatz fiir Matrizen). Sei R ein Hauptidealring.

a) Fiir jede Matrix A € Mat(m X n,R) existieren Matrizen S € Gl,(R), T € Gl,,(R)
mit

d
SA-T = ‘dr

wobei r < min{m,n} ist, dy,...,d, € R\ {0} sind und d; | di+, fiir alle i gilt.

b) Dabei sind die d; bis auf Multiplikation mit Einheiten des Ringes R eindeutig
bestimmt. Wir bezeichnen sie als die Elementarteiler von A.

Beweis. a) Aus Kapitel Satzwissen wir, dass in Hauptidealringen jedes von
Null verschiedene Element eine Primfaktorzerlegung a = € p}' --- pi* € R\ {0} mit
Primfaktoren pi,...,p; € R, einer Einheit € € R* und Exponenten ey, ...,¢; € N
besitzt. Wir bezeichnen im Folgenden die mit Vielfachheiten gezihlte Anzahl der
Faktoren mit §(a) := e; + --- +¢; € Ny. Fiir Matrizen A = (a;;) € Mat(m x n,R)
setzen wir

6<A) = min{5(a;j) | aijj 750} € Np.
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Wir gehen nun nach dem folgenden Algorithmus vor:

L
IL.

III.

Iv.

Wende Zeilen- und Spaltenvertauschungen an, sodass 6(A) = d(a ;) wird.

Wenn ein Element a;; der ersten Spalte nicht durch das Element a1 teilbar ist,

schreibe
ab all _ d .. . . ab
(c d) (ail) = (0> fiir eine Matrix (C d) € Gh(R)

nach Lemma fiir einen groBten gemeinsamen Teiler d = ggT(a11,a;1). Wir
wenden nun die entsprechende Zeilentransformation auf die erste und die i-te
Zeile an, wobei wir alle iibrigen Zeilen der Matrix unveridndert lassen: Durch
Multiplikation mit

S = € Gl,(R)

erhalten wir eine neue Matrix A’ = S- A mit dem linken oberen Eintrag d,, = d,
dabei gilt
8(A") < 8(dyy) = 8(d) < 8(an) = 8(A).

Ersetze nun A durch die neue Matrix A’ und gehe zuriick zu Schritt 1.

Wenn ein Element a; der ersten Zeile nicht durch das Element a; teilbar ist,
verfahren wir analog mit Spaltentransformationen und erhalten eine invertierbare
Matrix T € GI,(K) mit §(A") < 6(A) fiir die Matrix A’ = A - T. Ersetze dann A
durch diese neue Matrix und gehe zuriick zu Schritt I.

Wenn alle Eintréige der ersten Zeile und der ersten Spalte durch a; teilbar sind,
ziehe Vielfache der ersten Zeile von den tibrigen Zeilen ab und verfahre analog
mit den Spalten, um eine Blockmatrix

zu erhalten. Man beachte, dass noch immer §(A’) < 8(aj1) < 6(A) gilt. Wenn
der Matrixblock B einen Eintrag enthilt, welcher nicht durch das Element a1,
teilbar ist, so addiere man die entsprechende Spalte zur ersten Spalte und gehe
mit der so erhaltenen Matrix zuriick zu Schritt II.
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Da in jedem der Schritte IT und III die ganzzahlige Invariante 6(A) > 0 echt kleiner
wird, mufl das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen bei einer Matrix
in der Blockform aus Schritt IV mit der Eigenschaft, dass alle Eintrige der Matrix B
durch das Element d; := a1 teilbar sind. Die Behauptung folgt dann per Induktion
iiber die Zeilenzahl der Matrizen, indem wir dasselbe Verfahren auf B anwenden.

b) Die Eindeutigkeitsaussage wird spiiter in Satz klar werden, wenn wir unser
Resultat in die intrinsische Sprache von Moduln iibersetzt haben; natiirlich werden
wir dabei aufpassen, dass wir die Eindeutigkeit vorher nirgends benutzen. a

Wir haben invertierbare Matrizen bereits als Basiswechsel betrachtet. Allgemein
sind die Homomorphismen zwischen Standard-R-Moduln ¢ : R — R”" genau die
Abbildungen

¢o: R" — R' v— A

die man durch Linksmultiplikation mit Matrizen A € Mat(m X n, K) erhilt; dies sieht
man wie im Fall von Korpern. Als eine erste Anwendung des Elementarteilersatzes
fiir Matrizen iiber Hauptidealringen erhalten wir:

Korollar 4.4. Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul. Dann bestehen je zwei
Basen des Moduls aus gleich vielen Elementen.

Beweis. Der Basiswechsel zwischen zwei Basen der Linge n bzw. m liefert einen
Isomorphismus ¢ : R" — R™. Als Isomorphismus von Standardmoduln ist dieser
gegeben durch die Multiplikation mit einer Matrix A € Mat(m x n,K). Nach Satz
gibtes S € Gl (R), T € Gl,(R), sodass

D :=S-A-T~' € Mat(m x n,K)

eine Matrix ist, bei der alle Eintrdge auB3erhalb der Diagonalem verschwinden. Die
Multiplikation mit einer solchen Matrix ist aber fiir n > m nicht injektiv, fiir m > n
nicht surjektiv. Also mufl m = n sein. a

Als néchstes wollen wir den Elementarteilersatz fiir Matrizen in eine Aussage
iiber Untermoduln von freien Moduln {ibersetzen. Dazu schauen wir uns zunéchst
einige einfache Beispiele an:

Beispiel 4.5. Fiir Vektorrdaume tiber Korpern gibt es zu jedem Untervektorraum ein
Komplement. Dies ist fiir Moduln iiber Ringen im Allgemeinen nicht der Fall: Der
freie Z-Modul V = Z enthilt den freien Untermodul

U=22 <V =17,

aber keine Basis von U lésst sich zu einer Basis von V ergénzen. Hier erhalten wir
immerhin noch eine Basis des Untermoduls, wenn wir den Basisvektor einer Basis
des umgebenden Moduls verdoppeln. Geht so etwas allgemein?
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Beispiel 4.6. Fiir den freien Untermodul

U=7u<V =72 mit u=<‘”)

az

liefert Lemmafd.2]ein S € Gl>(Z) mit

a d .
S'(a;) = <0) fir d = ggT(a,a).

Wenn wir von der Standardbasis (ej,e;) des freien Moduls V = Z? {ibergehen zu
der Basis (vq,v2) mit
v, = Sile,'

wie in Abbildung [VIIL] ist der Basisvektor von U ein Vielfaches u = d - v;.

Abb. VIIL1 Ein freier Untermodul U = Zu C V = Z2 = Zv, & Zv»

Beispiel 4.7. Als néchstes betrachten wir den freien Untermodul in Abbildung[VIII.
2 1 1
U=7Z-uy®Z-up CV =7~ mit u; = | w={_,

Hier lasst sich aus uy,u, durch Reskalieren keine Basis von V gewinnen, da diese
Basisvektoren keine echten Vielfachen anderer ganzzahliger Vektoren sind. Aber
wenn wir fiir V die Basis aus vi = e¢; und v, = u; wihlen, bilden ii; = 2v; und
iip = v, eine Basis von U. Um Basen eines Untermoduls mit Basen des umgebenden
Moduls in Bezug setzen zu konnen, miissen wir also beide Basen geeignet wihlen!
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. ® . [ ] . L ]
4
® ® . [ ] - w, = A
. [ . u"l . [ 1
Wy = (-4
® . . ° .
. (] . W, - L]
[} . [ ] . ® .

Abb. VIIL2 Ein freier Untermodul U = Zu; & Zuy C V = 72

Wenn wir den Elementarteilersatz fiir Matrizen tiber Ringen interpretieren als
Aussage tiber Untermoduln, wird daraus allgemein:

Satz 4.8 (Elementarteilersatz fiir Untermoduln). Sei R ein Hauptidealring.

a) Fiir endlich erzeugte freie R-Modul V ist auch jeder Untermodul U C 'V endlich
erzeugt und frei. Genauer existieren

e cine Basis vi,...,vy von'V
e Elemente dy,...,d, € R\ {0} fiireinr <m,
sodass d\vy, ..., dyv, eine Basis von U bilden und d; | d;1, fiir alle i ist.

b) Dabei sind die d; bis auf Multiplikation mit Einheiten des Ringes R eindeutig
bestimmt, wir nennen sie die Elementarteiler des Untermoduls.

Beweis (der Existenzaussage a)). Es geniigt, den Fall V = R™ zu behandeln, den
allgemeinen Fall reduziert man hierauf durch Wahl einer Basis. Wir zeigen zunichst
per vollstidndiger Induktion iiber m € N, dass jeder Untermodul U C V = R endlich
erzeugt ist. Fiir den Induktionsanfang m = 1 ist nichts zu zeigen: Die Untermoduln
von R sind genau die Ideale des Ringes R, und per Definition von Hauptidealringen
wird jedes solche Ideal sogar von einem Element erzeugt. Fiir den Induktionsschritt
betrachten wir die Sequenz

0 ——> Rl Ly pm T 4R 0

von R-Moduln, mit t(ay,...,am—1) := (ai,...,am-1,0), T(ay,...,an) ‘= a. Dabei
gilt
1 ist injektiv, 7 ist surjektiv, und ker(7) = im(1),



4 Der Elementarteilersatz 239

d.h. wir haben eine exakte Sequenz im Sinn von Kapitel ??. Wir wissen aus dem
Induktionsanfang m = 1, dass der Untermodul 7 (U) C R von einem Element erzeugt
wird; wir wihlen einen beliebigen solchen Erzeuger und schreiben diesen in der
Form i} = m(u;) fiir ein u; € U. Per Induktion ist zudem der Schnitt U Nim(1) als
Untermodul eines freien Moduls vom Rang m — 1 ein endlich erzeugter Modul, sei
etwa U Nim(1) = Rup + - - - + Ru,,. Wir erhalten dann:

uelU = 3r €R: 7wmu) =r-i
= Jrn € R: wu—ru) =0
= Jr € R: u—ru; € UnNker(x) = UNim(1)

:Ru2++Run
= dri,...,tw € Rt u—riuy = ruz+---+ruuy
:>E|r1,...,r,,€R: u:rlu1+,,,+rnu”

= u € Ru; +Rur+---+ Ru,.

Damit ist der Untermodul U C V = R™ endlich erzeugt und gleich dem Bild des
Modulhomomorphismus

@: R'"— R", (ri,...,rp) — riug+--ryly.

In den Standardbasen wird dieser Modulhomomorphismus dargestellt durch eine
Matrix
A € Mat(m x n,R) = Homg(R",R™).

Der Elementarteilersatz [4.3| liefert Basiswechselmatrizen S € GI,,(R),T € Gl,(R)
mit

d
sAT=| "4
und d; | d;; fiir alle i. Dann bilden
e die Vektoren v; :=S"!.¢; firi = 1,...,m eine Basis von V = R™,

e die Vektoren d; - v; fiiri = 1,...,r eine Basis von U = im(A) =S~ -im(S-A-T),
und somit ist die Existenzaussage a) des Satzes bewiesen. ad
Die Eindeutigkeitsaussage b) werden wir am Ende des néchsten Abschnitts durch

Betrachten von V /U folgern. Natiirlich werden wir bis dahin nur die Aussage a)
verwenden, sodass kein Zirkelschluf3 vorliegt.
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5 Moduln iiber Hauptidealringen

Die Eindeutigkeitsaussage im obigen Elementarteilersatz versteht man am besten
als Aussage iiber Quotientenmoduln. Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis
des folgenden Satzes, der eine vollstindige Beschreibung aller endlich erzeugten
Moduln iiber Hauptidealringen gibt:

Satz 5.1 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen).

a) Sei R ein Hauptidealring. Dann besitzt jeder endlich erzeugter R-Modul M die
Form

M ~ RR®R/d\R®---®R/diR
fiireinr e Nound d,,...,d, € R\ (R*U{0}) mit d; | diy, fiir alle i.

b) Dabei sind r und die d; durch die obigen Eigenschaften eindeutig bestimmt. Wir
nennen

e r=rk(M) den Rang des Moduls M,

e di,...,d; die Elementarteiler von M.

Beweis (der Existenzaussage a)). Per Definition von endlicher Erzeugtheit existiert
eine Darstellung

M = Rwi+---+Rw, fir geeignete wy,...,w, € M.

Eine solche Darstellung ist natiirlich nicht eindeutig. Wir wihlen sie beliebig und
erhalten einen surjektiven Homomorphismus

o: V:=R" > M, (a1,...,am) — apwi+---+amwny

Nach dem Elementarteilersatz ist sein Kern ker(¢) C V als Untermodul eines
endlich erzeugten freien R-Moduls ebenfalls endlich erzeugt und frei, genauer liefert
der Satz einen Isomorphismus

fo VSR mit flker(@)) = @D diR C éR = f(v),
i=1

i=1

wobei di,...,d; die Elementarteiler des Untermoduls ker(¢) C V seien und wir
zur Vereinfachung der Notation dy| = --- = d,, = 0 schreiben. Wir erhalten somit
Isomorphismen

M ~ V/ker(p)

1

(R®---®R)/(dIRD--- D dyuR)

m
B R/diR.
i=1

12
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Dabei haben wir im ersten Schritt den Homomorphiesatz fiir ¢, im zweiten Schritt
den Isomorphismus f und zuletzt die Vertriglichkeit von direkten Summen mit
Quotienten benutzt. Somit folgt die Existenzaussage a) des Satzes. ad

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage b) zu zeigen. Hierzu benétigen wir einige
allgemeine Konstruktionen:

Definition 5.2. Der Torsionsanteil eines R-Moduls M ist
Miors = {m EM‘ Ja ER\{O} :a-m:()} C M.

Man sieht leicht, dass es sich hierbei um einen Untermodul handelt. Wir definieren
den rorsionsfreien Anteil von M als

warei = M/Mtors~

Man sieht sofort anhand der Definition, dass fiir jeden Homomorphismus ¢ : M — N
von R-Moduln gilt:

¢ (Mtors) C Niors

Wir erhalten somit Homomorphismen
Qiors:  Mirs —> Nigrs, m — @(m),
Ofrei© Mpei — Npeis  [m] = [@(m)].
Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann trivialerweise auch @y,,s und @p;.

Bemerkung 5.3. Im Gegensatz zum Torsionsanteil ist der torsionsfreie Anteil eines
Moduls im Allgemeinen kein Untermodul, sondern nur ein Quotient. Satz a)
zeigt zwar, dass tiber Hauptidealringen R jeder endlich erzeugte Modul isomorph ist
zu einer direkten Summe

. Mfrei ~ R’
M ~ MmrsEBMfrei mit
Mioys ~ R/d1R&®---®R/d(R,

aber die Einbettung My; — M ist dabei willkiirlich und es gibt keine Wahl, die mit
beliebigen Modulhomomorphismen kompatibel wire. Z.B. ist fir M = Z & Z /27
die Abbildung

¢: M =M, (a[b])— (a[a+b])

ein Isomorphismus von Moduln, aber sie bildet den freien Untermodul Z& {0} C M
nicht auf sich ab, und daran #ndert sich auch nichts, wenn wir diesen freien Modul
auf andere Weise einbetten (die Situation ist analog zur Wahl eines Komplementes
fiir einen gegebenen Untervektorraum eines Vektorraumes; auch dort gab es keine
kanonische Wahl und man sollte besser den Quotientenvektorraum betrachten). Im
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Gegensatz zur willkiirlichen Zerlegung als direkte Summe hingt jedoch die exakte
Sequenz
0 — Mg — M — Mp,; — 0

nur von dem gegebenen Modul ab, und das wird fiir unsere Zwecke geniigen.

Die obige Diskussion reduziert den Beweis der Eindeutigkeit im Struktursatz[5.]
im Wesentlichen auf den Fall freier Moduln und den Fall von Torsionsmoduln. Um
Torsionsmoduln zu behandeln, bendtigen wir etwas Vorarbeit.

Beispiel 5.4. Sei R ein Hauptidealring. Fiir beliebige Elemente a € R\ (R* U {0})
gilt dann
R/aR # R/aR & R/aR.

Dies folgt z.B.
a) im Fall R = Z durch Zihlen der Elemente dieser endlichen Gruppen.
b) im Fall R = K[f] durch Betrachten der Vektorraumdimension iiber K.

Um dasselbe iiber beliebigen Hauptidealringen R zu beweisen, verallgemeinern wir
die Vektorraumdimension:

Definition 5.5. Die Ldinge eines R-Moduls M ist das Supremum der Lingen aller
echt aufsteigenden Ketten von Untermoduln:

(M) = sup{{ € Ny | IUntermoduln0 C M; C --- C My =M} € NoU{eo}.

Fiir Vektorraume iiber Korpern stimmt die Lange mit der Dimension iiberein. Fiir
uns interessanter ist das Beispiel M = R/aR mit a € R\ {0}. Wir betrachten dazu
die Primfaktorzerlegung

a = g.p‘il ...pfln
mit Primfaktoren p; € R, einer Einheit € € R* und Exponenten ¢; € N. Wie im
Beweis des Elementarteilersatzes 43| bezeichnen wir die Anzahl der auftretenden
Primfaktoren inclusive Vielfachheiten mit §(a) :=ej + -+ -+ ej,.

Lemma 5.6. Sei R ein Hauptidealring und a € R\ {0}. Der R-Modul M = R/aR
besitzt dann die Linge
M) = 8(a).

Beweis. Fiir jedes Ideal 1 C R mit aR C I ist sein Bild unter 7 : R — R/aR ein
Untermodul
n(I) C R/aR = M,

und umgekehrt ist fiir jeden Untermodul U C M das Urbild I = 7~ (U) C R ein
Ideal. Die Lange von M ist also das Supremum der Lingen aller echt aufsteigenden
Ketten

aR=1hyhL <L C---CIL, =R

=
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von Idealen. Da R ein Hauptidealring ist, konnen wir dabei I; = ;R mit a; € R
schreiben und die gesuchte Linge wird damit zum Supremum aller Lingen von
Folgen ay, ...,ay € R, sodass gilt:

e ay=a,und

e ;. ist ein echter Teiler von q; fiir alle i.

Die maximale Léinge wird offenbar erreicht, wenn wir a;41 = a;/p; wiihlen fiir einen

Primfaktor p; | a;, solange es einen solchen Primfaktor gibt, solange also 8(a;) > 0
ist. Dann wird in jedem Schritt §(a;+1) = 6(a;) — 1. O

Um das Argument in Beispiel [5.4] zu vervollstindigen, miissen wir noch zeigen,
dass die Liange von Moduln additiv beziiglich direkter Summen ist. Das gilt nicht
nur fiir direkte Summen M = M’ & M" von R-Moduln, sondern sogar fiir beliebige
exakte Sequenzen:

Lemma 5.7 (Additivitiit der Linge von Moduln). Sei
0o—M — M-S M —0

eine exakte Sequenz von R-Moduln, dann gilt (M) = ¢(M") +¢(M").
Beweis. Fiir jede Kette von Untermoduln U; C U, C --- C M erhalten wir Ketten
von Untermoduln
unM Ccu,nM € ---CM und #n(U)) C n(U) C - C M
und wegen M’ = ker(7) gilt dabei:
U =Uy <<= UNM =U nM und n(U;) = n(Us1)

Jede echte Inklusion in einer aufsteigenden Kette von Untermoduln liefert somit
eine echte Inklusion in der induzierten Kette in M’ oder M"” und fiir das Supremum
der Lingen folgt /(M) < £(M’) + ¢(M"). Fiir die umgekehrte Ungleichung seien
beliebige Ketten

von Untermoduln gegeben. Wir setzen dann

U U} firl <i<r,
YW, firr<i<r+s.

und erhalten eine aufsteigende Kette von Untermoduln Uy C U, C --- C M. Jede
strikte Inklusion in einer der beiden vorgegebenen Ketten gibt eine strikte Inklusion
in der zusammengesetzten Kette. Fiir das Supremum der Lingen solcher Ketten
folgt somit £(M) > £(M') + £(M") wie gewiinscht. 0
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Beispiel 5.8. In der in Beispiel [5.4]betrachteten Situation ist R/aR & R/aR % R/aR,
denn
((RJaR®R/aR) = ((R/aR)+{(R/aR) > ((R/aR)

fiir jedes a € R\ (R* U {0}). Wir haben hierbei benutzt, dass isomorphe Moduln
die gleiche Lange besitzen miissen. Die Umkehrung dieser letzten Aussage ist nicht
richtig: Die Moduln

M = R/aR®R/aR und N = R/a’R

besitzen die gleiche Linge, sind aber nicht zueinander isomorph. Die letzte Aussage
folgt z.B. aus a-m = O fiir alle m € M und a - n # 0 fiir das Element n = [1] € N.

Um derartige Argumente zur Unterscheidung von Moduln zu verallgemeinern,
betrachten wir fiir R-Moduln M und a € R den Untermodul

a-M:={am|lmeM} C M.

Die folgende Beobachtung erlaubt es, per Induktion iiber die Zahl der auftretenden
Primfaktoren zu argumentieren:

Proposition 5.9. Sei R ein Hauptidealring, und sei p € R prim. Fiir a € R\ {0} gilt
dann

p-(R/aR) ~ R/bR mit b = {a fiirpta,
a/p fiirp|a.

Beweis. Der Modulhomomorphismus ¢ : R — p-(R/aR),m — p-[m] ist surjektiv
mit Kern

ker(p) = {c€R|pcecaR}
= {c€ER|3dER: pc=ad}
= {c€R|3d' €R: c=bd'} = bR,
wobei wir im vorletzten Schritt zwei Félle unterscheiden:

e ImFall ptabedeutet pc = ad, dass p | d ist, also c = bd’ mith=aund d’ =d/p.
e Im Fall p | a bedeutet pc = ad, dass ¢ = bd’ ist mith=a/pund d' = d.

Nach dem Homomorphiesatz ist im(¢) ~ R/ker(¢), also sind wir fertig. O

Wir kénnen nun die Eindeutigkeit im Struktursatz[5.T|beweisen. Aus praktischen
Griinden numerieren wir die Elementarteiler um und lassen jetzt auch Einheiten zu,
wobei fiir d; € R* der Summand R/d;R = {0} trivial ist; damit kénnen wir am Ende
der Liste von Elementarteilern beliebige Einheiten ergénzen:



5 Moduln iiber Hauptidealringen 245

Satz 5.10 (Eindeutigkeitssatz). Sei R ein Hauptidealring, und es gelte M ~ N fiir
zwei Moduln der Form

M = RR®R/diR®---®R/d\R mit r € Ny, d; € R\ {0} und d;y | d; fiir alle i,

N

R°®R/eiR®---®R/eiR mit s € No, ¢; € R\ {0} und e; 1| | e, fiir alle i.

Dann ist r = s, und indem wir formal d; = 1 fiir i > r und e; = 1 fiir i > [ setzen,
erhalten wir
diR = e;R fiirallei.

Beweis. Sei ¢ : M — N ein Isomorphismus. Wir erhalten dann insbesondere einen
Isomorphismus
(Pfrei: Mfrei — ]vfrei-

Es folgt r = s, da nach Korollar[4.4] der Rang eines endlich erzeugten freien Moduls
eindeutig bestimmt ist. Es bleibt nur der Torsionsteil zu behandeln. Dazu betrachten
wir

Drors : Miors = R/le@"'@R/dkR AN Niors = R/elREB”'EBR/elR.

Nach Lemma 5.6 und [5.7] gilt
K(Mmrs) = 5(d1)++5(dk),
K(Ntors) = 5(91)+"'+5(61).

Da isomorphe Moduln gleiche Linge haben, miissen diese beiden Lingen gleich
sein. Wir wollen nun per Induktion iiber die Linge schlieBen. Der Fall der Linge
Null ist trivial, wir diirfen also annehmen, dass ein Primelement p € R mit p | d;
existiert. Wir betrachten dann den Isomorphismus

(Ptors: thOI’S ;> pNtOFS

Fiir a € R\ {0} schreiben wir kurz

;o a falls pta,
" a/p fallsp|a,

dann gilt nach Proposition 5.9
PMiors = R/d/lR@@R/dl/cR7
PNiors = R/e/lR@@R/EQR
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Es gilt noch immer d;, | | d; und e}, | ¢}, auch wenn fiir die neu erhaltene Liste von
Elementarteilern eventuell einige Einheiten am Ende der Liste hinzukommen. Wir
setzen

ko := max{i: p|d;},
lo := max{i: p|e}U{0}

dann gilt fiir die Langen der Moduln:

g(erars) = E(Mtors)_km
Z(plvmrs) = E(Ntorx) - lO-

Da isomorphe Moduln gleiche Linge haben, erhalten wir ky = lp. Per Induktion
iiber die Lénge folgt zudem d; - R = €} - R fiir alle i > 0 und damit die Behauptung
des Satzes, wobei wir die Listen der Elementarteiler zur Vereinfachung der Notation
formal fortsetzen durch dj | =dj , =--- =€, =€/, =---= 1. O

Korollar 5.11. Sei R ein Hauptidealring. Dann sind fiir Matrizen A € Mat(m X n,R)
und ebenso fiir Untermoduln U C'V = R™ die Elementarteiler in Satz[4.3| bzw.
bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt.

Beweis. Jeder Untermodul U C R™ eines endlich erzeugten freien Moduls hat die
Form

U= {AveV|veR"'} fireineMatrix A € Mat(mxn,R),

und umgekehrt erzeugen die Spalten jeder solchen Matrix einen Untermodul. Die
nicht-Einheiten unter den Elementarteilern von U C V bzw. von A sind genau die
Elementarteiler des Moduls M =V /U und somit sind sie nach Satz eindeutig
bestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten. Es bleibt daher nur noch zu zeigen,
dass die Gesamtzahl der unter den Elementarteilern von U C V bzw. A auftretenden
Einheiten ebenfalls eindeutig bestimmt ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Anzahl
der Elementarteiler von U C V eindeutig ist; aber diese Anzahl ist gleich der Lange
einer Basis des Untermoduls und als solche eindeutig nach Korollar [4.4] O

Die im Struktursatz auftretenden direkten Summanden der Form R/dR lassen
sich mittels des chinesischen Restsatzes weiter zerlegen. Dazu bendtigen wir eine
weitere Definition, die den Begriff des Torsionsuntermoduls verfeinert:

Definition 5.12. Sei M ein R-Modul und p € R ein Primelement. Dann bezeichnen
wir
M(p) = {meM|IneN: p"m=0} C M

als den p-Torsionsteil von M. Offenbar ist dieser ein Untermodul von M.
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Wir wollen uns iiberlegen, dass im Fall von endlich erzeugten Moduln iiber
Hauptidealringen der gesamte Torsionsuntermodul My, zerfillt als eine endliche
direkte Summe seiner p-Torsionsteile und dass sich diese weiter zerlegen lassen in
direkte Summen von Moduln der Form R/ p®R fiir geeignete e € N:

Satz 5.13 (Verfeinerter Struktursatz). Sei R ein Hauptidealring,
a) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist

M~ R &M(p))®---®&M(py)

fiir eindeutige r,n € N und paarweise nicht-assoziierte, bis auf Umordnen und
Multiplikation mit Einheiten eindeutige Primelemente p1,...,p, € R.

b) Dabei gilt

m;
M(p;) ~ @R/pf”R fiir eindeutige e;; € N mit e;1 < ejp < --- < ejpy,.
j=1

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz einer solchen Zerlegung. Da die direkte
Summe von je endlich vielen Moduln der angegebenen Form offenbar wieder eine
solche Form besitzt, geniigt es nach dem Struktursatz den Spezialfall M = R/dR
mit d € R\ {0} zu behandeln. In diesem Fall folgt die Existenz der Zerlegung aus
dem Chinesischen Restsatz in Kapitel Korollar[4.5} Genauer liefert dieser einen
Isomorphismus von Ringen

n
R/dR ~ €D R/p{'R firr die Primfaktorzerlegung d = u-p{'---p{
i=1

mit Primfaktoren p; € R, einer Einheit u € R* und Exponenten ¢; € N. Dieser ist
insbesondere ein Isomorphismus von R-Moduln, da die Modulstruktur auf beiden
Seiten von der Ringstruktur induziert ist.

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen. Die Primelemente py,..., p, sind
bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt, denn fiir beliebige Primelemente p € R
gilt:

M(p) # {0} <= p ~ p;fireinie{l,...,n},

wobei ~ Assoziiertheit bedeutet. In der Tat:

e Wenn p ~ p; ist, gilt offenbar M (p) = M(p;) # 0.
e Wenn p £ p; ist, gilt fiir jedes e € N nach Bézout a.p + b.p{ = 1 mit a.,b. € R.
Dann ist
M(pi) — M(pi), m— p-m

ein Isomorphismus, und wenn dies fiir alle direkten Summanden M (p;) C M in
der Summe My,s ~ M(p1) ® - ®M(py) gilt, ist Moy — Miors,m — p - m ein
Isomorphismus. In diesem Fall ist also M(p) = {0}.
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Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes der Primelemente p; die Exponenten e;; € N in
der Zerlegung von M(p;) eindeutig bestimmt sind. Dies folgt aus der Eindeutigkeit
im Struktursatz|5.10} angewandt auf den Modul M(p;). O

Die so gefundene Zerlegung ist optimal in dem Sinne, dass sie sich nicht weiter
verfeinern ldsst. Hierzu machen wir folgende

Definition 5.14. Ein R-Modul M heif3t unzerlegbar, wenn es keine Zerlegung der
Form
M~MoeM

mit zwei von Null verschiedenen R-Moduln M’ # {0} und M” # {0} gibt.

Die im Satz erhaltenen Summanden lassen sich nicht weiter zerlegen, unser
Resultat ist also bestmoglich:

Korollar 5.15. Sei R ein Hauptidealring, p € R ein Primelement und e € N. Dann
ist der Modul
M := R/p°R unzerlegbar.

Beweis. Sei eine Zerlegung als direkte Summe M ~ M’ & M" gegeben. Nach dem
verfeinerten Struktursatz [5.13] gilt

M/

1

R'®R/p]'R®---®R/pR

M" ~ R®R/p'|R®---®R/p’R
mit geeigneten r,s € Ny, ¢; € N, b > a und Primelementen p; € R, wobei wir zur
Vereinfachung der Notation Mehrfachnennungen von Primelementen erlauben. Es
folgt

R/p°R =M ~ M &M" ~ R ®R/p|'R®---®R/p’R

und somit r = s = 0 und b = 1 wegen der Eindeutigkeit in Satz[5.13] Insbesondere
erhalten wir daher wie gewiinscht M’ = {0} oder M" = {0}. O

Wir haben in Bemerkung [5.3] gesehen, dass der freie Anteil eines Moduls sich
im Allgemeinen auf verschiedene Weise als Untermodul einbetten lédsst. Auch die
feinere Zerlegung von M(p;) in unzerlegbare Teile in Satz b) ist nur eindeutig
bis auf Isomorphie. Im Gegensatz dazu sind die p-Torsionsuntermoduln M(p;) C M
eindeutig festgelegt und sehr einfach zu berechnen:

Korollar 5.16. Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R,
dann gilt:

a) Es ist Ann(Miyrs) :={a € R| a- Myprs = {0} } = dR fiir ein d € R\ {0}.

b) Fiir Primelemente p € R gilt M(p) # {0} genau dann, wenn p | d ist, und in
diesem Fall hat man

M(p) = ker(Mp—e>M) = q-Myys fiird=p°qmite eNundptq.
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Beweis. Nach Satz diirfen wir annehmen, dass My, = @} @72, R/ p;Y R mit
paarweise nicht-assoziierten Primelementen p; € R und Exponenten e;; € N ist, und

dann gilt
Ann(My,) = () Ann(R/p;"R) = dR fir d = p{'---p
iJ

wobei die Exponenten gegeben sind durch ¢; := max{e;; | j=1,2,...}.Ista € Rein
von Null verschiedenes Ringelement, so wissen wir aus dem Beweis von Satz[5.13]
dass die Abbildung

R/pfin — R/pfin, [x] — [ax]

im Fall p; { a ein Isomorphismus ist. Wihlen wir hier speziell @ = p prim, so sehen
wir erneut, dass M(p) # {0} nur dann gelten kann, wenn p ~ p; fiireini € {1,...,n}
ist. In diesem Fall ist

P = pi
d = p°-gq mit e =¢
q ~ Hk;éi P;ik
In der Zerlegung
m; my
Miors = Mi®M] mit M; :== (DR/p;"R und M| := PP R/p’R
j=1 ki j=1
operiert somit
e p¢ durch Null auf M; und durch einen Isomorphismus auf M{ s
e ¢ durch Null auf M/ und durch einen Isomorphismus auf M;.
Damit folgt die Behauptung. a

Zum Abschlu3 wollen wir die Resultate dieses Abschnitts im Fall R = Z kurz
zusammenfassen. Wir erhalten in diesem Fall eine Klassifikation von allen endlich
erzeugten abelschen Gruppen:

Korollar 5.17 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine

endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist

G ~ 7' xGyx--xG, mit Gj:= Z/pfiIZX“_XZ/pfimiZ

fiir
e cin eindeutiges r € N,
e paarweise verschiedene, bis auf Umnumerieren eindeutige Primzahlen p;,

o cindeutige m; € N und eindeutige Exponenten e;; € Nmit 1 < e;jj <--- < ejp,.
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Beweis. Dies folgt direkt aus dem Fall R = Z des vorigen Satzes: Eine endliche
direkte Summe von Z-Moduln ist nichts anderes als ein endliches Produkt abelscher
Gruppen. a

Beispiel 5.18. Sei p eine Primzahl. Jede endliche abelsche Gruppen der Ordnung p?
ist isomorph zu
Z)p*Z7 oder Z)pZx7/pZ,

und diese beiden Gruppen sind nicht isomorph zueinander. Andererseits gibt es fiir
jede Primzahl g # p bis auf Isomorphie genau eine endliche abelsche Gruppe der
Ordnung pg, ndmlich

Z/pqZ ~ Z7./pZ x ZL]qZ.

Beispiel 5.19. Fiir endliche Gruppen wissen wir aus dem Satz von Lagrange, dass
die Ordnung jeden Gruppenelementes ein Teiler der Gruppenordnung ist. Analog
zum Minimalpolynom eines Endomorphismus definieren wir den Exponent einer
multiplikativ geschriebenen endlichen Gruppe G durch

e(G) = min{neN|VgeG: g"=1}.

Der Exponent ist immer ein Teiler der Gruppenordnung. Fiir additiv geschriebene
abelsche Gruppen

G~GxxG, mit G =ZL/p"Lx--L/p"L

sind die Ordnung und der Exponent gegeben durch

n mj

ejj e e .
H HP;‘U =Py P mit e; = eji + -+ eim;,
i=1 j=1

e(G) = kgV {pfij} = p?‘ ---pif” mit d; = max{e;,...,em}

Q
[

Beispielsweise ist die Gruppe G zyklisch genau dann, wenn |G| = ¢(G) ist.

6 Moduln iiber Polynomringen und Blockmatrizen

Wir haben gesehen, dass Z-Moduln dasselbe sind wie abelsche Gruppen, und dass
Moduln iiber Korpern nichts anderes sind als Vektorraume. Kommen wir nun zuriick
zum Studium von Endomorphismen:

Lemma 6.1. Moduln iiber dem Ring R = K|t| sind dasselbe wie Paare (V, f) aus

o cinem K-Vektorraum V und

o cinem Endomorphismus f € Endg (V).
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Beweis. Es sei zunichst V ein Modul iiber dem Ring R = K[t]. Einschrénken der
Skalarmultiplikation auf den Teilring K C K[t] liefert insbesondere einen Modul
iiber K, also einen K-Vektorraum. Die Skalarmultiplikation mit z € K[r] gibt zudem
einen Endomorphismus

fi V—V fv) =ty

wobei - auf der rechten Seite fiir die Skalarmultiplikation des Moduls steht. Dass
dieser Endomorphismus K-linear ist, folgt aus Assoziativitit und Distributivitit der
Skalarmultiplikation von Moduln:

flo-u+B-v)y =t-(tc-ut+p-v) per Definition
=t-(a-u)+t-(B-v) wegen Distributivitit
=(t-a)-u+(t-B)-v wegen Assoziativitit
= (a-t) - u+(P-t)v weil K[t] kommutativ ist
=a-(t-u)+p-(t-v) wegen Assoziativitit
=oa- flu)+B-f(v) per Definition

Umgekehrt sei nun ein K-Vektorraum V mit einem Endomorphismus f € Endg (V)
gegeben. Fiir jedes Polynom P(¢) € K[r] erhalten wir dann durch Einsetzen einen
Endomorphismus P(f) € Endg (V). Wir definieren dann eine Skalarmultiplikation
durch

Kit]xV — V, P(t)-v := (P(f))(v).
Man priift direkt nach, dass diese assoziativ, distributiv und mit dem Einselement
kompatibel ist, also V zu einem Modul iiber dem Polynomring K[t] macht. O

Definition 6.2. Fiir K-Vektorrdume V mit einem Endomorphismus f € Endg (V)
bezeichnen wir den durch

P(t)-v := (P(f))(v) firveVundP(t)€K]t]
wie im vorigen Lemma definierten K[¢t]-Modul im Folgenden kurz mit (V, f).

Der allgemeine Begriff von Untermoduln fiihrt in diesem konkreten Beispiel auf
Untervektorrdume U C V mit f(U) C U. Solche Untervektorrdume bezeichnet man
auch als f-invariant und sie spielen in der linearen Algebra im Zusammenhang mit
Blockdreiecksmatrizen eine wichtige Rolle. Es gilt:

Lemma 6.3. Sei V ein K-Vektorraum und f € Endg (V).
a) Fiir jeden f-invarianten Unterraum U C 'V mit Quotient W =V /U induziert f
Endomorphismen
fu: U —U, ur f(u),
fw: W — W, D] = [fO)]
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b) Konkret sei

o o =(vi,...,vq) eine Basis eines f-invarianten Unterraums U,
o B=V1,--,V4,Vds1,---,Vn) eine daraus ergéinzte Basis von'V,
o = (Wgily...,wp) mit w; := [v;] die induzierte Basis von W =V JU.

Dann ist f in der Basis 9B gegeben durch eine Blockdreiecksmatrix

* 3k >k

My (fu)

0 ‘M%'(fw)

My(f) =

¢) Die Untermoduln von (V,f) sind genau die Moduln von der Form (U, fy),
und fiir jeden solchen Untermodul ist der zugehorige Quotientenmodul gegeben
durch

WV.N/WU. fu) = W, fw)
Sfiir W =V /U mit dem induzierten Endomorphismus fiy € Endg(W) aus a).

Beweis. Teil a) folgt direkt aus der Definition von f-invarianten Unterrdumen und
aus den Eigenschaften des Quotientenvektorraumes. Fiir b) sei Mz (f) = (a;;), dann
gilt per Definition

n d n
f0p) = Yayv; = Yaijvi + Y, aii.
i=1 i=1 i=d+1
Da die Vektoren vy,...,v, € V linear unabhingig sind und da U = (vy,...,v,) ist,
gelten die folgenden Aquivalenzen:

n
f(Vj) clU — Z ajjvi = 0
i=d+1
<= a;; = 0 firallei>d

Wegen f(U) C U ist die Bedingung f(v;) € U fiir alle j < d erfiillt, wir erhalten

also
aij =0 firj<d<i

Dies erklirt die Nullen im linken unteren Block der Abbildungsmatrix und zeigt
zugleich

d
fv;) = Y ajv; firallej<d,
i=1

sodass der linke obere Block der Abbildungsmatrix die Matrix von fyy : U — U in
der Basis & = (vi,...,v4) ist. Es bleibt zu zeigen, dass der rechte untere Block die
angegebene Form hat, also gleich der Abbildungsmatrix M (f) ist.
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Dazu lesen wir die Bilder f(v;),..., f(v,) € V der Basisvektoren modulo U und
erhalten

d n n S
0 firi<d,
Vi)l = ) aij|vj] + ajj|vi| = a;jw; wegen |v;| = B
[f(vj)l ; ijlv;] i:;l ijlvil i:;l ijWi g [vil {Wi fiiri > d.

Wenn wir auf der linken Seite fiv(w;) = [f(v;)] fiir j > d beachten, folgt, dass der
rechte untere Block der Abbildungsmatrix {ibereinstimmt mit der Abbildungsmatrix
von fiy : W — W in der Basis ' = (wg+1,...,wy).

¢) Jeder K[t]-Untermodul U C V ist insbesondere ein Untervektorraum, wie man
durch Einschriinken der Skalarmultiplikation auf den Teilring K C K[t] sieht. Au-
Berdem ist jeder K[¢t]-Untermodul U C V stabil unter der Multiplikation mit ¢, also
ist f(u) =t-u € U fiir alle u € U und damit ist U ein f-invarianter Unterraum. Die
Umkehrung folgt analog: Per Definiton ist jeder f-invariante Unterraum U C V sta-
bil unter Skalarmultiplikation mit Konstanten o € K und mit ¢ € K, also auch unter
der Multiplikation mit beliebigen Polynomen in K|¢]. O

Wenn wir die Eintrdge * * % im oberen rechten Block ebenfalls zu Null machen
mochten, also von Blockdreiecksmatrizen durch Blockdiagonalmatrizen ersetzen
wollen, lduft dies auf die Frage nach der Existenz einer Zerlegung von (V, f) als
direkte Summe von Untermoduln hinaus:

Lemma 6.4. Sei V ein K-Vektorraum und f € Endg (V).

a) Wenn U, U’ CV zwei f-invariante Unterriiume sind mit V. =U © U’ als direkte
Summe von Vektorrdumen, dann ist

(Vaf) = (Uan) D (U/va’)
eine direkte Summe im Sinne von Kt]-Untermoduln, und umgekehrt.
b) Wenn dies der Fall ist, sei

o o/ =(vi,...,vq) eine Basis des Vektorraums U,

o ¢ =(vyi1,---,vn) eine Basis des Vektorraums U’,

Dann ist f in der Basis = (vi,...,v,) gegeben durch die Blockmatrix

My(fu)| O

0 ‘M%(fU/>

My(f) =

Beweis. Teil a) folgt aus der Definition der direkten Summe von Untermoduln.
Teil b) folgt wie im vorigen Lemma: Die Bedingung f(U) C U erzwingt die Nullen
im linken unteren Block der Abbildungsmatrix, die Bedingung f(U’) C U’ erzwingt
die Nullen im rechten oberen Block. a
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Dasselbe geht fiir mehr als zwei direkte Summanden. Zur Vereinfachung der
Notation bezeichnen wir die aus A; € Mat(n; X n;,K) mit nj + - - - +ny = n gebildete
Blockdiagonalmatrix als

Aq 0
Diag(Ay,...,Ax) = € Mat(n x n,K).
0 A

Wir erhalten fiir jede Zerlegung

V., f) = (U, fi)®-- @ (U fr)

als direkte Summe von f-invarianten Untervektorrdumen U; C V mit Basen %; eine
Blockdiagonalmatrix

Mgy(f) = Diag(Mg, (f1),-..,Mz,(fi))

als Matrix von f in der durch Vereinigung der Basen %; erhaltenen Basis %. Die
charakteristischen Polynome und die Minimalpolynome von Blockdreiecksmatrizen
lassen sich leicht ablesen:

Lemma 6.5. Fiir (V,f) = (U, f1) ®--- @ (U, fe) gilt

Xf(t> Xfl(t)"'ka(t)a
r(t) = kgV(pg (), 1y (1))

Beweis. Nach den vorigen Bemerkungen lduft dies hinaus auf eine Aussage iiber
Blockdiagonalmatrizen. Sei also A = Diag(Aj,...,A;) mitA; € Mat(n; x n;,K ), und
sei 1, € Mat(n x n,K) die Einheitsmatrix. Fiir das charakteristische Polynom gilt
dann

Xa(t) = det(t-1,—A)

det(Diag((t-1,, —A1), ..., (t-1,, —Ag)))

det(t . lnl —Al) .. -det(t . lnk —Ak)
= XAl(t)"'XAk(t)‘

wie behauptet. Fiir die Aussage iiber das Minimalpolynom beachte man zunichst,
dass

A™ = (Diag(Ay,...,Ax))" = Diag(AY,...,A}) firallemeN
gilt. Somit ist

p(A) = Diag(p(Ai1),...,p(Ax)) fiir alle Polynome p € K]t].
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Es folgt
palp < plA) =0
< p(A;) =0firalle i
<= Uy, | pfiralle i
— kgV(la,,-.- Ha) [ p
Also ist uy =kgV(la, ;. .., Ma, ) Wie behauptet. O

Wir haben das Lemma fiir eine interne direkte Summe formuliert und daher die
Zerlegung (V,f) = (U1, fi) ®--- @ (Uy, f) als Gleichheit geschrieben. Stattdessen
hitten wir auch eine externe direkte Summe verwenden und die Gleichheit durch
einen Isomorphismus ersetzen konnen. Modulhomomorphismen haben hier die fol-
gende konkrete Bedeutung:

Lemma 6.6. Die Homomorphismen von K|t]-Moduln

¢ (V.f) — (W.g)

sind genau die @ € Homg (V,W) mit der Eigenschaft, dass ¢ o f = go @ ist, d.h.
dass das folgende Diagramm kommutiert:

AN
AN

<+ <
T =

Beweis. Die K[t]-Modulhomomorphismen ¢ : (V, f) — (W, g) genaudie ¢ : V — W
mit

o(u+v) = @(u)+¢(v) und @(p-v) =p-9(v)

fiir alle u,v € V und alle p € K[t]. Ahnlich wie die Bedingung fiir Untermoduln
miissen wir dabei die zweite Bedingung nur fiir konstante Polynome p = o € K und
fiir p =t nachpriifen, da diese den gesamten Ring R = K[| erzeugen. Die Bedingung
fiir konstante Polynome p = o besagt zusammen mit der Additivitit genau, dass ¢
eine K-lineare Abbildung ist, und die Bedingung fiir p = ¢ besagt wegen

t-v = f(v)
t-o(v) = gle(v))
genau, dass @ o f = go @ gelten soll. a

Ein Homomorphismus von K[f]-Moduln ist offenbar ein Isomorphismus genau
dann, wenn er als lineare Abbildung von Vektorrdiumen ein solcher ist. Wenn wir
Endomorphismen durch Abbildungsmatrizen beschreiben, fithrt uns dies zuriick auf
den bekannten Begriff der Ahnlichkeit von Matrizen:
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Korollar 6.7. Fiir A,B € Mat(n x n,K) sind dquivalent:
a) Die Matrizen A und B sind éhnlich, d.h. B = SAS™! fiir ein S € GI,(K).

b) Wenn man die Matrizen als Endomorphismen des Standardvektorraumes V = K"
auffasst, sind die K[t]-Moduln (V,A) und (V,B) zueinander isomorph.

Beweis. Wenn B = SAS™! fiir ein S € GI,(K) gilt, erhalten wir auf V = K" ein
kommutatives Diagramm

v S,y
A J{B
v S,y

also ist Lemmamit ¢(v) := Sv anwendbar. Die Umkehrung folgt analog. a

7 Die allgemeine und Jordan’sche Normalform

Um fiir einen Endomorphismus f € Endg (V') eine Basis zu finden, in der er durch
eine Blockdiagonalmatrix mit moéglichst kleinen Blocken gegeben ist, miissen wir
den Modul (V, f) iiber dem Hauptidealring R = K|[r] zerlegen als direkte Summe
moglichst einfacher Untermoduln. Dies leistet der Struktursatz [5.13} die dabei als
Grundbausteine dienenden Moduln R/pR sehen so aus:

Proposition 7.1 (Begleitmatrizen). Sei p € K[t] normiert vom Grad d = deg(p).
a) Der Quotient V = K|[t]/ pK|t] ist ein K-Vektorraum mit der Basis

B = (vi,...,vq) ausden Monomen v; = [f'"'] fir i=1,...,d

b) Die Multiplikation mit t definiert einen Endomorphismus f:V — V,[q] — [t - q].

c) Wenn wir das gegebene Polynom schreiben als p = 1% + cq_ 119" + -+ cq, so
wird der Endomorphismus f € Endg(V) in der obigen Basis dargestellt durch
die Abbildungsmatrix

000---0 —cp
100:---0 —cg
Clp):= |010-0 —c1 | ¢ Mat(d xd,K),

000---1 —C4d—1
die sogenannte Begleitmatrix (engl. companion matrix) des Polynoms p(t).

d) Das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von f € Endg (V) sind
gegeben durch



7 Die allgemeine und Jordan’sche Normalform 257

Beweis. Mittels Polynomdivision lésst sich jedes Polynom g € K[t] eindeutig in der
Form
g =gp+r mit gq,reKjt], deg(r) < d.

schreiben; dies bedeutet genau, dass jedes Element des Quotienten V = K[r]/pK|t]
einen eindeutigen Représentanten r € K[f] mit deg(r) < d hat. Wir konnen also den
Quotienten als Vektorraum identifizieren mit dem Vektorraum aller Polynome vom
Grad < d, und dieser hat eine Basis aus den Monomen ¢! fiir i = 1,...,d. Somit
folgt die Aussage a). Die Aussage b) ist klar. Fiir ¢) berechnet man

firi<d,

—Cqd—1Vqg — - —CoV1 fﬁl'l':d7

f) =t =[] = { Vit

wobei wir im letzten Schritt
d d—1 _
t“4+cqg_1t“7"+---4+co =0 mod pKJt]

benutzt haben. Fiir die Aussage d) beachte man, dass die Multiplikation mit p auf
dem Quotienten V = K[t]/pK]|t] die Nullabbildung induziert. Es ist also p(f) =0,
und aus der Definition des Minimalpolynoms folgt damit, dass tr ein Teiler von p
ist. Wiire es ein echter Teiler, dann giibe es eine Relation

fodbef +--4by =0 € Endg(V) firein e < d.
Einsetzen des Basisvektors v; wiirde dann
Vel +be—1Ve—a+---+bpvy =0 € V

liefern im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit der Vektoren vy,...,v4_1. Al-
so folgt s = p. Insbesondere ist deg(iy) = deg(p) = d = dimg (V') und somit ist
das Minimalpolynom auch gleich dem charakteristischen Polynom. Man vergleiche
dieses Argument mit dem Abschnitt|[T]iiber lineare Rekursionsgleichungen! a

Im verfeinerten Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber R = K[t]
treten in den unzerlegbaren Summanden keine beliebigen Polynome auf, sondern
Potenzen irreduzibler p € K[t]. Wir wollen also Proposition[7.1]auf V = K[r]/ p°K]t]
mit ¢ € N anwenden. Die Begleitmatrix C(p°) enthilt simtliche Koeffizienten der
ausmultiplizierten Potenz

Pe = t"4ep " et dco mit n = e-deg(p).

Diese Koeffizienten ergeben sich aus den Koeffizienten des Polynoms p € K|[t] mit
der binomischen Formel. Das ist etwas unschon, wir hitten lieber eine Matrix, die
sich direkt aus den Koeffizienten von p ablesen ldsst. Das konnen wir mit einer
Variante der Basis in Proposition erreichen:



258 VIII Normalformen von Matrizen

Proposition 7.2 (Jordanbliocke). Sei p € K[t] normiert vom Grad d. Fiir e € N gilt
dann:

a) Die Vektoren
1<a<d
B = (vi,...,v mit n=de und vgipg = t“"'pP) fiir -
(V15---5n) +ba = [ p7] S {O<b<e
bilden eine Basis des K-Vektorraumes V = K[t]/ p°K|t].

b) Der Endomorphismus f :V — V, [q] — [t - q] wird in dieser Basis dargestellt
durch die Matrix

C(p)
1

J(p) = € Mat(n x n,K),

C(p)

mit e auf der Diagonale stehenden Blicken C(p) und einem einzelnen Eintrag 1
rechts unterhalb jedem der ersten e — 1 Blocke.

¢) Das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom der Matrix A = J,(p)
sind gegeben durch

Beweis. Die Vektoren vy,...,v, sind durch ein System von normierten Polynomen
gegeben, das genau ein Polynom von jedem Grad 8 € {0,1,...,n— 1} enthilt; sie
spannen also V auf und bilden daher eine Basis. Um die Abbildungsmatrix von f in
dieser Basis zu erhalten, berechnen wir

Vatbd+1 fira <d,

d-1 ,
Vatbd+1 — Yi—g CiVea+i+1 fura=d,

farpa) = [t°P"] = {
wobei wir im zweiten Fall
d-1 d-1
tdpa _ [P* Zcitl:| 'pa _ pa+1 _ Z Cil‘lpa
i=0 i=0

benutzt haben fiir das Polynom p(t) = 4 + ¢4 129! +--- 4+ ¢o. Die Aussage iiber
das charakteristische Polynom und Minimalpolynom folgt aus Proposition[7.1] O
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Die Blockmatrix J,(p) in Propositionheiﬁt der verallgemeinerte Jordanblock
der Linge e zum normierten irreduziblen Polynom p(¢) € K[t]. Speziell im Fall
linearer Polynome p(¢) =t — A nennen wir

L(A) = L—-2) = . € Mat(e x ¢,K)

1 A

auch kurz Jordanblock oder Jordankdistchen der Linge e zum Eigenwert A € K.

Beispiel 7.3. Zum Vergleich von Begleitmatrizen und Jordanblocken:

a) Fiir p(r) =t —2 € R[t] und den Exponent e = 6 ist

—64 2
1 192 12
1 —240 12
6\ __ _
C(p ) - 1 160 und ]6<p) - 12
1 -60 12

1 12 12

b) Fiir p(t) = t> — 2t +2 € R[f] und den Exponent e = 3 ist

1 24 1
1 —36
C(p3) = 1 32 und ]3<p) =
1 —18
1 6

—N N

— NN

NN

Um allgemein aus der Begleitmatrix einer Potenz p® =" + e 1" V4 4o das
Polynom p und den Exponenten e abzulesen, mufl man die in ausmultiplizierter
Form gegebene Potenz zuerst mithsam in ihre Faktoren zerlegen. Umgekehrt kann
man aus dem Jordanblock direkt das Polynom p und den Exponenten e ablesen und
daraus leicht die Potenz p¢ und ihre Begleitmatrix berechnen. Daher werden fiir
Normalformen von Matrizen meist Jordanblocke statt Begleitmatrizen verwendet.

Nachdem wir die unzerlegbaren Bestandteile mittels Jordanblocken hinreichend
gut verstanden haben, miissen wir diese nur noch zusammensetzen. Der Struktursatz
fiir endlich erzeugte Moduln iiber dem Hauptidealring R = K|¢] liefert die folgende
Normalform fiir Endomorphismen, wobei im Folgenden stets V' ein K-Vektorraum
mit dimg (V) < oo sei:
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Satz 7.4 (Allgemeine Normalform fiir Endomorphismen).

a) Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus und jiy = p[l]1 ---pZ" die Faktorisierung
seines Minimalpolynoms in paarweise verschiedene irreduzible und normierte
Polynome p; € K[t| mit Vielfachheiten d; € N. Dann gilt

V =Vi&---®V, fiir die Untervektorrdume V; = ker(p?" ().

b) Jeder dieser Unterrdume zerlegt sich (in nicht-kanonischer Weise) weiter in eine

direkte Summe
mi

V= DV
j=1

von f-invarianten Untervektorrdumen, und in einer geeigneten Basis %B;j von V;;

ist die Abbildungsmatrix von fij = flv,; € Endk(V;;) ein Jordanblock von der

Form

Mg, (flv;) = Je;(pi) mit eij € N, dimg(V;;) = ej;- deg(pi).

ek

c) Es ist Xr = pi' Py mit e; = ejj + -+ eim,
d d .
ur = pl' ---pkk mit d,' = max{en,.--aeim,-}

Beweis. Indem wir auf den K[¢t]-Moduln (V, f) den verfeinerten Struktursatz
und die Beschreibung der p-Torsionsanteile als Kerne in Korollar @] anwenden,
erhalten wir a). Die Aussage b) folgt aus Proposition[7.2] und die Aussage in c) ist
klar nach der Formel in Lemma[6.5] a

Die Zerlegung in a) bezeichnet man auch als Hauptraumzerlegung. Sie ist im
Gegensatz zu der Zerlegung in b) kanonisch, also nicht von willkiirlichen Wahlen
abhingig. In Matrizensprache sieht der obige Satz so aus:

Korollar 7.5 (Allgemeine Normalform fiir Matrizen).

a) Sei A € Mat(n x n,K) eine Matrix und |14 = pfl ---pzk die Faktorisierung ihres
Minimalpolynoms in Potenzen paarweise verschiedener normierter irreduzibler
Polynome. Dann gibt es ein S € Gl,,(K) und eindeutige e;; < --- < ey, mit

A Jeu (Pi)
SAST! = und A; = -
Ay e, (Pi)
b) Insbesondere ist
XA = p(]ljlpzk mit € = ei1+"'+eim,’>
dy d.

Ua 2Ry mit d; = max{e;,...,em}
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Der wichtigste Spezialfall sind Matrizen A, deren Minimalpolynom u, in K[t]
vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Das ist nach Korollar gleichbedeutend
damit, dass x4 in K[t] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, und gilt z.B. fiir alle
Matrizen iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern, insbesondere iiber K = C:

Korollar 7.6 (Jordan’sche Normalform). Sei A € Mat(n X n, K) eine Matrix, deren
Minimalpolynom vollstiindig in Linearfaktoren zerfillt, und seien Ay,...,A € K
ihre paarweise verschiedenen Eigenwerte. Dann gibt es S € Gl,,(K) und eindeutig
bestimmte ey < --- < e, mit

Ay Jei (Ai)
SAS™! = und A; = )
Ak Jeimi (A’l)

fiir die Jordanblocke

Ai

1 A

‘]eij ()vz) = o € Mat(el-j X e,'j,K).
1 A
Beweis. Folgt direkt aus dem vorigen Korollar mit p;(¢) =t — A;. O
Wir bezeichnen die bis auf Umnumerieren der Blocke Aq,...,A; eindeutige

Blockform in Korollar [7.5]im Folgenden als die allgemeine Normalform oder auch
die verallgemeinerte Jordan-Normalform der Matrix A € Mat(n x n,K). Es gilt:

Proposition 7.7. Fiir A, B € Mat(n x n,K) sind dquivalent:
a) Die Matrizen A und B haben die gleiche allgemeine Normalform.
b) Die Matrizen A und B sind éhnlich, d.h. B = SAS™! fiir ein S € GI,(K).

Beweis. Die Vertauschung von Diagonalblocken in einer Blockdiagonalmatrix 1dsst
sich durch Konjugation mit einer Matrix beschreiben. Wenn A und B die gleiche
allgemeine Normalform besitzen, konnen wir also annehmen, dass die Reihenfolge
der Diagonalbldcke in beiden Normalformen dieselbe ist. Es gibt also X, Y € Gi,(K)
mit XAX ! = Diag(Ay,...,A;) = YBY ! und somit ist

B = SAS™! fir §:=Y"'X € Gl,(K),

d.h. die Matrizen A und B sind dhnlich. Ist umgekehrt letzteres der Fall, dann haben
die Matrizen auch die gleiche allgemeine Normalform, da die in der Normalform
auftretenden Exponenten e;; per Konstruktion mit den Exponenten im verfeinerten
Struktursatz[5.13|fiir die Moduln (V,A) bzw. (V,B) mit V = K" iibereinstimmen und
diese beiden Moduln isomorph sind nach Korollar 6.7} O
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Als einfache Anwendung sehen wir, dass man aus dem Minimalpolynom einer
Matrix ohne weitere Information iiber die Eigenrdume ablesen kann, ob die Matrix
diagonalisierbar ist oder nicht:

Korollar 7.8 (Diagonalisierbarkeitskriterium). Fiir A € Mat(n x n,K) sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a) Die Matrix A ist diagonalisierbar iiber K.

b) Das Minimalpolynom zerfillt in K[t] als ein Produkt paarweise verschiedener
Linearfaktoren, d.h.

k
ua(t) = H (t—Ai) mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay € K.

i=1

¢) Das charakteristische Polynom zerfdllt in K|t] in ein Produkt von Linearfaktoren
und dabei sind die algebraischen gleich den geometrischen Vielfachheiten, d.h.
es gilt

k
xa(t) = 11 (7 = A)"

14
mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay € K und e; = dimker(A — A;1).
Beweis. Die Aquivalenz von a) und ¢) wissen wir schon aus Kapitel sie wurde
hier nur zum Vergleich aufgenommen. Fiir die Aquivalenz von @) und b) bleibt nur

zu bemerken, dass die allgemeinen Normalformen mit Minimalpolynom wie in b)
genau die Diagonalmatrizen

D = Diag(Ay,...,A;y) mit A; = A;-1 € Mat(m; x m;,K)

mit paarweise verschiedenen A, ..., A; € K sind, d.h. genau diejenigen allgemeinen
Normalformen, in denen nur Jordanblécke zu Polynomen p;(t) = ¢ — A; vom Grad 1
auftreten und alle Exponenten e;; = 1 sind. a

Beispiel 7.9. Fiir

A0 A —
A:(lu), B:(H i‘) € Mat(2x2,K),

mit A, u € K gilt:

e A ist diagonalisierbar genau dann, wenn A = { ist.
e B ist diagonalisierbar iiber K = C, aber im Fall u # 0 nicht iiber K = R.

Um die allgemeine Normalform und damit die Ahnlichkeitsklasse fiir beliebige
Matrizen A € Mat(n x n, K) explizit zu bestimmen, miissen wir herausfinden, wie oft
jeder der Jordanblocke in der Normalform vorkommt. Wir beginnen der Einfachheit
halber mit der klassischen Jordan-Normalform in Korollar[7.6] d.h. wir nehmen an,
dass das charakteristische Polynom in K[¢] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Im
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einfachsten moglichen Fall von diagonalisierbaren Matrizen existiert S € GI,,(K)
mit

SAS™! = Diag(A;,...,A;) mit A; = A-1 € Mat(m; x m;,K),
und die gesuchte Vielfachheit ist dann einfach
m; = dimg ker(SAS™! —2;-1)
= dimg ker(S(A—A;-1)S71)
= dimg ker(A—2;-1).
Fiir nicht diagonalisierbare Matrizen ist die Lage etwas komplizierter:

Beispiel 7.10. Sei A = J,(A) ein Jordanblock der Linge e zum Eigenwert A € K,
dann gilt

10

und somit dimg ker(A — A -1) = 1. Aus dieser Dimension lésst sich die Linge e
des Blocks nicht ablesen. Die Hauptraumzerlegung legt es aber nahe, auch hohere
Potenzen zu betrachten; tatsidchlich sieht man induktiv, dass fiir v=1,2,...,e—1
die Potenz

0

(A-A-1)Y = [0 ™
1 . .“,’ . .
100
eine Matrix mit Einsen auf der v-ten Nebendiagonalen und Nullen iiberall sonst ist,
und wir erhalten (sieche Abbildung [VIIL.3):

dy(A,1) = dimg ker(A—21-1)" =

v firv<e,
e firv>e.

1 firv<e,

Oy(A L) == dy(AA)—dy_1(AA) =
v(v) V(a) Vl(a) {0 firv > e

Av(A 1)

1 firv=e,
O (4,4) = v (4, 1) = {o fiir v # 0

Fiir 4 # A ist andererseits A — 1 - 1 invertierbar, also dy (A, ) = O fiir alle v € Np.
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Abb. VIIL.3 Eine Funktion und ihre erste und zweite Differenzfunktion

Wir konnen nach dieser Voriibung nun leicht eine Funktion angeben, welche die
Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A € K in der Jordan’schen Normalform
einer Matrix A € Mat(n X n,K) zéhlt. Dazu setzen wir

dy(A,A) = dimg ker(A—21-1)7
Av(AA) = 2dy(A L) —dyi1 (A L) —dy—1(A, 1)
wie im vorigen Beispiel und erhalten:

Lemma 7.11. Sei A € Mat(n x n,K) eine Matrix, deren Minimalpolynom in K]t]
vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist in ihrer Jordan’schen Normalform
fiir A € K und e € N die Anzahl der Jordanblicke J,(A) gegeben durch A,(A,A).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Funktionen A, (—, 1) : Mat(n x n,K) — Ny
folgende Eigenschaften besitzen:

a) Fiir B=SAS™! mit S € GI,(K) ist Ay(B,A) = Ay (A, 1).
b) Fiir B =Diag(Ay,...,A;) ist Ay(A,A) = Ay(A1,A)+ -+ Ay (A, ).
¢) Fiir Jordanblocke B =J, (1) mite € Nund y € K ist

1 firv=eundA =y,
0 andernfalls.

Ay (B JL) = {
Die Eigenschaft a) ist klar, weil dhnliche Matrizen den gleichen Rang haben, b)
folgt aus der Additivitdt des Ranges fiir Blockdiagonalmatrizen, und ¢) haben wir

uns in Beispiel iiberlegt. O



7 Die allgemeine und Jordan’sche Normalform 265

Falls das Minimalpolynom nicht in Linearfaktoren zerféllt, hat man immer noch
die allgemeine Normalform in Korollar [7.5] und kann hier analog verfahren, wobei
die Rolle der Eigenwerte A € K iibernommen wird durch die irreduziblen Teiler des
Minimalpolynoms. Das Pendant von Beispiel ist hier folgende Aussage, die
wir in den Ubungen behandeln werden:

Ubung 7.12. Sei p € K[t] irreduzibel und B = J,(p) fiir ein e € N. Dann gilt:
a) Fiir jedes ¢ € K[f] mit p { g ist die Matrix g(B) invertierbar.
b) Fiir die Potenzen g = p" mit v € N ist dimg ker(g(B)) = min{v, e} - deg(p).

Tipp. Statt explizit mit Matrizen zu rechnen, betrachte man den Jordanblock als
Endomorphismus von V = K[t]/p°K|[t] wie in der Proposition O

Wir kénnen nun eine Funktion hinschreiben, die in der allgemeinen Normalform
einer Matrix die Zahl der Jordanblocke J,(p) der Linge e zu einem irreduziblen
Polynom p € K[t] zéhlt: Wir betrachten die Kette

0 C ker(p(4)) C ker(p*(4)) C ker(p*(4)) C ---
und setzen

dv —dv+l - dvfl
deg(p)

2
Ay(A,p) = mit dy := dimg ker(p¥(A)).

Wir kénnen daher die Normalform einer Matrix A berechnen, indem wir folgende
Formel auf alle Primpotenzen p¥ € K[t] anwenden, die das Minimalpolynom pi4
teilen; das gibt einen alternativen Beweis der Eindeutigkeit der Normalform:

Lemma 7.13. Sei A € Mat(n x n,K). Dann ist in ihrer allgemeinen Normalform fiir
irreduzible p € K|[t] und e € N die Anzahl der Jordanblicke J,(p) gleich A.(A, p).

Beweis. Analog zum Beweis vom Lemma a

Es folgt insbesondere, dass eine Matrix A bis auf Ahnlichkeit eindeutig durch die
Dimensionen der Kerne ker(pY (A)) fiir die irreduziblen Teiler p | us bestimmt ist:

Korollar 7.14. Fiir A,B € Mat(n x n,K) sind dquivalent:
a) Die Matrizen A und B sind dhnlich.

b) Es gilt us = Up, und fiir alle Teiler p¥ | ua mit irreduziblen p € K[t] und v € N
ist
dimg ker(p®(A)) = dimg ker(p®(B)).

Beweis. Nach Proposition sind zwei Matrizen A und B dhnlich genau dann,
wenn sie dieselbe Normalform besitzen. Nach dem vorigen Korollar ist das der Fall
genau dann, wenn ty = Up istund Ay (A, p) = Ay (B, p) fiir alle p¥ | uy gilt. O
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Das folgende Beispiel zeigt, wozu die obige Charakterisierung gut sein kann, und
wire ohne Normalformen alles andere als offensichtlich:

Korollar 7.15. Jede quadratische Matrix ist dhnlich zu ihrer transponierten Matrix,
d.h. fiir jede Matrix A € Mat(n x n,K) gibt es eine invertierbare Matrix S € Gl,,(K)
mit

Al = sAs™!

Beweis. Da das Transponieren von Matrizen mit der Addition und dem Potenzieren
von Matrizen kompatibel ist, gilt g(A") = (g(A))’ fiir beliebige g € K[t]. Da der Rang
einer Matrix sich beim Transponieren nicht dndert, folgt

dimgkerg(A") = dimgker(g(A))" = dimgkerg(A).
Mit g = p” folgt die Behauptung aus Korollar[7.14] 0

Wir haben gesehen, dass man die Jordan-Normalform einer Matrix sehr einfach
durch Dimensionen von Kernen berechnen kann, wenn man die Faktorisierung des
Minimalpolynoms kennt. Etwas mehr Arbeit ist nétig, um eine Matrix S € G, (K)
zu finden, sodass SAS~! in Normalform ist; dazu miissen wir eine geeignete Basis
wihlen. Diese Basisvektoren schreibt man sich am besten in einem sogenannten
Jordan-Diagramm auf, das die Lage iibersichtlich zusammenfasst. Betrachten wir
zunidchst ein einfaches Beispiel:

Beispiel 7.16. Wir betrachten die aus drei Jordanblocken zu einem Eigenwert A € K
bestehende Matrix

A0
1A
A0
A= 1A
A00
1410
1A
Hier ist
Ki = (es,e4,e7)
K, = {(ep,ea,e7) D (er,e3,¢6)
K; = <€2,€4,€7>@<€1733736>@<65>
und es gilt:

e Der Vektor es reprisentiert eine Basis von K3 /Kj.
e Die Vektoren e}, e3,eq représentieren eine Basis von K> /K] .

e Die Vektoren e, eq,e7 reprisentieren eine Basis von K.



7 Die allgemeine und Jordan’sche Normalform 267

Die Matrix N = A — A - 1 bildet die obigen Basisvektoren nach folgendem Schema
aufeinander ab, wobei jede Spalte einem der drei Jordanblécke entspricht:

Ki: e7 es e

T 1T 1

K> /K, : eq e3 e]
K3/K> : es

Wir fassen diese Situation in dem folgenden Diagramm zusammen:

e7 1 é4 | e

€6 | €3] €1

€s

Allgemeiner konnen wir fiir jede Matrix A € Mat(n X n,K) aus Jordanblécken zum
Eigenwert A € K ein Diagramm bilden, wobei die r-ten Zeile besteht aus den je
ersten Standardbasisvektoren aller vorkommenden Jordanblocke der Linge r und
den Bildern der Vektoren aus der (r+ 1)-ten Zeile unter N = A — A 1. Dies fiihrt auf
folgende Definition, hier der Ubersichtlichkeit halber nicht fiir Matrizen, sondern
fiir Endomorphismen eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes V':

Definition 7.17. Sei A € K ein Eigenwert von f € Endg (V). Fir v =1,2,... setzen
wir
K, := ker(N") fiir den Endomorphismus N = f—A-idy.

Ein Jordan-Diagramm von f zum Eigenwert A € K ist ein linksbiindiges Diagramm
von Zeilen mit fallender Zeilenldnge wie in Abbildung|VIII.4] wobei in jedem Feld
des Diagramms ein Vektor v € V steht, sodass gilt:

a) Zeilenbedingung: Fiir alle r liegen die Vektoren in der r-ten Zeile des Diagramms
in K, und ihre Restklassen modulo K,_; bilden eine Basis von K, /K,_j.

b) Spaltenbedingung: Wenn sich in einer Spalte unmittelbar iiber einem Eintrag v
ein weiteres Feld befindet, ist dieses mit dem Eintrag N(v) gefiillt.

N2u| Nv |Nw| x

Nul| v |w

Abb. VII1I4 Ein Jordan-Diagramm fiir dimg K} = 4, dimg K> = 7 und dimg K3 = 8
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Die Form eines solchen Diagramms ist durch die Dimensionen der Kerne gegeben,
mit unserer fritheren Notation d,(f,A) := dimg K, ist die Linge der r-ten Zeile
genau

§.(f,A) 1= d(f,A) —dr1 (1),

Das Problem der Berechnung einer Jordan-Basis zu f, also einer Basis, worin f
durch eine Matrix in Jordan-Normalform beschrieben wird, wird damit zu der Frage
nach der Konstruktion von Jordan-Diagrammen:

Proposition 7.18. Sei f € Endg (V).

a) Die Vektoren in jedem Jordan-Diagramm von f zu A € K bilden eine Basis A
des Hauptraumes

Vy = ker(f—2A-idy)?  fir d = ord,_; (us(t)),

und in dieser Basis ist

Jey (1)
My(flv,) = :
Jor(2)
wobei ey, ..., ey die Spaltenlingen des Jordan-Diagramms sind.

b) Wenn fiir jeden Eigenwert A ein Jordan-Diagramm gewdhlt wurde, bilden die
Vektoren in allen Diagrammen zusammen eine Jordan-Basis zu f.

Beweis. Wegen der Hauptraumzerlegung in Satz ) geniigt es, die Aussage in a)
zu beweisen. Zunichst enthilt ein Jordan-Diagramm von f zum Eigenwert A genau

(dlmK( ) dlmK(Ki_l)) = dimK(Kd) = dimK(V;L)

™=

d
Z dimK(K,'/K,'_l) =
i=1

I
-

Vektoren. Um zu zeigen, dass diese Vektoren eine Basis von V; bilden, miissen wir
daher nur ihre lineare Unabhiingigkeit nachpriifen. Dazu bezeichnen wir mit v;; € K;
fiir 1 < j < §; die Vektoren in der i-ten Zeile des Diagramms. Seien ¢;; € K gegeben
mit

M&

5
Z ,/V,'j =0 in V= Kd.

i=1j

Falls nicht alle Koeffizienten Null wiren, giibe es ein groBtes ip € {1,...,d} mit
der Eigenschaft, dass ¢, ; # O fiir mindestens ein j ist. Wir konnten dann die obige
Relation in Kj,/K;,—1 lesen. Wegen v;; € K; wiren dabei nur die Terme mit i = ip
relevant, also

io 6
Zalolvlm ZZ Vl] *0 in KO/KZ
i=1j=1
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Wegen der Zeilenbedingung fiir Jordan-Diagramme sind aber die [v;, ;] € Kj, /Kj,—1
linear unabhéingig, also folgt @, ; = O fiir alle j im Widerspruch zur Annahme.

Also bilden die Vektoren jedes Jordan-Diagramms von f zu A eine Basis des
Hauptraumes. Die Spaltenbedingung fiir Jordan-Diagramme ist genau so gemacht,
dass f auf den Basisvektoren in den Spalten des Jordan-Diagramms mittels eines
Jordanblocks zum Eigenwert A operiert. Damit folgt die Behauptung. ad

Wir erhalten nun den folgenden Algorithmus, der nebenbei einen zweiten, von
der Theorie endlich erzeugter Moduln unabhéngigen Beweis fiir die Existenz der
Jordan-Normalform liefert:

Satz 7.19 (Berechnung einer Jordan-Basis). Sei A € Mat(n X n,K) eine Matrix,
deren Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfillt. Fiir jeden Eigenwert A € K der
Matrix verfahren wir wie folgt:

e Setze N=A — A -1 und berechne die Kerne K, =ker N" fiir 1 <r <d, mit d
definiert durch

0=K CKi &K C - &Ky = Kgyi.

e Konstruiere ein Jordan-Diagramm schrittweise von der letzten zur ersten Zeile:

— Die Zeilenlingen des Diagramms sind ; := dim(K;/K;_1).
— Fiille die letzte Zeile mit Vektoren, die eine Basis von Ky /K, bilden.

— Fahre induktiv fort: Falls die (i+ 1)-te Zeile schon mit Vektoren vy,...,vs, |
gefiillt und die i-te Zeile noch leer ist, trage am Anfang der i-ten Zeile die
Bilder

N(vl), . >N(V5,~+1 )
ein und erginze die i-te Zeile zu einer Basis von K;/K;_.

Das Verfahren endet mit einem Jordan-Diagramm von A zum Eigenwert A, und die
Vektoren in diesen Diagrammen fiir alle A bilden zusammen eine Jordan-Basis.

Beweis. Um zu sehen, dass das beschriebene Verfahren wohldefiniert ist, miissen
wir fiir alle i zeigen: Sind bereits vy,...,v, € K;11 mit r = §;; gegeben, deren
Restklassen

[Vl], R [Vr] € KH_]/K,'

eine Basis von K; | /K; bilden, dann gilt fiir die Vektoren w; = N(v;):

a) die Vektoren wy,...,w, liegen in K;, und

b) ihre Restklassen [w],...,[w,] € K;/K;_1 sind linear unabhiingig, lassen sich also
nach dem Basiserginzungssatz zu einer Basis von K;/K;_; ergidnzen.
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Teil a) ist klar: Fiir v € K1 ist N(v) € K; wegen N'(N(v)) = N"*!(v) = 0. Fiir b)
kann man
Q: K1 — K,‘/Kl',l, V= [N(V)]

betrachten. Nach a) ist dies eine wohldefinierte lineare Abbildung. Fiir ihren Kern
gilt
ker(@) = {veKip1 [[N(V)] =0€Ki/Ki1}
= {veKi1 |Nv) €Ki}
= (v Kt | N7 (N() =0}
= {v€ K1 | N'(v) =0}
= K,

nach dem Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen induziert ¢ also eine injektive
lineare Abbildung

¢: Kin/Ki — Ki/Ki, D] = [N(V)].

Teil b) ist dann klar, da eine injektive lineare Abbildung jedes linear unabhéngige
System von Vektoren im Definitionsraum auf ein linear unabhingiges System im
Zielraum abbildet. Alternativ kann man b) natiirlich auch direkt nachrechnen:

OCjN(Vj) € K1 = ker N\ !
1

.
Y ajwjl=0 € Ki/Ki 1 =
Jj=1 J

r

— Nil(er"l N (v;)) =0
== Ni(j_zr"locjvj> =0

,
- Z(XjVj e kK = ker N*
=1

— ZOC]'[V]'] =0 € K,’+1/Ki
=1

= o =--=0,=0

Damit ist die Vorschrift zum Fiillen des Diagramms wohldefiniert. Per Konstruktion
erfiillt das am Ende erhaltene Diagramm die Zeilen- und Spaltenbedingung, d.h. wir
haben ein Jordan-Diagramm konstruiert und nach Proposition liefert diese eine
Jordan-Basis. a
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Beispiel 7.20. Sei

EE N\ o))

8 9
A=1[ o 0] € Mat(3x3,R).
4-4-4

Es gilt y4(t) = (t —2)3 € R[t]. Wir berechnen

6 6 9 223 3 0
kerf(A—2-1) =ker| 0 0 O] =ker{000] = < o, 3 >
—4 -4 -6 000 —2) \-2

und lesen daraus im(A —2-1) C ker(A —2-1) ab, sodass (A —2-1)? = 0 ist. Damit
folgt

0, v=0,
dy = dimg ker(A—2-1)¥ =<2, v=1,
3, v>2.
und somit
2 firv=1,
6v(A,2) :=dy—dy_1 =1 firv=2,
0 sonst.

Die Normalform von A enthilt nach Lemma [7.11] also jeweils genau einmal den
Jordanblock J; (2) € Mat(1 x 1,K) und den Jordanblock J>(2) € Mat(2 x 2,K). Um
eine Basiswechselmatrix

| | | 200

St= (v vy | € GhR) mit SAS™' = [0[20
. 0|12

zu finden, konstruieren wir ein Jordan-Diagramm

V3 | V1

V2

nach dem Algorithmus in Satz[7.19

e Wihle v, € ker(A—2-1)*\ker(A—2-1), z.B. v; = ;.

e Setze v3:= (A —2-1)- vy, in unserem Beispiel v3 = 6e; —4e3.
e Wihle vi mit ker(A —2-1) = (v;,v3), z.B. v = 3¢y —2es.

Man beachte, dass der Algorithmus mit dem groBten Jordanblock beginnt.
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8 Jordan-Chevalley Zerlegung und Anwendungen

Die Jordan-Normalform liefert insbesondere eine Zerlegung von Endomorphismen
in zwei einfache Bestandteile: Die Eigenwerte auf der Diagonalen, und die Einsen
auf der Nebendiagonalen. Sei allgemeiner ein Vektorraum V endlicher Dimension
iiber K gegeben. Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiBt nilpotent, wenn f* =0
fiir ein k € N ist; man denke an die strikten unteren Dreiecksmatrizen in Aus
der Jordan-Normalform iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern erhalten wir die
niitzliche Folgerung:

Satz 8.1 (Additive Jordan-Chevalley Zerlegung). Sei V ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Jedes f € Endg (V)
hat dann eine eindeutige Zerlegung

f=Jat/n
mit f; € Endg (V') diagonalisierbar, f, € Endg (V') nilpotent und fyo f, = f, 0 fu.

Beweis. In einer passenden Basis wird f durch eine Matrix A in Jordan-Normalform
dargestellt, fiir die Existenz der gesuchten Zerlegung geniigt es daher, den Fall einer
Matrix in Jordan-Normalform zu betrachten. Wenn wir die Existenz der Zerlegung
fiir jeden Diagonalblock einer Blockdiagonalmatrix zeigen konnen, folgt sie auch
fiir die gesamte Matrix. Es geniigt also, den Fall eines einzelnen Jordanblocks zu
betrachten. In diesem Fall leistet die Zerlegung

das Gewiinschte. Zu zeigen bleibt nur die Eindeutigkeit. Dazu sei eine beliebige
Zerlegung f = f; + f, mit f; diagonalisierbar, f, nilpotent und f;o f,, = f, 0 fu
gegeben. Insbesondere liefert die Diagonalisierbarkeit von f; eine Zerlegung als
direkte Summe

V =PV, firdieEigentdume V, = ker(f;—A-1).
Aek

Durch diese Zerlegung ist f; und damit auch f, = f — f; eindeutig festgelegt, wir
miissen also nur zeigen, dass die direkten Summanden in der obigen Zerlegung
durch f eindeutig bestimmt sind. Dazu vergleichen wir diese Zerlegung mit der
Hauptraumzerlegung

V = @ ker(f —A -idy)® fiir geniigend grofies e >> 0.
Aek
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Es geniigt zu zeigen, dass
Vy C ker(f—A-idy)°

ist fiir alle A € K, denn aus Dimensionsgriinden gilt dann sogar Gleichheit. Um die
obige Inklusion zu zeigen, beachte man zunichst, dass aus f, o f; = f; o f, auch
folgt:

fofa = (fatfu)ofa = fao(fa+t1n) = faof

Alle betrachteten Endomorphismen kommutieren daher mit f; und schrénken sich
ein zu Endomorphismen von Vj = ker(f; — Aidy ). Insbesondere erhalten wir also
Endomorphismen

f"‘VA: V)L — V)L
(f—ll'dv)‘vli V)L — V}L

Diese sind gleich, denn

(f =Aidv)lv, = (fa+fo—Aridy)l|y, wegen f = fq+ fu
= (fa—Aidy)|v, + falv, durch Umstellen
= fulv, wegen (fy — Aidy )|y, =0
Da f, nilpotent ist, folgt wie gewiinscht (f — Aidy )|y, = 0 fiir e > 0. O

Die obige Zerlegung als Summe eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten
Teils hat ein multiplikatives Analogon, wobei Endomorphismen zu ersetzen sind
durch Automorphismen, also bijektive Endomorphismen. Die Rolle von nilpotenten
Endomorphismen wird dabei tibernommen von unipotenten Endomorphismen; wir
nennen f € Endg (V') unipotent, falls f — idy nilpotent ist. Es gilt:

Korollar 8.2 (Multiplikative Jordan-Chevalley Zerlegung). Wie im vorigen Satz
sei 'V ein Vektorraum endlicher Dimension iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Kérper K. Dann zerlegt sich jeder Automorphismus f € Autg (V) eindeutig in der
Form

f = faotu
mit f; € Autk (V') diagonalisierbar, f, € Autg (V) unipotent und fyo f, = f, o fy.

Beweis. Sei f = f;+ f, die additive Jordan-Chevalley Zerlegung aus Satz[8.1] Aus
dem Beweis des Satzes wissen wir, dass die Eigenwerte von f iibereinstimmen mit
denen von f;. Da f ein Automorphismus ist, sind die Eigenwerte alle von Null
verschieden und folglich ist auch f; ein Automorphismus. Wir kénnen daher f,
definieren durch

fu = idy+f'o fy

und erhalten eine Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften. Die Eindeutigkeit
folgt analog aus der Eindeutigkeit in der additiven Jordan-Chevalley Zerlegung. 0O
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Die additive Zerlegung in einen diagonalisierbaren und einen nilpotenten Teil
ist nicht nur von theoretischer Bedeutung, sondern hilft auch fiir das Rechnen mit
konkreten Matrizen. So konnen wir mit ihrer Hilfe z.B. beliebige Matrixpotenzen
in geschlossener Form darstellen, was uns bisher nur im diagonalisierbaren Fall
moglich war. Fiir Jordanblocke sieht das so aus:

Lemma 8.3. Sei A = J,,(A) ein Jordanblock der Liinge n zum Eigenwert A. Dann
gilt
)‘m

(V{l)z'm—l Am

am = | G (DA A

e, (’;’) lm72 (’:’) Am—1 Am

wobei wir fiir k > m formal (7}) A" **1 = 0 setzen.

Beweis. Fir D,N € Mat(n x n,K) mit DN = ND liefert die fiir je zwei miteinander
kommutierende Elemente eines beliebigen Ringes geltenden binomischen Formel
die Identitét

m
i=

Wir wenden dies an auf die aus der additiven Jordan-Chevalley Zerlegung von A
kommenden

A 0

Mit der Formel fiir die Potenzen N aus Beispiel folgt die Behauptung. O

Da sich Potenzen von Blockdiagonalmatrizen blockweise berechnen, kénnen wir
mittels der Jordan-Normalform nun beliebige Matrizenpotenzen berechnen:

Beispiel 8.4. Fiir die Matrix

8 6 9
A= 0 2 0] e Mat(3x3,R)
—4 44
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haben wir in Beispiel einen Basiswechsel zur Jordan-Normalform berechnet,
hier gilt

2100 0 0 6
J=8SAS"'=10[20 fir 7! = 310
0|12 -2 0-4

Eine kurze Rechnung liefert

-1/3 0 -1/2
S = 11 32
1/6 0 0

Die Potenzen J™ kénnen wir mit Lemmal[8.3|berechnen. Durch Riicktransformation
zur urspriinglichen Basis erhalten wir

A" = §s7h.gr.s

0 0 6 2" 0 0 —-1/3 0 —1/2
= 31 0)-fo 27 o |- 1 1 3)2
-2 04 0 m2rlom 1/6 0 0

1+3m 3m 9m/2
= 2". 0 1 0
—2m —-2m 1-3m

Analog kann man fiir beliebige quadratische Matrizen A € Mat(n x n,C) vorgehen.

Die obige Methode liefert auch eine abschlieBende Antwort auf die Frage nach
den Losungen linearer Rekursionsgleichungen. Seien c,...,c, € K gegeben. Wir
suchen alle Folgen v = (vi)ren, in K mit

n
Vi+1 = Cn—iVk—i fiir alle £ >n. (T)
i=0

In Kapitel Satz haben wir gesehen, dass die Menge aller solchen Folgen
einen Vektorraum der Dimension n + 1 bildet und dass fiir jede Nullstelle A € K des
Polynoms

p(t) = " —cyt" — - —cy € K[f]

eine Losung der Rekursionsgleichung () gegeben ist durch v, = A¥ fiir k € Ny. Die
Losungen zu verschiedenen Nullstellen sind nach Vandermonde linear unabhingig;
wenn p(¢) in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt, haben wir also eine
Basis fiir den Vektorraum aller Losungen gefunden. Wir konnen dieses nun auf den
Fall mehrfacher Nullstellen verallgemeinern:
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Satz 8.5 (Lineare Rekursionen). Seien cq,...,c, € K.

a) Sei A € K eine Nullstelle des Polynoms p(t) = t"! —c t" —--- — ¢y € K[t] mit
der Nullstellenordnung e = ord,_; p(t). Dann ist fiir jedes i € {0,1,...,e — 1}
die Folge

Do () . o fiir k<,
Vi = (Vk )keN mit v = {(];)Akl fiir k>i.

eine Losung der linearen Rekursionsgleichung (f). Konkret sehen diese Lisungen
S0 aus:

VO = (1,2,22, 43,44, ..)
v = (0,1,24,342%, 443, ..)
v = (0,0,1,34,6A%,...)

b) Falls das Polynom p(t) in K|t] vollstindig in Linearfaktoren zerfiillt, bilden die
so erhaltenen Lisungen eine Basis fiir den Vektorraum aller Losungen von ().

Beweis. Sei A = C(p) die Begleitmatrix des gegebenen Polynoms. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton wissen wir p(A) = 0, also At = A"+ ... 4 col. Firk >n
ist also

Ak+1 — Ak_n'An+1
n
= AN (e A" clAt o) = ch,iAk_’
i=0

Fiir beliebige, fest gewihlte u,w € K"*! wird dann durch vy := u' - AF - w eine Losung
von (f) definiert:

Vipl = ut-Ak+1 ‘W

u - (chAf 4 cpAMy w =

n
Cn—iVk—i-

i=0

Wenn wir in der Hauptraumzerlegung der Matrix A den Block zum Eigenwert A in
Jordan-Normalform bringen (dazu muf3 das Minimalpolynom nicht vollstindig in
Linearfaktoren zerfallen, es geniigt ta () = (f — )¢ - g(t) mit g(1) # 0), erhalten
wir

Je(1)

J = SAS7! =
0

0
] ) furein S € GI,(K).
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Man beachte, dass wegen U4 () = xa(¢) = p(¢) nur ein einziger Jordanblock zum
Eigenwert A auftritt und dieser Jordanblock daher die Linge e = deg(p) besitzt. Wir
konnen nun die in @) angegebenen Losungen mit Lemma direkt ablesen, denn
es ist

. = e
u-AFw = el -J*.e; = (i,])-Eintrag von J* fiir " lel
w=S8"-e;.

Wenn das Polynom p(¢) in K[¢] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, konnen wir
das obige Argument auf die gesamte Jordan-Normalform anwenden und erhalten
durch Betrachten der Jordanblocke zu allen Eigenwerten insgesamt n+ 1 Losungen;
da der Vektorraum aller Losungen die Dimension n + 1 hat, bleibt nur zu zeigen,
dass die gefundenen Losungen diesen Vektorraum aufspannen. Hierzu beachte man,
dass nach Abschnitt jede Losung sich schreiben lésst als vy = ¢} - A% .y fiir einen
Vektor w € K"*! von Anfangswerten. Wir miissen also nur zeigen, dass jede solche
Losung eine Linearkombination der bereits gefundenen Losungen darstellt. Dies
ist klar, wenn wir e; als Linearkombination von Vektoren S’e; schreiben und w als
Linearkombination von Vektoren S~ e;. O

Fiir char(K) = 0 lassen sich die in den Potenzen der Jordanblscke auftretenden
Terme schreiben als

k

. (¥
(). Ak = pligl) fiir das Polynom p(t) = t

Allgemein vereinbaren wir dabei die folgende Notation:

Definition 8.6. Die formale Ableitung eines Polynoms p(t) = Zﬂzo cpt" € Kt] ist
definiert durch

d
Pt = Z necyt"!
n=1

Fiir k € N definieren wir die k-te formale Ableitung als Ableitung der (k— 1)-ten
Ableitung, also

PP @) = i nn—1)(n—k+1)c,"*
n=k

Aus Lemma [83]erhalten wir sofort:

Bemerkung 8.7. Sei A = J,,(1) ein Jordanblock der Linge e zum Eigenwert A € K,
dann hat die durch Einsetzen dieses Blocks in ein Polynom p(t) € K[t] erhaltene
Matrix p(A) die Eintrége

1 (i—)) W .
=y PV (A) fiiri >,
(p(A)),’j _ (i—j)

0 fiiri < j,
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es gilt also

p(4)
) )
pA) = | PR AP p@)
(n_ll)‘p("—l)(},) .............. zlypl/()v) L) p)

Die Matrix auf der rechten Seite ldsst sich allgemeiner auch fiir Potenzreihen p(t)
mit Konvergenzradius R > 0 lesen, sofern nur [A| < R ist: Denn fiir eine beliebige
Potenzreihe

p(t) = Z et
k=0

mit dem Konvergenzradius R > 0 ist die zunéchst als formale Potenzreihe definierte
Ableitung

Pi) = Y ket
k=1

konvergent in jedem Punkt7 = A € C mit |A| < R, wie man z.B. mit der Formel von
Cauchy-Hadamard fiir den Konvergenzradius in der Analysis sieht.

Wir wollen diese Beobachtung benutzen, um allgemeiner eine Matrix nicht nur
in Polynome, sondern auch in konvergente Potenzreihen einsetzen zu kénnen. Sei
dazu p(r) = Y7 cxt® eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten cg,cy,--- € C
und mit Konvergenzradius R > 0. Fiir N € N definieren wir ihre Partialsummen als
die Polynome

N
pn(t) = Z at* e C[t].
k=0
Sei nun A € Mat(n x n,C). Die Potenzreihe

pA) = Y At
k=0

heiBt konvergent, wenn die Folge der Matrixeintréige von py(A) € Mat(n x n,C) in
jeder festen Zeile und Spalte fiir N — oo gegen eine komplexe Zahl konvergiert. Wir
bezeichnen dann mit p(A) auch die Matrix mit diesen Grenzwerten als Eintriige.
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Beispiel 8.8. Sei A € Mat(n x n,C) diagonalisierbar, es gebe also ein S € GI,(C)
mit

A =SDS! fir D= Diag(Ay,...,A4,) mitA,...,A, €C.

Sei p(t) = Y5y cxt* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Fiir N € N ist
offenbar

pn(A) = py(SDS7')
= S-pn(D)-S!
= S-Diag(pNUL]),...,p;v(?L,,))~Si1

Falls R > max; |4;] ist, konvergieren diese Matrizen fiir N — oo und wir erhalten eine
konvergente Matrixreihe mit Grenzwert

p(A) = §-Diag(p(A1),...,p(A))-S™' € Mat(n xn,C).

Der allgemeine Fall ldsst sich mit der Jordan-Chevalley Zerlegung auf den Fall von
diagonalisierbaren Matrizen zuriickfiihren:

Satz 8.9. Sei A € Mat(n x n,C) mit Eigenwerten A; € C, und sei p(t) = Y5, ctk
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > max; |A;|. Dann ist die durch Einsetzen
der Matrix A erhaltene Reihe

= i CkAk
k=0

konvergent, und ihr Wert ldsst sich mit der Jordan-Chevalley Zerlegung A = Ay + A,
berechnen als endliche Summe

Z L pB(4,)-AE € Mat(n x n,C).

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 8.3] gilt
m
R W L
k=0

Durch Linearkombination solcher Relationen folgt
d
o0 = 3

fiir beliebige Polynome g € C[t] vom Grad d. Dabei ist AX = O fiir k > n. Indem wir
speziell g = gy wihlen und den Grenziibergang N — oo machen, folgt die behauptete
Konvergenz und zugleich die angegebene Formel. a
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Beispiel 8.10. In der Analysis zeigt man, dass die Exponentialreihe exp(t) =Y %k,
den Konvergenzradius unendlich besitzt. Nach dem obigen Satz ist somit fiir jede
Matrix A € Mat(n x n,C) die Reihe

exp(A) = Z %Ak

konvergent gegen eine wohldefinierte Matrix exp(A) € Mat(n x n,C). Wie in der
Analysis zeigt man ferner

exp(A) -exp(B) = exp(A+B) fiir alle Matrizen A, B mit AB = BA.

Indem man speziell B = —A wiihlt, sicht man, dass die Matrix exp(A) invertierbar
ist mit der inversen Matrix exp(A)~! = exp(—A). Insbesondere erhalten wir durch
Betrachten der skalaren Vielfachen einer gegebenen Matrix A € Mat(n x n,C) einen
Homomorphismus

(C,+) — GL,(C), 1+ exp(tA)

von der additiven Gruppe der komplexen Zahlen in die multiplikative Gruppe aller
invertierbaren Matrizen. Solche Homomorphismen spielen eine wichtige Rolle fiir
die Klassifikation der Untergruppen von Gl,(C).

Zum Abschluf} betrachten wir noch eine Anwendung aus der Analysis: Gesucht
seien differenzierbare reelle Funktionen fi, ..., f;, : R — R, deren Ableitungen das
Gleichungssystem

fll = allfl+"’+alnfn
f o= anfi+---+anf

f;i = anlfl"’"""annfn

fiir gegebene a;; € R erfiillen. Gleichungen, die neben einer gesuchten Funktion
auch ihre Ableitungen beinhalten, nennt man Differentialgleichungen; sie treten in
vielen Anwendungen auf. Das obige System linearer Differentialgleichungen kann
man kompakter schreiben in Vektorform

h
fr=Af fir f=|:
In
mit der Matrix A = (a;;) € Mat(n x n,R). Wir kdnnen nun alle Losungen mit der
Exponentialfunktion von Matrizen direkt hinschreiben:
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Satz 8.11. Die Losungen des obigen Systems linearer Differentialgleichungen sind
genau die Funktionen

£(t) = exp(tA)-c

wobei ¢ = f(0) € R" ein beliebig wihlbarer Vektor von Anfangswerten ist.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunichst, dass die angegebenen Funktionen Losungen
der Differentialgleichungssystems bilden. Per Definition ist

ok
exp(tA) = Y vy
k=0

eine Matrix, deren Eintrige Potenzreihen in 7 sind. Nach dem Satz[8.9]konvergieren
diese Potenzreihen fiir alle r € R. Aus der Analysis wissen wir, dass solche iiberall
konvergenten Potenzreihen differenzierbare Funktionen sind, deren Ableitung sich
gliedweise berechnen ldsst. Wenn wir die Ableitung einer Matrix G(t) = (gi;(1))
von Funktionen definieren als die Matrix %G(t) = (gj;(t)), erhalten wir fiir die
Exponentialreihe

-1

k -
(,iil)! AR = Alexp(rA).

% exp(tA) = %

i
et

K Ak - k=l ik -
5eAR = Z —Af = A Z
k=1 k=1

Fiir jedes ¢ € R" ist der Funktionenvektor f(¢) = exp(tA) - ¢ eine Linearkombination
der Spalten der Matrix exp(tA) und erfiillt daher ebenso wie die gesamte Matrix das
Differentialgleichungssystem f'(t) = A - f(r).

Sei umgekehrt eine beliebige Losung f(z) gegeben. Fiir g(r) = exp(—tA) - f(¢)
gilt dann

58(1) = G (exp(tA)) - f(r) +exp(—1A) - G f(1) = —A-g(t) +A-g(1) = 0.

Da dies fiir alle 7 € R gilt, miissen die Eintrige des Vektors g(r) konstant sein, es
gibt also ein ¢ € R" mit g(¢) = ¢ fiir alle # € R. Damit folgt /() = exp(tA)-c. O

Bemerkung 8.12. Fiir niherungsweise numerische Berechnungen sollte man nicht
die Jordan-Normalform verwenden, denn sie ist numerisch instabil: Kleine Fehler
in einer Matrix konnen groBe Anderungen in ihrer Jordan-Normalform zur Folge
haben. Man vergleiche etwa die Jordan-Normalform von

20 4 (* 0
1a) " 1 L+¢

fiir beliebig kleine, aber von Null verschiedene Fehler € € C\ {0}!






Kapitel IX
Euklidische und unitire Vektorriaume

Zusammenfassung In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber R und C
mit einem Skalarprodukt, das es erlaubt, Lédngen und im reellen Fall auch Winkel zu
messen. Wir werden Bilinear- und Sesquilinearformen durch Matrizen beschreiben
und im positiv definiten Fall Orthonormalbasen konstruieren, die ein Skalarprodukt
mit dem Standardskalarprodukt identifizieren. Homomorphismen von Euklidischen
und unitdren Vektorrdumen, die das Skalarprodukt erhalten, heilen orthogonale
bzw. unitdre Abbildungen. Hauptziel dieses Kapitels ist der Spektralsatz, der ein
Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit einer Matrix durch orthogonale bzw. unitére
Basiswechsel gibt. Als Anwendungen erhalten wir die Hauptachsentransformation,
den Satz von Sylvester und die Singuldrwertzerlegung.

1 Bilinear- und Sesquilinearformen

In den bisherigen Kapiteln haben wir meist Vektorrdume iiber beliebigen Korpern
betrachtet. In diesem Kapitel soll es speziell um reelle und komplexe Vektorrdume
gehen. Die metrische Struktur auf den reellen Zahlen erlaubt es hier, Lingen und
Winkel zu messen:

Beispiel 1.1. Die Linge ||v|| € Rxg eines Vektors v = (vi,v,) € R? in der Ebene ist

nach Pythagoras
vl = \/vi+v3

Den Winkel y € R/27Z zwischen zwei Vektoren v = (vi,v2),w = (wi,w;) € R?
kann man aus ihren Koordinaten leicht berechnen: Wir schreiben die Koordinaten
als

vi = [vl[cos(e), wi = |wl[cos(B),

v2 = [[v]sin(e), wy = ||w|sin(B),

283



284 IX Euklidische und unitidre Vektorrdume

siche Abbildung [[IX.1] Den gesuchten Winkel ¥ = 8 — a erhalten wir nach dem
Additionstheorem aus

Ivll-Ihwll-cos(r) = [Iv]} - ] - (cos(ex) cos(B) + sin(@) sin(B)) = viwi +vaws.

Den Ausdruck auf der rechten Seite nennen wir das Skalarprodukt von v und w
und schreiben kurz (v,w) := viw| 4+ vawy, wenn keine Verwechslungsgefahr mit
der ebenfalls mit spitzen Klammern bezeichneten linearen Hiille von zwei Vektoren
besteht. Im Fall ||w|| = 1 ist das Skalarprodukt (v,w) die Lénge des Vektors, den man
durch Orthogonalprojektion von v auf die reelle Gerade Rw erhélt. Allgemein héngt

i = lerll-sinf> &

Cas y = Cas(‘}—a.)

= Cosctcosh + Sina siva1>

(b4

U, = Uol-sine R
~

: &)

¥ N
r5 C p

w;=l|u'll-c»s[5 U, = o ll-cos

Abb. IX.1 Der Winkel zwischen zwei Vektoren in der Ebene

das Skalarprodukt (v,w) linear von jedem der Vektoren v,w ab, wenn der je andere
Vektor festgehalten wird. Die Linge eines Vektors ergibt sich aus ||v||? = (v, ). Fiir
die Linge von v — w erhalten wir den Cosinussatz:

v=wl? = (v—wy—w)

v, vy — (n,w) — (w,v) + (w,w)

= VIR 1wl =2 [[vll- [ w] - cos(y)

Beispiel 1.2. Analog ist die Linge ||v|| € R>¢ eines Vektors v = (vi,v2,v3) € R?

nach Pythagoras
VIl = y/vi+v3+3

Den Winkel ¥ € R/277Z zwischen Vektoren v = (vi,v2,v3),w = (w1, w,w3) € R3
konnen wir berechnen, indem wir den Cosinussatz anwenden in der von den beiden
Vektoren aufgespannten Ebene:

VI Il = wl?
2

[Vl - [[w]| - cos(y) = Viw1 + VoW +Vv3ws.
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Allgemein machen wir folgende

Definition 1.3. Sei n € N. Das Standard-Skalarprodukt auf dem Vektorraum R” ist
definiert durch

n
() R'xR" — R, (ynw) = Zvi-wi.
i=1

Die Ldnge oder Norm von v € R” ist definiert als ||v|| := 1/ (v,v) € R>o.

Fiir komplexe Vektorrdume sollten wir die Definition modifizieren. Das sieht
man bereits im Fall n = 1, denn den Absolutbetrag einer komplexen Zahl z € C
erhilt man nicht durch Quadrieren von z, sondern durch |z|> = Z-z. Wir machen
daher die folgende

Definition 1.4. Sei n € N. Das Standard-Skalarprodukt auf dem Vektorraum C” ist
definiert durch

(,): C'xC" — C, (»w) =

Vi Wj.

-

i=1

Der Linge oder die Norm von v € C" ist definiert als ||v]| := /(v,v) € Rxo.

Wir haben bei der Untersuchung linearer Abbildungen bereits gesehen, dass man
auch in Standard-Vektorrdaumen verschiedene Basen betrachten sollte. In anderen
Vektorrdumen gibt es ohnehin keine ausgezeichnete Basis, und selbst wenn eine
solche gegeben ist, wollen wir auch allgemeinere “Skalarprodukte” betrachten als
in den obigen Beispielen. Um den reellen und den komplexen Fall gleichzeitig zu
behandeln, arbeiten wir in folgendem abstrakten Rahmen:

Definition 1.5. Im Folgenden sei K ein Korper und o : K — K,a — @ ein gegebener
Korperautomorphismus; man denke an die reellen oder komplexen Zahlen mit der
komplexen Konjugation. Eine Sesquilinearform auf einem K-Vektorraum V ist eine
Abbildung

<'7'>: VXV — Ka (V7W) = <V5W>a
sodass fiir alle a,b € K und alle u,v,w € V gilt:

(ut+av,w) = (u,w)+

(u,v+aw) = (u,v) +alu,w).

Das Prifix sesqui- ist lateinisch fiir anderthalb, tatsdchlich konnte man die obigen
Bedingungen lesen als linear in der zweiten Variablen und “halb linear” in der ersten
Variablen. Man beachte aber, dass in der obigen Definition der Spezialfall ¢ = id
durchaus erlaubt ist; in diesem Spezialfall nennen wir (-,-) eine Bilinearform. Da
wir den Spezialfall ¢ = id erlauben, werden wir im Folgenden unter dem Begriff
einer Sesquilinearform den Fall einer Bilinearform gleich mit behandeln.
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Nach Wahl einer Basis kdnnen wir Sesquilinearformen konkret angeben durch
quadratische Matrizen, dhnlich wie wir Endomorphismen beschreiben kénnen durch
Abbildungsmatrizen:

Definition 1.6. Wie zuvor bezeichnen wir mit 6 : K — K,a — @ einen gegebenen
Korperautomorphismus. Die durch Anwenden dieses Automorphismus auf jeden
der Eintrige einer Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,K) erhaltene Matrix bezeichnen
wir mit A = (@;;). Insbesondere setzen wir

V1 V1
vi= | e K" fir w= : € K"

Vn Vn

Fiir Matrizen A € Mat(n x n, K) betrachten wir auf dem Standardvektorraum V = K"
die Paarung

VXV — K, (mw) = (nw)g =7 -A-w
Man beachte die Matrizenformate:
v -A-w = (1 x n Matrix) - (n x n Matrix) - (n x 1 Matrix) = (1 x 1 Matrix).

Konkret in Koordinaten ausgeschrieben fiir vt = (vy,...,v,),wt = (wy,...,w,) € K"
und A = (a;;) erhalten wir

(vwa = V-A-w

aiy - Ain wi

Aapl -+ Qpn Wn

n
= Z aij-vi-wj.

=

Wenn wir A = 1 wihlen, ist dies genau das Standard-Skalarprodukt iiber den reellen
bzw. den komplexen Zahlen, geschrieben als Matrizenprodukt eines Zeilenvektors
mit einem Spaltenvektor. Allgemein gilt:

Proposition 1.7 (Sesquilinearformen und Matrizen). Fiir alle A € Mat(n x n,K)
ist die Abbildung

(,Ya: K'xK' — K, (mw) — 7-A-w

eine Sesquilinearform. Umgekehrt hat jede Sesquilinearform (-,-) : K" x K" — K
diese Form fiir genau eine Matrix A = (a;;) € Mat(n x n,K). Die Eintrige dieser
Matrix sind gegeben durch

ajj = <€,’,€j>.
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Beweis. Dass fiir jede Matrix A € Mat(n x n,K) die Abbildung (v,w) — ¥ A -w
eine Sesquilinearform ist, folgt aus den Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt. Um
zu sehen, dass man jede Sesquilinearform auf V = K" so erhilt, sei eine beliebige
Sesquilinearform (-,-) : V x V — K gegeben. Den Wert der Sesquilinearform auf
einem beliebigen Paar von Vektoren

x = xje1+---+x,e, und y = yre;+---+ynen

erhilt man dann per Sesquilinearitit zu

<'x7y> = <X1€1+"'+Xnen,y> = xi'<eiay>

[t

I

Il
-

Xi-(ei,yi1e1+- -+ ynen)

|
(ngE
(ngE

%i-yj-(eiej) = (x,y)a
1

1j

fiir die Matrix A = (a;;) mit den Eintrdgen a;; = (e;,e;). Dieselbe Rechnung zeigt
auch, dass die Fintrdge der Matrix genau die Werte der Sesquilinearform auf den
Paaren von Standardbasisvektoren sind. O

Korollar 1.8. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei B = (vy,...,v,)
eine Basis und

n
®: K' -5V, (ay,...,an) — Zaivi
i=1

der zugehorige Isomorphismus. Fiir ¥ = ®~! sind die Sesquilinearformen auf V
genau die Abbildungen

() VxV — K, (vyw) = (POW),Pw))a

mit Matrizen A € Mat(n x n,K). Dabei ist die Matrix A = (a;;) eindeutig durch
die Werte der Sesquilinearform auf den Paaren von Basisvektoren bestimmt, ihre
Eintriige sind gegeben durch ajj = (v;,v;).

Beweis. Das Diagramm

Vxy — Lk

K'x K" — K

liefert eine Bijektion zwischen Sesquilinearformen auf V und auf K”. Man wende
nun die vorige Proposition [I.7) auf die untere Zeile an. O
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Definition 1.9. Sei Z = (vi,...,v,) eine Basis des Vektorraumes V iiber K. Fiir
Sesquilinearformen
(,):VxV—K

bezeichnen wir die im vorigen Korollar auftretende Matrix

<V1,V1> <Vl7vn>
A := Gramg(-,") = € Mat(n x n,K)
<Vnavl> <Vn7Vn>

als die Gram’sche Matrix der Sesquilinearform beziiglich der Basis 2.

Die Gram’sche Matrix zu einer Sesquilinearform ist also das Pendant einer Ab-
bildungsmatrix zu einer linearen Abbildung. Hier wie dort ist die Wahl einer pas-
senden Basis hilfreich. Allerdings transformiert sich die Gram’sche Matrix einer
Sesquilinearform unter Basiswechsel anders als Abbildungsmatrizen:

Proposition 1.10 (Transformation von Gram-Matrizen). Sei V ein K-Vektorraum
endlicher Dimension und

(,y: VxV — K.
eine Sesquilinearform mit Gram-Matrizen
o A =Gramy (-,-) beziiglich einer Basis &/ = (vi,...,vy),
e B =Gramgy(-, ) beziiglich einer Basis 8 = (wi,...,wy).
Dann gilt B = SHA. S fiir den Basiswechsel S = (sy;) € Gl,(K) mit w; = Y} _| SkiV-

Beweis. Wir schreiben A = (a;;) und B = (b;;). Dann gilt

|
(agE

ki S1j - (Vi Vi)

n n
bij = (wi,wj) = (Svi,8v;) = <Zskivka Zsljvl> =
=1 =1

~
~
I

Ski* Akl * ;-

|
s

ki

Die Summe auf der rechten Seite ist genau der (i, j)-Eintrag der Matrix 5'As. O

Definition 1.11. Die adjungierte Matrix von S = (s;;) € Mat(n x n,K) ist definiert
als die Matrix

F

st =5 = (5;) € Mat(nxn,K),

also die Matrix, die man erhélt, indem man die gegebene Matrix S transponiert und
zusitzlich alle ihre Eintrdge konjugiert. Achtung: Diese hat nichts zu tun mit der
in der Cramer’schen Formel auftretenden komplementiren Matrix, die wir mit S*
bezeichnet hatten. In der Literatur werden leider beide Bezeichnungen fiir beides
benutzt, wir werden im Folgenden immer die obige Notation verwenden.
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Zum Vergleich mit dem Transformationsverhalten der Abbildungsmatrizen von
Endomorphismen halten wir als Slogan fest: Unter einem Basiswechsel S € GI,,(K)
gilt die Transformationsregel

e B = S"'AS fiir Abbildungsmatrizen A, B von Endomorphismen,
e B = S'AS fiir Gram-Matrizen A, B von Bilinearformen.

e B = STAS fiir Gram-Matrizen A, B von Sesquilinearformen,

Wie fiir Endomorphismen stellt sich auch fiir Bilinear- oder Sesquilinearformen die
Frage, wie man diese durch Basiswechsel in eine besonders einfache, am besten
eindeutige Normalform bringen kann. Wir werden spiter in diesem Kapitel diese
Frage fiir Bilinear- und Sesquilinearformen mit einigen besonderen Eigenschaften
beantworten. Insbesondere werden wir die folgende Symmetrieeigenschaft fordern,
die fiir das Standard-Skalarprodukt auf R” und C”" gilt:

Definition 1.12. Sei V ein K-Vektorraum.

a) Eine Bilinearform (-,-) : V x V. — K heiBt symmetrisch, falls fiir alle vyw € V
gilt:
(vw) = (w,v)

b) Wir nehmen im Folgenden an, dass der Automorphismus ¢ : K — K,a — a die
Beziehung 62 = idx erfiillt; man denke an die Konjugation auf dem Kérper der
komplexen Zahlen. Eine Sesquilinearform (-,-) : V x V. — K heiBt hermitesch,
falls fiir alle v,w € V gilt:

vw) = (mv)

Wie bisher werden wir im Folgenden in dem Begriff Sesquilinearform den Fall von
Bilinearformen mit einschlieBen. Wenn wir von hermiteschen Sesquilinearformen
reden, ist damit der Fall von symmetrischen Bilinearformen mit eingeschlossen; der
Klarheit halber werden wir die zentralen Resultate aber in beiden Fillen explizit
formulieren und lediglich in den Beweisen die Arbeit halbieren.

Beispiel 1.13. Es gilt:
a) Fiir a,b,c,d € R wird auf V = R? durch

< (x]) , <y1)> = axiy1 +bx1yz + cxoy1 +dxzy:
X2 Y2

eine Bilinearform definiert. Diese ist symmetrisch genau fiir b = c.

b) Fiir a,b,c,d € C wird auf V = C? durch

<(X1) ) (y1>> = ax1y) +bx1y2 +cxXoy1 +dx2ys
X2 2

eine Sesquilinearform definiert. Diese ist hermitesch genau fiir a,d € R, ¢ = b.
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Allgemeiner kann man aus der Gram-Matrix einer Bilinear- oder Sesquilinearform
leicht ablesen, ob diese symmetrisch bzw. hermitesch ist:

Lemma 1.14. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K, und sei A eine
beliebige Basis des Vektorraumes. Dann gilt:

a) Eine Bilinearform (-,-) : V. xV — K mit der Gram-Matrix A = Gramg(-,-) ist
symmetrisch genau fiir
At = A
b) Eine Sesquilinearform (-,-) : V xV — K mit der Gram-Matrix A = Gramg(-, -)
ist hermitesch genau fiir
AT = A

Beweis. Sei 8 = (vy,...,v,) eine Basis. Wir zeigen b): Wenn (-, -) hermitesch ist,
gilt insbesondere

(vi,vi) = (jvi)
fir alle i, j. Links stehen per Definition die Eintrige der Gram-Matrix A = (a;;),
diese erfiillen also a;; = @;; und somit folgt AT = A. Sei nun umgekehrt diese letzte
Gleichung vorausgesetzt. Dann ist die Sesquilinearform

(,da: K'xK" — K, (vw) = v-A-w

hermitesch, denn fiir beliebige Vektoren v,w € K" gilt:

(w,v)g 1= WAy per Definition
=w-Aty nach unserer Annahme A" = A
=wtA"T dav =7 wegen 62 = id
= wt-At.$ da o ein Kérperhomomorphismus
= (Gt A-w)t da X' -Y'= (Y -X)" fiir Matrizen X,Y
=7 Aw da o' = « fiir 1 x 1 Matrizen o
= (v,wis per Definition

Wegen (-,-) = (¥(-), ¥(-))a fiir den Isomorphismus ¥ = @' : V = K" ist dann
auch die gegebene Sesquilinearform (-, -) hermitesch. O
Definition 1.15. Eine Matrix A € Mat(n x n,K) heifit

a) symmetrisch, falls A* = A ist,

b) hermitesch, falls AT = A ist,

Wir kénnen das Lemma [I.T4] also zusammenfassen in der Aussage: Eine Bilinear-

bzw. Sesquilinearform ist symmetrisch bzw. hermitesch genau dann, wenn ihre
Gram-Matrix zu einer beliebigen Basis symmetrisch bzw. hermitesch ist.
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Beispiel 1.16. Fiir a,b,c,d € C betrachten wir auf V = C? wie in Beispiel die
Sesquilinearform

<<x1> ) <y1>> = axiy1 +bx1y2 + cxoy1 +dx2y.
X2 Y2

Thre Gram-Matrix zur Standardbasis ist

A= (Z Z) mit der adjungierten Matrix AT = <a C> .

Wie erwartet ist diese Matrix hermitesch genau dann, wenn a,d € R und ¢ = b ist.

2 Skalarprodukte und Normen

Die Definition einer symmetrischen Bilinearform ergibt iiber beliebigen Korpern
Sinn. Im Folgenden wollen wir Skalarprodukte zur Lingen- und Winkelmessung
benutzen; hierzu benétigen wir die metrische Struktur auf den reellen Zahlen und
betrachten daher ausschlieBlich reelle und komplexe Vektorrdume. Wir beginnen
mit dem reellen Fall:

Definition 2.1. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform (-,-) : V x V — R heif}t
a) positiv definit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0} ist.

b) negativ definit, falls (v,v) < 0 fiir alle v € V' \ {0} ist.

¢) positiv semidefinit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V ist.

d) negativ semidefinit, falls (v,v) <0 fiir alle v € V ist.

Eine Matrix A € Mat(n x n,R) heilt positiv definit, falls die Bilinearform ()4
diese Eigenschaft besitzt; analog fiir die tibrigen der genannten Eigenschaften.

Wenn man diese Definition auf Sesquiliearformen verallgemeinern will, sollte
man beachten, dass diese komplexe Werte annehmen und dass sich der Korper C
wegen i = —1 nicht anordnen lisst. Fiir hermitesche Sesquilinearformen ist das
aber zum Gliick kein Problem — wobei wir ab jetzt mit Sesquilinearformen immer
solche beziiglich der komplexen Konjugation meinen:

Bemerkung 2.2. Sei (-,-) : V x V — C eine hermitesche Sesquilinearform auf einem
komplexen Vektorraum. Dann gilt

(vyv) € R fiiralle veV.
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Beweis. Fiir alle v,w € V gilt per Definition von “hermitesch” (v,w) = (w,v). Wenn
wir w = v wiihlen, folgt die Behauptung. a

Da fiir hermitesche Formen die Werte (v,v) reell sind, kénnen wir die vorige
Definition vom reellen direkt zum komplexen Fall iibertragen:

Definition 2.3. Sei V ein C-Vektorraum. Eine hermitesche Form (-,-) : V xV — C
heif3t

a) positiv definit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0} ist.
b) negativ definit, falls (v,v) < 0 fiir alle v € V' \ {0} ist.
¢) positiv semidefinit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V ist.
d) negativ semidefinit, falls (v,v) < 0 fiir alle v € V ist.

Eine Matrix A € Mat(n x n, C) heiBt positiv definit, falls die hermitesche Form (-, )4
diese Eigenschaft besitzt; analog fiir die tibrigen der genannten Eigenschaften.

Um Schreibarbeit zu sparen, vereinbaren wir fiir den Rest dieses Kapitels, dass
die Notation K immer fiir einen der Korper R oder C steht. Wir werden weiterhin
beide Fille moglichst parallel behandeln:

Definition 2.4. Sei V ein Vektorraum tiber K. Unter einem Skalarprodukt auf V
verstehen wir

a) im Fall K = R eine positiv definite symmetrische Bilinearform V x V — R,
b) im Fall K = C eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform V x V — C.

Einen K-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt (-,-) : V x V — K nennt
man

a) im Fall K = R einen Euklidischen Raum,
b) im Fall K = C einen unitdren Raum.

Die Linge oder Norm eines Vektors v € V beziiglich des Skalarproduktes ist dann

definiert als

IVl == v/ (v,v) € Rxp.
Ein Vektor v € V heift ein Einheitsvektor oder normiert, wenn ||v|| = 1 ist.
Beispiel 2.5. Es gilt:

a) Auf V = K" ist das Standard-Skalarprodukt (-,-) : V x V — K, (v,w) — V' - w ein
Skalarprodukt: Es ist

V1
n n
<v,v>:zvi'vi:Z\vi|220 fir v=1[1:],

Vn

und Gleichheit kann offenbar nur dann gelten, wenn v| = --- = v, = 0 ist.
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b) Auf der reellen Ebene V = R? ist

VxV = R, (vyw) = viw;+2vmw; ein Skalarprodukt,
VXV = R, (vyw) = 3viw;+viwy +vaw) + 3w, ein Skalarprodukt,
VXV = R, (v,w) — viwa+vaw; kein Skalarprodukt.

Die Abbildung zeigt jeweils die Menge aller Vektoren mit Norm ||v|| = 1;
es handelt sich hierbei um sogenannte Quadriken, also die Losungsmengen einer
quadratischen Gleichung in mehreren Variablen.

2")“3:/1'

2 2

x +23 =1

DAt e 2y = 1

Abb. IX.2 Losungsmenge quadratischer Gleichungen in der reellen Ebene

¢) Auf dem reellen Vektorraum V = C([0, 1]) aller stetigen Funktionen f: [0,1] — R
wird durch

g = [ Feos(as

ein Skalarprodukt definiert: Die Bilinearitit und Symmetrie sind klar, fiir die
positive Definitheit beachte man

(f.f) = /0 lf(X)zdx > 0,

wobei Gleichheit nur fiir die Nullfunktion gilt: Denn wenn ein x € [0, 1] existiert
mit f(xp) # 0, konnen wir wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion
positive Zahlen &, > 0 finden mit der Eigenschaft, dass [xo — 8,x0 + 6] C [0,1]
und

f(x)? > & firalle x € [xg—8,x+ 9]

ist, und dann gilt wie in Abbildung die Abschitzung || f]|> > 2e8 > 0.
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Abb. IX.3 Das Quadrat g(x) = f(x)? einer von Null verschiedenen stetigen Funktion f(x)

Anders als das Skalarprodukt ist die zugehorige Norm eine Funktion in nur einer
Variablen und lésst sich daher leichter visualisieren. Aus der Norm lésst sich das
Skalarprodukt leicht rekonstruieren:

Lemma 2.6 (Polarisationsformel). Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Im Fall K = R gilt fiir alle v,w € V die Formel

A wlP =R = lwl? v wl = [y — w2
(w) = 2 - 4

b) Im Fall K = C gilt fiir alle v,w € V die Formel

v wlP v =wl v il — iw]?

(v,w) = y i 2

Beweis. Im komplexen Fall ist
[v+w|?—|v—w[* = G+wy+w)—(V—wy—w) per Definition

= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w)

— (V) + (v,w) 4+ (w,v) — (w,w) wegen Sesquilinearitit

= 4Re((v,w)) wegen (w,v) = (v, w)

und analog ||v+iwl||> — ||v —iw|> = —4Im({v,w)). Hieraus folgt die Behauptung im
komplexen Fall. Die Rechnung im reellen Fall geht genauso. ad

Skalarprodukte beliebiger Vektoren lassen sich durch ihre Norm abschitzen mit
der folgenden wichtigen Ungleichung; fiir das Standardskalarprodukt auf R? liuft
diese hinaus auf |cos | < 1, aber wir wollen einen davon unabhéngigen Bewesis fiir
Skalarprodukte auf beliebigen Euklidischen und unitdren Vektorrdumen geben:
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Satz 2.7 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei V ein Euklidischer oder unitdrer
Vektorraum. Dann ist

[(vyw)| < ||| - |Iw| fiir alle vyw € V
und dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linar abhdngig sind.

Beweis. Im Fall w = 0 wird die Ungleichung trivial, sei also w # 0. Die Idee ist
es, einen Vektor minimaler Norm auf der affinen Geraden {v+ Aw | A € K} zu
betrachten. Anschaulich ist klar, dass dazu v + Aw senkrecht auf w stehen sollte wie
in Abbildung angedeutet. Wir definieren also A € K durch (w,v — Aw) =0,
d.h.

(w,v)

[Iwl?

Fiir die Norm des so gewihlten Vektors v — Aw erhalten wir

0 < |v—Aw|? wegen positiver Definitheit
= (v—Aw,v—Aw) per Definition der Norm
= (n1) = A(w,v) — A (v, w) + AL (w, w) wegen Sesquilinearitit
2
= v+ ) wegen & = () /]’
und somit folgt die Behauptung durch Multiplikation mit [|w||> > 0. O

Abb. IX.4 Der Vektor v — Aw von minimaler Norm auf einer affinen Gerade
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Wir erhalten insbesondere die Dreiecksungleichung, die anschaulich besagt, dass
in einem Dreieck die Léange jeder Seite hochstens gleich der Summe der iibrigen
beiden Seitenldngen ist:

Korollar 2.8 (Dreiecksungleichung). Es sei V ein Euklidischer oder ein unitirer
Vektorraum. Dann ist

lv+w| < ||v|[|+]|w| firallev,weV

und dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdingig sind.

Beweis. Es gilt

[v+wl? = 4+w,v+w) per Definition der Norm
= [VlI*+ (v, w) + (w,v) + ) wegen Sesquilinearitit
= |[vI[* +2Re((v,w)) +|w]]> wegen (w,v) = (v,w)
< VIP 21wl Iwll + ) nach Cauchy-Schwarz
= (Ibl+Iwl)’

und da auf beiden Seiten positive reelle Zahlen stehen, folgt die Behauptung durch
Wurzelziehen. a

Die wichtigsten Eigenschaften der durch ein Skalarprodukt (-,-) : V xV — K
definierten Norm || - || : V' — R werden in der folgenden allgemeineren Definition
zusammengefasst:

Definition 2.9. Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
-1V — Rxo
sodass fiir alle v,w € V und alle A € K gilt:
a) Skalierungsinvarianz: |4 -v|| = |A] - ||v]].
b) Positive Definitheit: ||v|| > O fiir alle v # 0.
¢) Dreiecksungleichung: ||[v+w]|| < ||v]| + [|w]|.
Einen Vektorraum zusammen mit einer Norm nennt man einen normierten Raum.

Normierte Raume spielen eine wichtige Rolle in der Analysis, da man in ihnen
einen Abstandsbegriff hat. So konnen wir die Kugel vom Radius € >0 umv eV
definieren durch

Be(w|l-l) = {weV|llw-vl] <e}

Das folgende Beispiel zeigt, dass solche Kugeln unterschiedlich aussehen konnen
und dass nicht jede Norm von einem Skalarprodukt kommt:
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Beispiel 2.10. Sei p € NU{co}. Man sieht leicht, dass die Abbildung ||- ||, : R” = R
definiert durch

{vilP 4+ |valP firp €N,
vy =

max{|vi|,...,|vs|}  fiir p=oo,

eine Norm ist. Fiir p = 2 ist dies die von dem Standardskalarprodukt induzierte
Norm. Die Abbildung [[X:3] skizziert die “Einheitskreise” in der Ebene beziiglich
einiger dieser Normen.

o, <4 o, 1 el e 1 loll, ¢4

A (P»o)

7

Abb. IX.5 Einheitskugeln beziiglich der Normen || - ||, : R? — R

Im Fall n > 2 ist die soeben betrachtete Norm || - ||, : R” — R nur fiir p =2
von einem Skalarprodukt induziert. Um dies nachzupriifen, kann man das folgende
allgemeine Resultat verwenden, das ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir gibt, wann eine gegebene Norm von einem Skalarprodukt kommt:

Satz 2.11. Sei || - || : V — R eine Norm. Dann sind dquivalent:
a) Es gibt ein Skalarprodukt (-,-) : V xV — K mit ||v||> = (v,v) fiir alle v € V.
b) Es gilt die Parallelogrammgleichung

v+w|>+]v=—w|?> = 2|v|>+2]||w|*> firalle v,we V.

Beweis. Wenn a) gilt, berechnet man
2 2 2 2
v+wl" [y =wl™ = [II7 4 (vw) + (wv) 4 [|wl]
HIIVIZ = G w) = (wyv) + w2
2 2
= 2[plI"+2]lw]

und somit gilt die Parallelogrammgleichung b). Ist umgekehrt letzteres der Fall,
so erinnern wir uns an die Polarisationsformel in Lemma [2.6] und definieren eine
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Abbildung durch

Lyl lv-wl im Fall K =R,

(v,w) =

Pl sl iy Fal K =

Direkt aus der Definition folgt, dass (v,v) = ||v||? die gegebene Norm ist. Wir wollen
zeigen, dass (-, -) tatséchlich ein Skalarprodukt ist. Die positive Definitheit folgt aus
der vorigen Gleichung und der Positivitit von Normen. Zudem ist (w,v) = (v,w)
in unsere Definition eingebaut. Zu zeigen bleibt, dass fiir alle u,v,w € V und a € K
gilt:

(u,v+a-wy = (u,v)+a-{u,w)

Fiir a = 1 folgt dies aus der Parallelogrammgleichung durch geduldiges Einsetzen,
im reellen Fall beispielsweise

Hu,v) +Hu,w) = |lu+v|)? = lu—v|* + lu+w|* = [Ju—w|? per Definition

2 2
[lee4v[I" 4 [[wll
2 2
= [l =" = [l

+ [Ju4wl|* +|]v||? durch Ergénzen

—||M—W||2—||V||2 von Nullen

(lu+v+wl*+ lutv—w|?)

1

2
+ 5 (lutv+wl* + flu—v+w|?) wegen der
— 3 (lu=v+wl? +llu—v—w|]?) Parallelogramm-
— 5 (llutv=wl? +[lu—v—v[?) gleichung
= [lutv+w|? = llu—v—w|?
= 4(u,v+w) per Definition

Induktiv folgt dann auch der Fall a € N und hieraus nach Division durch natiirliche
Zahlen der Fall a € Q. Da beide Seiten der zu beweisenden Gleichung stetig von a
abhéngen, folgt dann die Gleichung fiir alle a € R. Im komplexen Fall gilt sie sogar
fiir alle a € C, da sie fiir a = i direkt aus der Definition folgt. O

Oft sind wir gar nicht an der genauen Form der Norm || - || : V — R interessiert,
sondern nur daran, welche Teilmengen U C V offen sind in dem Sinn, dass sie um
jeden ihrer Punkte eine kleine Kugel beziiglich der gegebenen Norm enthilt. Die
Kollektion aller solcher offenen Teilmengen bezeichnet man auch als die durch die
Norm definierte Topologie auf dem Vektorraum. Sie hangt von der Norm nur bis auf
die folgende Aquivalenzrelation ab:
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Definition 2.12. Zwei Normen || - ||1,]| - ||2 : V — R heiBen dquivalent, wenn es
Konstanten ¢,d € R gibt mit
c-lvih < vlle € d-|vlli fiiralleveV.

In der Analysis zeigt man, dass auf endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen je zwei
Normen édquivalent sind; man denke an die Abbildung[[X.3]! Daher werden wir hier
nur Normen betrachten, die von Skalarprodukten kommen. Fiir Vektorrdume unend-
licher Dimension gibt es aber viel mehr Wahlmoglichkeiten, in der Analysis spielen
daher allgemeinere normierte Rdume eine wichtige Rolle:

Beispiel 2.13. Auf dem Raum V = C([0, 1]) der stetigen Funktionen f : [0,1] = R
wird fiir jedes p € NU {eo} durch

Jo £ () pdx fiir p € N,
max{|f(x)|:x€[0,1]} fiir p=eo,

I-llp: V= Reo, Ifllp :=

eine Norm definiert. Diese Normen sind paarweise nicht-iquivalent (Ubung)!

3 Orthogonalitit und das Gram-Schmidt Verfahren

Fiir V = R3 haben wir uns zu Beginn dieses Kapitels iiberlegt, dass sich Winkel y
zwischen zwei Vektoren v,w € R? mit dem Standardskalarprodukt berechnen lisst
aus ||v||||w]| cos(y) = (v,w). Allgemeiner konnen wir wegen der Cauchy-Schwarz
Ungleichung den Winkel zwischen zwei Vektoren v,w € R"\ {0} definieren durch
die Gleichung

(v, w)

= € [-1,1].
v lliwll

cos(y) :

Diese Definition kann man ebenso in jedem Euklidischen Vektorraum lesen. In Fall
von unitdren Vektorraumen kann man zwar keine reellen Winkel zwischen Vektoren
definieren, aber sowohl in Euklidischen wie auch in unitiren Vektorrdumen haben
wir einen sinnvollen Begriff dafiir, wann Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

Definition 3.1. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum. Vektoren v,w € V
heiBlen orthogonal oder senkrecht zueinander, wenn

(vyw) =0
gilt. Wir schreiben dann v L w. Ein System (v;);e; von Vektoren v; € V heiBt
a) ein Orthogonalsystem, wenn v; L v; fiir alle i # j gilt,

b) ein Orthonormalsystem, wenn zusitzlich ||v;|| = 1 fiir alle i ist,

¢) eine Orthonormalbasis, wenn es ein Orthogonalsystem und eine Basis ist.
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Beispiel 3.2. In V = K" bildet die Standardbasis eine Orthonormalbasis beziiglich
des Standardskalarproduktes.

Orthonormalbasen besitzen die schone Eigenschaft, dass sich die Koeffizienten
in der Basisdarstellung von Vektoren einfach als Skalarprodukte ablesen lassen:

Lemma 3.3. Sei V ein Euklidischer oder unitdirer Vektorraum. Dann gilt:
a) Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhdingig.

b) Seiey,...,e, €V eine Orthonormalbasis. Dann besitzt jedes v € V die eindeutige
Darstellung

I
(agE

ae; mit a; = (e;,v).
1

Beweis. Seiey,...,e, €V ein Orthogonalsystem und v =Y7_ | a;e; mit ¢; € K, dann
folgt

n n
(ej,v> = Zai<ej,e,-> = Za,-&j = 4a;.
i=1 i=1

Indem wir v = 0 wihlen, sehen wir, dass die Vektoren ey,...,e, linear unabhingig
sind. Wenn sie aulerdem ein Erzeugendensystem bilden, konnen wir jeden anderen
Vektor v € V aus ihnen linearkombinieren und erhalten die Formel in b). a

Wir wollen zeigen, dass jeder endlich-dimensionale Euklidische oder unitére
Vektorraum eine Orthogonalbasis besitzt, also in einer geeigneten Basis aussieht
wie der Standardvektorraum mit dem Standardskalarprodukt. Wir beweisen dies per
Induktion iiber die Dimension. Fiir Vektoren v € V und Teilmengen U C V schreiben
wirv L U, wenn v L u fiir alle u € U ist. Offenbar gilt:

Bemerkung 3.4. Sei V ein Euklidischer oder unitidrer Vektorraum, und sei U C V
ein Unterraum mit einem Erzeugendensystem uy,...,u,. Fir v € V sind dann dqui-
valent:

a) Esistv 1L U.
b) Esistv L y; firallei € {1,...,n}.

Beweis. Jeder Vektor u € U hat die Form u =Y} | a;u; mit a; € K. Wenn v € V die
Eigenschaft b) besitztt, folgt aus der Linearitit des Skalarproduktes in der zweiten
Variable die Identitét

(v,u)y = iai~(v,ui> = iam = 0,

und da u € U beliebig war, folgt a). Die Umkehrung gilt per Definition. a

Fiir die induktive Konstruktion von Orthonormalbasen verwenden wir nun die
folgende Beobachtung:
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Lemma 3.5. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum, und es sei U CV ein
Unterraum endlicher Dimension mit einer Orthonormalbasis uy,...,u,. Dann gibt
es genau eine lineare Abbildung

pv: V—U

mit (v—py(v)) LU fiir alle v € V und diese lineare Abbildung ist gegeben durch

pu(v) = ) (ui,v)-u.

-

1

1

Wir nennen py die Orthogonalprojektion von V auf U, siehe Abbildung [IX.6]

Beweis. FirveVundw=v—-Y" ,aqu; mita; € K gilt:

wlU<=wluyfiri=1,...,n nach Bemerkung 3.4]
<~ (uj,w) =0firi=1,...,n per Definition von L

n n
<:>(u,~,v>—2aj<u,~,uj>20 wegenw:v—Zajuj

j=1 J=1
— a; = (u;,v) wegen (u;,uj) = 6jj.

Damit folgt die Existenz und die behauptete Formel fiir py, insbesondere ist py
eindeutig bestimmt. Dass py eine lineare Abbildung ist, folgt aus der angegebenen

Formel wegen der Linearitit des Skalarproduktes in der zweiten Variable. O
v
|
|
|
I
|
|
|
|
. !
p ()
Le,u>-e y

Abb. IX.6 Orthogonalprojektion von V = R? auf die Ebene U = Re| @ Res
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Wir erhalten das folgende konstruktive Verfahren, das man als eine Verfeinerung
des Basisergdnzungssatzes fiir Vektorrdume mit Skalarprodukt betrachten kann:

Satz 3.6. Sei V ein Euklidischer oder ein unitirer Vektorraum mit dimg (V) < oo,
dann gilt:

a) Jede Orthonormalbasis eines beliebigen Untervektorraumes U C V ldsst sich zu
einer Orthonormalbasis von 'V ergdnzen.

b) Insbesondere besitzt der Vektorraum 'V eine Orthonormalbasis.

Beweis. Es sei U C V ein beliebiger Untervektorraum, und es sei (vi,...,v,) eine
Orthonormalbasis desselben. Im Fall U =V ist nichts zu zeigen, wir diirfen also
annehmen, dass ein Vektor v € V' \ U existiert. Wir betrachten sein Bild unter der
Orthogonalprojektion

pv: V—=U

aus Lemma[3.3]und setzen

n
w=v—pylv) =v— Z{ui,v> “u;.
i=1
Per Konstruktion gilt w 1. U und w # 0. Wir gehen von w iiber zu dem normierten

Vektor :
Vel = 00 W,
[wl

dannist (vq,...,v,11) ein Orthonormalsystem und somit eine Orthonormalbasis des
Untervektorraumes
U :=Ruy@® - ®Ruyyy CV

Wir konnen nun induktiv fortfahren. Wegen dimg (U’) = dimg (U) 4 1 endet das
Verfahren nach m — n Schritten fiir m = dimg (V). Damit folgt die Aussage @), und
Teil b) erhilt man als Spezialfall U = {0}. O

In der Praxis wendet man das obige Verfahren meistens auf ein vorgegebenes
linear unabhingiges System von Vektoren an, um daraus eine Orthonormalbasis des
hiervon aufgespannten Unterraumes zu konstruieren.

Algorithmus 3.7 (Gram-Schmidt Verfahren). Es seien ug,...,u, € V ein linear
unabhiingiges System in einem Euklidischen oder unitdren Vektorraum beliebiger
Dimension. Firi=1,2,...,n:
e Betrachte den Vektor v := u;.
e Berechne w := vf):};ll Vi, V) - Wi

1

e Normiere diesen Vektor zu v; := Tl W-

Dann bilden vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von U := Kuj + - - - + Ku,,.
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Beispiel 3.8. Auf V = R? betrachte man die Bilinearform (-,-) : V x V — R mit der

Gram-Matrix
211

A=—--[121] € Mat(3x3,R)
112

in der Standardbasis. Die Bilinearform ist symmetrisch nach Lemma Fiir alle
Vektoren v = (x,y,z)t € V gilt

4y + 2+ (x+y+2)? >0

vy = P4+ + 2 +xy+xz+yz = 5 >

mit Gleichheit nur fiir v = 0, also ist (-,-) ein Skalarprodukt. Die Standardbasis
ist keine Orthonormalbasis fiir dieses Skalarprodukt. Um eine Orthonormalbasis zu
finden, wenden wir das Gram-Schmidt Verfahren auf die Standardbasis an:

e Der Vektor v; := e} hat schon die Norm |[v1||> = et -A-e; = 1.
e Als nidchstes setzen wir v := e, und berechnen

das Skalarprodukt (vi,v) =% -A-v =1

— den Vektor w:=v— (vy,v)-v; = - (—1,2,0)*

seine Norm |[w|> =wt-A-w =3

— den normierten Vektor

e Als nidchstes setzen wir v := e3 und berechnen

die Skalarprodukte (vi,v) = % und (vy,v) = ﬁ,

den Vektor w := v — (vy,v)v; — (v2,v)v2 = 1(—1,—1,3)*

seine Norm [|w||> =w'-A-w = %,

den normierten Vektor

1 1 _i
vii= ——ew = — | —
A

Dann ist (vq,v,,v3) eine Orthonormalbasis fiir das gegebene Skalarprodukt. In der
Tat gilt
1 firi=j,

(vivj) = vi-A-vj = {0 fiir i # j.
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Bemerkung 3.9. Es sei V = K" mit einem Skalarprodukt, welches beziiglich der
Standardbasis durch eine Gram-Matrix A € Mat(n x n,KK) gegeben sei. Eine andere
Basis (vi,...,v,) von K" bildet genau dann eine Orthonormalbasis beziiglich dieses
Skalarproduktes, wenn

ST.A-S =1 fiir die Basiswechselmatrix S := [v; vy ---v, | € GI,(K)

gilt. Wir werden diese Normalform von Gram-Matrizen spiter verallgemeinern auf
nicht positiv definite hermitesche Sesquilinearformen.

Man kann sich die in Lemma [3.5]betrachtete Orthogonalprojektion vorstellen als
die Projektion auf einen direkten Summanden. Dazu fiihren wir folgenden Begriff
ein, siche Abbildung

Definition 3.10. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum, und sei U C V
ein Untervektorraum. Unter dem Orthokomplement von U in V verstehen wir den
Untervektorraum

Ut = {veVv|vLlU}
= {veV]|{yw)=0firallewe U}

Abb. IX.7 Ein Unterraum U C IR3 und sein Orthokomplement

Das Skalarprodukt macht uns das Leben viel einfacher: Ein Untervektorraum
hat viele Komplemente, aber nur ein Orthokomplement beziiglich eines gegebenen
Skalarproduktes! Priifen wir noch kurz nach, dass das Orthokomplement im obigen
Sinn tatsdchlich ein Komplement in unserem fritheren Sinn ist. Genauer gilt:

Lemma 3.11. Sei U C V ein endlich-dimensionaler Unterraum eines Euklidischen
oder unitdren Vektorraums. Dann gilt

V=UaU" und (U"H' =U.
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Beweis. Sei py : V — U die Orthogonalprojektion aus Lemma Dann besitzt
jedes v € V die Zerlegung

. = e U
Vv =u+w mit {u pU(v) i
wi=v—u €U

und somit wird V = U + U~ von U und U erzeugt. Diese Summe ist direkt, denn
es gilt:
veUNU+ = veUundv LufiralleucU

= v L v (indem man u = v wihlt)

= v = 0 (wegen positiver Definitheit des Skalarproduktes)

Also ist U NU* und somit ist die Summe V = U @ U+ direkt. Zu zeigen bleibt nur
noch die Aussage iiber das Orthokomplement des Orthokomplements. Dazu beachte
man, dass fiir beliebige Vektoren v = u + w mit der Zerlegung u € U, w € U gilt:

v e (UHY <= vxeUt: (vx)=0
= YxeU: (ux)+(ww') =0
— YxecU: (wx)=0
— w=0

wobei wir im letzten Schritt wieder die positive Definitheit des Skalarproduktes
benutzt haben. Somit ist (U+)* = U wie behauptet. O

Man beachte, dass wir hier nur vorausgesetzt hatten, dass der Unterraum U C 'V
endliche Dimension besitzt. Im Gegensatz dazu darf V durchaus ein Euklidischer
oder unitdrer Vektorraum unendlicher Dimension sein. Die Orthogonalprojektion
in Lemma [3.5 kann dann z.B. zur Approximation von Funktionen durch endliche
Linearkombinationen einfacherer Funktionen verwendet werden:

Ubung 3.12. Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [—1, 1] — R mit dem
Skalarprodukt

1
(.8 = [ F)g(dx
und es seien e, € V definiert durch e := % und e, (x) := cos(nmx) fir n € N.

a) Man zeige, dass (e, )nen, ein Orthonormalsystem in V ist.

b) Fiir n € N sei U, CV der von den Vektoren ey, e1,. .., e, aufgespannte Unterraum,
und sei
pn: V. — U, :=Re;+---+Re,

die Orthogonalprojektion. Man bestimme p,,(f) fiir die Funktion f(x) := 1 — |x].

Die Abbildung illustriert, dass die Orthogonalprojektion in diesem Fall eine
gute Approximation der gegebenen Funktion durch trigonometrische Funktionen
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liefert. Solche Approximationen werden in der Fourieranalysis genauer studiert, sie
spielen eine wichtige Rolle in der Signalverarbeitung und bei der Beschreibung von
Klangfarben durch Obertonreihen.

[Bild]

Abb. IX.8 Die Funktion f(x) = 1 — |x| und ihre ersten Fourierapproximationen

Allerdings haben wir in der obigen Diskussion stets vorausgesetzt, dass U C V
ein Unterraum mit dimg (U) < oo ist. Fiir Unterrdume von unendlicher Dimension
verhilt sich das Orthokomplement anders, dhnliche Phdnomene hatten wir bereits
fiir Dualrdume gesehen:

Beispiel 3.13. Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [0, 1] — R mit dem
Skalarprodukt

(f.8) == ./Olf(X)g(x)dx.

Sei U C V der Unterraum der differenzierbaren Funktionen. Dann gilt U # V, aber
trotzdem ist
Ut = {0} undsomit (U)r =V

Denn fiir jede stetige, nicht identisch verschwindende Funktion f € V gibt es ein
differenzierbares g € U mit

[ reetax=o

wie in der Abbildung skizziert. Dass U+ = {0} ist, sollte dabei nicht als Pa-
thologie betrachtet werden, es ist eine gute Nachricht: Es bedeutet anschaulich, dass
stetige Funktionen sich beziiglich der Norm

1
I-l: VxV — R, f»—)/o|f(x)|2dx

beliebig gut durch differenzierbare Funktionen approximieren lassen.
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)9 (x) 20

Abb. IX.9 Zu jedem stetigen f # O gibt es ein differenzierbares g mit jol f(x)g(x)dx>0

4 Das HauptminorenKkriterium

Der Gram-Schmidt Algorithmus funktioniert nur, wenn wir es auch wirklich mit
einem Skalarprodukt zu tun haben. Im Beispiel [3.8] hatten wir positive Definitheit
durch eine ad hoc Umformung in eine Summe von Quadraten gezeigt. Wie kann
man allgemein sehen, ob eine gegebene hermitesche Matrix positiv definit ist? Ein
notwendiges Kriterium hierfiir liefert die Determinante:

Lemma 4.1. Sei A € Mat(n x n,K).
a) Wenn A hermitesch ist, gilt det(A) € R.
b) Wenn A hermitesch und positiv definit ist, gilt det(A) > 0.

Beweis. Ist A hermitesch, so gilt per Definition A = A" und somit

det(A) = det(A") = det(A?) = det(At) = det(A),

also det(A) € R. Ist die Matrix A zusitzlich positiv definit, so ist die zugehérige
Sesquilinearform ein Skalarprodukt. Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert nach der
Bemerkungeine Basiswechselmatrix § € GI,,(K) mit S*-A - S = 1. Es folgt

1 = det(1) = det(S"-A-S)
= det(S") - det(A) - det(S)
= det(A) - det(S) - det(S)

und somit det(A) > 0. O

Die Positivitdt der Determinante ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir die
positive Definitheit einer symmetrischen oder hermiteschen Matrix: Beispielsweise
ist die Matrix A = —1 € Mat(2 x 2,R) symmetrisch und erfiillt det(A) > 0, aber die
Matrix ist nicht positiv definit, denn

ef-A-e; = —1 < 0.
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Um ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die positive Definitheit zu
formulieren, betrachten wir auch die Determinanten gewisser Untermatrizen:

Definition 4.2. Unter einem k-ten Minor einer Matrix A = (a;;) € Mat(n x n,K)
verstehen wir die Determinante einer Untermatrix

iy jy o iy i
Ay = R
Qigjy * iy
die man aus A durch Auswihlen von genau k Zeilen und Spalten erhilt, wobei die
gewihlten Zeilen und Spalten durch Indexmengen
I = {i,...,ix} mit 1<i<---<ip <mn,
J:{]177Jk} m]t 1§]1<<]k§n7
angegeben werden. Wir sprechen dabei von einem
e Hauptminor, falls I = J gilt,
e fiihrenden Hauptminor, falls [ =J = {1,...,k} gilt.

Wir bezeichnen die fithrenden Hauptminoren im Folgenden mit

Der folgende Satz zeigt, dass sich die positive Definitheit einer symmetrischen
oder hermiteschen Matrix an ihren Hauptminorem ablesen lisst; wir formulieren
den Satz der Kiirze halber fiir hermitesche Matrizen schlielen dabei aber den Fall
symmetrischer Matrizen tiber K = R mit ein:

Satz 4.3 (Hauptminorenkriterium). Fiir hermitesche Matrizen A € Mat(n x n,KK)
sind dquivalent:

a) Es ist A positiv definit.

b) Alle fiihrenden Hauptminoren von A sind positiv: det(A;) > 0 firk=1,...,n.
Beweis. Wenn a) erfiillt ist, so ist die Sesquilinearform (v,w) — v*- A -w positiv
definit. Aus der Definition ist klar, dass fiir eine positiv definite Sesquilinearform
auch ihre Einschrinkung auf jeden Unterraum positiv definit ist. Indem wir dies

fir k =1,...,n auf den Untervektorraum Uy := Ke; & - - -  Ke, C K" anwenden,
erhalten wir, dass die Sesquilinearform

UxU — K, (hw) = 3-A-w

positiv definit ist. Aber beziiglich der Basis (ej,...,e;) von Uy wird diese genau
durch die Gram-Matrix A beschrieben. Damit ist der fithrende Hauptminor Ay eine
positiv definite Matrix und nach Lemmald. 1] folgt det(Ax) > 0, also gilt b).
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Gelte nun umbekehrt b). Wir zeigen die positive Definitheit von A per Induktion
iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir
nun die durch Streichen der letzten Zeile und Spalte von A erhaltene B =A,,_;. Da
wir die Eigenschaft b) voraussetzen, ist

det(By) = det(A;) > 0 fir k= 1,2,....n—1.

Per Induktion wissen wir also, dass die Matrix B positiv definit ist. Nach Satz[3.6]
existiert somit fiir die durch diese Matrix definierte Sesquilinearform (-,-)p eine
Orthonormalbasis von Vektoren

ViyeoosVn-1 € Upog = Key@---®Ke,—; € K"
Wie im Gram-Schmidt Verfahren (aber ohne zu wissen, ob A positiv definit ist)

betrachten wir nun den Vektor

1
V= ey — (Visen)a - vi.
=1

3
|

Dann gilt (v;,v,)4 = 0 fiir 1 <i < n. Fiir den Basiswechsel S = (vy,...,v,) € GI,(K)
folgt

S'AS = Diag(1,...,1,¢)

Dabei ist a priori ¢ = (v, v,)4 € K ein beliebiger Skalar. Aber nach der Annahme b)
ist

¢ = det(STAS) = |det(S)[>-det(A) € Rsg

und somit ist STAS positiv definit. Dann ist auch A positiv definit. a

Beispiel 4.4. Es gilt:
a) Fiir die bereits in Beispiel [3.§] betrachtete Matrix
211
A=—--1121
112
istdet(A;) = 1, det(As) = 2, det(A3) = . Wie erwartet ist also A positiv definit.

b) Fiir semidefinite Matrizen geniigt es nicht, nur die fithrenden Haupminoren zu
betrachten. Beispielsweise sind alle filhrenden Hauptminoren Null fiir die reellen
symmetrischen Matrizen

000 0 0 0 00 0
A=[o10], B=[0-1 0|, c=[01 0] € Mat(3x3,R).
00 1 0 0-1 0 0-1

Es ist A positiv semidefinit, B negativ semidefinit und C indefinit.
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5 Orthogonale und unitire Abbildungen

Wir haben gesehen, dass es sich lohnt, algebraische Strukturen stets zusammen mit
solchen Abbildungen zu studieren, die die jeweilige Struktur erhalten. Fiir normierte
Riume sind dies ldngenerhaltende Abbildungen:

Definition 5.1. Es seien (V1, || - ||1) und (V5,]| - ||2) zwei normierte Vektorrdume. Eine
lineare Abbildung
f: Vi—V

heift eine Isometrie, falls gilt:
lfW)2 = ||vlli firalle ve V.

Beispielsweise ist in der reellen Ebene V = R? mit der vom Standardskalarprodukt
induzierten Norm jede Drehung um den Ursprung und jede Spiegelung an einer
Geraden durch den Ursprung eine Isometrie, siche Abbildung[IX.10] Allgemein gilt:

Abb. IX.10 Eine Drehung und eine Spiegelung in der Ebene

Lemma 5.2. Isometrien sind injektiv. Insbesondere bilden die Isometrien [ : V —V
Jjedes endlich-dimensionalen normierten Raumes (V, || - ||) auf sich eine Untergruppe
von Autg (V), wir nennen diese die Isometriegruppe des normierten Raumes und
bezeichnen sie mit

Autg (V.|| 1) € Autg(V).

Beweis. Sei f : Vi — V; eine Isometrie. Dann gilt
f=0 <= |f0I=0 <= |v|=0 <= v=0

und somit ist f injektiv. Im Fall dimg (V}) = dimg (V2) < oo ist f dann sogar bijektiv
nach der Dimensionsformel. Indem man in den obigen Aquivalenzen v = f~!(w)
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fiir w € V, wihlt, sieht man, dass in diesem Fall das Inverse f ~1.V, vV, ebenfalls
eine Isometrie ist. Insbesondere bilden die Isometrien eines endlich-dimensionalen
Euklidischen oder unitdren Raumes V = V| =V, eine Gruppe, da idy eine Isometrie
ist und die Verkettung und das Inverse von Isometrien wieder Isometrien sind. O

Wir interessieren uns hier fiir Euklidische und unitdre Vektorrdume. Fiir diese
sind Isometrien automatisch mit dem Skalarprodukt vertréglich; im reellen Fall ist
also jede langenerhaltende Abbildung auch winkelerhaltend:

Lemma 5.3. Sei f: Vi — V; eine Isometrie von Euklidischen oder unitdren Raumen
beziiglich der von den jeweiligen Skalarprodukten (-,-); : V; x V; = K induzierten
Normen. Dann gilt

(fF@),fw)y2 = (vyw); firalle v,w € V.
Beweis. Das folgt direkt aus der Polarisationsformel in Lemma[2.6] a

Wir wollen uns in diesem Abschnitt die Isometriegruppe von Euklidischen und
unitdren Vektorraumen ansehen. Ihre Elemente haben einen eigenen Namen:

Definition 5.4. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum und f € Endg (V)
eine Isometrie. Dann nennen wir f eine

a) orthogonale Abbildung fiir K = R.
b) unitdire Abbildung ftiir K = C.

Wenn man die Gram-Matrix des Skalarproduktes in einer gegebenen Basis kennt,
lassen sich die Abbildungsmatrizen von orthogonalen bzw. unitiren Abbildungen
wie folgt charakterisieren:

Proposition 5.5. Es sei V ein Euklidischer oder unitdrer Vektorraum von endlicher
Dimension und
A = Gramg (-,-)

die Gram-Matrix seines Skalarproduktes in einer Basis 9. Fiir f € Endg (V) sind
dann dquivalent:

a) Es ist f eine orthogonale oder unitdre Abbildung.

b) Es gilt B'AB = A fiir die Abbildungsmatrix B = My(f).

Beweis. Sei ¥ : V -~ K" der Isomorphismus, der die Basis . abbildet auf die
Standardbasis. Per Definition der Gram-Matrix haben wir dann ein kommutatives

Diagramm

<>

VxV K

‘I’X'J’J( H
(vw) = 7Aw

K" x K" K
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und diirfen somit im Folgenden annehmen, dass V = K" mit der Standardbasis %
und dem Skalarprodukt (v,w) = v'-A -w ist. Nach Lemma ist f orthogonal
bzw. unitir genau dann, wenn

(F(v),f(w)) = {(v,w) firalle vww eV

gilt. Indem wir f(v) = B-vund f(w) = B-w einsetzen und das Skalarprodukt durch
die Gram-Matrix beziiglich der Standardbasis ausdriicken, wird diese Bedingung zu

W.BA-B-w=7"-A-w firalle vw e K"

Ist diese Bedingung erfiillt, so kdnnen wir insbesondere v = ¢; und w = e; setzen
und erhalten fiir den (i, j)-Eintrag der Matrizen

-t
(B ~A~B)ij = A,‘j.

Da das fiir alle (i, j) gilt, folgt dann B - A - B = A wie behauptet. Ist umgekehrt die
letzte Gleichung erfiillt, dann offensichtlich auch die vorige Bedingung. a

Korollar 5.6. Die zu B € Mat(n x n,K) gehirige Endomorphismus von V = K"
ist eine orthogonale bzw. unitdre Abbildung fiir das Standardskalarprodukt genau
dann, wenn gilt:

B"-B =1.

Beweis. Das ist der Spezialfall A =1 der vorigen Proposition. a

Definition 5.7. Die obigen Matrizen haben einen eigenen Namen:
a) Eine Matrix B € Mat(n x n,R) heiBt orthogonal, wenn B'B = 1 ist.
b) Eine Matrix B € Mat(n x n,C) heiBt unitcir, wenn B'B = 1 ist.

Die Menge aller Matrizen mit dieser Eigenschaft ist nach Lemma[5.2]eine Gruppe,
wir nennen sie die orthogonale bzw. unitire Gruppe der GroBie n und bezeichnen
sie mit

2
)
i
N

{BeGl,(R)|B*=B""'} C GI,(R),

i~

—

=
[

{B€Gl,(C)|B"'=B""} C GI,(C).

Bemerkung 5.8. Fiir B € Mat(n x n,K) sind die folgenden Bedingungen équivalent,
wobei K" mit dem Standardskalarprodukt versehen sei:

a) Die Matrix B ist orthogonal bzw. unitir.
b) Die Matrix Bt ist orthogonal bzw. unitir.
c¢) Die Spalten von B bilden ein Orthonormalsystem.

d) Die Zeilen von B bilden ein Orthonormalsystem.
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Beweis. Per Definition ist eine Matrix B orthogonal bzw. unitdr genau dann, wenn
ihre Spalten ein Orthonormalsystem fiir das Standardskalarprodukt bilden. Die
transponierte Matrix B' ist also orthogonal bzw. unitir genau dann, wenn die Zeilen
von B ein Orthonormalsystem bilden. Zu zeigen bleibt nur, dass a) und b) dquivalent
sind. In der Tat gilt:

B ist orthogonal bzw. unitir <= B'-B = 1
> B" = B!
< B-B' =1
— (BY)"-B* =1
<= B"ist orthogonal bzw. unitir
wobei die vorletzte Aquivalenz die komplexe Konjugation und 1 = 1 benutzt. O

Beispiel 5.9. Eine Matrix

ab
A= (C d> € Mat(2 x 2,R)

ist orthogonal genau dann, wenn gilt:
a*+c* =b*+d* =1 und ab+cd = 0.
Die allgemeine Losung der ersten beiden Gleichungen ist

a = cos(a), b = —sin(B),
¢ =sin(a), d = cos(P),

mit o, B € R. Die dritte Gleichung wird damit nach dem Additionstheorem fiir sin
und cos zu

0 = ab+cd = —cos(a)sin(f) +sin(er)cos(B) = sin(o— f),
d.h. B = ot + kx mit k € Z. Die Gruppe O(2) enthilt also zwei Typen von Matrizen:

a) Drehungen

A (cos(a) —sin(oc)>.

sin(a)  cos(a)

b) Spiegelungen
cos(a)  sin(o)
A= . .
sin(et) —cos(or)
Man vergleiche die zweiten Spalten mit den Koordinaten in Abbildung [[X.T0] Fiir
Drehungen ist det(A) = +1, fiir Spiegelungen ist det(A) = —1.
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Orthogonale Matrizen vom Format 2 x 2 haben also immer die Determinante +1,
und als Eigenwerte kommen nur 1 in Frage. Allgemeiner gilt:

Lemma 5.10. Sei A € Mat(n x n,K) eine orthogonale oder unitire Matrix. Dann
gilt:

a) Es ist |det(A)| = 1.
b) Jeder Eigenwert A € K von A hat Absolutbetrag |1| = 1.

Beweis. Aus der Bedingung A" A = 1 folgt |det(A)|> = det(1) = 1. Ist 2 € K ein
Eigenwert und v € V' \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor, dann gilt

||vH2 =31v=3.4T4.v = (AV)T'(AV) = Ht-(lv) = |M2-||v||2
und somit [A]| = 1. O

Durch Einschriinken des Gruppenhomomorphismus det : GI,,(K) — K* erhalten
wir somit surjektive Homomorphismen

det: O(n) — {£1}
det: U(n) — S' := {zeC*|[|z] =1}

von Gruppen. Die spezielle orthogonale bzw. spezielle unitire Gruppe ist definiert
als der Kern dieser Homomorphismen, also

SO(n) := {A€O(n)|det(A) =1},
SU(n) == {A€U(n)|det(A) =1}.

Beispiel 5.11. Die Gruppe SO(3) besteht genau aus den orientierungserhaltenden
Isometrien des Raumes. Aus Lemma [5.10] erhalten wir den sogenannten Satz vom
FufB3ball: Wenn zum Anpfiff der zweiten Halbzeit eines Fuflballspiels der Ball in die
Feldmitte gelegt wird, gibt es zwei gegeniiberliegende Punkte des Balls, die sich an
derselben Stelle wie zum Anpfiff der ersten Halbzeit befinden (Abbildung [[IX.TT):

Korollar 5.12 (Satz vom FuBball). Jede orientierungserhaltende Isometrie von R3
besitzt einen von Null verschiedenen Fixpunkt. Genauer ist jede solche Isometrie
eine Drehung um eine Achse durch den Ursprung: Fiir jede Matrix A € SO(3) gibt
es ein S € SO(3) und a € R mit

S7'AS = | 0[cos(cr) —sin(c)
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Abb. IX.11 Drehung um eine Achse im R3

Beweis. Sei A € SO(3). Dann besitzt das normierte Polynom 4 (¢) € R[¢] den Grad
drei und den konstanten Term x4 (0) = —det(A) = —1. Der Zwischenwertsatz der
Analysis zeigt, dass es mindestens eine positive Nullstelle A > 0 besitzt. Diese ist
ein Eigenwert, also folgt A = 1 nach Lemma Sei v; = v € R ein Eigenvektor
dazu mit ||v|| = 1. Wir ergéinzen diesen zu einer Orthonormalbasis (vi,v2,v3).

Dannist U := Rv;®Rvz = (Rv;)t C R? das Orthokomplement eines Eigen-
vektors von A und wird somit von A auf sich abgebildet: Es gilt

uelU <= (u,v;)=0
— (Au,Av;) =0
<~ (Au,v1)=0
= AucU

Sei S = (vi,v2,v3) € O3(R) der Basiswechsel von der Standardbasis zur gewéhlten
Orthonormalbasis, dann erhalten wir

e [(1]0
S As_<0tM

wobei M die Abbildungsmatrix der Einschrinkung unserer Isometrie auf U C R3
beziiglich der Orthonormalbasis (v,,v3) ist. Diese Einschrinkung ist eine Isometrie
und es ist det(M) = det(S~'AS) = det(A) = 1. Da U eine Euklidische Ebene ist,
mufl M nach Beispiel [5.9]eine Drehmatrix sein. a
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Orthogonale Matrizen sind auch fiir die Beschreibung beliebiger invertierbarer
Matrizen hilfreich:

Beispiel 5.13. Jede Matrix M € Gl»(R) lisst sich zerlegen als ein Produkt einer
Scherung, einer Streckung der Koordinatenachsen und einer Drehung oder einer
Spiegelung, siehe Abbildung [X.12] Denn sei r > 0, sodass die erste Spalte von M
aus dem Vektor (r,0) € R? durch eine Drehung um den Winkel o hervorgeht. Dann

folgt
cosa —sina rs cosa —sina r0 13
M = . . = . . . r
sinx  coso 0t sina  cosQ 0t 01

VA

Abb. IX.12 Iwasawa-Zerlegung als Verkettung von Scherung, Skalierung und Drehung

Die obige Zerlegung verallgemeinert sich wie folgt:

Satz 5.14 (Iwasawa-Zerlegung). Fiir n € N bezeichne D, C Gl,(R) die Gruppe
der reellen Diagonalmatrizen mit positiven Diagonaleintrigen, und fiir K = R,C
sei E,(K) C GI,,(K) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der
Diagonalen. Dann liefert die Matrixmultiplikation bijektive Abbildungen

O(n) x D, x E,(R) — GI,(R), (A,B,C) — A-B-C,
U(n) x D, X E,(C) — GI,(C), (A,B,C) — A-B-C.

Beweis. Wir beweisen die Aussage im reellen Fall und schreiben kurz E,, = E,(R),
denn der komplexe Fall geht vollig analog. Da D,,, E, C Gl,(R) Untergruppen sind
und D, NE, = {1} gilt, ist

D, xE, = Gl,(R), (B,C) — B-C

eine injektive Abbildung. Man beachte, dass diese kein Gruppenhmomorphismus
ist, da fir A € D,, B € E, im Allgemeinen AB # BA gilt. Aber das Bild dieser
injektiven Abbildung besteht genau aus den oberen Dreiecksmatrizen mit positiven
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Diagonaleintriigen. Insbesondere ist das Bild eine Untergruppe D, E, C GI,(R), und
es gilt O(n) N (DyE,) = {1}. Somit ist auch

O(n) x (DyE,) — Gl,(R), (A,D) — A-D

eine injektive Abbildung. Zu zeigen bleibt die Surjektivitit:

Sei M € Gl,(R) gegeben. Die Spalten von M bilden eine Basis vi,...,v, des
Standardvektorraumes R” und das Gram-Schmidt Verfahren konstruiert aus dieser
eine Orthonormalbasis. Ein Blick auf das Verfahren zeigt, dass fiir die so erhaltene
Orthonormalbasis uy,...,u, gilt:

Ui = ajj-vi+aji—1-vi-1+---+aj-vi mit ajj € R und a;>0
fiir alle i. Es gilt dann

] | an
u]...un — Vl...vn . '.' %

Ann

mit a; € R fiir alle i. Die Matrix auf der linken Seite liegt in O(n), der zweite
Faktor auf der rechten Seite in der Untergruppe D,E,, C Gl,(R). Multiplikation von
rechts mit seinem Inversen liefert die Behauptung. a

Fiir praktische Anwendungen wird die obige Zerlegung hiufig in der folgenden
Form verwendet:

Korollar 5.15 (QR-Zerlegung). Es sei M € Mat(m x n,R) mit tk(M) = n. Dann ist
M = Q-R

mit Matrizen Q,R von folgender Form:
e Q& Mat(m x n,R) hat orthonormale Spalten,

e R Mat(n x n,R) ist eine obere Dreiecksmatrix.

Beweis. Wegen tk(M) = n ist insbesondere m > n, und die Spalten von M sind
linear unabhéngig. Wir ergiinzen sie zu einer Basis und erhalten eine invertierbare
Matrix B

M = (M|>«<) € Gly(R).

Auf diese wenden wir die Iwasawa-Zerlegung in Satz [5.14] an und erhalten eine
Zerlegung

M=0R mit 0=(Q|+)€0(m und §=(§\~I)

wobei R € DyE,, C Gl,,(R) eine obere Dreiecksmatrix ist. a
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Beispiel 5.16. Um ein lineares Gleichungssystem der Form Mx = b mit b € R™ zu
16sen, kann man wie folgt vorgehen:

a) Schreibe M = QR wie in Korollar[5.13]
b) Berechne den Hilfsvektor y = Ot - b.
c¢) Berechne x durch “Riickwértseinsetzen” aus Rx = y.

Man beachte, dass in b) nur die transponierte Matrix eingeht: Es ist kein explizites
Invertieren einer Matrix notwendig, denn Q- Q = 1, wenn die Spalten von Q ein
Orthonormalsystem bilden. Auch c) kostet keine Miihe, weil R hier ja eine obere
Dreiecksmatrix ist. Es bleibt also nur die Frage, wie man eine Zerlegung M = OR
in a) moglichst effizient berechnet. Fiir numerische Rechnungen sollte man nicht
das Gram-Schmidt Verfahren benutzen, da dies numerisch instabil ist; in der Nume-
rik gibt es geschicktere Methoden, um eine QR-Zerlegung zu bekommen.

6 Dualitiit und adjungierte Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, was Skalarprodukte mit Dualitit zu
tun haben. Wenn wir V = R" als Vektorraum von Spaltenvektoren betrachten, ist es
praktisch, sich den Dualraum V* = Homg (V,R) als Vektorraum von Zeilenvektoren
vorzustellen: Die Auswertungsabbildung

V'xV — R, (f,v) = f(v)
wird dann zum Matrizenprodukt
Mat(1 x n,R) x Mat(n x 1,R) — R, (u',v)+—u'-v

von Zeilenvektoren mit Spaltenvektoren. Wenn wir die kiinstliche Unterscheidung
zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren fallen lassen, wird dieses Matrizenprodukt
einfach zum Standardskalarprodukt von zwei Spaltenvektoren. Allgemeiner gilt:

Lemma 6.1. Sei V ein Euklidischer Vektorraum endlicher Dimension. Dann liefert
das Skalarprodukt einen Isomorphismus

V =V ou— (u,-).

Beweis. Aus der Linearitit des Skalarproduktes in der zweiten Variable ist klar, dass
fiir jedes feste u € V durch

o, = wu,—): V>R v (uv
eine Linearform definiert wird: Fiir alle v,w € V und @ € R ist

o,(v+ow) = (u,v+ow) = (uvy+alu,w) = @,(v)+ae,(w).
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Die Linearitidt des Skalarproduktes in der ersten Variable liefert fiir u,v € V, ¢ € R
ebenso

Purav = <M+(XV,—> = <u>_>+a<vv_> = Qo+ o,

Daher wird durch u — ¢, eine lineare Abbildung V — V* definiert. Um zu zeigen,
dass diese ein Isomorphismus ist, geniigt es wegen der Vorassetzung dimg (V) < oo,
die Injektivitit zu zeigen. In der Tat gilt

0. = 0 < (u,v) =0fiiralleveV <= ucV ={0} <= u=0
wegen der Definitheit des Skalarproduktes, und somit folgt die Behauptung. a

Fiir unitidre Vektorrdume sieht die Situation ganz dhnlich aus. Wir miissen nur
beachten, dass das Skalarprodukt in diesem Fall nicht bilinear, sondern sesquilinear
ist. Dazu fithren wir folgende Sprechweise ein:

Definition 6.2. Eine Abbildung f : V — W zwischen komplexen Vektorrdumen
heil3t semilinear, wenn

fluta-v) = f)+a-f(v)

fiir alle u,v € V und alle o« € C ist. Dann ist insbesondere f ein Homomorphismus
von reellen Vektorrdumen. Unter einem semilinearen Isomorphismus verstehen wir
eine bijektive semilineare Abbildung. Wie zuvor gilt:

Lemma 6.3. Sei V ein unitdirer Vektorraum endlicher Dimension. Dann liefert das
Skalarprodukt einen semilinaren Isomorphismus

V =V ou— (u, ).

Beweis. Wie in Lemma [6.1} Die Sesquilinearitit in der ersten Variable liefert in
diesem Fall

Puiov = (ut+av,—) = (u,—)+0a(v,—) = @, +aQ,
und somit ist hier die Bijektion V -~ V* semilinear. a

Wir hatten im Kapitel tiber Dualraume gesehen, dass jede lineare Abbildung von
Vektorrdgumen f : V — W eine duale lineare Abbildung f* : W* — V* induziert; mit
den vorigen Lemmata ldsst sich dies fiir Euklidische bzw. unitire Vektorrdume wie
folgt interpretieren:

Proposition 6.4. Sei f € Homg (V,W) ein Homomorphismus endlich-dimensionaler
Euklidischer oder unitirer Vektorriume. Dann gibt es genau ein g € Homg (W,V)
mit

<w,f(v)>W = (g(w),v), fiiralle veV,weW.

Wir schreiben auch ' := g und bezeichnen dies als die zu f adjungierte Abbildung.
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Beweis. Lemmal6.1|bzw.[6.3]liefert die semilinearen Isomorphismen @y, ¢y in dem
folgenden Diagramm:

Fiir w € W gilt per Konstruktion
(pvog)(w) = (s(w),—)y
(fropw)(w) = (w,.f(=))y

Das Diagramm kommutiert also genau dann, wenn g die in der Proposition genannte
Eigenschaft besitzt. Die eindeutige lineare Abbildung g € Homg (W,V) mit dieser
Eigenschaft ist daher g = ¢, Yo f* o @w. Man beachte, dass es sich hierbei auch im
komplexen Fall um eine lineare, nicht um eine semilineare Abbildung handelt, da
sich die komplexe Konjugation in @y und @y herauskiirzt. ad

Natiirlich kann man die abstrakte Charakterisierung der adjungierten Abbildung
auch in Matrizensprache konkretisieren:

Lemma 6.5. Fiir i = 1,2 sei V; ein Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und %;
sei eine Orthonormalbasis desselben. Fiir f € Homg (V1,V5) ist dann beziiglich der
gegebenen Basen die Abbildungsmatrix der adjungierten Abbildung die adjungierte
Matrix der Abbildungsmatrix:

F

Mz, 2,(f1) = Mz, .5,()

Beweis. Seien B = (uy,...,u,) und B, = (vi,...,v;,;) Orthonormalbasen. Fiir die
Abbildungsmatrizen

Mz, 2,(f) = (aij) € Mat(m xn,K)

My, 2, (fT) = (bji) € Mat(n xm,K)

gilt dann
m n
f(u/) = Zaijvi und fT(V,') = Z bj,'uj.
i=1 j=1
Somit gilt
aij = (vi, f(uj)) weil vy,..., v, ein Orthonormalsystem bilden
= (fT(vi),u)) per Definition der adjungierten Abbildung
= bT, weil uy,...,u, ein Orthonormalsystem bilden

und es folgt die Behauptung. a
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Bemerkung 6.6. In Proposition steht die adjungierte Abbildung in der ersten
Variablen des Skalarproduktes. Da das Skalarprodukt Hermitesch ist, gilt dann aber
auch

(FO)w) = (n fO)) = (FFw),v) = (nfT(w)).
Wegen der Eindeutigkeit folgt
" =r.

Fiir die Zusammensetzung von Abbildungen sieht man analog (go f)" = fTog".

Besonders interessant ist der Fall von Endomorphismen. Dann sind f und f*
Endomorphismen desselben Vektorraumes, insbesondere kann man fragen, ob diese
beiden Endomorphismen gleich sind:

Definition 6.7. Sei V ein Euklidischer oder unitérer Vektorraum mit dimg (V) < .
Ein Endomorphismus f € Endy (V) heiBt selbstadjungiert, wenn f = f ist. Das ist
dquivalent zu der Bedingung

AT =A

fiir die Abbildungsmatrix A = Mg(f) zu einer beliebigen Orthonormalbasis % des
Vektorraumes. Wir halten fest:

a) Fiir K =R ist ein Endomorphismus selbstadjungiert genau dann, wenn er in einer
Orthonormalbasis durch eine symmetrische Matrix dargestellt wird.

b) Fiir K = C ist ein Endomorphismus selbstadjungiert genau dann, wenn er in einer
Orthonormalbasis durch eine hermitesche Matrix dargestellt wird.

Matrizen A € Mat(n x n,K) mit AT = A bezeichnet man auch als selbstadjungiert.

Wir haben in Lemma [5.10| gesehen, dass die Determinante und Eigenwerte von
orthogonalen bzw. unitdren Matrizen Betrag 1 haben. Auch fiir selbstadjungierte
Matrizen gibt es eine Einschrinkung an die Determinante und Eigenwerte:

Lemma 6.8. Sei A € Mat(n x n,K) selbstadjungiert. Dann gilt:

a) det(A) e R.
b) Alle Eigenwerte von A sind reell.

Beweis. Die erste Eigenschaft haben wir uns im Lema.T|iiberlegt. Die zweite folgt
mit dhnlichen Argumenten: Sei A € K ein Eigenwert und v € K"\ {0} ein dazu
gehoriger Eigenvektor; dann gilt

Av=2-v und 74T = (A) = )" = 1.7
und wegen A = A" somit

AP =7-Av =7 (Ay) =7 (ATv) = - AT) v = 1|y

Indem wir ||v||> # 0 auf beiden Seiten kiirzen, erhalten wir die Behauptung. O
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Beim Ubergang von abstrakten Endomorphismen zu Abbildungsmatrizen ist zu
beachten, dass die Korrespondenz

orthogonale/unitdre Endomorphismen <— orthogonale/unitire Matrizen

selbstadjungierte Endomorphismen <— symmetrische/hermitesche Matrizen

nur fiir Abbildungsmatrizen beziiglich einer Orthonormalbasis gilt:

Beispiel 6.9. Es sei V = R? mit dem Standardskalarprodukt, und f € Endg (V) sei
definiert durch

f(v)=A-v fiirdie Matrix A := ((1) é)

Dann ist f ein selbstadjungierter und orthogonaler Endomorphismus. Aber in der
nicht orthonormalen Basis %2 = (v, v,) bestehend aus vi = e¢; und vy = e; + €3
berechnet man

fv1) =va—vi und f(v2) = .

Die Abbildungsmatrix
—-10

ist weder symmetrisch noch orthogonal. Fiir die Untersuchung von orthogonalen,
unitdren oder selbstadjungierten Endomorphismen sollten wir uns daher besser auf
Orthonormalbasen beschrinken. Als Basiswechsel kommen dann nur Matrizen in
Betracht, die Orthonormalitit erhalten, also nur S € O(n) bzw. S € U(n). Nur fiir
diese gilt ST = $~! und somit

A orthogonal bzw. unitir <= S~'AS orthogonal bzw. unitir
A selbstadjungiert <= S~'AS selbstadjungiert

Dies fiihrt auf die Frage: Wie einfach kann man eine Abbildungsmatrix durch einen
orthogonalen bzw. unitdren Basiswechsel machen? Wann ist eine Matrix durch
einen solchen Basiswechsel diagonalisierbar? Ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium dafiir liefert der im nichsten Abschnitt diskutierte Spektralsatz.

7 Der Spektralsatz

Wir haben zwei wichtige Klassen von Matrizen A € Mat(n x n,K) definiert durch
die Bedingung

; {A' fiir A orthogonal bzw. unitiir,
Al =

A fiir A symmetrisch bzw. hermitesch.
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Aus geometrischer Sicht sind die orthogonalen bzw. unitdren Matrizen genau die
Isometrien beziiglich des Standardskalarproduktes, wihrend die symmetrischen
bzw. hermiteschen Matrizen die fiir das Standardskalarprodukt selbstadjungierten
Endomorphismen sind. Wir werden den Spektralsatz fiir beide Klassen von Matri-
zen beweisen und dabei nur die folgende allgemeinere Eigenschaft benotigen:

Definition 7.1. Wir sagen,
a) eine Matrix A € Mat(n x n,K) sei normal, wenn AT-A = A - AT gilt.

b) ein Endomorphismus f € Endg (V) eines endlich-dimensionalen Euklidischen
oder unitiren Vektorraumes sei normal, wenn ffo f = fo £ ist.

Orthogonale, unitidre und selbstadjungierte Matrizen bzw. Endomorphismen sind
trivialerweise normal, es gibt aber viele weitere Beispiele:

Beispiel 7.2. Fiir Diagonalmatrizen A = Diag(A4,...,4,) € GI,(K) gilt:
a) A ist orthogonal bzw. unitér genau dann, wenn |A;| = 1 fiir alle § ist.
b) A ist selbstadjungiert genau dann, wenn A4; € R\ {0} fiir alle i ist.

¢) A ist normal fiir beliebige Diagonaleintrige A1,...,4, € K\ {0}.

Die in der Definition von normalen Matrizen geforderte Bedingung A"T-A = A - AT ist
stabil unter Basiswechseln mit orthogonalen bzw. unitiren Basiswechselmatrizen,
aber nicht unter anderen Basiswechseln: Z.B. ist die Matrix

01
+=(10)
aus dem Beispiel[6.9|normal. Aber der Basiswechsel S aus demselben Beispiel fiihrt

zu der Matrix
_ —-10
. 1 _
B =S 'AS = ( | 1),

und diese ist nicht normal: Man rechnet leicht nach, dass hier B- B # B - Bt ist.

Die wesentlichen metrischen Eigenschaften normaler Endomorphismen lassen
sich wie folgt zusammenfassen:

Proposition 7.3. Es sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer oder unitdrer
Vektorraum. Fiir normale Endomorphismen f € Endg (V) gilt:
a) Fiirallev € Vist || fT(v)|| = | F0)].

b) Die Eigenvektoren von f und f' stimmen iiberein. Genauer gilt fiir alle v € V
und A € K: . -
f)y=24v = f'v)=21-v

¢) Eigenvektoren von f zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.
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Beweis. Fiir a) berechnet man

IFOI? = (f(v), f(v)) per Definition der Norm
= (f1(F0)),v) per Definition von f7
<f(f%(V))7V> per Normalitét fT of = fofT

= (fT(v),fT(v)) wegen f = (f"')"'

= ||fT(V) H2 per Definition der Norm

Die Aussage b) folgt dann aus

IF) = Av]* = (F(v) = A, f(v) = Av)
IFWIP = A{F(),v) = A, F () + A v]?
= |7 (v)
= (1) = Av f1(v) = Av)
= |I£(v) = 2v|?

Fiir ¢) sei v; € V ein Eigenvektor von f zu einem Eigenwert 4; € K fiir i = 1,2, dann
gilt

—~

P = A0 f1(0) =2 0),v) +IARIVIP - (mach a)

i) = (vi,an) = (v, f(n)) = (ff(v),v2) D (Arvi,m) = 4 (vi,v)

Somit ist (A, — A1) - (v1,v2) =0, und im Fall A, # A, folgt (vi,v,) = 0. O

Die zunichst unscheinbare Aussage in b), dass jeder Eigenvektor eines normalen
Endomorphismus auch ein Eigenvektor des dazu adjungierten Endomorphismus ist,
hat die folgende bemerkenswerte Konsequenz:

Korollar 7.4. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum mit dimg (V) < oo,
und sei ein normaler Endomorphismus f € Endg (V) gegeben. Dann ist fiir jeden
Eigenvektor v € V von f das Orthokomplement

={ueV|{uv)=0} CV
ein f-invarianter Unterraum, d.h. es gilt f(u) € U fiir alleu € U.
Beweis. Sei f(v) = Avmit A € K. Nach Teil b) von Propositionist ff(v)=2v.
Somit gilt -
<va<u)> = <fT(V)7u> = (lv,u) =1 <V,M>
und aus (v,u) = 0 folgt daher wie behauptet (v, f(u)) = 0. O

Wir haben bei der Diskussion von Normalformen von Endomorphismen bereits
gesehen, dass invariante Unterrdume Blockzerlegungen von Abbildungsmatrizen
entsprechen. Das obige Korollar erlaubt es nun, solche Zerlegungen in einer mit
dem Skalarprodukt kompatiblen Form zu finden. Dies fiihrt auf den sogenannten



7 Der Spektralsatz 325

Spektralsatz, das zentrale Resultat dieses Kapitels. Der Name dieses Satzes erklirt
sich daher, dass die Menge der Eigenwerte eines Endomorphismus oft auch sein
Spektrum genannt wird. Der Spektralsatz gibt ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium dafiir, wann ein Endomorphismus in einer geeigneten Orthonormalbasis
durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann:

Satz 7.5 (Spektralsatz fiir Endomorphismen). Sei V ein endlich-dimensionaler
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Dann sind die folgenden Bedingungen fiir
Endomorphismen f € Endg (V) dquivalent:

a) Es existiert eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f.

b) Es ist f normal und das Polynom x¢(t) zerfdllt in K[t] in Linearfaktoren.

Beweis. Wenn a) gilt, sei 8 = (vi,...,v,) eine Orthonormalbasis und f(v;) = A;v;
mit A; € K. Dann ist
A

My (f) = .
An
eine Diagonalmatrix, also nach Beispiel [7.2] eine normale Matrix. Da es sich hier
um die Abbildungsmatrix beziiglich einer Orthogonalbasis handelt, ist dann auch

der Endomorphismus f normal. AuBerdem zerfallt y(r) = [T\, (t — A;) komplett
in Linearfaktoren. Somit gelten die Bedingungen in b).

Sei nun umgekehrt b) erfiillt. Da das Polynom x¢(¢) in K[t] in Linearfaktoren
zerfillt, hat es insbesondere eine Nullstelle, d.h. f hat einen Eigenwert A € K. Sei
dann v € V \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor. Durch Reskalieren kénnen wir die
Normierung

vl =1

erreichen. Wir wollen nun per Induktion iiber die Dimension von V schlieen und
betrachten das Orthokomplement

U:={ueV|ulv}.

Dies ist ein f-invarianter Unterraum nach Korollar [7.4] Durch Einschriinken von f
erhalten wir somit einen Endomorphismus

fu: U—U, ur— f(u.

Wenn wir zeigen kénnen, dass mit f auch fy die Voraussetzungen b) erfiillt, gibt es
per Induktion iiber die Dimension wegen

dim]K(U) = dimK(V) -1

eine Orthonormalbasis von U bestehend aus Eigenvektoren von fy. Indem wir zu
dieser Basis noch den zu Beginn gewihlten normierten Eigenvektor v hinzufiigen,
erhalten wir eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f.
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Es bleibt also nur zu priifen, dass der Endomorphismus fiy € Endg (U) normal
ist und sein charakteristisches Polynom in K[¢] in Linearfaktoren zerfillt. Um dies
zu zeigen, wihlen wir zunéchst eine beliebige Orthonormalbasis By = (uy, ..., uy,)
von U. Dann ist

B = (vug,...,up)

eine Orthonormalbasis von V und die Abbildungsmatrix von f zu dieser Basis hat
die Blockform

A= Myg(f) = <%‘%) mit Ay = Mg, (fv).

Insbesondere gilt fiir die charakteristischen Polynome

xr(0) = xa(t) = (= A) xay (1) = (t=2) 21, (1),

sodass mit xr(t) auch das Polynom xy, (¢) in K[t] in Linearfaktoren zerfillt. Fiir
dieses Argument hitten wir noch keine Orthonormalbasis benétigt, diese spielt aber
fiir die Normalitit eine Rolle: Da wir £ als Orthonormalbasis gewihlt haben, ist
die Normalitit von f gleichbedeutend mit

AT A =A-AT

Durch Einsetzen der obigen Blockmatrix fiir A wird dies zu

(Slr) - (V')

A} Ay = Ay A}

und damit folgt

Somit ist auch Ay eine normale Matrix. Da es sich hierbei um die Abbildungsmatrix
von fy beziiglich einer Orthonormalbasis handelt, folgt die Normalitit von fy. O

Bemerkung 7.6 (Spektralzerlegung in Orthogonalprojektionen). Dass V eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt, ldsst sich basisfrei auch wie
folgt formulieren: Seien A;,..., A4 € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte
von f und

pi: V — Ui = ker(ffl,--idv) Q \%

die Orthogonalprojektion auf die zugehorigen Eigenrdume; dann zerlegt sich die
Identititsabbildung als

k
idv = Zlypl’.
i=1

Diese Formulierung lisst sich gut verallgemeinern auf den Fall dimg V = oo, indem
man die Summe durch eine in einem geeigneten Sinn konvergente Reihe oder ein
Integral ersetzt. Dazu mehr in der Funktionalanalysis.
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Der Vollstdandigkeit halber halten wir auch noch eine explizite Matrixversion des
Spektralsatzes fest:

Korollar 7.7 (Spektralsatz fiir Matrizen). Fiir A € Mat(n x n,K) sind dquivalent:

a) Es ist A mit einem orthogonalen bzw. unitiren Basiswechsel diagonalisierbar,
d.h.

S € SO(n) imFallK=R,

S~'AS = Diag(Ai,...,Ay) fiirei
iag(A,..o ) - fiirein {SESU(n) im Fall K = C.

wobei A, ..., A, € K die Eigenwerte der Matrix A bezeichnen.
b) Es gilt:
e Die Matrix A ist normal, dh. AT-A=A-A"
o Im Fall K =R ist zuscitzlich xa(t) =TT, (t — X)) mit Ay, ..., Ay € R.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vorigen Satz, wenn man dort V = K" mit dem
Standardskalarprodukt wihlt. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das
charakteristische Polynom im Fall K = C immer in Linearfaktoren; nur fiir K = R
ist das Zerfallen eine echte Bedingung. Der erhaltene Basiswechsel § ist zunichst
nur eine orthogonale bzw. unitidre Matrix, aber durch Reskalieren einer Zeile von S
mit einem Skalar A mit |A| = 1 kénnen wir det(S) = 1 erreichen. O

Wir sagen kurz, eine Matrix sei orthogonal bzw. unitdr diagonalisierbar, wenn
sie die Bedingung a) erfiillt. Die wichtigsten Beispiele normaler Endomorphismen
sind selbstadjungierte Endomorphismen und Isometrien. Wir erhalten:

Korollar 7.8. Sei A € Mat(n x n,K).

a) Wenn A symmetrisch bzw. hermitesch ist, also A = A" gilt, dann ist
e A orthogonal diagonalisierbar im Fall K = R,
o A unitdr diagonalisierbar im Fall K = C.

b) Wenn A unitidr ist, also At =471 gilt, dann ist A unitdr diagonalisierbar.

Beweis. In a) ist A selbstadjungiert, in b) eine Isometrie, in beiden Fillen also eine
normale Matrix. Zu zeigen bleibt nach dem Spektralsatz nur noch, dass fiir jede
reelle symmetrische Matrix A das Polynom y4 (¢) iiber R in Linearfaktoren zerfllt;
dazu schreiben wir zunéchst

n

xa(t) = [Jt—2) mit 4 €C

i=1

nach dem Fundamentalsatz der Algebra. Da jede reelle symmetrische Matrix auch
eine komplexe hermitesche Matrix ist, miissen nach Lemmal6.§]alle ihre Eigenwerte
reell sein, d.h. es ist A1, ..., 4, € R und damit zerfillt 4 (¢) auch in R[¢] komplett in
Linearfaktoren. O
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Wihrend also jede reelle symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar ist,
hat das Korollar b) kein reelles Analogon: Nicht jede orthogonale Matrix ist
orthogonal diagonalisierbar — man denke an Drehungen! In den Fillen, wo der
Spektralsatz anwendbar ist, liefert er aber zugleich einen Algorithmus, um einen
passenden Basiswechsel zu finden:

Algorithmus 7.9 (Spektralzerlegung normaler Matrizen). Sei A € Mat(n x n,K)
gegeben mit

=

AT A =A-AT und pxa(t) = []—2)“

1

fiir paarweise verschiedene A;,...,A; € K. Fiiri = 1,...,k berechne man:
e den Eigenraum U; :=ker(A — A; - 1),
e cine beliebige Orthonormalbasis (vi1,..., Vi) von U; (z.B. mit Gram-Schmidt).

Dann ist
B = (V117~--,V1n17V217~-~aV2n27~--,Vklw-kank)

eine Orthonormalbasis von V = K" bestehend aus Eigenvektoren zu der Matrix A,
und fiir die aus diesen Basisvektoren als Spalten gebildete orthogonale bzw. unitéire
Matrix § gilt

S7IAS = STAS = Diag(A1,.. ., Alsee s Agy ooy M)

Beweis. Nach dem Spektralsatz ist A diagonalisierbar, also ist K" = U; @ --- ® Uy,
die direkte Summe der Eigenrdume. Nach Propositionc) sind diese Eigenrdume
paarweise orthogonal zueinander, sodass die Vereinigung von Orthonormalbasen
der Eigenrdume eine Orthonormalbasis von K" ergibt; vgl. Bemerkung[7.6] a

Beispiel 7.10. Gegeben sei die reelle symmetrische Matrix

A= G ;) € Mat(2 x 2,R).

Nach dem Spektralsatz ist diese diagonalisierbar. Fiir ihr charakteristisches Polynom
berechnet man
aalt) = 2 —4t43 = (1—1)(r—3)

Wir erhalten die Eigenrdume

U, := ker(A—1) =Ruy,
U, := ker(A—31) = Ruy,

aufgespannt von den Eigenvektoren

wom (1) e (),
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die wir hier auch gleich beziiglich des Standardskalarproduktes normiert haben. Wie
erwartet stehen diese beiden Vektoren senkrecht aufeinander, und wir erhalten die
Diagonalform

1
S71AS = S*AS = (é (3)> fiir die Matrix S := 7 (_} }) € SO(2).

Hieraus oder aus dem Hauptminorenkriterium folgt sofort, dass die Matrix A positiv
definit ist. Die Abbildung skizziert die Menge

0 := (veR*|WV-Av = 1}
= {(x,y) eR?| 2> +2xy+2y> =1}

der Vektoren der Norm 1 beziiglich des durch A gegebenen Skalarproduktes.

Ru

Ru

Abb. IX.13 Hauptachsentransformation einer Ellipse

In diesem Beispiel haben wir gesehen, dass die Losungsmenge der quadratischen
Gleichung v - A -v = 1 eine gedrehte Ellipse ist. Wir wollen nun allgemeiner solche
Losungsmengen fiir beliebige symmetrische Matrizen A € Mat(n X n, R) betrachten;
die Symmetrie der Matrizen ist dabei keine echte Einschrinkung, denn fiir jede
Matrix B € Mat(n x n,R) gilt

vieB.v = (V'-B-v)* als Transponierte einer 1 x 1 Matrix

=v'.B'v wegen (X -Y-Z)'=Z".y". x*

und somit v* - B-v =1v'-A v fiir die symmetrische Matrix A = J(B+ Bt).
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Korollar 7.11 (Hauptachsentransformation). Sei A € Mat(n X n,R) symmetrisch
und

Q:={veR'W-Av=c}

fiir ein ¢ € R. Dann gibt es eine Drehung S € SO, (R) und Konstanten Ay, ..., A, € R
mit

S0 = {(xl""’x”)tGR"|llx%+“~+7tnx3:c}_

Beweis. Der Spektralsatz fiir symmetrische reelle Matrizen (Korollar [7.8) liefert
ein S € SO(n) mit S-A-S* = Diag(A,,...,A,). Mit der Substitution x = S - v und der
dazu inversen Substitution v = S~!-x = §*- x wird dann

S Q={SveR" W-Av=c} = xeR"| (')A (S x)=c}
= {xeR"|x*($"-A-S) x=c}
= {xeR"|x"-Diag(A,...,Ay) - x=c}

und es folgt die Behauptung. a

Die Skalare Aj,...,4, € R sind dabei als Eigenwerte von A bis auf Umordnen
eindeutig bestimmt. Die Drehmatrix S muf3 nicht eindeutig sein, wie man fiirA =1
sieht; sie ist nur dann eindeutig, wenn die Eigenwerte paarweise verschieden sind
und eine Numerierung Eigenwerte vorgegeben wird. Die von den Spalten von St
aufgespannten Geraden heilen Hauptachsen von Q. Falls ¢ = 1 und A; > 0 fiir alle i
ist, erhalten wir ein sogenanntes Ellipsoid

(\/fl.xl)2+...+(\/7n.xn)2 _ 1

mit den Achsenabschnitten 1/v/A1,...,1/v/A, wie in der Abbildung [[X.14

Abb. IX.14 Ein Ellipsoid in R3
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In der Hauptachsentransformation kénnen aber durchaus auch Eigenwerte A; <0
auftreten. Im Fall n = 2 gilt fiir ¢ = 1 beispielsweise:

Fiir 11,4, > 0 erhalten wir eine Ellipse.

Fiir A; > 0 > A, erhalten wir eine Hyperbel.

Fiir A; > 0 und A, = 0 erhalten wir zwei parallele affine Geraden.

Fiir 41,4, < 0 erhalten wir die leere Menge.

Die ersten drei Moglichkeiten sind in Abbildung [[X.T3|illustriert.

>

'Xm+2,laz= 1 7(2":2"{:1 x =1

Abb. IX.15 Eine Ellipse, eine Hyperbel und zwei affine Geraden in R?

Fiir die qualitative Unterscheidung der obigen Fille sind die genauen Werte der
Eigenwerte gar nicht wichtig, es geht lediglich um ihre Vorzeichen. Dies fiihrt auf
die folgende Klassifikation symmetrischer Bilinearformen, die wir fiir den reellen
und den komplexen Fall gemeinsam formulieren:

Satz 7.12 (Trigheitssatz von Sylvester). Sei V ein K-Vektorraum von endlicher
Dimension und
() VxV—0K

eine hermitesche Sesquilinearform. Dann besitzt V eine Basis B, in welcher die
Gram-Matrix eine Diagonalmatrix

Gramg(-,-) = Diag(l,...,1,—1,...,—1,0,...,0)
N—— N——

r s t

ist. Dabei sind r,s,t von der gewdhlten Basis unabhdngig. Es gilt

r = max{dimg (U) | U C V Unterraum mit (-,-) positiv definit auf U }

Anzahl der positiven Eigenwerte (mit Vielfachheiten gezihlt)

fiir die Gram-Matrix Gram,y (-, ) zu einer beliebigen Basis </

und analoge Formeln gelten fiir r, wenn “positiv” durch “negativ” ersetzt wird.
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Beweis. Sei A = Gram,(-,-) fiir eine zunichst beliebige Basis «7. Da (-,-) eine
hermitesche Form ist, ist die Gram-Matrix hermitesch, also AT=A.Der Spektralsatz
fiir hermitesche Matrizen (Korollar liefert daher eine orthogonale bzw. unitére
Matris S mit

ST.A-§ =851 A.S = Diag(Ay,...,A),

wobei Ai,...,A, als Eigenwerte einer hermiteschen Matrix nach Lemma reell
sind. Aus dem Transformationsverhalten von Gram-Matrizen unter Basiswechsel
folgt

Gramg (-,-) = Diag(Ay,...,4,)

fiir die Basis € = (ui,...,uy), die aus &/ durch Anwenden des Basiswechsels S
hervorgeht. Nach Umnumerieren der Basisvektoren konnen wir zudem annehmen,
dass fiir geeignete r, s gilt:

e A, >0firi=1,...,r,
o A <O0firi=r+1,...,r+s,
e A =0fiiri>r+s.

Insbesondere ist r genau die Anzahl der positiven und s die Anzahl der negativen

Eigenwerte der urspriinglich gegebenen Gram-Matrix. Die Basis & = (v1,...,v,)
mit
ﬁ v firi <r+s,
Vi = '
l Vi firi>r—+s
erfiillt Gramg(-,-) = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0) wie gewiinscht. Zu zeigen

bleiben nur noch die Formeln

r = max{dimg (U) | U C V Unterraum mit (-,-) positiv definit auf U },

s = max{dimg(U) | U C V Unterraum mit (-, -) negativ definit auf U },

denn aus diesen folgt insbesondere, dass r und s nicht von der zu Beginn gewihlten
Basis &7 abhingen. Wir beweisen im Folgenden die Formel fiir , die Formel fiir s
zeigt man analog. Per Konstruktion ist die hermitesche Form auf den Unterrdumen

Usp = Kvi@---®Kv,
Usy = Kvy1®--- 3Ky,

positiv definit bzw. negativ semidefinit. Sei nun umgekehrt U C V ein beliebiger
Unterraum, auf dem die hermitesche Form positiv definit ist. Wir miissen zeigen,
dass dann dimg (U) > r ist. Zunéchst gilt

UNU<y = {0},

denn auf einem von Null verschiedenen Vektorraum kann keine hermitesche Form
zugleich positiv definit und negativ semidefinit sein. Also ist U +U<o C V eine



7 Der Spektralsatz 333
direkte Summe. Es folgt
n= dimK(V) > dim]K(UEBUgo) = dimK(U) +dimg (U<p) = dimg(U)+ (n— r),

also dimg (U) < r wie gewiinscht. Die Formel fiir s folgt analog. ad

Definition 7.13. In der Situation von Satz bezeichnen wir das Tripel (r,s,7) als
den Trdgheitsindex oder die Signatur der hermiteschen Form. Falls = 0 ist, sagen
wir auch, die hermitesche Form sei nichtausgeartet; dies ist der Fall genau dann,
wenn ihre Gram-Matrix zu einer beliebigen Basis invertierbar ist. In diesem Fall
bezeichnen wir auch das Paar (r,s) als die Signatur der hermiteschen Form.

Der Vollstindigkeit halber formulieren wir den Satz von Sylvester auch noch in
einer Matrixversion:

Korollar 7.14. Sei A € Mat(n x n,K) mit AT = A. Dann gibt es eine Matrix S €
Gl (K) mit
S".A-S = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
—— Rt,_/
r N

Dabei ist

r = Anzahl der Eigenwerte A > 0 von A (mit Vielfachheiten gezihlt),

s = Anzahl der Eigenwerte A < 0 von A (mit Vielfachheiten gezihlt),

und t = dimg ker(A). Wir nennen sgn(A) := (r,s,t) die Signatur der Matrix A.
Beweis. Satz fiir V = K" mit der hermiteschen Form (v,w) — v*-A - w. O

Man beachte, dass die Matrix S im Allg. nicht orthogonal bzw. unitidr gewéihlt
werden kann: Thre Spalten bilden die im Satz von Sylvester konstruierte Basis und
stehen senkrecht aufeinander beziiglich der durch A definierten hermiteschen Form,
aber nicht beziiglich des Standardskalarproduktes! Insbesondere sind in der Regel
die Matrizen S*-A-S und A nicht dhnlich zueinander und besitzen verschiedene
Eigenwerte. Der Satz von Sylvester besagt, dass das Vorzeichen der Eigenwerte
sich jedoch unter dem Ubergang A +— ST - A - S“triige” verhiilt, also nicht zndert.

An der Signatur einer hermiteschen Matrix konnen wir direkt ablesen, ob diese
definit bzw. semidefinit ist. Wir erhalten:

Korollar 7.15. Sei A € Mat(n x n,K) mit A" = A, und es bezeichne .7 (A) C R die
Menge ihrer Eigenwerte. Dann gilt:

A positiv definit < (A) CRs9 <= sgn(A) = (n,0,0)

A negativ definit «— (A) CR,o <= sgn(A) =(0,n,0)
A positiv semidefinit <= .(A) CR>9 <= sgn(A) = (n—1,0,1)
A negativ semidefinit <= .(A) CR<y <= sgn(A) = (0,n—1t,1)
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Beweis. Sei S € Gl,,(K) mit
S".A.S = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).

Die Diagonaleintrige haben nach dem Trigheitssatz die gleichen Vorzeichen wie die
Eigenwerte von A. Nach der Transformationsformel fiir Sesquilinearformen unter
Basiswechsel beschreibt die Matrix ST -A - S dieselbe Sesquilinearform wie A, nur
in einer anderen Basis. Also ist A positiv definit genau dann, wenn ST-A-S esist,
und analog fiir die anderen Definitheitseigenschaften. a

Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir eine Anwendung des Spektralsatzes fiir
nicht notwendig quadratische Matrizen betrachten:

Satz 7.16 (Singulirwertzerlegung). Seien m,n € N. Fiir jedes A € Mat(m x n,K)
gibt es
a) positive reelle Zahlen Ay, ..., A, > 0,

b) orthogonale bzw. unitidre Matrizen

S e {2% und T € {3% imFall K = {E

sodass gilt:
vy

A = S-D-T firdie Diagonalmatrix D = € Mat(m x n,K).

Dabei ist r = tk(A). Die Zahlen Ai,..., A, sind bis auf die Reihenfolge eindeutig
bestimmt und werden als die Singuldrwerte der Matrix A bezeichnet.

Die obige Zerlegung ist natiirlich auch im Fall m = n von Interesse. Fir K =R
und m = n = 2 besagt sie anschaulich, dass man jeden Endomorphismus der reellen
Ebene zerlegen kann in eine Drehung, eine Reskalierung der Koordinatenachsen
und eine anschlieende erneute Drehung; sieche Abbildung

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit, da dieser uns zugleich
eine Idee fiir den Existenzbeweis liefern wird. Wenn eine solche Zerlegung existiert,
ist offenbar r = rk(D) = 1k(A). Um die Eindeutigkeit der Singuldrwerte A, ..., A,
zu zeigen, beachte man, dass es sich hierbei um positive reelle Zahlen handelt; es
geniigt daher, die Eindeutigkeit ihrer Quadrate 7L]2, ..., A? zu zeigen. Diese Quadrate
sind aber genau die von Null verschiedenen Eigenwerte der Diagonalmatrix

DD =DF.s".8.D



7 Der Spektralsatz 335

und diese stimmen {iberein mit den von Null verschiedenen Eigenwerten der hierzu
dhnlichen Matrix

7'.D".D-T = T1".D".§".5.D-T = (SDT)"-(SDT) = AT-A.

Da die Matrix auf der rechten Seite nicht von der Singuldarwertzerlegung, sondern
nur von der gegebenen Matrix A abhingt, gilt dasselbe auch fiir ihre Eigenwerte.

Zu zeigen bleibt die Existenz der Singuldrwertzerlegung. Dazu lesen wir das
obige Argument riickwirts und betrachten zunéchst die Matrix B := A" - A. Diese ist
hermitesch wegen

B =(A"T-A)T=AT. (4" =A".A=B.

Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische bzw. hermitesche Matrizen (Korollar[7.8))
existiert somit eine orthogonale bzw. unitdre Matrix 7' mit

T-B-T'" =Diag(dy,...,d,) fiir geeignete d,...,d, € K.

Da die Matrix B hermitesch ist, sind ihre Eigenwerte d; reell nach Lemma[6.8] Nach
Korollar [7.15]ist zudem d; > 0, denn B ist positiv semidefinit wegen

V-Bv=7-ATAv = (A" (A4) = |JAv|? > 0 firalle v € V.

Durch Umnumerieren diirfen wir dy,...,d, > 0 und d; = O fiir alle i > r annehmen.
Wir setzen A; := +/d; fiiri = 1,...,r und versuchen es mit der Diagonalmatrix
M
D = € Mat(m x n,K).

Per Konstruktion ist dann D" -D =T -B-TT =T -AT-A-TT = (AT")"- (ATT). Fiir
die Spaltenvektoren
vii=A-T' ¢

gilt somit

t
Vi

~ A% fallsi= jist
Vi =
! 0 fallsi joderi=j>rist.

Wenn wir u; := li_lv,- fiir i < r setzen, folgt

e Esistv,yj=---=v,=0.
e Die Vektoren uy,...,u, mitu; := li_l -v; bilden ein Orthonormalsystem.
Wir erginzen dieses Orthonormalsystem zu einer Orthonormalbasis (u,...,un)

und erhalten
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| | | R
AT =|vivvu]l = [ Mug - 2w, 0---0] =58-D

fiir die Matrix

S:i= [ur - uy | € Mat(mxm,K).

Die Matrix § ist orthogonal bzw. unitér, da ihre Spalten ein Orthonormalsystem
bilden, und aus der Identitit A- 7% = S- D folgt A = SDTT wie gewiinscht. a

SL TT

Abb. IX.16 Singuldrwertzerlegung einer Scherung A in der Ebene

Bemerkung 7.17. Die Singuldrwertzerlegung liefert eine praktische Methode, um
Matrizen von kleinem Rang effizient zu speichern: Um das Produkt S-D- T zu
berechnen, miissen wir nur

e die ersten r Spalten von S € Mat(m x m,K),
e die ersten r Zeilen von T € Mat(n x n,K), und
e die Singuldrwerte A,...,A, € Ryg

kennen, insgesamt also

mr+r+rm =r-(m+n+1)
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reelle Zahlen. Fiir Matrizen vom Rang r <« min{m,n} sind das deutlich weniger
als die m - n Eintrdge der Matrix A. Solche Matrizen lassen sich also mithilfe ihrer
Singuldarwertzerlegung verlustfrei in sehr kompakter Form speichern!

Fiir Matrizen von groem Rang ist diese Idee zur verlustfreien Speicherung nicht
geeignet. Es wird jedoch fiir die verlustbehaftete Komprimierung verwendet: Dazu
ordnet man die Singulérwerte einer Matix A = SDT vom Rang rk(A) = r der GroBe
nach als

}\,1 > > )vr

an. Wenn ein s < r existiert, sodass die ersten s Singulidrwerte deutlich grofer als
die iibrigen sind, dann wird die gegebene Matrix A sehr gut durch die Matrix

M

A =SD'T mit D' = .7L

vom Rang rk(A’) = s < r approximiert. Man lésst also kleine Singuldrwerte ein-
fach weg und kommt auf diese Weise mit nur s- (m+n+ 1) < m - n reellen Zahlen
aus. Dieses Verfahren wird beispielsweise zur Bildkompression benutzt, wobei jeder
Matrixeintrag die Farbwerte eines Pixels speichert.






Kapitel X
Affine und projektive Geometrie

Zusammenfassung In diesem Kapitel wird ein kleiner Ausblick in die affine und
die projektive Geometrie gegeben. Ein affiner Raum ist die abstrakte Inkarnation der
affinen Unterrdume, die wir bereits kennen: Er sieht wie ein Vektorraum aus, aber
ohne einen ausgezeichneten Nullvektor. Viele Konstruktionen interessieren uns nur
bis auf ein Reskalieren von Vektoren; dies fiihrt auf den projektiven Raum aller
Geraden in einem gegebenen Vektorraum. Wir werden sehen, dass sich viele un-
serer bisherigen Begriffe auf affine und projektive Rdume ausdehnen, wobei der
projektive Fall oft einfacher ist: Beispielsweise schneiden sich je zwei verschiedene
projektive Geraden in genau einem Punkt.

1 Affine Riume

Wir haben den Vektorraum R? anschaulich mit der reellen Ebene identifiziert, wobei
wir die Koordinatenachsen in Richung der Kanten des Zeichenpapieres ausgerichtet
haben. Aber wo liegt der Ursprung unseres gewéhlten Koordinatensystems, also der
Nullvektor? Jeder Punkt des Papiers konnte mit gleichem Recht als Ursprung eines
linearen Koordinatensystems dienen. Eigentlich kdnnen wir ohne die Wahl eines
Nullvektors nur sagen, was es bedeutet, einen Punkt der Zeichenebene um einen
Vektor in R? zu verschieben, d.h. wir haben eine Operation von (R2,+) auf der
Zeichenebene:

Definition 1.1. Eine Operation einer Gruppe (G, o) auf einer Menge M ist eine Ab-
bildung
GxXM — M,(g.m) — g-m

sodass gilt:

a) Es ist e-m = m fiir das neutrale Element e € Gund alle m € M .

b) Esist (g1 0g2)-m=g10(g2-m) fir alle g1,g2 € Gund m € M.

339
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Beispiel 1.2. Es gilt:

a) Fiir n € N operiert die symmetrische Gruppe G = &,, auf M = {1,...,n} durch
Permutationen:

G, x{l,...,n} — {1,...,n}, (0,i) = o(i).

b) Fiir jeden Vektorraum V iiber einem Korper K operiert G = Autg (V') auf V durch
lineare Transformationen:

Autg(V)xV — V,  (f,v) = f(v).

¢) Jede Gruppe (G, o) operiert auf sich selbst durch Multiplikation von links, die
sogenannte Linkstranslation:

GxG — G, (g,h) — goh.

In ¢) tritt G in zwei verschiedenen Rollen auf: Einerseits als Gruppe und andererseits
als Menge. In der Menge M = G spielt das neutrale Element keine ausgezeichnete
Rolle mehr — so wie die Zeichenebene keinen ausgezeichneten Ursprung besitzt.

Definition 1.3. Sei G x M — M eine Gruppenoperation.
a) Fiir m € M heifit die Menge G-m := {g-m | g € G} der Orbit von m.

b) Die Operation heiflt transitiv, wenn M aus einem einzigen Orbit besteht, wenn es
also ein m € M gibt, sodass die Abbildung ¢,, : G — M, g —> g - m surjektiv ist.

c¢) Die Operation heif3t frei, wenn @, injektiv ist fiir jedes m € M.

Wir haben fiir die Transitivitit nur gefordert, dass es mindestens ein m € M gibt,
sodass die Abbildung

On: G— M, g—g-m
surjektiv ist. Tatsdchlich gilt in diesem Fall aber mehr:

Lemma 1.4. Sei G x M — M eine transitive Gruppenoperation. Dann gilt:
a) Die Abbildung @, ist surjektiv fiir alle m € M.

b) Wenn @y, fiir ein m € M injektiv ist, dann fiir alle m € M.

Beweis. Wenn die Operation transitiv ist, gibt es ein mo € M mit M = G - mg. Jedes
andere m € M hat dann die Form m = h - my fiir geeignetes Element 7 € G. Somit
folgt

Gm={gm|geG} ={g (h-m)|g€G} ={(g-h)my|geG} =G my=M,

da mit g auch g - & alle Elemente der Gruppe G durchliuft. Also ist ¢, surjektiv fiir
alle m € M. Die Behauptung tiber die Injektivitit folgt analog. a
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Man beachte, dass die Aussage b) im Allgemeinen nur fiir transitive Operationen
richtig ist, wie das zweite der folgenden Beispiele zeigt.
Beispiel 1.5. Es gilt:
a) Die Gruppe &, operiert transitiv auf {1,...,n}, aber fiir n > 3 nicht frei.

b) Die Gruppe G = Autg (V) operiert fiir V # {0} nicht transitiv auf V, denn es gibt
genau zwei Orbiten
K"\ {0} und {0}.

Sie operiert auch nicht frei, denn offensichtlich ist ¢y : G — {0} nicht injektiv;
im Fall dimg (V') = 1 ist aber @, injektiv fiir alle v # 0.

¢) Jede Gruppe G operiert frei und transitiv auf M = G per Linkstranslation.

Im Folgenden sei K ein Korper. Uns interessiert ein Spezialfall von c), die abstrakte
Inkarnation der Losungsmengen inhomogener linearer Gleichungssysteme:

Definition 1.6. Ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V ist eine Menge A mit
einer freien transitiven Operation

+: (V) xA — A, (v,p) = ptv.
Wir definieren die Dimension von A durch dimg (A) := dimg (V).

Beispiel 1.7. Sei V ein K-Vektorraum.

a) Die Menge A(V) := V mit der Operation von (V,+) durch Translation bildet
einen affinen Raum, dieser entsteht aus dem Vektorraum durch Vergessen der
Position des Nullvektors. Im Fall V = K" bezeichnen wir diesen affinen Raum
mit

A"(K) := A(K").

b) Sei f: V — W ein Homomorphismus von K-Vektorriumen. Fiir festes w € Im( f)

ist dann die Faser

A := f~'(w) einaffiner Raum iiber U := ker(f).

Die Losungsmengen inhomogener linearer Gleichungssysteme sind also, wenn
sie nicht leer sind, affine Rdume iiber dem Losungsraum des zugehorigen homo-
genen Systems. Sie lassen sich schreiben als

A=v+U = {v+ueV|ueclU}

fiir U = ker(f) und eine beliebige Lésung v € f~! (w) des inhomogenen Systems;
wir hatten solche Losungsmengen inhomogener Systeme frither auch als affine
Unterraume von V bezeichnet, siche Abbildung [X1] Die Definition [T.6] kommt
im Gegensatz dazu ohne einen umgebenden Vektorraum aus.
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v+ U

Abb. X.1 Ein affiner Unterraum eines Vektorraumes

Definition 1.8. Sei A ein affiner Raum iiber dem Vektorraum V. Fiir p € A ist dann
die Abbildung
V — A, v phv

bijektiv. Fiir jedes g € A existiert also genau ein Vektor v € V mit g = p+v. Wir
bezeichnen diesen Vektor suggestiv mit v = ﬁ und erhalten auf diese Weise eine
Abbildung

AxA —V, (pq)— pg

Hierbei gelten die offensichtlichen Rechenregeln:

Lemma 1.9. Sei A ein affiner Raum iiber V und vyw € V sowie p,q,r € A. Dann

gilt
B - -7
py+qt = pt
—_—
pivgiw = phtw—v
Beweis. Ubungsaufgabe — folgt direkt aus den Definitionen. a

Wir haben oben an den Begriff eines affinen Unterraumes in einem Vektorraum
erinnert. Allgemeiner kann man auch affine Unterrdume in einem affinen Raum
betrachten. Diese lassen sich wie folgt definieren:
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Definition 1.10. Sei A ein affiner Raum iiber V. Wir nennen eine Teilmenge B C A
einen affinen Unterraum von A, wenn

B = p+U = {ptucAjucU}
fiir einen Punkt p € A und einen Untervektorraum U C V ist. Dabei gilt:
Lemma 1.11. Jeder affine Unterraum
B:=p+U C A

ist selber ein affiner Raum iiber dem Vektorraum U. Dabei ist der Unterraum U CV
eindeutig bestimmt durch

U = {gFeV|qreB},
und der Fufipunkt p € B ist eindeutig bestimmt modulo U in dem Sinn, dass gilt:
ptU = qg+tU <= p—qeU.

Beweis. Per Definition ist jeder affine Unterraum B = p+U C A stabil unter der
Operation der Untergruppe (U, +) C (V,+), denn fiir beliebige Vektoren u;,up € U
und b = p+u; € B gilt

btuy = (pu))Fuy = pH(ur +up) € B,

da U CV abgeschlossen unter der Addition ist. Wir erhalten somit ein kommutatives
Diagramm

Ux{p} — B

Vx{p} bijekiy

wobei die horizontale Abbildung in der oberen Zeile per Definition von B = p+U
surjektiv ist; die Injektivitit der iibrigen Abbildungen zeigt, dass sie auch injektiv
ist. Somit ist die Gruppenoperation (U,+) x B — B transitiv und frei, d.h. B ist
ein affiner Raum iiber U. Die iibrigen Aussagen folgen ebenfalls direkt aus den
Definitionen. a

Beim Ubergang von Vektorriumen zu affinen Riumen sollte man beachten, dass
in affinen Rdumen die Summe von Punkten und skalare Vielfache eines Punktes
nicht erkldrt sind. Es gibt jedoch ein wohldefiniertes Pendant zum Begriff einer
Linearkombination, dabei betrachten wir nur solche Linearkombinationen, deren
Koeffizienten die Summe 1 besitzen (Abbildung [X.2):
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Definition 1.12. Sei A ein affiner Raum iiber V und seien Punkte po,...,p, € A
gegeben. Unter einer affinen Kombination dieser Punkte verstehen wir einen Punkt
von der Form

n
Aopo+---+Aapn = q+ Y Ai-qpi € A
i=0

fiir A, ..., A, € Kmit A9+ ---+ A, = 1 und einen Hilfspunkt g € A. Der Hilfspunkt
wird dabei in der Notation nicht erwihnt, denn aufgrund der an die Koeffizienten
gestellten Bedingung spielt er keine Rolle: Sei r € A ein anderer Hilfspunkt, dann
ist

r+ i%‘"ﬁ
i=0

r+ Y A (74 +aqph)
i=0

r+ Y Aierg+ Y Aiqp
i=0 i=0

= (rrg) + Y Ai-qp;
i=0

q—FZ?Lrﬁ
i=0

(1,.

Abb. X.2 Die affine Hiille von Punkten im R3
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Definition 1.13. Sei A ein affiner Raum. Die affine Hiille einer Teilmenge S C A ist
die Menge

<S>aff = {lopo—k---—&—l,,p,,|p,~€S,7L,-6Kund)h—|—~--+7tn:1}

aller affinen Kombinationen von je endlich vielen Punkten aus S. Fiir pg,...,p, € A
schreiben wir kurz

(Pos-eos o)y = ({P0s- - Pn}) yr
Wie im Fall von Vektorrdumen gilt:

Lemma 1.14. Sei A ein affiner Raum iiber V- und S C A nicht leer. Dann ist die
affine Hiille
<S>aff < A

ein affiner Unterraum, und zwar der kleinste, welcher die Teilmenge S enthdilt.

Beweis. Sei g € S beliebig. Per Definition lisst sich jeder Punkt a € (S) ¢ schreiben
als

n
a=qg+ Z?Ll--q—ﬁ mitdg+---+ A4, = 1.
i=0

fiir geeignete py,...,p, € Sund n € Ny. Wegen g € S diirfen wir pg = g annehmen,
in diesem Fall ist aber
Py = 44 = 0

der Nullvektor in V und somit hat der Koeffizient Ay € K gar keinen EinfluB auf die
affine Kombination. Wir kénnen daher in der obigen Summe zunichst A4, ..., 4, € K
vollig beliebig wihlen und dann formal A9 = 1 —A; —--- — A, setzen. Die affine
Hiille hat also die Form

<S>aff = g+U fiir den Untervektorraum U := <q? | p €S> cv

und ist somit ein affiner Unterraum von A. Analog sieht man, dass jeder andere
affine Unterraum, welcher die Menge S enthilt, auch ihre affine Hiille enthalten
muf. a

Wie im Fall von Vektorrdaumen kann man auch im Fall von affinen Rdumen nach
einem minimalen Erzeugendensystem fragen. Es gilt:

Lemma 1.15. Sei A ein affiner Raum iiber V. Fiir po, ..., p, € A undv; := pop; sind
dquivalent:

a) EsistV = (vi,...,vy).
b) Es ist A = (po,...,Dn)aff-

Beweis. Wie im vorigen Beweis sieht man (po, ..., Pp)att = Po+{Vi,.-.,vu). O
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Definition 1.16. Sei A ein affiner Raum iiber V. Wir sagen, dass py, ..., p, € A eine
affine Basis bilden, wenn gilt:

a) Esist A = (po, ..., pn)asr, und
b) Esist A # (qo, - . ., qm)ar fiir alle m < nund qo,...,q, € A.

Nach dem vorigen Lemma bildet also ein System von Punkten py,...,p, € A eine
affine Basis genau dann, wenn die Vektoren v; := M € V eine Vektorraumbasis
des Vektorraumes V bilden. Insbesondere gilt in diesem Fall also n = dim(A). Man
beachte aber, dass wir im Fall affiner Basen die Numerierung mit dem Index i = 0
begonnen haben! Wir halten fest:

e Eine Vektorraumbasis von V besteht aus dimg (V) Vektoren.

e Eine affine Basis von A besteht aus dimg (A) + 1 Punkten.
Auch im affinen Fall konnen wir Basen als Koordinatensysteme verstehen:

Korollar 1.17. Sei A ein affiner Raum iiber V und sei py,...,p, € A eine affine
Basis davon. Dann besitzt jeder Punkt p € A eine eindeutige Darstellung als affine
Kombination

p = Aopot-+Ap, mit Ao+---+24, = 1.
Wir bezeichnen (A, ..., A,) als die baryzentrischen Koordinaten des Punktes p € A.

Beweis. Nach dem Beweis des vorigen Lemmas ldsst sich jedes p € A schreiben in
der Form

n
p=rpot Y Aipopi = (1=A—-—=2n)-pot+rapi+--+Aupn
i=1

dabei sind die Skalare A4, ...,A, € K als Koeffizienten der Basisvektoren v; = pop;
in der Darstellung des Vektors lﬁ € V eindeutig bestimmt. a

Das Baryzentrum oder der Schwerpunkt der Punkte py,. .., p, ist gegeben durch
den Punkt

1
P

mit den baryzentrischen Koordinaten Fll -(1,...,1), siche Abbildung

p:

Definition 1.18. Sei A; ein affiner Raum iiber einem Vektorraum V; fiir i = 1,2. Eine
Abbildung
f : A[ — AQ

heifit eine affine Abbildung, falls

f(AOPO‘i’""")LnPn) = Xof(po)+-+Auf(pn)

fiir alle Punkte p; € Aj und alle A; € K mit Ag+---+ A, = 1 ist.
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P2

a
Slporpa) %.(‘7,.1‘ [79)

.p

po F

i (pot P )
Abb. X.3 Der Schwerpunkt eines Dreiecks hat die baryzentrischen Koordinaten (1/3,1/3,1/3)

Wir konnen affine Abbildungen auch durch gewohnliche lineare Abbildungen
ausdriicken, wenn wir zunéchst FuBpunkte x; € V; beliebig wihlen:

Proposition 1.19. Eine Abbildung [ : Ay — A, ist affin genau dann, wenn die
durch das Diagramm

V] — V] X{xl} % A]

| b

Vz — V2><{x2} % Az

definierte Abbildung g die Form
g Vi — Vo, g(v) = h(v)+c
fiir eine lineare Abbildung h € Homg (V1,V2) und eine Konstante ¢ = g(0) € V, hat.

Beweis. Sei f affin. Wir wollen zeigen, dass h(v) := f(x;+v) — f(x;) linear von v
abhéngt: Seien v,w € V] und o € K gegeben. Durch geeignetes Zerlegen erhalten
wir

h(v+aw) = flx+v+aw))—f(x)

S (ndv) + o (xw) + (—a) - x1)) = fx1)
L flxrdv) + o flatw) +(—a) - f(x1) = f(x)
(fr+v) = flx)) + o (frdw) = f(x1))

= h(v)+a-h(w)

und somit ist /2 linear wie gewiinscht. Die Umkehrung folgt analog. O
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Korollar 1.20. Wenn py, ..., p, € A eine affine Basis bilden, gibt es fiir beliebige
Punkte qq, ...,qn € Ay eine affine Abbildung

f+ A — Ay mit f(pi)=q; fir i=0,...,n.

Beweis. Man wende die vorige Proposition mit pg := x| und gg := x, an. O

Im Gegensatz zu Geraden in der Ebene miissen sich zwei verschiedene affine
Geraden in der affinen Ebene nicht schneiden, sie konnen auch parallel zueinander
verlaufen. Wir werden dies spéter durch Ubergang zu projektiven Riumen beheben.
Allgemein gilt:

Lemma 1.21. Sei A ein affiner Raum iiber V und seien A; = U;+a; C A zwei affine
Unterrdume. Dann gilt:

a) Es ist A N Ay # & genau dann, wenn fiir alle p; € A; gilt: p» — py € Uy + Us.
b) Ist dies der Fall, dann ist Ay N A, C A ein affiner Unterraum iiber U = U} NUs.

Beweis. Falls AjNA; # & ist, wihle man a € A} N A, beliebig. Dann ist
Al=Uj+a und A,=U,+a
und somit hat jedes a; € A; die Form a; = u; + a fiir ein u; € U;. Dann ist

ANAy ={w+alueUn{up+aluy €U} wegen A; =U;+a
= {utaluclUnly} da V auf A treu operiert,

also A; N A, ein affiner Raum iiber Uy NU,. Dann ist zudem fiir alle p; = u; +a € A;
die Bedingung

p2—p1 = (ur+a)—(wr+a) = uy—uy € U +1y,

erfiillt. Gilt umgekehrt diese Bedingung, dann wihle man a; € A, beliebig. Es gibt
dann u; € U; mit ap —a; = uy —up. Damit ist u; +a; = up +ap € Aj N A, und somit
folgt AjNA,; # @. O

Die Dimension des Schnitts lidsst sich wie im Fall von Vektorriaume durch eine
Dimensionsformel berechnen, dabei treten allerdings zwei Fille auf:

Proposition 1.22. In der Situation des vorigen Lemmas sei B = (A U Ay) o5, dann
gilt

dimK(Al mAz) fir AjNA; # 2,

dimg (A1) 4 dimg (Az) —dimg (B) = {dimK(Ul AU -1 firAyNAy = 2

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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2 Projektive Rdume
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