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Kapitel 1

Einleitung

Diese Vorlesung handelt vom Zufall, genauer, von der Mathematik des Zufalls.
Mit dem Zufall haben wir téglich zu tun. Wir sagen, ein Ereignis hénge vom
Zufall ab und sprechen von einem zufdilligen FEreignis, wenn es nicht gewiss
ist, ob dieses Ereignis eintritt oder nicht. Eine Grofle, deren Wert nicht genau
vorhergesagt werden kann, bezeichnen wir als eine zufdillige Gréffe oder Zu-
fallsgrofe.

So wird zum Beispiel die zeitliche Dauer des Weges von zu Hause zur Uni-
versitit vom Zufall beeinflusst. Der finanzielle Schaden, den ein PKW-Unfall
verursacht, héngt vom Zufall ab, Messungen physikalischer Groflen werden
vom Zufall beeintrachtigt.

Bedeutende Groflen zufilliger Natur sind weiterhin z.B. die Lebenszeit von
Menschen, das Geschlecht Neugeborener, Niederschlagsmengen eines Monats,
aber auch Kurse am Aktienmarkt und das Ergebnis von Fufiballspielen.

Zufall in reiner Form findet man bei Gliicksspielen. Die Augenzahl beim Wer-
fen eines Wiirfels, die Zahl, bei der die Roulettekugel nach dem Ausrollen
liegen bleibt, das Skatblatt, das man nach dem Austeilen erhalten hat, sind
rein zuféllig. Hier ist der Zufall erwiinscht.

Der Einfluss des Zufalls wird allerdings haufig als unangenehm und storend
empfunden. Er verursacht Risiken, also die Gefahr, dass Schiden entstehen.
Wir versuchen ihn deshalb zuriickzudrdngen, moglichst auszuschlieen. Das
Ergebnis einer Klausur oder Priifung wollen wir méglichst nicht vom Zufall in
negativer Hinsicht beeinflusst wissen, also bereiten wir uns méglichst gut vor
(ein Restrisiko bleibt natiirlich: Aufgaben, die wir nicht 16sen koénnen, nervli-
che Anspannung usw.) Unfillen, die hdufig durch ”Verkettung ungliicklicher

3



4 Uwe Kiichler

Umsténde” entstehen, beugt man durch technische Uberwachung, Schulungen
USwW. vor.

Vollig unterdriicken lésst sich der schédliche Zufall meist nicht oder nur mit
extrem groffem Aufwand. Wenn man ihn aber schon nicht eliminieren kann,
so mochte man die durch ihn verursachten Risiken aber einschéitzen, um vor-
bereitet zu sein. Ein Mittel dafiir ist die Stochastik, die Mathematik des Zufalls.

Der Zufall macht zukiinftige Ereignisse ungewiss. Er schafft Risiken, aber auch
Chancen. Die Stochastik stellt mathematische Verfahren zur Verfiigung, mit
deren Hilfe man zufillige Erscheinungen, Chancen und Risiken, rechnerisch
bewerten kann. Sie gliedert sich in Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathema-
tische Statistik.

Unter der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses verstehen wir, kurz gesagt, den
Grad der Geunssheit seines Fintretens. Sie kann Werte zwischen Null und
Eins annehmen. Dabei ordnet man Ereignissen, die praktisch nicht eintreten
konnen, den Wert Null zu, Ereignissen, die mit Sicherheit eintreten, den Wert
Eins. Am meisten unbestimmt ist das Eintreten von Ereignissen mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/2.

Mit dem Zufall haben die Menschen seit jeher zu tun. Wetter, Krankheit,
Nahrungssuche, Tod waren fundamentale Gréfen, von denen die Menschen
abhingen und die durch Zufall gepréigt waren. Es gab vielfiltige Versuche, hier
dem Zufall auf die Spur zu kommen, seine Herrschaft einzudémmen bzw. sein
Wirken aufzuklédren. Die ersten mathematischen Anséatze haben ihre Urspriinge
in Problemen, die sich bei der Organisation von Versicherungsgesellschaften
(z.B. Berechnung von Versicherungspréamien ) ergaben und solchen, die bei
der Beurteilung von Fragen von Gliicksspielen entstanden.

Im Laufe der Zeit hat die Bedeutung des richtigen Umganges mit dem Zufall,
insbesondere seine angemessene quantitative Beschreibung, noch zugenommen.
In modernen technischen Produkten wie Flugzeugen, Schiffen, Eisenbahnen
sind auflerordentlich viele Einzelteile vereint und miissen fiir einen reibungslo-
sen Ablauf zuverlassig funktionieren. Kleine zufallige Storungen kénnen Unfille
mit grofften Sach- und Personenschidden verursachen. Ohne eine genaue mathe-
matische Analyse aller auftretenden Risiken wire der Betrieb solcher techni-
sche Produkte nicht mehr denkbar, Ungliicke wiirden wesentlich 6fter auftre-
ten. Aber auch fiir das Verstandnis vieler Naturvorgdnge kommt man heute
nicht mehr ohne Einbeziehung des Zufalls aus.
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Denken wir an die Evolution im Pflanzen- und Tierreich, die man auf zuféllige
Mutationen mit anschlieSender natiirlicher Auslese zuriickfiithrt, oder an die
Begriffswelt der Quantenphysik, wo man den Ort eines Teilchens nicht mehr
exakt bestimmen kann und als Wahrscheinlichkeitsverteilung modelliert.
Zufall, Chance und Risiko sind Begriffe, die im Gegensatz zu vielen physika-
lischen Groflen wie Temperatur, Lange, Gewicht nicht sinnlich wahrnehmbar
sind. Fiir viele Menschen haben sie heute noch etwas Unheimliches, Mystisches
und auch Reizvolles an sich. Die Abhéngigkeit vom Zufall weckt Hoffnung und
Angst. Die Menschen spielen Lotto bzw. tragen ein Maskottchen. Das muss
nicht schlimm sein. Problematisch ist es erst, wenn man Risiken und Chancen,
auch fiir das personliche Leben, nicht richtig abschétzt und damit eventuell
Gefahren fiir Hab und Gut oder gar die Gesundheit und das Leben eingeht.

Was ist nun eigentlich Zufall? Diese alte und schwierige Frage gehort zur Phi-
losophie und soll hier nicht behandelt werden.

Die Vorlesung soll die Horer mit einigen grundlegenden Begriffen der Stocha-
stik bekannt machen, typische Denk- und Schlussweisen vorstellen und einige
wichtige GesetzméBigkeiten des Zufalls nahebringen.

Das Wissen um den Zufall, die damit verbundenen Begriffe und Methoden des
Umganges mit dem Zufall ist heute Allgemeingut aller Wissenschaftszweige
und gehort auch um notwendigen Alltagswissen. Vielen Menschen ist das ge-
nauere Wissen um den Zufall jedoch noch fremd.

Das vorliegende Skript entstand auf der Grundlage von Vorlesungen iiber Ele-
mente der Stochastik, die ich in Abstdnden von Jahren mehrfach fiir Studieren-
de der Mathematik gehalten habe. Dennoch ist die schriftliche Ausarbeitung
eines Skriptes immer auch eine aufwindige Arbeit. Ich danke unserer Insti-
tutssekretéirin Frau S. Bergmann fiir die umfangreiche Arbeit am Skript und
die unendliche Geduld gegeniiber meinen zahlreichen Anderungswiinschen.

Dieses Skript enthélt sicher noch eine Reihe von Fehlern, insbesondere Druck-
fehler, aber auch andere Unzulénglichkeiten. Dafiir bin ich allein verantwort-
lich. Ich bitte die Hoérer der Vorlesung und andere Leser um Nachsicht und bin
sehr dankbar fiir kritische und helfende Hinweise.

Vieles wird in der Vorlesung vorkommen, zum Beispiel Bilder, Graphiken, in-
teressante Beispiele und Anwendungen, das im Skript noch nicht Platz ge-
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funden hat. Andererseits werden in der Vorlesung manche Ausfithrungen des
Skriptes nur gestreift werden, zum Beispiel gewisse Elemente der Maf- und
Integrationstheorie. Sie wurden teilweise nur aufgenommen, um eine gewisse
Geschlossenheit der Darstellung und eine Festlegung der Terminologie zu er-
reichen.

An der Lehrveranstaltung Stochastik I werden mehrere erfahrene wissenschaft-
liche Mitarbeiter und Studierende hoherer Semester als Ubungsleiter und Kor-
rektoren der schriftlich anzufertigenden Ubungen beteiligt sein. Wir sind ge-
spannt, freuen uns auf die Arbeit mit den Studierenden im Sommersemester
2006 und wiinschen uns allen viel Erfolg!

Uwe Kiichler

Berlin, 13. April 2006
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Kapitel 2

Zufillige Versuche und zufillige
Ereignisse

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst anschaulich die grundlegenden Begriffe
des zufélligen Versuchs und des zufélligen Ereignisses ein und stellen danach
eine Verbindung zur Mengenlehre her. Damit wird die Grundlage einer ma-
thematischen Theorie des Zufalls, der Wahrscheinlichkeitstheorie gelegt. Wir
erfahren, dass die mit einem zufilligen Versuch verbundenen zufélligen Ereig-
nisse eine o-Algebra bilden.

2.1 Zufillige Versuche

Unter einem zufilligen Versuch versteht man einen Versuch (im weitesten Sin-
ne des Wortes), dessen Ausgang unter bestimmten wesentlichen und fixierten
Bedingungen im Rahmen bestimmter Méglichkeiten ungewiss ist.

Bezeichnung:

Mogliche Versuchsausgénge (-ergebnisse): w
Menge aller méglichen Versuchsausgénge: €2

Beispiele:

a) Werfen einer Miinze: 2 = {Z, W} oder Q = {—1,+1},

9
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b) Werfen zweier unterschiedlicher Miinzen: w = (wy,ws)
w; = Wurfergebnis der i-ten Miinze,
wi € {Z,W}, i=1,2
Q= {(27 Z, )7 (Z7 W)v (V[/? Z)? (VVv W)}

¢) n-maliges Werfen einer Miinze, w = (wy, -+, wy),w; € {Z,W},i=1,2,--+ n

d) Werfen eines Wiirfels:
0={1,2,---,6}

e) Werfen zweier unterscheidbarer Wiirfel: w = (4,7), ¢ Augenzahl des
ersten, 7 Augenzahl des zweiten Wiirfels

Q:{(iaj):ivj S {1727"'76}}

f) Sonntagsziehung im Lotto "6 aus 49” (ohne Zusatzzahl):
Q= {{ir, o} vin, o yio € {149}, i # ik(j £ K))

g) Geburt eines Kindes, es werden registriert Gewicht 7 in g, Groe € in
cm, Geschlecht 7:

h) Niederschlagsmenge pro Quadratmeter in mm am 30. 10. 2006 auf dem
Alexanderplatz: © = [0, c0)

i) Schadenhohe w bei einem PKW-Unfall, die der Versicherer in Euro zu
zahlen hat:
Q2 =0,00)

j) Anzahl aller polizeilich gemeldeten Kfz-Unfille an einem bestimmten Tag
auf der Rudower Chaussee in Adlershof: Q = {0,1,---,n,---}

Diskussion:

1. € ist nicht eindeutig festgelegt. Einzige Bedingung: nach Ausfithrung
des Versuches muss genau ein w aus €2 als Versuchsergebnis feststehen.
Insbesondere ist es nicht notwendig, dass alle w € €2 auch tatséchlich
auftreten konnen, € kann also grofler gewéhlt werden als unbedingt not-
wendig (vgl. Beispiele g) - j)).

Erweiterungen von () sind aus mathematischen Griinden oder wegen
Ubersichtlichkeit haufig vorteilhaft.
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2.

Vor dem Versuch ist der tatsidchlich auftretende Ausgang w € 2 unge-
wiss. Sicher ist nur, dass genau eines der w aus €2 auftreten wird. Nach
dem Versuch liegt der aufgetretene Ausgang w fest. Die Ungewif$heit ist
verschwunden, das Ergebnis steht fest. Der Versuch wurde realisiert, ver-
wirklicht. Das nach dem Versuch erschienene w, eine Zahl in a), d), h),
i), j) oder allgemeinere Ergebnisse in den anderen Beispielen, heifit Rea-
lisierung dieses Versuches. Bei erneuter Ausfithrung des Versuches tritt
i.A. ein anderer Ausgang in Erscheinung, es erscheint eine andere Reali-
sierung.

Wird der Versuch mehrmals durchgefiihrt, ergibt sich eine Folge von
Realisierungen, eine sogenannte (konkrete) (w,n,---, k) Stichprobe, ein
Datensatz.

2.2 Zufiallige Ereignisse

Ein zufdlliges Ereignis (oder kurz Ereignis) ist ein Ereignis, das (im Rahmen
eines bestimmten zufélligen Versuches) eintreten kann, aber nicht eintreten

muss.

Zufillige Ereignisse beschreibt man haufig verbal durch eine logische Aussage.
Bezeichnung: A, B,C, - --

Betrachten wir einige Ereignisse im Zusammenhang mit den Beispielen aus

Punkt 2.1.
a) A : = "Es erscheint das Wappen”
e) A : = "Die Summe der Augenzahlen ist gerade”
f) A : = 7Es erscheint mindestens ein Zahlenzwilling”
B : = 7"Der abgegebene Tippschein enthélt 3 Richtige”
h) A: = "Es regnet mehr als 10 mm”
i) A : = "Der Schaden ist grofier als 100 000 EUR”

Man sagt: Das Ereignis A tritt (mit Versuchsdurchfithrung und dem Versuchs-
ausgang w) ein, wenn die zugehorige logische Aussage bei diesem w wahr wird,
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es tritt micht ein, wenn sie bei diesem w falsch ist.

Man sagt, das FEreignis A zieht das Ereignis B nach sich oder sei ein Teil
von B, falls aus dem Eintreten von A folgt, dass auch B eintritt. Symbolisch:
ACB.

Im Beispiel e) gilt mit
A : = 7Die Summe der Augenzahlen ist gerade” und
B : = "Es erscheint eine der Zahlen 4, 6, 8, 10, 11, 12” die Beziechung A C B.

Zwei Ereignisse A und B heiflen einander gleich (A = B), wenn das Eintreten
des einen Ereignisses das Eintreten des anderen nach sich zieht: (A C B und
BCA)

Im Beispiel d) gilt mit
A : = 7Es erscheint eine ungerade Zahl”
B : = "Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht 2, 4 oder 6” die Bezichung A = B.

Ein zufélliges Ereignis A heift mit einem gegebenen zufilligen Versuch wver-
bunden, falls man fiir jeden Versuchsausgang w entscheiden kann, ob er zum
Eintreten von A fithrt oder nicht.

Anders formuliert:

Das Ereignis B : = ”Der abgegebene Tippschein enthélt drei Richtige” ist mit
dem zufilligen Versuch einer Sonntagsziechung im Zahlenlotto verbunden.

Das Ereignis A heifit mit dem zufélligen Versuch 2 verbunden, wenn man nach
Ausfithrung des Versuches entscheiden kann, ob A eingetreten ist oder nicht.
Das Ereignis ”Morgen scheint die Sonne mindestens zwei Stunden” ist nicht
mit dem zufilligen Versuch des Werfens eines Wiirfels verbunden.

Um die Notationen abzurunden, fithren wir als zuféllige Ereignisse auch fol-
gende zwei Ereignisse ein. Ein Ereignis S heiflt sicheres Ereignis, falls es bei
jedem Versuchsausgang eintritt, ein Ereignis U nennt man unmdgliches Ereig-
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nis, wenn es bei keinem Versuchsausgang eintritt.

Wir erinnern daran, dass wir mit jedem zufélligen Versuch eine Menge () fest-
legen, die alle moglichen Ausgéinge des Versuches enthélt.

Die Menge aller Ereignisse A, die mit einem gegebenen zufélligen Versuch ver-
bunden sind, wird mit 2 bezeichnet.

Das Paar (£2,2) ist fiir uns das vorldufige Modell eines zufélligen Versuches.

2.3 Verkniipfung von Ereignissen

Es sei (£2,2) ein zufilliger Versuch, d. h. 2 enthalte die Menge aller moglichen
Versuchsausginge w und 2 sei das System der mit dem Versuch verbundenen
Ereignisse.

Aus gegebenen Ereignissen A, B € 2 lassen sich neue Ereignisse bilden.

Das Ereignis A U B tritt ein, falls A eintritt oder B eintritt (oder beide).
AU B nenn man die Vereinigung von A und B.

Das Ereignis AN B tritt ein, falls A und B beide eintreten.
AN B nennt man den Durchschnitt von A und B.

E tritt genau dann ein, falls A nicht eintritt. B B
A heifit das zu A komplementire Ereignis. Es gilt U = S und S = U.

A\B tritt genau dann ein, wenn A eintritt und B nicht eintritt.
A\ B heifit die Differenz von A und B. Es gilt A\ B=ANB.

Das Ereignis AAB := (A \ B) U (B \ A) heifit symmetrische Differenz von A
und B.

Wenn AN B = U gilt, so heifen A und B disjunkt oder unvereinbar.
Es gilt stets: ANA=UAUA=2S5.
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m
Sind Ay, k =1,---,m, Ereignisse aus 2, so bezeichne J Aj das Ereignis, das
k=1
genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse Aj eintritt, und
m

() Ax das Ereignis, das genau dann eintritt, wenn alle A;, eintreten.
k=1

Analog definiert man zu jeder Folge Ay, k > 1, aus 2 die Ereignisse |J Ay und

- k=1
N Ay
k=1

Folgerung: Die Menge 2 aller mit einem zufélligen Versuch verbundenen FEr-
eignisse hat also die Eigenschaften:

1) U,S e,

2) Fiir jedes A € 2 ist auch A € 2,

3) Fiir jedes n > 2 und alle Ay, Ay, -+, A, € A gilt |J Ax € A.
k=1

Auf Grund dieser Eigenschaften und der Definition von U und S heifit
2 eine Algebra (bez. der Operationen | J,”) mit Nullelement U und Eins-
element S.

Da auflerdem

4) Fiir alle Ay, Ag, -+, A, - €A gilt | Ap e

k=1

erfiillt ist, nennt man 2 auch eine o-Algebra.

2.4 Ereignisse und Mengen

Es sei (2,2) ein zufilliger Versuch.
Jedes mit diesem Versuch verbundene Ereignis A, d.h. jedes A aus A, wird
durch eine Teilmenge A’ von €2 charakterisiert:
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A —— A’ = {w € Q : das Eintreten von w zieht das Eintreten von A nach sich }

Wenn A eintritt, so ist ein Versuchsausgang w eingetreten, der zu A" gehort.
Wenn ein w € A’ als Versuchsausgang auftritt, so tritt auch A ein. A und
"Es erscheint ein w € A’ als Versuchsergebnis” sind somit einander gleiche
Ereignisse, d. h. entweder treten sie beide ein oder beide nicht. Insofern cha-
rakterisiert die Teilmenge A’ von 2 das Ereignis A. Identifiziert man A mit
seiner zugehorigen Menge A’, so konnen wir feststellen:

Merke:

Zufdllige Ereignisse, die mit einem zufdlligen Versuch verbunden sind, sind
Teilmengen von 2, m. a. W., die o-Algebra 2L ist ein System von Teilmengen
von ). Bei dieser Entsprechung wird das sichere Ereignis mit €2, das unmdgli-
che Ereignis mit der leeren Menge () identifiert. Die Korrespondenz A «—— A’
st beziiglich der Operationen Vereinigungs-, Durchschnitts-, Differenz- und
Komplementbildung fiir Ereignisse bzw. fiir Mengen ein Isomorphismus.

In den Beispielen a) bis f) und j) ist % = PB(2) (Potenzmenge von ) in den
Beispielen g) bis i) wéhlt man i. a. 2 C PB(Q2), die Begriindung werden wir
spater kennen lernen.

2.5 Miinzenwurf

Wir formulieren zum Ende dieses Abschnittes noch ein mathematisches Mo-
dell, auf das wir spéater mehrfach zuriickkommen werden. Eine Miinze werde
n-mal geworfen. Die moglichen Ausginge dieser Wurfserie sind die n-tupel
w = (z1,x9, -, x,) mit x € {—=1,1},k = 1,2,---,n, wobei 2, = +1(= —1)
gesetzt wird, falls beim k-ten Wurf die Zahl (bzw. das Wappen) oben liegt.
Die Menge 2 aller moglichen Ausgénge w der Wurfserie besteht aus 2" Ele-
menten.

Fiir jedes w = (21, %9, +,,) € Q definieren wir
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k
S(]:O,Sk:le,k?:172,"',n
1=1
und nennen die Folge
s=((k,sr),k=0,1,---.,n)

den zu w gehdérenden Pfad. Wir veranschaulichen jeden Pfad s durch die Punk-
te (k, si) in der Ebene und verbinden die benachbarten Punkte linear. Diese
Pfade s haben die Eigenschaft

so=0und [sg —sp1| =1, k=1,2,--+ n

und entsprechen den Versuchsausgingen w eineindeutig.

Vereinbart man ein Spiel, in dem der Spieler A von einer Bank den Betrag +1
erhélt, falls im Ergebnis eines Miinzenwurfes die Zahl erscheint, und er den
Betrag 1 zu zahlen hat, wenn Wappen oben liegt, so ist sein Gewinn nach k
Wiirfen gleich sy.

Das Ereignis

A: = "Spieler A hat zum Schluf} einen positiven Betrag gewonnen”

tritt genau dann ein, wenn der Versuchsausgang w = (x1, xo, - - -, x,,) zur Menge

A:{WEQ\sn:Z$k>O}
k=1
gehort. Zu A gehoren also alle Pfade, die nach n Schritten im Positiven enden.

Das Ereignis

B:= ”"Das Guthaben des Spielers A sinkt im Verlauf des Spieles niemals unter
Null”

tritt genau dann ein, wenn ein Versuchsausgang w € {2 mit
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min s, >0
k=1,2,--,n
auftritt, d. h., wenn der zugehorige Pfad niemals die —1 beriihrt.

Zur Vereinfachung der Bezeichnung fiihren wir folgende Notation ein:

Xk((ﬂ) = l‘k,k = 1,2,"'72,

Sm(w) =Y Xp(w) =Y apm=1,2,-+-,n.
k=1 k=1

Die ”ZufallsgroBe” Xy gibt das Ergebnis des k-ten Wurfes an, die ”Zufalls-
grofe” S, (w) ist der Gewinn des Spielers A nach m Wiirfen, m = 1,2, -+, n.

Fiir die oben eingefiihrten Ereignisse A und B, gilt dann
A ={w e Q|S,(w) > 0}, kurz geschrieben A = {S,, > 0}, und

B ={w € Q| kirlnnnSk(w) >0, oder kurz B = {killunnSk > 0}.



18

Uwe Kiichler



Kapitel 3

Wahrscheinlichkeiten und
Zufallsgrofien

Zufillige Ereignisse unterscheiden sich im Grad der Gewissheit ihres Eintre-
tens. Als Gradmesser fiir diese Gewissheit wird die Wahrscheinlichkeit des
betrachteten Ereignisses angesehen.

Es ist eine Erfahrungssache, dass sich die relative Haufigkeit, mit der ein Ereig-
nis in einer langen Reihe von Versuchen, die immer wieder neu unter gleichar-
tigen Bedingungen ausgefiihrt werden, um einen festen Wert stabilisiert. Die-
sen Wert konnte man als Grad der Gewissheit des Eintretens des Ereignisses
ansehen. Ausgehend von dieser Vorstellung formulieren wir einige plausible
Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten, die sich dann auch wieder finden im
Axiomensystem der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Zu den mathematisch iibersichtlichen zufélligen Versuchen gehoren die Laplace-
Versuche. Sie besitzen nur endlich viele und dabei gleichwahrscheinliche Aus-
gidnge. Die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten der mit ihnen zusammen-
héngenden Ereignisse lauft auf das Abzéhlen gewisser Félle, haufig unter Ver-
wendung kombinatorischer Formeln, hinaus.

Der Begriff der Zufallsgrofie gehort ebenfalls zum Grundbestand der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Zufallsgrofien vermitteln stets Teilaspekte eines zufélli-
gen Versuchs und fungieren als beobachtbare (bzw. interessierende) Grofien,
wenn der Ausgang des Versuches selbst nicht beobachtbar ist (bzw. nicht von
Interesse ist). Von Wichtigkeit sind die von ihnen induzierten Wahrscheinlich-

19
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keitsverteilungen.

3.1 Axiomatik und erste Folgerungen

Wir betrachten einen zufélligen Versuch und nehmen an, €2 sei die Menge seiner
moglichen Versuchsausgéinge w und 2 die o-Algebra der mit diesem Versuch
verbundenen Ereignisse, d. h. eine o-Algebra von Teilmengen von (2.

Wir wiederholen noch einmal ihre charakteristischen Eigenschaften:

1. Q,e,

2. Fiir alle A € A gilt A € A,

3. Fir allen > 2 und Ay, Ag,- -+, A, € Aist auch |J Ay € A,
k=1

4. Fiir alle Ay, Ag, -+, Ay, -+ € A gilt auch |J Ay € 2.
k=1

Wir wissen, dass jedes Ereignis A aus 20 bei der Versuchsausfiihrung eintreten
kann, aber nicht eintreten muss. Sein Eintreten ist ungewiss. Unterschiedliche
Ereignisse konnen sich allerdings im Grad der Gewissheit ihres Eintretens un-
terscheiden.

Beispiel: Werfen einer Ziindholzschachtel.

Versuchsausgang sei eine der drei Seiten, auf denen die Schachtel zu liegen
kommt: Grofie Seite (Ober- bzw. Unterseite) / Mittlere Seite (Seiten mit Reib-
flichen) / Kleine Seite (Stirn- bzw. Hinterseite): Als © wahlen wir die Menge
Q={G,M,K}.

Wir bemessen den Grad der Gewissheit des Eintreffens jeder der moglichen
Fille aus der Erfahrung. Dieser Grad wird umso hoher eingeschétzt, je haufi-
ger bei ldngerer Versuchsreihe die Schachtel auf der entsprechenden Seite zu
liegen kommt.
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Formal: A sei ein Ereignis, das mit einem zufélligen Versuch verbunden ist. Der
Versuch werde n mal durchgefiihrt. Jedes Mal unter im Wesentlichen gleichar-
tigen Bedingungen und unabhéngig voneinander.

In n(A) Fallen trete A ein. Dann zeigt die relative Hiufigkeit des Eintretens

. .. . A . .
von A in n Versuchen, namlich M’ mit wachsendem n eine bemerkenswerte

n
I A , o . . . .
Stabilitét: % verdndert sich immer weniger, sie scheint gegen einen Grenz-
wert zu konvergieren, wenn n unbegrenzt wichst.
Wir nennen diese Erscheinung das empirische Gesetz der grofien Zahlen.

Beispiel: Werfen eines Kronenverschlusses:
Relative Haufigkeit dafiir, dass die offene Seite nach oben zeigt:

Zahl der Versuche

100 200 300 400 500 600 700
0,7300 0,7750 0,7767 0,7750 0,7800 0,7900 0,7943
800 900 1000
0,8012 0,7967 0,7910

(Nach Nawrotzki, K., Lehrmaterial zur Ausbildung von Diplomlehrern Mathe-
matik, Jena 1984)

Beispiel:

Skatspiel: Die relativen Haufigkeiten bestimmter Konstellationen prigen sich
beim Spieler ein, Erfahrungstatsachen: Zwei Buben im Skat sind relativ sel-
ten. Daraus wird geschlossen, dass auch im néchsten Spiel nur mit geringer
Chance zwei Buben im Skat zu finden sein werden. Es ergibt sich eine Verhal-
tensgrundlage: ” Auf den Skat reizt man nicht”.

Aus dem genannten Gesetz der grofien Zahlen leitet man die Auffassung ab,
dass es zu jedem zufilligen Ereignis A eine Zahl P(A) gibt, die Wahrschein-
lichkeit von A, die den Grad der Gewissheit des Eintretens von A (in einem
einzelnen Versuch) ausdriickt.

Welche Eigenschaften hat die Zuordnung A — P(A), A € A, und wie bestimmt
man P(A)?
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Man konnte @ als Grad fiir die Gewissheit des Eintretens von A in einem

einzelnen (im néchsten) Versuch ansehen.

Diese Verwendung ist problematisch. Bei einer zweiten Versuchsreihe kann %
einen anderen Wert annehmen, dasselbe passiert, wenn man n unterschiedlich
grofl wahlt. Andererseits zeigt sich bei grofiem und immer weiter wachsen-
dem n eine bemerkenswerte Stabilisierung der relativen Haufigkeit #. Man
konnte also lim # nehmen. Aber wie grof ist dieser Wert? Und existiert er

n—oo

iiberhaupt?

Man hat versucht, auf dieser Beobachtung eine Wahrscheinlichkeitstheorie auf-
zubauen. Ein prominenter Vertreter dieser Richtung war Richard von Mises,
(1883 - 1953) (sieche Wahrscheinlichkeit, Statistik, Wahrheit, 1936, Springer
Verlag Wien).

Sie wurde ldangere Zeit von Ingenieuren und Naturwissenschaftlern mit Erfolg
verwendet, scheiterte aber an der Untersuchung komplexer zufélliger Erschei-
nungen, wie zufilliger Prozesse.

Allerdings vermittelt das empirische Gesetz der groflen Zahlen erste Vorstel-
lungen, welche Eigenschaften Wahrscheinlichkeiten aufweisen sollten.

Wir gehen dabei von folgender Grundiiberzeugung aus:

Jedes zuféllige Ereignis A besitzt im Rahmen des zugrunde liegenden zufilli-

gen Versuches als Grad der Gewissheit seines Eintretens (in einem einzelnen
Versuch) eine Zahl P(A), die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A. Fir
n(4)

n

lange Versuchsreihen sollte das die Zahl sein, um die sich stabilisiert.

2~ pla)
Daraus ergeben sich plausible Eigenschaften fiir P(A):

0< PA) <1,

P(AUB) = P(A) + P(B),falls AN B = ()
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Aus diesen Vorstellungen hat sich ein Axiomensystem entwickelt, das 1933
A.N. Kolmogorov in einer berithmten Arbeit eingefiithrt hat. (Kolmogorov,
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, Berlin 1933).

Dieses Axiomensystem ist heute die Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie
und Mathematischen Statistik und lautet wie folgt.

Axiomensystem der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir stellen uns wieder (€2,20) als einen zufilligen Versuch vor, die Elemente w
von {2 bilden die Versuchsausginge, 2 sei die o-Algebra der mit dem Versuch
verbundenen Ereignisse, also eine g-Algebra von Teilmengen von ).

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf der o-Algebra 24 von Teilmengen
einer nichtleeren Menge 2 bezeichnet man jede Abbildung P von 2l in [0, 1]
mit

1. P(2)=1und P(0) =0

2. Fiir jedes n > 2 und jede Folge
(Ap,k=1,--- n) aus A mit

Ay N A =0,k # 1 (paarweise Unvereinbarkeit) gilt
k k
P( g Ak> =3 P(4y)
k=1 k=1

(Endliche Additivitét der Wahrscheinlichkeitsverteilung P)

2.” Fiir jede abzahlbar unendliche Folge (Ay, k > 1) aus 2 mit

A,NA =0 , k+#1 (paarweise Unvereinbarkeit) gilt
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P(UAk) -

k=1

P(Ay)
k=1

(o-Additivitat, abzdahlbare Additivitét der Wahrscheinlichkeitsverteilung)

(2,2, P) ist mit dieser Definition ein (normierter) Mafiraum, P heifit auch ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf 2. Statt Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf
2(, sprechen wir einfach auch von einer Verteilung P(-) auf 2.

Definition: Sind ) eine nichtleere Menge, A eine o-Algebra von Teilmengen
von QL und P eine Abbildung von 2 in [0, 1] mit den Eigenschaften 1., 2. und
27, so heifit das Tripel (2,2, P)) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Jeder Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 2, P) ist das mathematische Modell eines
zufilligen Versuches. §2 enthdalt dabei die Menge der moglichen Versuchsergeb-
nisse, A entspricht der Menge der mit dem Versuch verbundenen Ereignisse,
P ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Versuches. P legt fest, mit welcher
Wahrscheinlichkeit jedes mit dem Versuch verbundene FEreignis bei der Ver-
suchsdurchfiihrung eintritt.

Die Axiome bilden kein minimales System. B
Offenbar folgt 2. aus 2.” Weiterhin ergibt sich fiir jedes A € 2 wegen AUA = ()
und AN A = () die Gleichung

P(A) = 1- P(A),

und damit ist auch jede der beiden Forderungen in 1. eine Folgerung der an-
deren.

Weitere unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen:
Wenn A, B, Ay, Ay, --- € A, dann gilt:

1. P(A)=P(ANB)+ P(A\B)
wegen A = (AN B)U (AN B) und Axiom 2.
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2. BC A= P(B) < P(B)+ P(A\B) = P(A) (Monotonie der Verteilung
P) wegen Folgerung 1.
3. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

wegen

AUB = ((AﬂB)U(AmB))U((BmA)u(BmA))
= (A\B)U (AN B)U B\A4;

Die drei Ereignisse der rechten Seite sind paarweise disjunkt, unter Ver-
wendung von Folgerung 1. folgt die Behauptung.
4. P(AUB) < P(A) + P(B) (Subadditivitét)

n

P( U Ap) < Z P(Ay) (endliche Subadditivitét)
1 1

Das ergibt sich aus Folgerung 3 bzw. mittels vollsténdiger Induktion.

Das Axiom 2.” ermoglicht es, die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen
zu bestimmen, die im Zusammenhang mit unendlichen Folgen von Er-
eignissen stehen. Um dies zu illustrieren, beginnen wir mit zwei zu 2.’
dquivalenten Eigenschaften.

Lemma: (0-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Wenn fir die Abbildung P von 2 in [0,1] nur die Aziome 1. und 2.

gelten, so ist 2.7 dquivalent mit jeder der folgenden Aussagen:

a) Fiir jede monoton fallende Folge (Ap,n > 1) aus A mit
() An =0 gilt lim P(A,) =0

n—00
n=1

b) Fir jede monoton wachsende Folge (A,,n > 1) aus 2 mit
U An =Qgilt lim P(A,) =1

n—00
n=1

Beweis:
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2 = a): Mit B, = A,\A,41, n > 1ist (Bp,n > 1) nach Vorausset-

zung eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse mit U B, = A;. Folg-

n=1

lich gilt mit Axiom 2’ die Gleichung P(A;) = ZP )und P(A,,) =

ZP

Somlt haben wir lim P(A,,) = 0.

m—00

a) = b): (A,,n > 1) ist monoton fallend mit ﬂ = (), somit gilt
lim P(A,) = lim (1 — P(A,))=1—0=1. )

b) = 2.: Ist (C},,n > 1) eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse, so
definieren wir C] = U C, C' = U Cpy Ay = CUC",n > 1. Damit
m= m=1
folgt A, C A,y1,n > 1 und U A, = Q, und somit nach Vorausset-
n=1
zung lim P(A,) = 1. Wegen Axiom 2. ergibt sich 1 = lim P(A,) =
lim P(C") + P(C"), also

o0

P(C") = lim P(C}) = lim Z P(C,,) = mZZIP(C’m).

n—oo ’I’L*)OO

Folgerungen aus dem Lemma:

a) Ist (A,) eine monoton fallende (monoton wachsende) Folge aus 2,
so gilt

lim,, .., P(A,) = P( ﬁ An> bzw.
n=1
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lim,,_ P(A,) = P( [j An)>.

Zum Beweis: Man wende das vorausgehende Lemma auf (An \

( ]ﬁ A1) baw. aut (A, U (;Dl A)) o

Fiir jede Folge (Ax) aus 2 gilt:

P( LIJ Ak> = ; P(Ag) (abzdhlbare Subadditivitét)

Beweis: B,, = U AL T B = U Ay, beachte Folgerung 4.
1 1

1. Lemma von Borel-Cantelli:

Falls A, € >,n > 1, und ZP(An) < 00, so gilt

n=1

P( lim SupAn> =0

n—od

Beweis: P( ﬁ U Am> = JLIEOP< U Am>

n=1m>n m>n
< lim Y P(A) = 0.

In Worten: Gilt Z P(A,) < o0, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

n=1
dass unendlich viele der Ereignisse A,, eintreten, gleich Null. Anders
ausgedriickt, mit Wahrscheinlichkeit Eins treten hochstens endlich
viele der Ereignisse A ein.

Wir geben noch eine niitzliche Formel zur Berechnung von P( U Ay)
k=1

an, bei der die (Ax,k = 1,---,n) nicht paarweise disjunkt zu sein

brauchen. Sie ist eine Verallgemeinerung der Folgerung 3.
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(Ein- und Ausschlussformel)

P(UA) =Y Py - Y PAn4y)

1<i<k<n

+ Y PANANA)— . (=)™ P(AN--NA,)

1Si<j<k<n
=> (=1 T P(A, NN A)
r=1 JrC{1,..., n}

cardJr=r

wobei J, alle r-elementigen Teilmengen von {1,---,n} durchlduft.

Beweis mittels vollst. Induktion, siehe z. B. Henze (2003), Kap. 11.

Die Ein- und Ausschlussformel vereinfacht sich wesentlich, falls die Wahr-
scheinlichkeiten P(Ag, N---N Ay, ) nur von r und nicht von der Wahl des
Tupels (ky, - - -, k,) abhéingen. Wir definieren:

Definition: Es seien (Q,2, P) ein W-Raum und Ay, ---, A, Ereignis-
se aus A. Diese Ereignisse heiflen (untereinander) austauschbar, falls
P(Ag, N...NA,)=P(AiN...NA,) gilt fir alle r mit 1 <r <n und
alle r-elementigen Teilmengen {ky,---,k.} von {1, - ,n}.

Aussage: Sind Ay, -, A, austauschbar, so gilt

P<k@1 Ay) = Zn:(—w"“ (Z) P(A N--NA).

r=1
Beweis: Es gibt () Teilmengen _Z, von {1,---,n} mit  Elementen.

e) Bonferroni-Ungleichungen:

Falls A, e 2,i =1,---,n, dann gilt

P(UA) <3 P4 - X PANA)

i=1 i<j
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n

P(JA) <3 Py - Y PN A

i=1 i<j

+ Y P(ANA;NA)

i<j<k

Beweis: mittels vollsténdiger Induktion.

f) Ebenfalls mittels vollstandiger Induktion zeigt man, dass fiir Ay, Ay, - -+, A, €

2 und
A, + = "Es treten genau m der n Ereignisse Ay, Ay, -+, A, ein” gilt:
P(Anm) = > (_1>T—m<;) S P(Ag, NN Ag)

k=m ArC{1,---,n}

cardJyr=r

3.2 Laplace-Experimente

Eine mathematisch iibersichtliche Klasse zufélliger Versuche bilden die Laplace-
Experimente.

Definition: Als Laplace- Experiment (L-Experiment) bezeichnet man einen zufdlli-
gen Versuch mait:

1. der Versuch hat nur endlich viele (= N) mdagliche Ausginge.
2. Alle Ausgdnge haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Als mathematisches Modell eines L-Experimentes wahlt man einen Wahrschein-
lichkeitsraum (§2, 2, P) mit:

1. Q ist endlich: Q ={1,2,...,N}
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2. A =P(Q) und alle Versuchsausginge sind gleichwahrscheinlich:
P{w})=p, we.

N heif$t der Parameter des L-FEzxperimentes.

1
Folgerungen: a) P({w}) =p = N’ denn

N N
1=P(Q) = P(| J{we}) =) _P({w}) =
k=1 k=1
b) Fiir jede Teilmenge A von Q gilt:

P(A)= P(|J{w}) =) P({w}) =
w€EA w€eA
Anzahl der Elemente vonA

~ Anzahl der Elemente von{)

Anzahl der (fir A) giinstigen Falle
B Anzahl der moglichen Félle
N(A)

N
Die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 (d.h., die Wahrscheinlichkeit des sicheren Er-
eignisses " Irgendein Versuchsausgang tritt ein”) ist bei einem Laplace-Experiment
gleichméfig auf die Versuchsgéinge w verteilt: Man nennt P auch die gleichmdfi-
ge Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {1,2,..., N} oder einfach die Gleichver-
teilung auf {1,2, ..., N}. Die Gleichverteilung auf {1,2,---, N} ist ein Spezial-
fall sogenannter diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die wir in Kapitel
4 behandeln.

Bei Laplace-Experimenten spricht man auch davon, dass das Versuchsergebnis
“auf gut Gliick” oder "rein zufillig” ausgewéhlt wird, um die Gleichwahr-
scheinlichkeit aller moglichen Versuchsausginge hervorzuheben.

Fazit: Bei L-Experimenten lassen sich die Wahrscheinlichkeiten aller mit dem
Versuch verbundener Ereignisse durch Abzéhlen der fiir diese Ereignisse giinsti-
gen Ausgiange bestimmen.
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Beispiel: Der zufillige Versuch bestehe im Werfen zweier reguldrer Wiirfel und
im Registrieren, welche Augenzahl der erste und welche der zweite Wiirfel
zeigt. Q = {(4,7) : 4,5 € {1,2,...,6}}.

i = Augenzahl des ersten Wiirfels,

j = Augenzahl des zweiten Wiirfels.

Dabei wirft man die Wiirfel nacheinander oder verwendet verschiedenfarbi-
ge Wiirfel, um zu wissen, welches Ergebnis zum ersten, welches zum zweiten
gehort. Alle Ergebnisse sind aus Symmetriegriinden gleichwahrscheinlich, also
gilt:

P((i,7) tritt auf ) = 5= fiir alle 4,7 € {1,---,6}.

A = 7 Augensumme gleich 6”

P(A) =4 _ 5

N 367

P(B) = =% =3

Problem:
In Anwendungsbeispielen mit endlichem 2 mufl man genau priifen, ob es sich
tatséchlich um ein Laplace-Experiment handelt:

Beobachtet man im obigen Beispiel nur die Augensumme, so ist dies ein neu-
er zufélliger Versuch. Man wéhlt 2 = {2,...,12}. Jetzt sind aber nicht alle
Ausgénge gleichberechtigt, d.h. gleichwahrscheinlich:

” Augensumme = 2” hat eine kleinere Wahrscheinlichkeit ( = 5-) als ” Augen-
summe = 47 (= %), denn das erste Ereignis tritt nur beim Versuchsausgang

(1,1), das zweite dagegen bei jedem der Ausgéange (1,3), (2,2), (3,1) ein.

Wir kehren zuriick zum Modell des n-maligen Miinzenwurfes aus Abschnitt 2.4.
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3.3 Miinzenwurf, zum Zweiten

Die Miinze, die wir fiir das Spiel verwenden, sei symmetrisch. Das bedeute, bei-
de Seiten erscheinen bei einem Wurf mit gleicher Chance. Dann ist das n-malige
Werfen ein Laplaceexperiment mit 2" gleichwahrscheinlichen Ausgéingen. Der
entsprechende Wahrscheinlichkeitsraum ist (€2, (€2), P) mit P({w}) =27, w

Q und P(A):ZQ‘”:i—f,AgQ.

w€eA

m

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach diesen n Wiirfen der
Pfad (k, Sg(w)),k > 0, mit Sy(w) := 0 bei r endet: P({w € Q|S,(w) =1}).

Aussage: Fir P(S, =) gelten die Formeln

a) Ist n gerade, also n = 2m fir ein m > 1, so ist
P(Som = 21) = (27)272™ falls || < m,

P(Som = 1) =0 fiir alle anderen ganzzahligen 7.

b) Ist n ungerade, also n =2m+ 1 fiir ein m > 1, so ist

P(Somi1 =20+1) = (i’:#l)Q_m_l falls —m —1<1<m,

P(Somi1 =1) =0 fir alle anderen ganzzahligen r.

Bemerkung: In beiden Féllen handelt es sich um eine um den Nullpunkt sym-
metrische Verteilung mit Null bzw. £1 als Punkte maximaler Wahrscheinlich-
keit, vgl. Abschnitt 4.

Beweis:
a) {Sam, = 21} tritt genau dann ein, wenn in w = (xy, -+ -, Tay,) genau [ +m
mal die Eins enthalten ist.

b) {Som+1 = 20 + 1} tritt genau dann ein, wenn w = (xy, -+, Ta,4+1) genau
m + [ + 1 Einsen enthélt.
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Fiir den Spieler A (siche Abschnitt 2.4) ist es von Interesse, wann er zum er-
sten Mal ein negatives Guthaben hat.

Aussage: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass S; > 0,5 > 0,---,5,.1 > 0
und S,, = —1 qilt, ist fiir ungerades n =2m + 1, m > 0 gleich dem Wert

(2m—1)!!
(m—+1)12m+1

mit (2m — 1) =2m —-1)2m —-3)---3-1
und fiir gerades n gleich Null.

Beweis: Fiir jeden der fiir das betrachtete Ereignis giinstigen Pfade gilt S,,_; =
0. Wir bestimmen deshalb die Zahl aller Pfade von (0,0) nach (2m,0) die —1
niemals beriihren.

Es gibt insgesamt (*”) Pfade von (0, 0) nach (2m,0). Wir setzen n = 2m. Zur
Berechnung der gesuchten Zahl der Pfade bedienen wir uns des sogenannten
Spiegelungsprinzips. Jedem durch ein w erzeugten Pfad (sg, s1, -+, $,), der die
Zahl —1 jemals vor n erreicht, wird der Pfad w’ zugeordnet, der bei —2 star-
tet und bis zur Zeit T_1(w) = min{k > 1|sy = —1} spiegelbildlich beziiglich
der Horizontalen der Hohe —1 zu (sq, sg,---s,) verlduft, sowie danach mit
(81,82, -, 8,) ibereinstimmt.

Die Zuordnung ist eineindeutig. Folglich ist die Zahl der Pfade, die —1 vor der
Zeit n beriihren und zur Zeit n — 1 bei Null sind gleich der Zahl der Pfade, die
bei —2 starten und zur Zeit n — 1 in Null enden.

Davon gibt es (nle) Exemplare. Somit ist die gesuchte Anzahl gleich
() = () = G

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 27271 (Qm) —1__ TEine einfache Umfor-

m/ m+1"
mung liefert das zu beweisende Resultat.

Zur Vereinfachung der Bezeichnung fithren wir folgende Notation ein, wobei
w=(x1,T9, ,x,) € Q gelte:
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Sm(w) 1= Xy(w) = Xm:a:k,m =1,2,---,n.
k=1

k=1

Die ”Zufallsgrofie” X, gibt das Ergebnis des k-ten Wurfes an, die ”Zufalls-
grofie” S, (w) ist der Gewinn des Spielers A nach m Wiirfen, m = 1,2, -+, n.

Fiir die Ereignisse A und B gilt dann

A ={w € Q|S,(w) > 0}, oder abgekiirzt
A={S, >0} und

B ={w € Q| kirlnnn Sk(w) > 0}, oder kurz

B = {kirlun Sk > 0}.
3.4 Was sagen Wahrscheinlichkeiten?

Welche anschauliche Bedeutung hat die Wahrscheinlichkeit P(A) eines zufilli-
gen Ereignisses A7 Es gibt zwei grundlegende Erfahrungen im Umgang mit
dem Zufall.

a) Empirisches Gesetz der grofien Zahlen: In einer langen Reihe gleicharti-
ger, voneinander unabhéngiger Versuche ist die relative Haufigkeit n(4)
des Eintretens von A etwa gleich P(A). Wenn P(A) > 1 gilt, so kann man
auf das Eintreten von A Wetten abschlieen und wird bei fortlaufenden
Wetten dieser Art schliellich im Vorteil sein.

b) Es ist neben dem empirischen Gesetz der grofien Zahlen eine zweite Er-
fahrungstatsache, dass zufillige Ereignisse mit sehr kleinen Wahrschein-
lichkeiten bei einmaliger Versuchsdurchfithrung praktisch nicht eintreten.
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Genauer gesagt: Man muss bei einem zufélligen Versuch mit dem Eintre-
ten von A nicht rechnen, falls P(A) sehr klein ist. Diese Erfahrung hat

jeder Mensch verinnerlicht.

(Auf diese Erfahrungen weist z. B. Kolmogorov (1933) hin.)

Beispiel fiir a):

1)

Werfen Sie einen regulédren Spielfwiirfel mehrere Mal und beobachten Sie

das Verhalten der relativen Héufigkeit des Auftretens einer ”Sechs” im

1

Verlaufe der Wiirfe. Sie tendiert zu 5

Beispiele fiir b):

1)

Man erhélt keinen Kredit von der Bank, wenn man als Sicherheit an-
bietet, dass man auf seinen wochentlichen Tippschein im Lotto 76 aus
49”7 innerhalb eines Jahres einen ”Sechser” erzielt. Die Wahrscheinlich-
keit dieses Ereignisses ist so gering, dass man mit seinem Eintreten nicht
wirklich rechnet.

Man rechnet nicht damit, dass jemand durch maximal dreimaliges zufalli-
ges Raten der PIN bei einer EC-Karte die richtige PIN errét.

P(A1 U AU A3) = 13 = 0,0003

Wenn ein vorgegebenes Ereignis, das eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit
hat, tatsédchlich eintritt, so zweifelt man mitunter daran, dass der "reine
Zufall” zu diesem Ereignis gefithrt hat. Man stellt eher die Richtigkeit
der zugrunde liegenden Annahmen in Frage und priift sie sorgfaltig: Den
Ausspruch "Das kann kein Zufall sein!” hat jeder schon mal gehort.

Beispiel seltener Ziehungen beim Lotto wie (1, 2, 3, 4, 5, 6) fiihren re-
gelméflig zur Aufmerksamkeit der Medien und der Frage, ob hier nicht
der Zufall auler Kraft gesetzt sei. Diese Zahlenkombination hat aber die
gleiche Wahrscheinlichkeit wie jede andere.
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4) Aus Dorothy L. Sayers ”Keines natiirlichen Todes”, rororo, 1991:

a) S. 58g: Ein merkwiirdiger Zufall, sagte er (der Chef von Scotland
Yard) geduldig, und ich kann verstehen, dass Sie sich dariiber auf-
regen.

b) S. 6214: Schon wieder ein Reinfall sagte Winsey: ” Aber ein sonder-
barer Zufall ist das schon.”

5) Wenn jemand beim Skatspiel dreimal hintereinander alle vier Buben
erhélt, glaubt man nicht mehr an reinen Zufall, obwohl dieses Ereignis
eine positive Wahrscheinlichkeit hat.

3.5 Elemente der Kombinatorik*

Bei der Abzédhlung der ”giinstigen” Fiélle bei L-Experimenten erweisen sich
Formeln der Kombinatorik haufig als giinstig.

Wir geben hier vier Grundaufgaben der Kombinatorik an, sie werden haufig
auch in Form sogenannter Urnenprobleme formuliert.

Wir beginnen mit einer elementaren aber wichtigen Feststellung.

Aussage: Es seien My, ..., M,, m Mengen mit my, ..., m,, Elementen. Dann
hat die Menge M aller m-Tupel (iy,...,0,) mit i € My firk = 1,...,m
genau my, My, ..., My, Elemente.

Beweis: Mittels vollstandiger Induktion

Als Néachstes kommen wir zu den vier angekiindigten Aufgaben der Kombina-
torik.

Aus einer Menge M = {ay,as,...,ay,} von m Elementen (m > 1) werden r
Elemente ausgewihlt, 7 > 1. Man spricht von einer Stichprobe vom Umfang r
aus der Menge M. Die Entnahme von Stichproben kann auf unterschiedliche
Weise erfolgen:

Mit Wiederholung oder ohne Wiederholung

Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge oder ohne Beriicksichtigung der Reihen-
folge.

(d. h. geordnet oder ungeordnet)
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Dementsprechend unterscheiden wir vier Félle.

37
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Anzahl von moglichen Stichproben des Umfanges r aus ei-
ner Menge M vom Umfang m

(In den Féllen ohne Wiederholung ist » < m vorauszusetzen.)

mit Wiederholung ohne Wiederholung
r-Tupel (ay,...,a,) r-Tupel (ay,...,a,)
mit a; € M,i=1,...,r mit a; € M,i € 1,...,r),
paarw. verschieden
r-Permutation mit W, r-Permutation ohne W.
geordnet m” m(m—1)...(m—r+1)=:(m),
Al A2
ungeordnet | [aq,asg,. .., a.l,

Anordnung von r Elementen
{ai,...,a,} C M

a; e Myi=1,...,r Teilmenge vom Umfang r

r-Kombination mit W. r-Kombination ohne W.
(™) (7) = -

A3 A4

Die Félle A1, A2 und A4 sind leicht zu beweisen.

Der Fall A3:
Jede ungeordnete Stichprobe vom Umfang r mit Wiederholung aus der Men-
ge M ist eindeutig charakterisiert durch eine Folge (i1, s, .., i) natiirlicher

m

Zahlen i, > 0 mit Y i, = r, wobei i; angibt, wie oft das Element a; aus M
k=1

in der Stichprobe vorkommt.

Diese Vektoren (iy,...,14,) lassen sich eineindeutig auf die Menge aller An-
ordnungen der Form e e e| e o||| @ e von r Punkten und (m — 1) Strichen
abbilden, wobei vor dem ersten Strich ¢; Punkte stehen, zwischen dem k-ten
und (k + 1)-ten Strich iy, Punkte stehen, und nach dem (m — 1)-ten Strich
1, Punkte platziert sind. Insgesamt gibt es (mf:*l) solcher Anordnungen.
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Zu jedem der vier Fille der Entnahme von Stichproben vom Umfang r aus
einer Menge vom Umfang m gibt es ein sogenanntes ”duales Problem” der
Verteilung von r Kugeln auf m Urnen.

Ali

AQI

Duales Problem: r unterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen verteilt,
wobei in jeder Urne beliebig viele Kugeln liegen diirfen. Auf wieviel ver-
schiedene Weisen ist dies moglich? Jede Verteilung der Kugeln ist cha-
rakterisiert durch die » Nummern (ay,as,...,a,) der Urnen, in die die
erste zweite, ..., r-te Kugel zu liegen kommt. Fiir jede dieser Nummern
gibt es m Moglichkeiten. Im Ergebnis entsteht wieder eine Stichprobe
(ay,as,...,a,) vom Umfang r mit Wiederholung aus einer Menge vom
Umfang m.

Duales Problem: r unterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen ver-
teilt, wobei in jeder Urne hochstens eine Kugel liegen darf. Auf wieviel
verschiedene Weisen ist dies moglich? Jede Verteilung der Kugel ist cha-
rakterisiert durch die » Nummern (ay,as,...,a,) der Urnen, in die die
erste, zweite k-te, r-te Kugel zu liegen kommt. Fiir die erste Kugel gibt
es m, fiir die zweite m — 1, fiir die r-te Kugel m —r +1 Moglichkeiten. Im
Ergebnis entsteht wieder eine Stichprobe (ay,as,...,a,) vom Umfang r
ohne Wiederholung aus einer Menge vom Umfang m.

: Duales Problem: r ununterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen auf-

geteilt, wobei jede Urne auch mehrfach besetzt werden kann.
Jede Aufteilung ist charakterisiert durch die Anzahl i; der Kugeln, die

in die k-te Urne fallen, k= 1,...,m, sz =r.
k=1

: Duales Problem: r ununterscheidbare Kugeln sind auf m Urnen so auf-

zuteilen, dafl in jeder Urne hochstens eine Kugel zu liegen kommt. Die
Aufteilung ist charakterisiert durch die Menge {ai,as,...,a,} der Ur-
nen, die durch eine Kugel besetzt werden, also durch eine r-elementige
Teilmenge von M.

Anzahl der Aufteilungen von r Kugeln auf m Urnen
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mit Mehrfach- | ohne Mehrfach-
-besetzung -besetzung
unterscheidbare Kugeln m” m(m—1)...(m—r+1)
A1l A2
ununterscheidbare Kugeln (m+:_1) (T)
A3 A4

Beispiele:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen von vier Wiirfeln min-
destens eine ”Sechs” zu erzielen?
Der zufillige Versuch ” Werfen von vier Wiirfeln” ist ein Laplace-Experiment
mit 6* moglichen Ausgingen. Es bezeichne A das Ereignis ”Es erscheint
mindestens eine Sechs”. Dann gibt es 5% giinstige Ausginge fiir das kom-

plimentére Ereignis A = ”Es erscheint keine Sechs”. Also gilt
A\
P(A) =1- (a) = 0,52.

2. Es werden k Kugeln auf n Urnen aufgeteilt, £ < n. Jede Kugel habe
die gleiche Wahrscheinlichkeit in jede Urne zu gelangen. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, dafl es nach der Aufteilung Urnen
gibt, in der mehr als eine Kugel liegt?

Losung: Es gibt n¥ Moglichkeiten der geschilderten Aufteilung und (n)k
Moglichkeiten, die giinstig sind fiir das komplementére Ereignis A = "In
keiner Urne liegt mehr als eine Kugel”. Daraus folgt

3. In einem Raum mogen sich k Personen befinden. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass mindestens zwei dieser Personen
am gleichen Tag Geburtstag haben? (Jeder Tag des Jahres komme bei
jeder Person mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag in Frage,
Schaltjahre bleiben unberiicksichtigt.)
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Losung: A = ”Alle k Personen haben an verschiedenen Tagen Geburts-
tag”. Es gibt N = (365)F moglich Fille fiir Geburtstage und N(A) =

(365)y, fiir A giinstige Fille, somit ist P(A) =1 — (gg?k’“.

Diese Wahrscheinlichkeit wichst mit £ und ist gleich 0,507 fir k£ = 23.

4. Koinzidenzproblem:
n Briefe werden auf rein zufillige Weise in n adressierte Umschléige ge-
steckt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Brief in
den richtigen Umschlag kommt?

Losung: Mogliche Versuchsausginge w = (aq, ..., a,) sind die Permuta-
tion von (1,...,n) mit a; gleich der Nummer des Umschlages, in den der
k-te Brief kommt. Wir setzen

A ={wlay =k}, k=1,... n.

Das interessierende Ereignis A ist gleich U Ag. Zur Anwendung der Ein-

k=1
und Ausschlussformel berechnen wir

P(Ag, N...NA) = PHw = (ay,...,a,)|ag, = k1,...,ax, =k }) =

card{w : ay, = ki,...,ap, =k} (n—71)!

n! n!

Die Ein- und Ausschlussformel liefert

r n! rl n—oo e

. R 1 1

P(A) =Y (-1 (") (n=r)t _ S (-1 1~ =0,632
r=1 r=1

Fiir n > 7ist die Naherung auf drei Stellen genau. (Weitere Bemerkungen

zum Koinzidenzproblem und anderen kombinatorischen Aufgaben findet

man in Henze, Kap. 9-11.)
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5. Am Eroffnungstag eines grolen Kongresses mit 500 Teilnehmern soll je-

der teilnehmenden Person, die an diesem Tag Geburtstag hat, ein Blu-
menstrauf] iiberreicht werden. Wieviele Straufle braucht man mindestens,
wenn man mit Sicherheit auschliefen will, dass man zu wenige Straufle
hat?

Wie grofl muss die Zahl der Strédufle mindestens sein, wenn man mit der
Wahrscheinlichkeit von 0,95 diesen blamablen Fall vermeiden will?

Wir nehmen néherungsweise an, dass fiir jede Person die Wahrscheinlich-
keit, an einem bestimmten Tag Geburtstag zu haben, gleich ist fiir alle
Tage des Jahres. Schaltjahre werden nicht beriicksichtigt. Dann ist die
Feststellung der Geburtstage aller Teilnehmer ein Laplace-Experiment
mit den moglichen Ausgéngen w = (i1, ...,i500), wobei iy die Nummer
des Tages angibt, an denen der k-te Teilnehmer Geburtstag hat. Die
Menge aller méglichen Versuchsausginge hat den Umfang N = 36559,
Es gibt ndmlich N = 365°%° Moglichkeiten der Verteilung der Geburts-
tage der 500 Personen auf das Jahr.

Fiir das Ereignis Ay := ”Genau k Personen haben am Eroffnungstag Ge-
burtstag” gibt es N(Ay) = (520) - 364590—F 7 oiinstige” Versuchsausgiinge.

Es gilt P(Ag) = w, und folglich ergibt sich

k 0 1 2 3 4 5
P(A,) [ 0,2532 0,3478 0,2384 0,1087 0,0371 0,0101

Deshalb ist

5
P( g Ak> =" P(4,) = 0,9953.
k=1
Das heifit, mit an Eins grenzender Wahrscheinlichkeit haben héchstens

fiinf der Personen am Eroffnungstag Geburtstag.
(Zur Berechnung wurde die N#herung

5
k=1

k .
P(Ay) = 376> mit A = 53
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benutzt. )

Rein zuféllige Wahl eines Punktes aus [0, 1)

Das Laplace-Experiment lédsst sich nicht unmittelbar auf das in der Uber-
schrift genannte Problem anwenden, da [0, 1) unendlich viele Punkte enthélt.
Wir miissen hier den Begriff der "rein zufilligen Wahl” etwas modifizieren.

Rein zufillige Wahl soll bedeuten, dass fiir jedes Intervall [a,b) C [0,1) die
Wahrscheinlichkeit, dass der gewihlte Punkt aus [a,b) stammt, unabhingig
von der Lage des Intervalls sein soll. Das heifit

P([a,b)) = P(la + z,b+ x)) (1)
fir alle z mit a+x > 0,0+ x < 1.

Daraus folgt P([a,b)) =b— a. (2)
(Beweisen Sie (2)).

Es existiert allerdings kein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf der Potenzmenge
von [0, 1) mit den Eigenschaften (1) und (2), siehe Elstrodt, III. 2. Man kann
aber zeigen, dass ein Wahrscheinlichkeitsmaf P mit (1) und (2) existiert auf
der kleinsten o-Algebra %oy von Teilmengen von [0, 1), die alle Intervalle
der Form [a,b) mit 0 < a < b < 1 enthélt (0-Algebra der Borelmengen aus
[0,1)). Dieses Maf ist eindeutig bestimmt und heifit Lebesgue-Borel-Maf3 auf
([0,1), Pjo,1y) oder einfach LebesguemaB. Wir werden es mit Aj 1) bezeichnen.

Die Tatsache, dass man Aj ;) unter Beibehaltung von (1) nicht auf 93([0, 1))
erweitern kann, fithrt zu der auf den ersten Blick eigenartigen Situation, dass
man nicht jede Teilmenge C von [0, 1) als zufélliges Ereignis bei der rein zufélli-
gen Wahl eines Punktes aus [0, 1) ansehen kann.

Der Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %01y, Ajp,1)) ist das mathematische Mo-
dell des zufilligen Versuches, einen Punkt aus dem Intervall "rein zufillig”
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oder "auf gut Gliick” auszuwéhlen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Ajg;) 7verteilt” die Gesamtwahrscheinlich-
keit Eins ”gleichméafig” auf das Intervall [0,1). Sie heifit gleichmdfige Vertei-
lung auf [0,1). Insbesondere hat dann auch jeder Punkt = € [0, 1) als Ereignis
{z} die gleiche Wahrscheinlichkeit, die folglich gleich Null sein muss. Das folgt

~ 1
auch aus {z} = ﬂ [x, T+ E) und der o-Stetigkeit von (o). Diese Verteilung

k=1
ist Beispiel einer stetigen Verteilung.

In dem eben eingefiithrten Wahrscheinlichkeitsraum gibt es Ereignisse, die nicht
unméglich (bzw. nicht sicher) sind, aber dennoch die Wahrscheinlichkeit Null
(bzw. Eins) haben. Das fithrt uns auf folgende Definition.

Definition: Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Jedes Ereignis A €
A mit P(A) = 1(P(A) = 0) heifit fast sicheres Ereignis (bzw. fast unmdgliches
Ereignis).

Bei der rein zufélligen Wahl eines Punktes aus [0, 1) ist das Ereignis A := "Es
wird ein irrationaler Punkt gewihlt” ein fast sicheres Ereignis und A = "Es
wir ein rationaler Punkt gewahlt” ein fast unmogliches Ereignis.

3.6 Zufallsgrofien

Unter einer Zufallsgrofie versteht man umgangssprachlich eine Grofle, die im
Rahmen gewisser zufélliger Erscheinungen einen Wert annimmt, der nicht von
vornherein feststeht, sondern vom Zufall abhéngt. Beispiele findet man tiberall.
In der Natur (Wetter), der Wirtschaft (Aktienkurse), der Technik (Ausfallzeit-
punkte von Konsumgiitern). Thre mathematische Erfassung und Untersuchung
ist ein zentraler Punkt der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Im Allgemeinen sind zuféllige Erscheinungen von sehr komplexer Natur. Man
denke nur an das Wetter oder das Geschehen an einer Aktienborse. Durch
die Konzentration auf Zufallsgréfien, wie Tageshochsttemperatur, monatliche
Niederschlagsmenge bzw. Aktientagesschlusskurse oder wochentliche Rendite
bestimmter Unternehmen werden Teilaspekte der zugrunde liegenden zufalli-
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gen Prozesse herausgestellt, fiir die man sich besonders interessiert.

Ein sehr einfaches Beispiel ist das Werfen zweier Wiirfel, wobei man sich nicht
fiir den Ausgang des gesamten Experimentes interessiert, sondern nur fiir die
Augensumme. Diese ist eine Zufallsgrofe im Rahmen des Werfens dieser bei-
den Wiirfel. Offenbar ist ihr (vom Zufall abhéngender) Wert eine Funktion des
Ausganges des zugrunde liegenden Wiirfelexperimentes. Ausgehend von diesen
Bemerkungen fithren wir den mathematischen Begriff der Zufallsgrofie gleich in
voller Allgemeinheit ein. Das hat den Vorteil, dass seine wesentlichen Aspekte
klar zum Ausdruck kommen.

Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Abbildung von {2 in
eine Menge E, z.B. E = Ry, E = R, oder E = Ny ={0,1,2,---,n,...}. Indem
man nicht den Versuchsausgang w € () zur Kenntnis nimmt, sondern nur den
Wert X (w) beobachtet, den die Funktion X in Abhéngigkeit von w annimmt,
ist ein neues zufélliges Experiment definiert mit moglichen Ausgéngen z, die
aus F stammen. Die mit diesem neuen Experiment verbundenen Ereignisse
sind nunmehr Teilmengen von E. Sie bilden eine o-Algebra € von Teilmengen
von E. Das Ereignis B aus € tritt fiir den neuen Versuch offenbar genau dann
ein, wenn der urspriingliche Versuch zu einem w fiihrt, fiir das X (w) € B gilt.

Beispiel: Wir betrachten das Laplace-Experiment des Werfens zweier Wiirfel
und wahlen

Q={w=1_(i,7):4,7€{1,2,...,6}}, 2A=P(Q),
PH{{w}) =367, weq,
Xw)y=i+j , w=/(47),€,

Hier wihlt man den Bildraum E als die Menge {2,3,---,12} und fiir € die
Potenzmenge P(F).

X ist also gleich der Augensumme der zwei Wiirfel.
Das Ereignis ” Augensumme ist gleich 4” entspricht der Menge {4} aus E und

tritt genau dann ein, wenn ein w = (4, j) mit i + 7 = 4 Ergebnis des Wiirfels
ist, also wenn (1, 3), (2,2) oder (3,1) gewiirfelt wurde.
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Wir kehren zuriick zum allgemeinen Fall und wollen auf (E, €) eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung PX einfiihren, die den Ereignissen des neuen Versu-
ches ihre Wahrscheinlichkeiten zuordnet. Das geschieht durch

PX(B) = P({w € Q|X(w) € B}) = P(X"Y(B)), E € €.

Ublicherweise ist & zusammen mit E von vornherein festgelegt. Damit die De-
finition von P¥ dann sinnvoll ist, miissen wir eine Forderung an X stellen, die
wir in der néchsten Definition formulieren.

Definition: Die Abbildung X von (Q,20) in (E, €) heifit eine Zufallsgrofse iber
(Q,2(, P) mit Werten in (E, €), falls gilt

X7Y(B) :={w € Q|X(w) € B} €, fir alle B aus € (1)

m.a.W., falls die Abbildung X (in der Sprache der Mafitheorie)eine A — E-
messbare Abbildung ist.

Fiir {w € Q| X (w) € B} schreiben wir hiufig kiirzer { X € B} und statt P*(B)
bzw. P(X~!(B)) verwenden wir die Schreibweise P(X € B).
Die Eigenschaft (1) driicken wir mitunter kiirzer auch in der Form

XHe)cA (1)
aus.

Wir merken uns also: ZufallsgroBen tiber einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)
mit Werten in (E, &) sind die A — &-messbaren Abbildungen von (£2,2) in
(E, €).

Aussage: Durch

PX(B) := P(X € B), Beé¢

ist auf € eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P gegeben. Die Verteilung PX

nennt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgroffe X oder die durch
X nduzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Zum Beweis priift man die Axiome 1.-2.” nach.

Fortsetzung des Beispiels:

Die moglichen Werte der Zufallsgrofie X sind die Zahlen 2,3, ---,12. Fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung PX der ZufallsgroBe X gilt mit
E={2,...,12}, ¢€=9(F),

die Gleichung

P*({z}) = P({w € QX (w) = z}) =

PG, ) eQli+j=ap) =" 0vep

und

PX(B)=> P¥({z}), Be€ (4)

€D
Die Forderung X (&) C 2 ist in diesem Fall natiirlich erfiillt.

Wir kehren zuriick zum Beispiel ¢) aus Abschnitt 2.1 und ersetzen die Zahl
100 durch ein allgemeines n > 1.

Hier fithren wir die Zufallsgrofien Xi(w) = +1(—1) ein, falls wy = Z(= W)
wobel w = (wy,ws, -+ ,w,) sei. Nach Definition sind die moglichen Werte
von X, die Zahlen +1 und —1, und die Verteilung PX* ist gegeben durch
PXe({i})=1,i=+1,-1.

Vermittels der X, bilden wir die Summe

Su(w) = Xp(w),w e Q,

die wiederum eine Zufallsgrofle ist. Sie hat die moglichen Werte —n, —n +
2m, - - -, +n und fiir ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt

PX({—n+2m})=(")27",m=0,1,...,n.
(Man iiberzeuge sich davon!)
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Was wir an diesem Beispiel gesehen haben, gilt auch allgemein:

Ist (E,€) = (R,,B,), so sind mit Zufallsgrofien Xy, Xy, --- iber (Q,2, P)

auch die Summen S,, = ZXk, die Funktionen M, : max(Xy, Xs, -+, X,,),
k=1
der Grenzwert lim X, (sofern er existiert) wieder ZufallsgroBen. (Die Opera-

n—oo

tionen verstehen sich dabei punktweise, also w-weise.) Diese Tatsache ergibt
sich sofort aus den entsprechenden Eigenschaften mefibarer Funktionen, die in
der Maftheorie bewiesen werden.

Aussage: FEs seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E, €) und (F,F)
meflbare Rdume.

Ist X eine Zufallsgrife dber (2,2, P) mit Werten in (E, &) und Y eine Zu-
fallsgrife iber (E, &, PX) mit Werten in (F,§), so ist Z =Y o X eine Zu-
fallsgrifie dber (Q,2A, P) mit Werten in (F,§) und ihre Wahrscheinlichkeits-
verteilung P? auf § ist gegeben durch

PZ(C) = PX(Y7H(C)) = P(X~H(YTY(())),C € 3. (5)
Beweis: Nach Definition gilt
Y~4F) C € und

X7H€) C A, folglich gilt Z71(F) C 2. Also ist Z eine ZufallsgroBe iiber
(Q,2(, P) mit Werten in (F,§). Die Formel (5) ergibt sich unmittelbar aus der
Definition der Verteilung von Z.

Definition: Jede Zufallsgrifle iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)
mit Werten in (Ry, %1)((Rn, $,)) heifit eine reellwertige Zufallsgrifie (bzw.
ein n-dimensionaler zufdlliger Vektor).

B, bzw. B, bezeichnen dabei die o-Algebren der Borelmengen aus Ry bzw. R,

(siehe Maftheorie).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung PX sagt uns, mit welcher Wahrscheinlich-
keit die ZufallsgroBe X ihren Wert in Mengen B € ¢ annimmt:
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PX(B)=P{weQX(w) € B}), Be ¢

Die Verteilung PX ist als Wahrscheinlichkeitsma$ ein kompliziertes i. A. und
nur schwer zu handhabbares Objekt. (Fiir jedes B € ¢ muss man P*(B)
angeben.) Bei reellwertigen Zufallsgroffen und zufilligen Vektoren gelingt es,
die Eigenschaften von PX durch die Untersuchung eines einfacheren mathe-
matischen Objektes, die sogenannte Verteilungsfunktion von P¥ bzw. X, zu
erhalten.

Am Ende des Abschnittes 3.2 haben wir die Zufallsgrofle T_; im Zusammen-
hang mit einer symmetrischen Irrfahrt eingefiihrt und de facto die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Zufallsgrofie

T 1(w) = min{k > 1|Sk(w) = -1}
bei unbegrenzter Fortfithrung des Miinzexperimentes berechnet:

Goms1 = P(7_1(w) =2m +1) = %, m>1,

Wir werden spéter sehen, dass ZQZm—H = 1 gilt, d. h., bei unbegrenzter

m=0
Fortfithrung des Miinzwurfes wird der Spieler A mit Wahrscheinlichkeit Eins
irgendwann "ruiniert”, d. h. sein Guthaben wird irgendwann negativ.

Vollig analog kann man aber auch schlussfolgern, dass er mit Wahrschein-
lichkeit Eins irgendwann mindestens einen Betrag der Gréfie Eins auf seinem
Konto hat. (Wir setzen dabei voraus, dass er in der Zwischenzeit, wenn sein
Guthaben im Negativen ist, immer geniigend Finanzmittel besitzt, das Spiel
fortzusetzen.) Wenn er die Strategie verfolgt, in dem Moment aufzuhéren zu
spielen, wenn er das erste Mal einen Gesamtgewinn der Hohe Eins hat, so ge-
winnt er bei dem vereinbarten durchaus fairen Spiel des Miinzenwurfes ohne
Zeitlimit mit Wahrscheinlichkeit Eins eine Geldeinheit. Ein Paradoxon.
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Verteilungsfunktionen reellwertiger Zufallsgrofien

Definition: Ist X eine reellwertige Zufallsgrifie tiber einem Wahrscheinlich-
keitsraum (0,2, P), so bezeichnet man die durch

Fx(z) = P{weQX(w) <z})=P(X <zx),r € Ry
auf Ry gegebene Funktion Fx als Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X .

Offenbar gilt nach Definition der Wahrscheinlichkeitsverteilung PX die Glei-
chung Fx(x) = PX((—oc0,z]),z € Ry.

Wenn keine Verwechslungen moglich sind, schreiben wir F' anstelle Fx. Ist
a < b so haben wir (—oo,a] C (—o0,b] und wegen (a,b] = (—o0, b]\(—0o0, a]
gilt

Pla < X <b) = PX((a,b]) = F(b) — F(a). (6)
Aussage: Die Verteilungsfunktion F' = Fx hat folgende Eigenschaften:

1. F ist monoton nichtfallend: v <y = F(z) < F(y)

2. lim F(z)=0,lim F(z) =1

3. F ist an jeder Stelle x € Ry von rechts stetig:
F(z+0):= lian(y) = F(x)
ylx

4. Fir jedes x € Ry gilt mit F(xz —0) := lim F(y)

ylz
F(z) = F(z —0) = P(X = 2) = P*({z})

Bemerkung: Jede Funktion F' auf R; mit den Eigenschaften 1. - 3. heifit eine
Verteilungsfunktion auf R;. Wir sehen weiter unten, dass jede Verteilungsfunk-
tion von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugt wird.

Beweis der Aussage:
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1. 2 <y= (—00,2] C (—o00,y] = F(x) < F(y)

2.z, | —00 = (—00,2,) | 0 = lim F(z,) =0,

n—oo

Ty T oo = (—00,2,] T Ry = lim F(z,) =1

n—oo

3. Wegen (—oo,z| = ﬂ(—oo,xn] fur jede Folge (z,) mit z, | z =

n

4. (zp,x] | {z} fiir jede Folge (x,) mit z,, T .
— F(z) — F(x—0) := nh_{go(F(x) — F(z,))
= lim P*((2n, 2]) = P*({z}).

n—oo

Die Bedeutung der Verteilungsfunktion F'x fiir die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung PX der ZufallsgroBe X besteht in Folgendem.

Kennt man F' = Fx, so ist PX zumindestens auf Mengen A der Form A =
(a,b],a < b festgelegt:

PX((a,b]) = F(b) — F(a), a<b. (7)

Das Mengensystem v = {(a, b]| — 0o < a < b < 0o} ist aber ein Semiring, und
die Mengenfunktion

Q((a,b]) := F(b) = F(a), (a,0] € (8)

ist auf v o-stetig (d. h., ist [a,,b,) eine monoton fallende Folge halboffener
Intervalle mit ﬂ [an, by) = 0, so haben wir lim Q((an,b,]) = 0).

n>1
(Der Beweis ist sehr technisch, siehe z. B. Siraev, I 3).

In der Mafitheorie wird gezeigt, dass man () auf eine und nur eine Weise zu
einem Maf} auf die o-Algebra 28, der Borelmengen aus R; erweitern kann. Da
PX mit Q auf v {ibereinstimmt, ist P diese Erweiterung.

Damit haben wir gezeigt:
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Aussage: Zu jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung QQ auf Ry gehort eine Ver-
teilungsfunktion I, definiert durch

F(z) = Q((—o0,z|), =z € Ry.

Jede Verteilungsfunktion F auf Ry, d. h. jede Funktion F' mit den Figenschaf-
ten 1.-3., ist die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf
(Ry,B1). Wahrscheinlichkeitsverteilung und Verteilungsfunktion entsprechen
sich eineindeutig.

Beispiele:

a) Ist 2,2, P) ein Laplace-Experiment mit 2 = {wy, we, - - - wn}, A = P(Q),
P({w}) = +,w € Q, und ist X eine reellwertige ZufallsgroBe iiber
(Q, 2, P) mit X(wg) = x5,k =1,---,N, xp # z; fir k # j, so lau-
tet die Verteilungsfunktion F' = Fy wie folgt:

N
1
F(:L‘) = % Z 1= NZ ]1(7007%](:15),% € Ry
k=1

kxp<z

Fist in diesem Fall eine stiickweise konstante rechtsseitig stetige, nicht-
fallende Funktion auf R; mit den Sprungstellen x;, den Sprunghdhen %

77777

b) Ist (2,2, P) = ([0,1),B0,1), A\jo,1y) der Wahrscheinlichkeitsraum, der die
rein zufillige Wahl eines Punktes w aus [0, 1) modelliert, und ist X (w) =
w,w € €2, so gilt fir ' = Fx

0 <0
Flz)=< 2z 2€]0,1]
1 z>1

Eine Moglichkeit, sich von der Lage einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R;
und ihre Ausbreitung eine Vorstellung zu verschaffen, besteht in der Berech-
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nung ihrer Quantile.

Definition: Es seien @) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R1,B1) und
F ihre Verteilungsfunktion:

F(z) = Q((—o0,x]), ,x € Ry.

Weiterhin sei p irgendeine Zahl mit 0 < p < 1.
Als p-Quantil der Teilung bezeichnet man jede Zahl q, € Ry mit F(q, —0) <

p< F(%)-

Die Menge aller p-Quantile von ) ist nichtleer und bildet ein beschréanktes
abgeschlossenes Intervall. Sie ist einelementig genau dann, wenn es keine zwei
Zahlen x < y gibt mit F'(z) = F(y) = p.

Definition: Jedes Quantil q1 heifst Median. Jedes q1 hat also die Figenschaft

Q((—o0 ql)) =F(q.—0) <3 qu(q1) = Q((o0, Q1]) Das Quantil q1 heift
unteres und oberes éuantzl Dze Dzﬁ”er@nz 43 —q1 ist ein Mafs fiir die ” Ausbrei-

tung” der Verteilung Q. Es gilt Q(lqs. s]) = Q((=o0, gs]) — Q(=00,02)) >
_1

R

NIt
=

Verteilungsfunktion zufélliger Vektoren

Es sei X ein n-dimensionaler zufilliger Vektor iiber (Q,2(, P), d. h. X(w) =
(X1(w), Xo(w), -, Xp(w)), w € Q,und die Abbildung X ist A—2B,,-messbar.
Aquivalent dazu ist, dass alle Komponentenabbildungen X, reellwertige Zu-
fallsgrofen, also /A — B;-messbare Funktionen sind.

Definition: Die Funktion
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P(X € (—o0,x1] X -+ X (—00,1,]) =
:PX((_OO7I1] X X (—OO,xn]),$:<I'1,"',.Tn) eRn

heifst Verteilungsfunktion des zufilligen Vektors X bzw. seiner Wahrschein-
lichkeitsverteilung PX.

Aussage: Die Verteilungsfunktion Fx hat folgende Eigenschaften:

1. 0< Fx(z) <1,z € R,

2. lim FX(x1,~.,xn):O fﬁT’j@d@Sk:l,'--7n

T —o0

3. limT Fx(xy, -+ ,z,) =1
T,y | OQ
4. Fx ist von rechts stetig:
%le(} Fx(l’l—l-hl,“',l'n—i-hn):Fx(ﬂfl,"',ﬂfn)

i=1,---,n
5. Mit der Definition

A Fx(x) = Fx (o1, @1, T+ hiy Tiga, - 20) — Fx (21,000, @) gilt
0 < Apy -, Fx(x) (Verallgemeinerung der Monotonie im Falln = 1)

Beispiel zu 5: Fiir n = 2 gilt
Fx(x1 + hi,29 + ho) — Fx (21,29 + ha) — Fx(x1 + hy,x2) + Fx(z1,22) >0

Analog zum eindimensionalen Fall kann man zeigen, dass die Wahrschein-
lichkeitsverteilung P~ von X durch die Verteilungsfunktion Fy eindeutig be-

stimmt ist. Das entsprechende Mengensystem ~ besteht jetzt aus den ”Recht-
n

ecken” ] (ak, bk} )

k=1

Wie im Fall n = 1 werden wir jede Funktion F' auf R, mit den Eigenschaften
1. - 5. als Verteilungsfunktion auf R, bezeichnen. Vermittels

Q(H;;:l(ak, ar + hk]> — Ap, - Dy F(2)
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ist eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung @ auf (R,,,B,,) de-
finiert, fiir die F' die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Zu jeder
Verteilungsfunktion F' auf R, d. h. jeder Funktion F' mit 1. - 5. gilt es ei-
ne Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (R, B, die F als Verteilungsfunktion
hat.

3.7 Verteilungsfunktionen
Verteilungsdichten

Wir haben gesehen, dass sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, 1)
bzw. (R,,B,) durch ihre Verteilungsfunktionen charakterisieren lassen. Die-
se wiederum besitzen in Spezialfiallen eine besonders einfache Struktur. Zum
einen handelt es sich dabei um sogenannte diskrete Verteilungen bzw. diskret
verteilte Zufallsgriffen. Diesen Verteilungen ist das Kapitel 4 gewidmet. Zum
anderen heben sich Verteilungen mit einer Verteilungsdichte, man spricht auch
einfach von Dichten, heraus. Diese Verteilungen werden wir in voller Allge-
meinheit unter Verwendung des Begriffs des Lebesgueintegrals erst in Kapitel
7 behandeln. Vorab wollen wir jedoch Fille, in denen man mit dem vertrauten
Riemannintegral auskommt, vorstellen.

Definition: Es sei n > 1 und F' eine Verteilungsfunktion auf R,,. Weiterhin
sei [ eine nichtnegative, Riemann-integrierbare Funktion auf R, mit

/f(x)dx _ 7 7 7f(x1,x2,---,xn)dx1,dx2, e dpy = 1 (1)
e o

—00 —00

————
Man sagt, F' besitze eine Verteilungsdichte und diese sei gleich f, falls

1 o Tn
F(ﬁf):/ /"'/f(31752a"'7Sn)d31;d32a"'ad3n (2)

-0 —O0
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fir alle x = (x1, 29, -+, x,) € R, gilt.
Die folgende Aussage enthélt zwei unmittelbare Folgerugnen dieser Definition.

Aussage:

a) Jede nichtnegative Riemannintegrierbare Funktion f auf R, mit der Ei-
genschaft (1) definiert durch (2) eine Verteilungsfunktion F auf R,,.

b) Ist f eine Dichte der Verteilungsfunktion F auf R,,, und ist f in Umge-

hung von x = (x1, 9, -+, x,) stetig, so gilt
f(9517$27"',$n):WF(%JQ,”',%) (3)
fiir dieses x = (x1, T2, -+, Tp).

Beweis:

a) Man weist leicht alle die Verteilungsfunktion definierenden Eigenschaften
fiir F" nach.

b) Man wende den Mittelwertsatz der Integralrechnung an.

Beispiele:

1) Die gleichméfige Verteilung U([0,1)) auf ([0,1),Bo1)) (Beispiel b) aus
3.6) besitzt die Verteilungsfunktion

0 : z<0
Fx)=< z : z€]0,1]
1 : z>1

und die Dichte

f(x) =1py(r), z€ Ry,
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2) Essei A > 0 und f, die durch

0 ,z<0 o
fA(x) = { )\e—/\x T > 0 } = 1[0,00)<m)Ae A , & € Rl

definierte Funktion. Dann ist f, die Dichte einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf (Ry,B,), die man als Fzponentialverteilung EX P(\) mit
dem Parameter A bezeichnet. Thre Verteilungsfunktion F) lautet

0 , <0
Fi(w) = { l—e™ >0
3) Die eindimensionale Normalverteilung N (u,0?) (auch GauBsche Vertei-

lung genannt) besitzt zwei Parameter p € R; sowie o> > 0 und ist
definiert durch ihre Verteilungsdichte

Puo2(r) = (2m0?) 2 exp | — shy(x — p)?|, 2 € Ry

Die Verteilungsdichte hat als Graphik die Form der sogenannten Gauf3-
schen Glockenkurve mit ihrem Maximum im Punkt g und den Wende-
punkten bei g+ o und p — oo = Vo2 > 0. Sie ist symmetrisch bez.
B uoz(p+ 2) = puo2(p—2) , z > 0, und fillt fir x — 400 und
x — —oo sehr schnell gegen Null ab.

xT

Die Verteilungsfunktion ¢, ,2 ist gegeben durch @, ,2(x) = / ©uo2(s)ds

und nicht explizit durch elementare Funktionen ausdriick_bar. © = Yo1
heifit Dichte und ¢ = ®(; Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
N(0,1).

Es gilt

Pu,o? (QT) = %@071(%)‘
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Eigenschaften von ¢:

1. ¢ ist beziiglich Null symmetrisch: p(—x) = p(z),z € R;.
2.  ist unimodal und hat ihr Maximum bei Null.
3. ¢ hat zwei Wendepunkte, und zwar bei +1 und —1.

4. Die Verteilungsfunktion ® = ®(; der Standardnormalverteilung
ist vertafelt (siche Vorlesungsanlagen). Es gilt

1 —-®(z) =P(—2), z€ R, P(0)=0,5und

»

X

1—-®(z) < ——e 7 (x>0),

B, () = @(%), z € R,

4) Es sel p € R, und ) eine positiv definierte symmetrische n x n-
Matrix. Dann ist die Funktion f, 7, definiert durch

fuF(x) = ! - exp[—%(m—u)TZ_l(x—,u)],xERn

(2m)™\24 /de

die Dichte der sogenannten n-dimensionalen Normalverteilung N (1, > ).

Im Fall n = 2 hat sie mit der Notation

2
o]  pPO102 H1
= ,01,09 > 0, [p| < 1,4 =
Z (p(ﬁpz ag ) 1,02 p| 2 (NZ)

die Form

1
2mo1024/ 1—p2?

1 2 2p(z1—p1) (z2—p2) © ?
_ T1—p _ x1—p1)(T2—p2 To2—ph2
exp | =t ((252) - e (222) )]

fu B (w1, m0) =
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Als Hohenlinie H,. der Dichte fx bezeichnet man die Menge aller Punkte
(x1,22), in denen fy den Wert ¢ besitzt (O <c< +>

2mo1,024/ 1—02
Offenbar ist

Hy ={z = (21,72) : fx(z) =c} =
{z: (x-S (@—p) =c}

fiir ein gewisses ¢* > 0. (Genauer: ¢* = —2(1 — p?)In(270y, 024/ 1 — 0%c).
Die Menge H. ist eine Ellipse mit dem Mittelpunkt p. Wir setzen p = 0.
Die Form und Lage der Ellipsen H. héngt von oy, 09 und o ab.

Gilt o = 0, so sind die Hauptachsen der Ellipsen H, die Koordinatenach-
sen und die Liange der Hauptachsenabschnitte ist v/¢* - 05,1 = 1, 2.

Gilt 0f = 05 = 0% und ¢ # 0, so sind die Hauptachsen um % gegeniiber
den Koordinatenachsen gedreht und die Léngen der Hauptachsenab-
schnitte v -0 - I E 0 . (Das Vorzeichen — steht fiir die Hauptachse
im 1. und 3. Quadranten.)

Im allgemeinen Fall 07 # o3 und ¢ # 0 sind die Hauptachsen der Ellipsen
um den Winkel

g1

~v=10,5-arctan <QUQ%‘+"§>

gegeniiber den Koordinatenachsen gedreht. Die Hauptachsenabschnitte
sind

C*(17Q2) )é

a = 0102 <O’% sin? 'y—i—og cos? y+2p01 02 siny cosy

bzw.
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1
b:0'10'2( c(1-0*) >2

2 2 ain2 :
07 cos? y+03 sin? y—200102 siny cos 7y

(a steht fiir den Hauptachsenabschnitt im ersten Quadranten).

(Siehe Beyer et. al., Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische
Statistik, 7. Auflage, Teubner 1995, Abschnitt 2.3)

It X eine reellwertige Zufallsgrofle mit der Dichte fx und ist ¢ eine streng mo-
notone und stetig differenzierbare Funktion von R; in sich, so gilt die folgende

Aussage: Y = (X)) besitzt ebenfalls eine Dichte fy, und es gilt

Fr(®) = fx@ W)IL=w)| . y € WH(X).

Beweis: Zunéchst sei ¢ streng wachsend. Dann ist

Fy(y) = P(Y <y) = P(p(X) <y) = P(X <47 (y))

und somit

£-) = fx(@ () - L=(y).

Ist dagegen 1 streng fallend, so haben wir

Fy(y) = P(X 2 ¢7'(y)) =1 - P(X <+¢~'(y)) und

Fr(y) = fx@ )| 2=l

Beispiel: X sei gleichmiiBig auf [0,1) verteilt und es sei Y = A7!nX fiir ein
A > 0. Dann ist Y eine mit dem Parameter A\ exponentialverteilte Zufallsgrofe.



