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1. Die Gammafunktion t → Γ(t) ist für t > 0 definiert durch

Γ(t) =

∞∫

0

xt−1e−xdx

.

a) Man zeige, dass gilt

Γ(t + 1) = tΓ(t), t > 0,

Γ(n + 1) = n!

2. Die Gammaverteilung Γ(α, λ) mit den Parametern α > 0 und λ > 0 ist
definiert durch ihre Dichte

f(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx1(0,∞)(x), x ∈ R.

Berechnen Sie die kumulantenerzeugende Funktion

ϕ(u) = ln

∞∫

0

euxf(x)dx, u < λ

der Γ(α, λ)-Verteilung und damit die n-te Kumulante κn.



3. Es seien (N(t), t ≥ 0) ein Poissonprozess mit dem Parameter λ > 0
und (Yn, n ≥ 1) eine Folge reellwertiger, unabhängiger, identisch ver-
teilter Zufallsgrößen mit der Verteilungsfunktion F , die außerdem von
(N(t), t ≥ 0) unabhängig seien.
Durch

X(t) =

N(t)∑

k=1

Yk, t ≥ 0 mit
∑

k=1

Yk := 0

ist ein sogenannter zusammengesetzter Poissonprozess definiert. Man
skizziere eine typischen Trajektorienverlauf von (X(t), t ≥ 0) und be-
rechne

ϕ(u, t) = lnEeuX(t), u ∈ {v ∈ R1|
∫

R1

evxF (dx) < ∞}, t > 0.

4. Es sei (Xn, n ≥ 1) eine zeitlich homogene Markovsche Kette mit abzähl-
barem Zustandsraum E = {i, j, · · · , k, · · ·}, den Übergangswahrschein-
lichkeiten (pij(ϑ), i, j ∈ E und der Anfangsverteilung (πi(ϑ), i ∈ E), ϑ ∈
Θ ⊆ Rk.
Man berechne die Likelihoodfunktion

Ln(ϑ; i0, i1, · · · , in) = Pϑ(X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xn = in)

.

Man bestimme eine Maximum-Likelihood-Schätzung für µ(ϑ) :=
∑
j≥0

jpj(ϑ)

falls (Xn, n ≥ 1) ein Verzweigungsprozess ist mit der Nachkommensver-
teilung

pj(ϑ) =
ϑjpi

[ϕ(ϑ)]j
, j ≥ 0

mit pj ≥ 0(j ≥ 0),
∞∑

j=0

pj = 1 und

ϑ ∈ Θ :=
{ ∑

j≥0

ϑjpj =: ϕ(ϑ) < ∞
}

.


