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5. Übungsserie

5.1 (2 Punkte) Eine Gesamtschadensverteilung S =
N∑

k=0

Xi möge aus voneinander

unabhängigen, identisch verteilten Schadenshöhen {Xk }k≥1 und einer davon un-
abhängigen Schadensanzahl N ∼ p = (pn)n≥1 gegeben sein. Dann gilt die Gleichung
LS = ϕN(LX1(u)), u ∈ [0,∞), (siehe Vorlesung).

a) Zeigen Sie, dass für p, die dem Panjer-Schema (∀n ≥ 0 : pn+1 = ( a + b
n+1

) pn)
genügen, die Laplacetransformierten LS und LX1 der gewöhnlichen Differential-
gleichung

L′S(u) = a LX1(u) L′S(u) + (a + b) L′X1
(u) LS(u), u ∈ (0,∞)

genügen.

b) Zeigen Sie, dass für p, die dem Panjer-Schema erst ab einem gewissen m ≥ 0
genügen (∀n ≥ m : pn+1 = ( a + b

n+1
) pn), die Laplacetransformierten LS und

LX1 der gewöhnlichen Differentialgleichung

L′S(u) = a LX1(u) L′S(u) + (a + b) L′X1
(u) LS(u) + g(u), u ∈ (0,∞)

mit g(u) =
m−1∑
n=0

( pn+1 − (a + b
n+1

) pn ) d
du

Ln+1
X1

(u), u ∈ (0,∞)

genügen.

5.2 (4 Punkte) Es sei T = [0,∞). Es sei ferner N = (N(t), t ∈ T) ein Poissonprozess
mit der Intensität λ ∈ (0,∞) und den Ereigniszeiten {Sn}n≥1.

a) Man bilde den neuen stochastischen Prozess N1 = (N1(t), t ∈ T) durch

N1(t) =
∞∑

k=1

1[S2k,∞)(t), t ∈ T

Ist dieser Prozess ein Poissonprozess ?

b) Man bilde den neuen stochastischen Prozess N2 = (N2(t), t ∈ T), indem jede
Ereigniszeit mit der Wahrscheinlichkeit p ∈ (0, 1) unabhängig von N und un-
abhängig voneinander entfernt wird.

Ist N2 ein Poissonprozess ?

5.3 (4 Punkte) Es seien T = [0,∞) und N = (N(t), t ∈ T) ein Poissonprozess der
Intensität λ ∈ (0,∞).

Zeigen Sie, dass N ein Prozess mit unabhängigen Zuwächsen ist.

Hinweis: In Aufgabe 1.3 wurde gezeigt, dass P (S1,..,Sn)|N(t)=n die Gleichverteilung
auf dem Simplex ∆n,t ist. Stellen Sie {N(t1) = k1, .., N(tn)−N(tn−1) = kn } als
Ereignis in {Si }i≥1 dar, bedingen Sie die Wahrscheinlichkeit und benutzen Sie
die expliziten Darstellungen der resultierenden Wahrscheinlichkeiten.



5.4 (4 Punkte) Es sei {Tk }k≥1 eine Folge von unabhängigen, identisch verteilten Zu-

fallsgrössen mit Werten in (0,∞]. Es seien ferner Sn =
n∑

k=1

Tk, F definiert auf R

durch F (t) = P[T1 < t], sowie ‖F‖ = lim
t7→∞

F (t) = P[T1 < ∞]. Man beweise:

a) Wenn ‖F‖ = 1, dann gilt:

∀n ≥ 1 : P[Sn < ∞] = 1

und
P[ lim

n7→∞
Sn = ∞] = 1.

Weiterhin gilt mit N(t) = #{ k ≥ 1 |Sk ≤ t }:

P[ lim
n7→∞

N(t) = ∞ ] = 1 .

b) Wenn ‖F‖ < 1, so ist T = min{ k ≥ 0 |Tk+1 = ∞} eine P-f.s. endliche Zufalls-
grösse.

Man bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von T , ST und zeige, dass

P[ lim
t7→∞

N(t) = ST < ∞ ] = 1

gilt.


