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Taschenrechner und PCs erlauben (rechnerisch) anspruchsvolle
Aufgaben zu IGsen.

Bekommt jeder (egal auf welchen Weg) immer das Gleiche heraus?
Ist das (Taschenrechner-) Ergebnis liberhaupt richtig?

Sehen wir uns ein Beispiel an!
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1
fir a=10° und b=10"*

vVa+b—+/a
= 6329113.924
Va+b+a
" (Vatb—va)(Vatb+ta)
_Vatb+.a
- b

= 6324555.322

Das ist ein Unterschied von 4558.60208 bei mathematisch
identischen Ausdrucken!
Die vierte Stelle ist falsch bei 10-stelliger Anzeige
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Was ist anders bei der Computerrechnung?

Wir verwenden keine reellen Zahlen mehr, sondern normalisierte
Gleitkommazahlen.

Beispiel: +0.222029388 - 10~9

Wichtig fiir die Genauigkeit ist die Mantissenlange - die Anzahl der
Ziffern nach dem Komma.

Fiir Festkommazahlen bedeutet Mantissenlange die Anzahl der
mitgefiihrten giiltigen Ziffern:

12300.
1.23
0.000123
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Mit welcher Mantissenlange rechnet mein Taschenrechner? Wir
testen, wann

1+e)=1

mit 1> ¢ > 0.
Mantissenlange—1 Stellen

1..0000000000000(00000]

+ 0.0000000000000/00000|1 = 10~ Mantissenlange

Wir testen (1+107°) —1 =7
Mein Taschenrechner hat 10 angezeigte Stellen, aber 11
Mantissenstellen.
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Es gelten nicht: Assoziativgesetz und Distributivgesetz
(e+1)—1#e+(1-1)
Kommt daher das schlechte Ergebnis des Beispiels?

Durch notwendige Rundung werden Fehler gemacht. Wie wirken
sich diese Fehler auf ein Berechnungsergebnis aus?

Betrachten wir die Berechnung eines Funktionswertes y einer
Funktion f mit

y=f(d), feCYR"R), deR"

Wir wollen die Abhangigkeit des relativen Fehlers von y vom
relativen Fehler von d untersuchen.
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Wir betrachten fiir festes d und einen festen Fehlervektor Ad die

skalare Funktion
F(s) := f(d + sAd).

Fir F gilt der Mittelwertsatz und daher

F(1) — F(0) = f(d + Ad) — f(d) = F'(6)(1 - 0).

Adq

F/(9):f/(d+9Ad):<<9f(d+£Ad) %)

Adp
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Die Norm ||.|| ist eine Funktion R" — R mit den Eigenschaften
1. |lv[[ >0, |lv]=0<v=0.
2. [[Avi = [Alllvll
3. |lv+w| < |lv|| + ||w]|| (Dreiecksungleichung)

Sind y und v (Spalten)Vektoren und falls y = Av soll gelten
llyll < [[Allllv||, dann heisst ||.|| passend zu ||.||.

Die Unendlichnorm ||v|| := max |v;| und die Zeilensummennorm
1

n
[Alloo := max 21 ajj| passen zueinander.
J:
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Addition: f(d) :=dy+dy, di,dp >0, S =1

K= =1

+

dq +d2 dq +d2

Multiplikation: f(d) := di * d, di,d> >0 'aa; = db, C%fz =d

K_

dl*dz * do + d*dg *dy = 2.



Addition: f(d) :=dy + d», di,do >0, 2F =1

ad;
K= d1+d2 + d1+d2 =1
Multiplikation: f(d) :=di * dy, di,dy > 0,58 = do, H- =
K= *d2—|—d*d xdy = 2.
Division: f(d) =&, di,d2>0, Fp =g, 55 =—5

_d 1 | d d
K_dl* + Gk =2

=d



Addition: f(d) :=di +d2, di,d2 >0, 865 =1

K= d1+d2 + d1+d2 =1L

Multiplikation: f(d) := di * da, d1,d> >0 ,% = db, % = dy

_ d: _
K= d1*d2 * dp + d1*2d2 xdp = 2.

vicion: . d orf 1 of d
Division: f(d) =3, d,d>0, Fr =g 55 =

_d 1 b o d
K_ﬂ*d2+i1* = 2.
do do

Subtraktion: f(d):=di —dr, di>dr >0

_ dq do _ dit+ds
K= di—d> + di—dr T di—d>




Subtraktion: f(d):=di —dr, d1>dr >0

di+d>

_ _d d -
K = dd T o g = d-d — oo fur do — di




Subtraktion: f(d):=di —dr, d1>dr >0

di +d2

_ _d do -
K—d17d2+d17d2 - — oo fir db — dy

Dieser Effekt wird Ausloschung genannt,weil zwei etwa gleich groBe
Gleikommazahlen viele gleiche Ziffern nach dem Komma haben,
die sich bei der Differenzbildung ausloschen.



Subtraktion: f(d):=di —dr, d1>dr >0

_ _d d _ ditd> -
K—d17d2—|—d17d2—d17d2 — o0 flir db — dy

Dieser Effekt wird Ausloschung genannt,weil zwei etwa gleich groBe
Gleikommazahlen viele gleiche Ziffern nach dem Komma haben,
die sich bei der Differenzbildung ausloschen.

Die Ausloschung ist hauptverantwortlich fiir ungenaue
Rechnerergebnisse, aber sie ist manchmal schwer zu entdecken.
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2ttan K
2

A=nrl=r
Flache des n-Ecks = Anzahl der Dreiecke * Dreiecksflache

Anzahl der Dreiecke: ny =4-2K, k=0,1,...

.. . . 2tan 2k r
Flache eines Dreiecks: ax = gT*h = >~— = tan %

Fliche des n-Ecks: Ay = 4 - 2k tan o
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Es gilt tan 5 = \/;ggzx und cos 3 = \/%(1 + cos w)

Mit x, := cos wy haben wir die lterationsvorschrift:

Xo = O, Xk — %(1 +Xk71), Ak =4. 2k i;_i:




Ubergang von k zu k +1 - von wj zu ¢

Es gilt tan 5 = \/;zgzx und cos % = 1/3(1 + cos w)

Mit x, := cos wy haben wir die lterationsvorschrift:

Xo = 0, Xk — %(1 —|-Xk_1), Ak =4. 2k i_?;i
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Kann man das besser machen?

ir finden tan ¥ = ——fanw
Wir finden tan 5 = o owi



Kann man das besser machen?

Wir finden tan § = -t
V1+tan? w+1

Mit y := tan ¢ haben wir die Iterationsvorschrift

)/ozl,ﬂzyi A =4-2ky,

A /1+yk ;+1
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Yk
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O ~NOOT P~ WNN RO

e vl e i = e
SOk W N RO

1.0
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Rechnet mein Computer richtig?

Ja, aber nur im Rahmen seiner Moglichkeiten und die sollte man
genau kennen!



Danke fur lhre Aufmerksamkeit!



