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Musterlosung

Aufgabe 1

(1) Sei U C R™ eine offene Teilmenge, p € U und w € Q" H(U\{p}) eine stetig differenzierbare
geschlossene Differentialform, d.h. dw = 0. Seien A, B C U Gebiete mit glatten Réndern, die auch
in U liegen und die p enthalten. Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Stokes

OA OB

Hinweis: Betrachten Sie eine hinreichend kleine Kugel um p. Ein “Gebiet A C R™ mit glattem
Rand” ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, deren Rand, 0A, mit dem topologischen
Rand bereinstimmt.

(2) Das Integral einer Funktion iiber Jordanmessbare Teilmengen ist das Integral ber Real- plus
i-mal das Integral ber den Imaginérteil. Analoges gilt fiir komplex-wertige Differentialformen. Die
1-Form dz ist aulerdem definiert als dz = dx + idy. Sei U C C offen und f : U — C stetig
differenzierbar und holomorph, d.h. % + i% = 0. Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Stokes fiir
jedes beschriankte Gebiet 2 C I' mit glattem Rand 0Q2 =T

(a) [ fdz =0,

(b) fiir jedes z € Qist f(2) = o= [, Ldc!

(c) fiir jedes = € U\Q ist 5L [ Ld¢=0.

Hinweis: (1) ist niitzlich fiir (b): Driicken Sie das Integral fiir Q' = A(z,r), d.h. die Kreisscheibe
um zp und die Parametrisierung v : [0, 1] — 0A(z;7) gegeben durch ~(t) = re?™% aus. Betrachten
Sie dann den Grenzwert fiir r — 0.

Loésung

(1) Sei € > 0 klein genug, damit der offene Ball B.(p) um p in beiden Mengen enthalten ist.
Dann ist A’ = A\B.(p) wieder eine Untermannigfaltigkeit mit Rand, wobei der Rand von A’ die
disjunkte Vereinigung von dem Rand von A und dem Rand von B.(p) ist. Nun ist die von A’
auf B.(p) induzierte Orientierung genau die Negation der gewdhnlichen von B.(p) induzierten.
Dies kann man leicht einsehen, in dem z.B. die auleren Normalenvektoren betrachtet. Also gilt
0A" = QAU (—0B(p)). Aus dem Satz von Stokes und dw = 0 auf A’ folgt:

Oz/dw:/w+/ w:/w—/ w.
’ HA —8B.(p) 0A 0Be(p)

1Die urspiingliche Aufgabenstellung hatte hier einen Tippfehler.




Das analoge Argument fiir B ergibt dann

o= o= o
A 8B.(p) oB

(2) Die (komplexe) 1-Form f(z)dz ist geschlossen, da gilt

d(fdz) = 6—f(dx/\dx+id:v/\dy)+?(dy/\dm-i—idy/\dy)
*(%fg—f)d Ady *z(g—fana—f)dx/\dy
=0.

Aus dem Satz von Stokes folgt damit sofort

/fdz-/ (fdz) =0,

fiir jedes beschriankte Gebiet (2 C U mit glattem Rand T'.

Sei nun z € U. Dann ist £ (fg eine holomorphe Funktion auf U\{z}. Falls z ¢ Q folgt daraus wie
oben, dass
f©) / f(©)
d¢ = | d(=—=d¢) =0.
/F (—=z Q (C -z )

Fiir z € Q sei € > 0 klein genug, sodass die offene Kreisscheibe A(z, €) in Q enthalten ist. Dann ist
pAC9]

z2—¢

holomorph in einer Umgebung von 2, = Q\A(z, €) und wie in (1) folgt, dass
J RGNy (G
FC_Z aA(z,e)C_Z

Ye : (0,1) = 0A(z,¢) — {z + €}
Ye(t) = z + ee®™

Die Abbildung

ist eine Parametrisierung von OA(z,¢), die nur eine Nullmenge auslisst. Also konnen wir das
Integral berechnen als

Q) o [T fOe®)
AA(z,e)C_ZdC_ 0 ’YE(t)_ ’ye(t)dt

f Z+€€2mt
E€27r7‘t (

)627rtdt

= 2m’/ f(z+ ee®™)dt.
0
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein t. € [0, 1], sodass

1
/ f(z+ ee®™)dt = f(z + ee®™).
0

Also folgt im Grenzwert ¢ — 0, dass

/f(C)dC72 if(2).
r¢—



Aufgabe 2

(a) Beweisen Sie die Existenz der Zerlegung der Eins einer kompakten Untermannigfaltigkeit M C
RY. Sie kénnen dabei wie folgt vorgehen: (i) Zeigen Sie, dass es ein r > 0 gibt, so dass fiir jeden
Punkt z € M fiir den euklidischen Ball in RY, B(z;2r) N M in einer Koordinatenumgebung
enthalten ist. Zeigen Sie dann, dass es endlich viele solche Bille, B(x;,2r) gibt, so dass die Bélle
vom Radius r, B(z;,r), M iiberdecken. (ii) Seien fi; glatte Funktionen auf RY, die auilerhalb von
B(z;,2r) verschwinden und auf B(z;,r) konstant 1 sind. Konstruieren Sie daraus die Zerlegung
der Eins und weisen Sie alle geforderten Eigenschaften nach.

(b) Zeigen Sie fiir eine k-Form « auf einer Untermannigfaltigkeit M C RY: « ist genau dann C?,
wenn es eine offene Umgebung W C RY von M und eine C*-Form & auf W gibt mit i*& = « fiir
die Einbettung i : M — W. Hinweis: Benutzen Sie eine geeignete Zerlegung der Eins.

Loésung:

(a) Sei M = |J;; Ui eine Uberdeckung durch Koordinatenumgebungen und ¢ > 0 die Lebesguezahl
zu dieser Uberdeckung. Dann folgt fiir r < g, dass alle Mengen von der Form B(x,2r) N M fiir
x € M vollstéindig in einer dieser Koordinatenumgebung enthalten ist. Da M kompakt ist, gibt es

T1,...,o; € M, sodass |J B(z;,7) N M eine offene Uberdeckung von M ist.

In Aufgabe 8.1 wurde eine glatte Funktion ¢ : RY — [0,00) mit Triger in B(0,2) konstruiert,
sodass ¢|p(,1) = 1. Sei dann

T — ¢i(z)
und ¢;(z) = ————.
e S S a7

Die 9; sind wohldefiniert und glatt auf Uézl B(z;,r). AuBerdem folgt unmittelbar aus der Kon-
struktion, dass

1) 0<y(z) <1
ii) ¥;(z) = 0 fur © ¢ B(x,,2r)

iii) Zfﬁ:l Pi(z) =1 fiir alle x € Ui:l B(zi,r).

DaM C Ufl:l B(zi,r) und jede Menge B(z;, 2r)NM in einer der obigen Koodinatenumgebungen U;
enthalten ist, bilden die Funktionen ;s eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung
(Ui)ier-

(b) Wir beweisen die Behauptung fiir M kompakt. Der nichtkompakte Fall geht analog, falls man
die Existenz von entsprechenden Zerlegungen der Eins vorraussetzt.

Die Richtung (<) ist trivial. Sei « eine I-mal stetig differenzierbare k-Form. In U3 wurde gezeigt
dass es offene Mengen W; und C' k-Formen &; gibt, sodass a;|w,na = a\w anv und M C ;o W,
Wie in (a) kénnen wir nun glatte Funktionen ¢; : W — [0,00),j = 1...,m konstruieren, die auf
einer offenen Umgebung W C RY von M definiert sind, sodass:

(i) Der Tréger von v; ist kompakt und in einer der Mengen W;, N W enthalten.
(ii) Die 9;|asr bilden eine Zerlegung der Eins.

Dann hat die k-Form v; - a;; Tréger in W;, N W und kann damit durch 0 auf ganz W fortgesetzt
werden. Sei

i Q€ 0k (W).



Nach Konstruktion ist & [-mal stetig differenzierbar und es gilt

m m
aly = Z%‘\M Q= (Zl/)le) o= .
Jj=1 j=1

Aufgabe 3

Beweisen Sie die folgende Aussage: Ist ¢ : B™ — B™ eine stetig differenzierbare Abbildung des
abgeschlossenen Einheitsballes im R™ auf sich, so besitzt ¢ einen Fixpunkt. Gehen Sie dabei wie
folgt vor:

(a) Angenommen, es gibt keinen solchen Fixpunkt. Dann definieren wir ® : B™ — S"~! wie folgt:
®(x) ist der Schnittpunkt der Geraden durch = und ¢(x) mit der Sphére, der « am néchsten liegt.
Fertigen Sie eine Skizze an. Zeigen Sie, dass @ stetig differenzierbar ist.

(b) Sei p € Q"71(8"~1) die Volumenform beziiglich einer der beiden Orientierungen. Zeigen Sie,
dass ®*p € Q"~1(B") geschlossen ist, d.h. d®*u = 0.

(¢) Wenden Sie nun den Satz von Stokes an und diskutieren Sie, warum dies einen Widerspruch
zur Annahme ergibt.

Lésung:

(a) Nach Definition ist ®(x) = z + tu fiir ein ¢t € R und u = Hi%ﬁg;‘g“. Die Bedingung ||®(z)|| =1
gibt dann:
L=z +2tx-u+t?=(t+z-u)+|z]* - (z-u)?
d.h.
(t+z u)?® =1+ (z- u)?— |z

Die Rechte Seite ist streng positiv, da aus ||z||? = 1 und z-u = 0 folgt, dass ¢(z) -2 = 1 und damit
©(z) = . Aus der Bedingung, dass ®(x) niher an z liegen soll, folgt dann ¢ > 0 und somit

t=—z-u+ /14 (x-u)?—|z|2

Da der Ausdruck unter der Wurzel nie verschwindet ist ¢ und somit auch ® eine stetig differenzier-
bare Funktion von x.

(b) Es gilt du = 0, da du eine n-Form auf einer n — 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist. Dann
folgt
d®*p = ®*dp = 0.

(c) Nach Konstruktion von ® gilt ®(z) = x fiir alle z € S"~1. Der Satz von Stokes und (b) ergeben
dann den Widerspruch

0:/ d@*u:/ CI)*;L:/ 1= wvol(S"™1) # 0.
n Sn—1 Sn—1

Also muss ¢ einen Fixpunkt haben.



