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Aufgabe 1( 5+5 Punkte) Bestimmen Sie fiir die folgenden Vektorfelder die kritischen Punkte
und entscheiden Sie, ob diese stabil oder asymptotisch stabil sind in Abhéngigkeit vom Parameter
a e R

(a) X(z,y) = (a( ! ) mit o < 0.

1— a2y —z
o) () = (2705

(¢)* Skizzieren Sie das Phasenportrait.

Aufgabe 2 (545 Punkte)
Beweisen Sie, dass die folgenden Mengen Untermannigfaltigkeiten des R? sind und berechnen Sie
die Tangentialebenen in einem beliebigen Punkt.

a) M; = {(cosh z - cosu, cosh z - sinu, z) € R3|(u, z) € R?}

b) My = {(z,y,2) € R®|a? + ¢ — 2> = 1}

Aufgabe 3 (4+6 Punkte)
Beweisen Sie, dass die folgenden Teilmengen keine glatten Untermannigfaltigkeiten sind:

(a) K ={(z,y,2) € R¥2* = 2% + ¢*}

(b) P ={(z,y) € R?|z® = y?}
Hinweis: Angenommen es gibt eine glatte Parametrisierung v : (—¢,¢) — P C R? um
(0,0) € P. Berechnen Sie die Ableitungen 7/,+"” und ~" und folgern Sie, dass nicht iiberall
7'(t) # 0 gelten kann.

(¢)* Kann (b) eine einmal differenzierbare Mannigfaltigkeit sein?

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 22.11.-24.11. besprochen werden:

Aufgabe U1l. Bestimmen Sie fiir das folgenden Vektorfeld die kritischen Punkte und entscheiden
Sie, ob diese stabil oder asymptotisch stabil sind. Skizzieren Sie das Phasenportrait:

_ (—ycos(z? + y?) — xsin(z? + y?)
* X(zy) = ( zcos(x? +y?) — ysin(a® +y?) )°

o X(z,y) = (Jc—ay3)

-y + ar®

Aufgabe U3. Sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit. Diskutieren Sie, was dies fiir die lokale
Topologie von M um einen Punkt x € M bedeutet. Zeigen Sie durch ein topologisches Argument,
dass die Vereinigung der Koordinatenachsen V = {(z,y) € R"|x = 0 oder y = 0} in (0,0) keine
Untermannigfaltigkeit des R? sein kann.

Aufgabe U4 Zeigen Sie, dass die n-Sphire S™ = {(x1,...,%,41) € R*1| Z?jll 2? = 1} eine
Untermannigfaltigkeit des R™™! ist, und das fiir den Tangentialraum gilt:

T,5" = {v € R"™|(z,v) = 0}.

Aufgabe U5. Geben Sie zwei Beweise dafiir, dass der Zylinder Z = {(z,y,2) € R?|2? +y? = 1}
eine Untermannigfaltigkeit des R? ist, indem Sie Z auf folgende Weise darstellen:

a) Als Nullstellenmenge der Funktion F(z,y,2) = 2% +y? — 1.

b) Als Vereinigung der lokalen Parametrisierungen durch Zylinderkoordinaten

Py (=7, ) x R = R,
P¢0 ((,25, Z) = (COS(¢ - QSO)a Sin(¢ - d)O)a Z)

flir geeignete ¢y € R.

Berechnen Sie jeweils die Tangentialebene in einem Punkt p € Z.



