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Ubungen zur Vorlesung ,,Dynamische Systeme*

Aufgabe 17: Seien U,V zwei offene Intervalle und 0 € V. Weiter sei G € C*(U x V) mit
G(A,0) =0 fiir alle A € U. Zeigen Sie, dass

H(\ z):= G\ )

stetig ergéinzbar bei zo = 0 ist und das die Ergéinzung in C1(U x V) liegt.

Aufgabe 18: Untersuchen Sie alle Fixpunkte und periodischen Punkte (Anzahl, Stabilitét)
der Abbildung F\: R — R, z +— Aarctan(z) in Abhéngigkeit von A\ € R. Stellen Sie Thre
Ergebnisse in einem Verzweigungsdiagramm dar. Hinweis: Beachten Sie die Symmetrie in x
und ! Zeigen Sie, dass F fir A > 0 strikt konkav auf (0,00) ist. Folgern Sie daraus, dass
F\ genau einen n-periodischen Punkt in (0,00) hat, wenn (F})(0) > 1 gilt bzw. keinen n-
periodischen Punkt in (0,00) hat, wenn (F})'(0) <1 gilt.

Prisenzaufgabe A: Zeigen Sie, dass O\H (), 0) = 0,0,G (], 0) fiir die in Aufgabe 17 gegebene
Funktion G und die stetig erginzte Funktion H gilt.

Prisenzaufgabe B: Sei f € C*(R) strikt positiv, strikt konkav auf (0,00) (also f(z) > 0
und f"(z) < 0 fiir alle z > 0) und beschrinkt mit f(0) = 0. Zeigen Sie:

a) (i) f'(0) >0, (ii) f ist streng monoton steigend auf (0,00), (iii) f’ streng monoton
fallend auf (0,00), (iv) lim, ., f'(z) = 0.

b) Zeigen Sie, dass die n-te Iterierte f™ ebenfalls strikt konkav ist. Hinweis: Versuchen Sie,
die Konkavitdt durch die erste Ableitung auszudriicken.

Prisenzaufgabe C: Sei I := (—a,a) und F = F\: I — I eine ungerade Funktion in z
(d. h. F(—z) = —F(x)). Zeigen Sie:

a) 0 ist Fixpunkt von F.

b) Ist x € I ein k-periodischer Punkt, so ist —x ebenfalls k-periodisch.

)
c¢) Ist  # 0 ein k-primperiodischer Punkt, so ist —x ebenfalls k-primperiodisch.
)

d) Sei F stetig differenzierbar. Ist z ein k-periodischer stabiler (instabilier) Punkt, so gilt
dies auch fiir —z.

Sei nun zusétzlich F) ungerade in A\, d. h. F_y(z) = —F)\(z), A € J := (=b,b).
e) Ist z ein k-periodischer Punkt fiir F}, so ist z ein k-periodischer (2k-per.) Punkt fiir F_j,
falls & gerade (ungerade) ist. Ubertréigt sich die Stabilitéit?

f) Sei x # 0 primperiodisch mit Periode k beziiglich F). Ist k£ ungerade, so ist x
primperiodisch mit Periode 2k beziiglich F_,. Ist k£ durch 4 teilbar, so hat z die
Primperiode k (siehe auch Présenzaufgabe A, Blatt 4). Was ist, wenn £ = 2 mod 4
ist? (Beispiel: F)(z) := Az, A = —1)

g) Wie konnen Sie also die Untersuchung einer Funktion F), mit allen zuvor genannten
Eigenschaften vereinfachen?

Weitere Informationen unter http://www.iram.rwth-aachen.de/"enss/DynSys02.html



