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1 Das allgemeine Approximationsproblem und
Approximation durch Polynome

1.1 Das Approximationsproblem in normierten Raumen

Es sei (X, || - ||) ein linearer normierter Raum und V' C X eine beliebige (nichtleere)
Teilmenge von X.

Definition 1.1 FEin Element v € V' heifst Proximum an x € X aus V', falls

|lv — x| = inf ||u— z||.
uevV

Die Zahl dy (z) := in‘f/ |lu — || heifst Abstand von x zu V.
ue

Die Abbildung Py von X auf V', die einem Element x € X die Menge aller Proxima
an x aus V zuordnet, heifst (mengenwertige) metrische Projektion von X auf V.

Bemerkung 1.2 : Die Ezistenz von Proxima und die Eigenschaften der metrischen
Projektion in Abhangigkeit von der Struktur von X bzw. von den Eigenschaften von V
sind eine klassische Fragestellung der Funktionalanalysis und Approximationstheorie.
Wir werden im folgenden einige Antworten geben, werden aber nicht annahernd den
aktuellen Stand reflektieren kénnen.

Lemma 1.3 Jede Minimalfolge (u,) in' V' fir x € X, d.h. lim ||u, — z| = dy(z),
n— o0

ist beschrankt und jeder zu V gehérige Hdaufungspunkt dieser Folge ist Prorimum an

r e X aus V.

Beweis: Es sei (u,,) eine beliebige Minimalfolge in V fiir ein (gegebenes) z € X. Dann
gilt fiir hinreichend grofies n € N, dass

dy (@) < o — ]| < dyf() + 1

und damit ||u,| < ||z —u,||+||z] < dv(z)+|x||+1. Alsoist die Folge (u,,) beschrinkt.
Ist nun (uy,, ) eine gegen v € V konvergente Teilfolge von (u,,), so gilt

Ay(@) < llz = vl < o = ]|+ [, — vl — (o),
d.h. dy(z) = ||z — v|| und v ist Proximum an = aus V. O

Da natiirlich i.A. keine Minimalfolge in V fiir x € X einen Haufungspunkt besitzen
muss, liefert das Lemma nicht direkt die Existenz von Proxima. Es liefert aber eine
Beweismethodik, die unter weiteren Voraussetzungen an X und V' zum Ziel fiihren
kann. Unser wichtigstes Resultat (im Rahmen dieser Vorlesung) ist:

Satz 1.4 FEs sei eine der folgenden drei Voraussetzungen erfillt:

(i) V ist kompakt;

(ii) V ist abgeschlossene Teilmenge eines endlichdimensionalen Teilraumes von X ;
(11i) X ist ein Hilbertraum und V ist konver und abgeschlossen.
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Dann existiert zu jedem x € X ein Proximum an x aus V.

Beweis: Es sei © € X beliebig gewéhlt und wir behandeln die Falle (i)-(iii) einzeln.

(i)
(i)

(iii)

Ist V' kompakt, so folgt die Aussage sofort aus Lemma 1.3.

Es sei (uy,) eine Minimalfolge in V fiir # € X. Nach Lemma 1.3 ist (u,,) beschrankt
und nach Voraussetzung liegt (u,,) in einem endlichdimensionalen Teilraum von
X. Deshalb existiert eine konvergente Teilfolge von (u,) (mit Grenzwert v € X).
Da V' abgeschlossen ist, gilt v € V.

Nach Lemma 1.3 ist v Proximum an z aus V.

Es sei (u,) eine Minimalfolge in V' fiir € X. Wir zeigen: (u,,) ist konvergent in
V' (nach Lemma 1.3 ist dann alles bewiesen).

Es seien n,m € N beliebig gewéhlt und (-, -) sei das Skalarprodukt in X. Dann
gilt zunéchst die folgende Identitéat:

slun = 2l? + llwm — 2l* = 15 (un + um) — 2
= gllunll® + 5lluml* = 115 (un + ) |12
= 4l + em? = 2, )|
= 7llun — uml®.
Da V konvex ist, gilt 1 (u, + u) € V und ||5(un + tm) — 2|| > dy(z). Deshalb

gilt:
lttn = w2+ 43 (2) < 2]l = 2l + i = 2]
Es sei nun ¢ > 0 beliebig gewédhlt. Dann existiert ein ng(e) € N, so dass fur
n,m > ng(e) gilt:
1
o 2+ o — P < 2 ) + 3%

Daraus folgt:

ltn — um|®> < €2, Vn,m > ng(e).

Also ist (u,) Fundamentalfolge in X, deshalb konvergent in X und damit auch
in V', da V' abgeschlossen ist. O

Bemerkung 1.5 In vielen praktischen Anwendung der Approximationstheorie ist V'
konvex (Py heifit dann konvexe Projektion) bzw. sogar V' linear (man spricht dann
von linearer Approximation). In diesen Féllen liefern die Voraussetzungen (ii) und (iii)

brauchbare Resultate. Voraussetzung (i) kann verallgemeinert werden

zu (i)’: V ist sequentiell kompakt beziiglich der schwachen Topologie in X ;

oder (i)”: V ist sequentiell abgeschlossen beziiglich der schwachen Topologie in X, und
X ist ein reflexiver Banachraum.

((1)” enthélt als Spezialfall Voraussetzung (iii) da Hilbertrdume reflexiv sind und kon-
vexe, abgeschlossene Mengen sequentiell abgeschlossen beziiglich der schwachen Topolo-
gie sind.)



Beispiel 1.6 X := C([0,1]) mit ||z]o := max |z(t)|, Yz € X, und wir betrachten
te|0,

t 1
Vi={ue X u(t)=exp <E) , Vte|0,1],5 >0}, z(t):= o1 vt € [0, 1].
Frage: Existiert ein Proximum an x aus V7

Fiir jedes u € V' gilt zunachst

1 1 1
|2 — ul|lo = %gﬁ ’5 — exp (E) ~ 3 und deshalb

. . 1 1 1
dv(o) = inf o = ull = it {0 (3) = 5} = 5.

~» es existiert kein Proximum an x aus V!
Ursache: V ist nicht endlichdimensional und nicht abgeschlossen!

Fiir konvexes V' wollen wir nun die Struktur der Menge aller Proxima zu einem gegebe-
nen r € X an V, (d.h. die Struktur der Bilder von Py ) untersuchen.

Satz 1.7 Ist V konvex und abgeschlossen, so sind die Bilder der metrischen Projek-
tion Py von X in V entweder leer, einelementig oder konvexr und abgeschlossen mit
unendlich vielen Elementen.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Bilder von Py stets konvex und abgeschlossen
sind und dass mit zwei verschiedenen Elementen in einem solchen Bild auch unendlich
viele dazugehoren.

Der letzte Teil dessen folgt aber bereits aus der Konvexitét de Bilder. Ist namlich x € X
beliebig gewahlt und sind vy, vy € Py () mit vq # vy , so sind Avg + (1= N)vg, A € [0, 1],
unendlich viele Elemente, die ebenfalls zu V' gehoren.

Es sei jetzt x € X und wir zeigen zunéchst, dass Py (z) abgeschlossen ist. Dazu sei
(v,) eine Folge in Py(x) mit v, — v. Da V abgeschlossen ist, gilt v € V. Ferner
gilt nach Definition dy (z) = ||z — v, || — |z — v|| und folglich dy (z) = || — v||, d.h.

v € Py(z). Wir zeigen jetzt, dass Py(x) konvex ist. Dazu seien vy,vy € Py (z) und
A € [0, 1] beliebig gewahlt.

~ A+ (1 =N eV

~ dy(z) < lo = (Aor + (1 = Noof| S Al —oi]| + (1 = Az = vof| = dy (2)

~ v+ (1= Ny € Py(x). O

In Satz 1.4 hatten wir bereits die Frage untersucht, wann P, stets nichtleere Bilder hat.
Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wann die Bilder von Py stets einelementig
sind (d.h. Py eine eindeutige Abbildung ist),

Beispiel 1.8 X := R?® mit ||7||o := max{|z;| : i = 1,2,3} Vo = (z1,72,23) € R
Wir betrachten V' := span{(1,0,0),(0,1,0)}, z := (1,3,2).
Dann gilt
= inf — = inf 1,3,2) — 1 — 1
dv(ﬁ) JEVHZE uHOO aJBQERH( '3, ) al( 0, 0) a2(07 70)H00

= inf |(1—a1,3—a2)|. =2

a1,a2€R



~  Py(x) = {a1(1,0,0) + a(0,1,0) : |1 — ay| < 2,]3 — ag| < 2}
~» Py ist selbst in endlichdimensionalen Rdumen i.A. nicht eindeutig!

Definition 1.9 FEine Menge V' C X heifst Tschebychev-Menge, falls die Bilder von
Py hochstens einelementig sind.

Der normierte Raum (X, || - ||) heifit streng normiert, falls aus der Giltigkeit der Gle-
ichung ||z +yl| = ||z|| + ||y|| fir je zwei Elemente x,y, € X,z # 0,y # 0 folgt, dass die
beiden Elemente linear abhingig sind (d.h. 3o € R mit x = ay).

Satz 1.10 Jede konvexe Menge in einem streng normierten Raum ist eine Tscheby-
chev-Menge. Insbesondere gilt dies in jedem unitaren Raum.

Beweis: Es sei (X,, || - ||) streng normiert und V' C C konvex. Wir nehmen nun an,
dass ein x € X und Elemente vy, vy € Py () mit vy # vy existieren. Nach Satz 1.7 gilt
zunéchst: 3(vy + va) € Py (z).

~ dy(z) = |z — (01 + vl < glle ol + glle = vl = dv(z)
~ (@ =) + (@ = vl = flz — vl + [z = v

Da der Raum streng normiert ist und nach Annahme z # vy und x # v, gilt (andernfalls
wiirde € V und v; = v, folgen!), existiert ein @ € R mit z — v; = a(x — vy).

Wegen dy(x) = ||x — v1|| = ||z — vq| folgt daraus |a| = 1.

Fir a =1 folgt v;1 = v und damit ein Widerspruch.

Fir a = —1 folgt 2z = vy + vy, d.h. © = 3(v; + v2) € V, und damit ebenfalls ein
Widerspruch. Also ist V' eine Tschebychev-Menge.

Wir zeigen schlieflich, dass jeder unitare Raum streng normiert ist.

Es seien x,y, € X beliebig gewahlt. Dann gilt:

lz+yl?=(z+y,z+y) = |z]*+2x,v) + |yl
= (Il + 191> + 2(¢x, v) = llzllllvll)

Also gilt die Gleichung ||z + y|| = ||z|| + ||y|| genau dann, wenn (z,y) = ||z||||y||-
Letzteres gilt aber ebenfalls gdw. x und y linear abhéangig sind. O

Folgerung 1.11 Ist X ein Hilbertraum (unitirer Raum) und V konvexr und abge-
schlossen (endlichdimensionaler Teilraum von X ), so existiert zu jedem x € X genau
ein Prozimum an x aus V.

Beweis: Dies folgt durch Kombination der Satze 1.4 und 1.10. O

Beispiel 1.12

a) X := C([a,b]) mit (z,y) := [ z(t)y(t)dt,Vz,y € X, ist ein unitérer Raum, also
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b) X := C([a,b]) mit ||z] = gél[a)b(} |z(t)| ist nicht streng normiert.

Wir betrachten z(t) := 1 und y(¢) .=t — a, Vt € [a,b].
~ x4yl =b—a+1=|z|l+ ||¥]lc , aber  und y sind linear unabhéngig.

c) R™ ist mit || - || (vgl. Bsp. 1.8) nicht streng normiert, aber ist streng normiert
mit jeder der Normen || - ||,, p > 1, wobei

1
H$Mﬁ=:<§:kmw) (Vo € R™),
=1

da fiir diese in der Dreiecksungleichung die Gleichheit genau dann gilt, wenn die
betreffenden Elemente linear abhangig sind.

Bemerkung 1.13 In jedem nicht streng normierten linearen Raum X existiert ein
endlichdimensionaler Unterraum V' und ein Element = € X, so dass Py (x) nicht einele-
mentig ist (vgl. Hammerlin/Hoffmann, Kap. 4.3.5). Allerdings gibt es endlichdimen-
sionale Teilraume nicht streng normierter linearer Raume, so dass das Proximum an
alle Elemente eindeutig bestimmt ist. In Kapitel 1.3 werden wir in (C([a,b]), | - )
davon profitieren.

Die strenge Normiertheit eines linearen Raumes X kann dquivalent wie folgt charak-
terisiert werden: Fiir alle x,y € X,z # v, ||z]| = 1, ||y|| = 1 gilt

Az + (1 =Nyl <1, VAe(01),

d.h. fiir verschiedene Elemente z,y auf dem Rand der Einheitskugel in X liegen die
Elemente Az + (1 — Ay, VA € (0,1), im Inneren derselben.

In einem endlichdimensionalen Hilbertraum ist jede Tschebychev-Menge auch konvex
(gewisse Umkehrung von Satz 1.10). In unendlichdimensionalen Hilbertraumen ist dies
noch eine offene Frage!

Abschlielend wenden wir uns noch einigen speziellen Aspekten der Approximation in
unitaren Rdumen zu und beginnen mit der Charakterisierung des Proximums im Fall,
dass V' konvex bzw. ein linearer Teilraum ist. Nach Satz 1.10 existiert dann hochstens
ein Proximum.

Satz 1.14 FEs sei (X, (-,-)) ein unitdrer Raum, x € X und V C X konvex.
Dann ist v € V. Proximum an x aus V' gdw.

(x —v,u—v) <0, YueV ("Variationsungleichung”).
Ist V' sogar ein linearer Teilraum von X, so ist v € V. Proximum an x aus V' gdw.
(x —v,u)y =0, (MueV),

d.h. x — v st orthogonal zum Teilraum V.
(Die metrische Projektion Py heif$t im letzteren Fall orthogonale Projektion. )



Beweis:

(<) Es gelte (z —v,u —v) <0,Vu € V (fiir ein v € V).
Es sei u € V beliebig gewahlt. Dann gilt:
lz —ull* = (= v) = (u=0)[* = lx = v[* = 2{x = v,u—v) + [lu = v[|* = ||z — 0|
~ v € Py(x) oder v ist Proximum an z aus V.

(—) Es sei v € V Proximum an z aus V. Es sei u € V beliebig gewdhlt und wir
betrachten die Elemente v, := v + t(u —v) € V, Vt € (0,1]. Dann gilt fiir solche
t:

lz = vll* = [l — vl]* — 2t(z — v,u — v) + |lu — v
—2t(x — v,u — v) + t*||u — v|]%.

lz —of* <
<

~> 0
Nach Division durch ¢ und anschlieffend ¢ — 0+ entsteht :

(x —v,u—v) <0, YuelV.

Ist nun V ein linearer Teilraum von X, so ist fiir beliebiges v € V auch u + v und
—u+ v in V. Setzt man diese beiden Elemente in die Variationsungleichung anstelle
von u ein, so entsteht die Aussage. O

Wir zeigen nun wie Satz 1.14 zur Berechnung des Proximums verwendet werden kann.

Folgerung 1.15 Es sei V :=span{p1,...,0,} C X und (X, (-,-)) ein unitirer Raum.
v € V st genau dann Proximum an x € X aus V', wenn

v = Z%‘% und Zozj<g0j,g0k> =(z,¢k), k=1,...,n.
i=1 j=1

(Der Koeffizientenvektor (cv, . .., ) gentgt also den sog. Normalgleichungen. )
1

Uberdies gilt: ||z — v|| = <||x||2 — ;Ozi(% %)) °)

Beweis: Nach Satz 1.14 ist v = Y ay; € V Proximum an x € X aus V
=1

gdw. (x —v,u) =0,Yu e V gdw. (x — > aspi, o) =0, Vk=1,...,n
i=1

n

gdw. > ai(pi, o) = (@, 0r), Yk =1,...,n.
i=1
Fir den Abstand dy(z) gilt : di(z) = ||z —v|* = (x — v,z —0v) = (x —v,z) =

|z||* = (v,z) = ||=]|? = >_ a;{p;, x) (wegen Satz 1.14). O

=1

Bemerkung 1.16 Sind die Elemente ¢1,..., ¢, (0.B.d.A.) linear unabhéngig, so ist
die Matrix ({(¢i, ¥&))ik=1,. n der Normalgleichungen (die sogenannte Gramsche Matriz)
regulér (sogar positiv definit).

(Beweis: Das Element x = 0 € X besitzt nach Folgerung 1.11 genau ein Proximum
aus V', namlich v = 0, dh. «o; = 0,2 = 1,...,n. Also besitzen die homogenen
Normalgleichungen nur die triviale Losung. Also ist die Gramsche Matrix reguléar.)
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Folgerung 1.17 Es seien (X, (-,-)) ein unitdrer Raum, V := span{py,...,0,} C X
und die Elemente @1, ..., p, seien orthonormiert, d.h. {p;, pr) = ik, © # k.
Dann ist v € V. Proximum an x € X aus V gdw.

v = Z<x7 §01>901
=1

Beweis: folgt sofort aus Folgerung 1.15. O

Definition 1.18 Fin Orthonormalsystem {@; : i € N} (d.h. {(pi,pr) = 0w, Vi #
k,i,k € N) heifst vollstindig, falls span{p; : i € N} dicht in X ist.

Satz 1.19 (Konvergenz der Proxima)

Es sei (X, (-,-)) ein unitirer Raum und {p; : i € N} ein vollstindiges Orthonormal-
system in X. Ferner seien V, := span{p1,..., ¢} und v, € V,, das Proximum an ein
gegebenes x € X aus V,, Vn € N. Dann gilt JE& l|lv, — || = 0 und

o0

z]|? = Z(x, ©i)?  (Parseval’sche Gleichung)

=1

Beweis: Nach Voraussetzung existiert zum gegebenen = € X eine Folge (z,,) mit
Tn, € Vi, ==span{p1,...,¢on, }, Yk € N, mit z,,, — x, wobei (0.B.d.A.) np_y < ny —
oo gilt. Diese Folge kann wie folgt aufgefiillt werden zu einer Folge (x,) mit x,, € V,,,
Vn € N, und x,, — x.
Fir n < ny definieren wir z,, := 0 und falls n;y_; < n < nj wahlen wir z,, 1= z,,_,.
Dann gilt natiirlich

lz = vall < |z = 2nl| — 0

n
und [l — op[* = [|2]|* = (vn, 7) = [|z]* = (e, )* — 0. O
i=1 n—00

Bemerkung 1.20 Ist {¢; : i@ € N} ein Orthonormalsystem in X, so gilt nach Fol-
gerung 1.15 stets

oo

Z@% ©0i)? < ||z]]?, Yo € X (Bessel’sche Ungleichung).

i=1

Nach Satz 1.19 ist das Orthonormalsystem vollstandig gdw. in der Besselschen Ungle-
ichung das Gleichheitszeichen fiir jedes x € X (d.h. die Parsevalsche Gleichung) giiltig
ist.

Ist das Orthonormalsystem vollstandig, so folgt aus (z, ;) = 0,Vi € N, stets x = 0
(d.h. nur # = 0 kann zu allen Elementen des Orthonormalsystems orthogonal stehen).
Gilt ndmlich (z, ;) = 0,Vi € N, so auch (x,v,) = 0,Vn € N. Wegen v,, — = nach Satz
1.19 muss also (z,v,) =0 — ||z||* und z = 0 gelten.



1.2 Approximation von Funktionen mittels orthonormierter
Polynome

Wir betrachten den unitdren Raum X := C([a, b]) mit dem Skalarprodukt

b

(x,y) == /x(t)y(t)dt,Vx,y,e X

a

(vgl. Bsp. 1.12a). Unser Ziel in diesem Kapitel ist die Anwendung der allgemeinen
Theorie aus Kapitel 1.1 fiir unitare Raume und endlichdimensionale Teilraume V,, :=
span{®1, ..., ¢n}, Vn € N, wobei ¢;(t) := "1, Vt € [a,b], Vi € N.

Einerseits konnte direkt Folgerung 1.15 angewendet werden (Aufstellung und Losung
der Normalgleichungen zur Bestimmung des Proximums; Nachteil: grofie volle schlecht
konditionierte Gleichungssysteme) oder andererseits ein Orthonormalsystem von Poly-
nomen konstruiert und mit Folgerung 1.17 das Proximum an ein z € X aus V,, (in
einfacher Weise) berechnet werden. Wir verfolgen den letzteren Weg und fiihren die
Konstruktion eines Orthonormalsystems (zunéchst) fiir den Fall [a, b] := [—1, 1] durch.
Da die Raume V,, samtliche Polynome vom Grad < n — 1 enthalten, wollen wir sie im
folgenden mit P,,_; bezeichnen. Also enthélt Py, alle Polynome vom Grad < k (Vk > 0).

Satz 1.21 Die folgenden Polynome Ly € Py,Vk > 0, bilden ein vollstandiges Or-
thonormalsystem in (C([—1,1], (-,-)):

1 2k +1 d*

(normierte Legendre’sche Polynome).
Insbesondere gilt: Lo(t) = \/Li’ Ly(t) = \/gt, Ly(t) = %\/g(?nfz — 1) ete.

Beweis: Wir konstruieren die Polynome {L : n € N}, indem wir von den Orthogo-
nalitdtsbedingungen (L, Ly) = f L ( t)dt = 0, Vk < n, ausgehen.

Diese Orthogonalitatsbedmgung 1st erfiillt, falls (L,,p) = 0, Vp € Pk, Vk < n. Um
daraus L,, zu berechnen, machen wir den folgenden Ansatz:

1 " _ ' e
Lo = s (®) = G x5(0) = / X (r)dr v € [FL AL k=1,

Damit gilt X;" k)(—l) =0,Vk =1,...n, und fir beliebiges p € P,_; erhilt man durch

partielle Integration:

1

[ oo 0 = [pend 0] - J e o



Wir setzen nun sukzessive p(t) := ¢;(t) = /71,5 = 1,...,n, und erhalten aus der
obigen Relation fiir j = 1 zunéchst X%n 1)(1) =0und fir j=2,...,n

()P (X)) =0 ~ XO P =0, k=2,...,n.

Deshalb hat , folgende Form: x,(t) = c,(t>—1)", Vt € [-1,1], mit ¢, € R. Insgesamt
sind damit die Polynome

dn
N (t) = Cn [(t* — 1)"],Vn € N, orthogonal in C([—1,1]).
Wir bestimmen jetzt den Normierungsfaktor ¢, so , dass ||7,|| = 1 und damit L,, = 1,

|L,|| = 1. Mit x,, = an erhalten wir

L= |m)?> = & [[x @) dt

= A S E O], + ) [ s wal

-1

Wir setzen I, f Xn(t)dt, ¥n € N, und berechnen I,, sukzessive:

1
nrds = [ -1 Nt — I,

-1

»—AHH

1 1
LG VI YU | D AR VA A
- -1
~> (]_ + %)In = _-[n—l ~ -[n - 2221] ( ]‘)n kl:[1 2]3—17-1]0

n 1 1
~ Gy = (2(2n)! 11 i) ’ wegen [y = f 1dt = 2.
-1

] on+1lpy _% n+1 | :lj1k . T | ) 1 2n+1
~ e = () ) = |2 et ] =|ma @) = mmyH
k=1

Damit sind die normierten Legendreschen Polynome L,,Vn € N, berechnet und ihre
Orthonormiertheit nach Konstruktion gezeigt.

Die Vollstandigkeit des Orthonormalsystems {Lj : k € N} in X folgt aus dem Weier-
strafischen Approximationsatz, d.h. der Tatsache, dass span{y; : i € N} = span{Ly :
k € N} dicht in X begziiglich der Norm || - ||ls und wegen || - || < V2| - ||oc auch bzgl.
der Norm || - || ist. Die speziellen Formeln fiir Ly, Ly, Ly ergeben sich unmittelbar aus
der allgemeinen Formel fiir L,,. O

S
N[
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Bemerkung 1.22 Analog zum bisher betrachteten Skalarprodukt auf X kann man
folgende Verallgemeinerung betrachten. Es sei w : (a,b) — R eine sog. Gewichtsfunk-

b
tion mit den Eigenschaften w(t) > 0, V¢t € (a,b), und 0 < [w(t)dt < oo. Dann ist

durch die Formel ,
(2, Y = / w(t)e(B)y(t)dt, Yo,y € X,

ein Skalarprodukt definiert. Auch bzgl. des Skalarproduktes (,-),, auf X ldsst sich

mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormierungsverfahren ein Orthonormalsystem von
b

1
Polynomen bestimmen, das wegen || - ||, < ([ w(¢)dt)?|[ - || wieder vollstindig ist.

Wichtiger Spezialfall:
la,b] = [~1,1], w(t) = (1 — 372, Vt € (—1,1),
und das Orthonormalsystem der (normierten) Tschebychev-Polynome

1
NZS
(Hammerlin/Hoffmann, 4.7)

To(t) := . T(t) = \/gcos(n arccos(t)), Vt € [-1,1], Vn € N.

Wir kommen nun zu einigen bemerkenswerten Eigenschaften von Orthonormalsyste-
men von Polynomen in (X, (-,-),) (mit einer Gewichtsfunktion w wie in Bem. 1.22).

Satz 1.23 Es sei ¥ € Pr, k > 0, ein Orthonormalsystem von Polynomen im Raum
(X, (", )w). Dann gilt:

a) Jedes der Polynome vy hat samtlich einfache, reelle Nullstellen, die alle in (a,b)
liegen.

b) Fiir das normierte Polynom mit fihrendem Koeffizienten Eins iy, (d.h. {g(t) =
() =t ) gilt:

[kl < llpllws VP € Pr:={p € Pi: p(t) = t* + q(t),q € Pi1}
(Minimaleigenschaft orthogonaler Polynome).
Beweis:

a) Es seien tx,...,tx € C die Nullstellen des Polynoms 1, d.h.

k

Yi(t) o= o [ (¢ = tiy), VE € [a,b], cx # 0.
j=1
bk
Wegen (g, o) = 0 gilt [ T](t — tgj)w(t)dt = 0. Folglich muss mindestens
a j=1
eine reelle Nullstelle in (a,b) mit ungeradzahliger Vielfachheit (d.h. mit Vorzei-
chenwechsel) existieren. Es sei nun {ty; : j € H C {1,...,k}} die Menge aller

12



reellen Nullstellen ungeradzahliger Vielfachheit von vy, in (a,b). In H soll jede
mehrfache Nullstelle nur einmal auftreten. Wir betrachten die Funktion

p(t) = [t = tay). ¥t € [a, ).

Dann gilt: ¢ (¢)p(t) > 0 oder 1 (t)p(t) < 0, Vt € (a,b), und damit

<wk7ﬁ>w 7£ 0.

Wegen (g, p)w = 0, Vp € Pi_1, muss p ein Polynom k-ten Grades sein, d.h.
H ={1,...,k} gelten. Damit ist a) bewiesen.

b) Wir betrachten die Funktion z(t) := t*, Vt € [a,b]. Das eindeutig bestimmte
Proximum an z aus Pj_; werde mit p bezeichnet (Folgerung 1.11). Nach Fol-
gerung 1.15 miissen die Normalgleichungen erfiillt sein:

(=P, i) =0,i=0,... k—1.

D.h. z — p € Py ist orthogonal zu allen Elementen aus Py_;. Also muss x — p
ein Vielfaches von ¢, sein. Da z — p als fiihrenden Koeffizienten Eins besitzt,

gilt: zﬂk =x—p,dh. p= x—z@k und ||1Z3k||w = ﬁeigf |z —=Dllw < ||Pl|w, VP € P,. O
k—1

Satz 1.24 Es sei ¢ € Pi, k > 0, ein Orthonormalsystem von Polynomen im Raum
(X, (-, )w). Dann gilt die folgende Rekursionsformel:

Vi+1(t) = (art + Bi)vi(t) + vbe—1(t), Vt € [a, 0], Vk € N,

. e Gkt o agt1 [ bky1 b o Gk410k—1
wobei ay, 1= o Bk = o <Gk+1 ak), Vi 1= o Vk € N,

Ur(t) = apt® + bt* 1+ p(t), p € Pr_a, Yk > 0.
Beweis: Es sei k € N beliebig gewahlt. Dann gilt nach Konstruktion:

Y41 — oty =: pp € Py

i(pkﬂ/fﬂw%’ (vgl. Folgerung 1.17)
=0
k b
> [, ) — e [ w(e ) (0) 0 ()t
J= a

k b

= —ar 3 (S ottt )vs.

j=k—1 “a

Dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen wegen der Orthogonalitat von vy, zu P;, Vj =
0,...,k—1, fiir jedes k € N. Damit entsteht die folgende Rekursionsformel:

Vps1 = [akt — ak(/w(t)¢,§(t)tdt>]¢k — ak(/w(t)wk(t)z/zk_l(t)dt) Vi1

13



Setzen wir also (zunichst)dk = —ax f t)tdt und
Vi = —Oékf (t)hr—1 (t)tdt,

so ergibt sich die behauptete Rekursion. Jedoch bleiben noch die behaupteten Formeln
fiir 8 und v zu beweisen. Dies beginnen wir mit der Identitat nach Konstruktion:

Qf—
thp_1 = ! Qk—1 € Pr_1.

4
LR

w(t)Pr—1 (L) (0)tdt = == (hr, Pr)w =

Ve _— Gk—1 Ak+10k—1
k ag aj,

Es gentigt also, die Formel fiir 5 zu verifizieren. Dazu vergleichen wir in der Rekursion
die Koeffizienten von t* auf beiden Seiten der Gleichheit. Es ergibt sich

bp+1 = auby, + Brax oder B = . (bk—i-l — agby).

Letzteres ist aber die behauptete Identitét. O

Beispiel 1.25 (Rekursion fiir Legendre-Polynome)
Es sei [a,b] = [-1,1], w(t) = 1. Nach Satz 1.21 hat das Orthonormalsystem folgende
Gestalt:

Ye(t) = Le(t) = sig1/k+ j [t%* + qok—2(t)], qok—2 € Pop_2,
= wy/k+ [( PR 4 g 2@)],%—2 € Pr_a,
0

«»ak:2,£2(’;3' VE+ S und by =0~ By =

aps1_ QEHD))N/EH1+E 28K (2k42)(2k+1)\/k+3

N |+

]

o = = =
k™ Tay 2L (k- 1)1)2 kL (2R)! 2(k+1)24/ht £
2%+l [K+3
K1\ Frd

_ ak—1 __ 2k+1 2k+3 | 2k—1
Tk = —Qk = Tkt \ 2641 2%—1\ 261 k+1 \/
_ 2k+1 / k—f— k [ k43
> Lk-i—l = %+ th = k1 ﬁ[zk_l(t‘), Vk? S N.

Satz 1.26 Es sei ¥ € Py, k > 0, ein vollstandiges Orthogonalsystem von Polynomen
in X, (-, )w). Dann ezistiert fir jedes v € X genau ein Prozimum py € Pr an x und
es qilt:

k
Pr = Z(%%)Mﬁj und ]}g]go |z — prllw = 0.

J=1

14



Beweis: folgt aus 1.17 und 1.19. a

Die Aussage liefert Konvergenz im gewichteten quadratischen Mittel (d.h. bzgl. ||-||.),
aber i.a. nicht die gleichmaflige Konvergenz. Unter starkeren Voraussetzungen an x
ist auch die gleichméBige Konvergenz beweisbar (vgl. Isaacson/Keller, Kap. 5.3.4),
allerdings ist die Konvergenz ”langsam”.
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1.3 Gleichmaflige Approximation stetiger Funktionen

Wir betrachten den linearen normierten Raum X := C([a,b]) mit der Tschebychev-
Norm || - || (vgl. Beispiel 1.12b)). Es seien ¢y, ..., ¢, € X linear unabhéngig und
es sei V :=span{y1,...,p,}. Obwohl unsere Hauptanwendung in diesem Kapitel der

Fall V = P,_q, d.h. die Approximation durch Polynome ist, sollen die wesentlichen

Ergebnisse in einem allgemeineren Kontext bewiesen werden.

Zunachst ist nach Satz 1.4 klar, dass das Proximum an jedes x € X aus V existiert.
Unser Ziel ist, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Proxima herzuleiten und
einen Eindeutigkeitssatz zu beweisen. Wir beginnen mit einer allgemeinen Aussage,

die zunéachst auch ohne die Endlichdimensionalitdt von V auskommt.

Satz 1.27 Es sei V' ein linearer Teilraum von X und es seien x € X bzw. v € V.

Dann ist v Proximum an x aus V gdw. kein w € V' existiert mat
(x(t) —ov(t)w(t) >0, Vt € M :={t € [a,b] : |z(t) —v(t)| = ||z — V]| }-

Beweis:
(<) Annahme: v ist kein Proximum an x aus V.
Dann existiert ein © € V mit v # 0, so dass

|z — (v+0)||oo < ||z — v]|oo = |2(t) — v(t)|, Vt € M.

~x(t) = (v(t) +0(t))] < |z(t) —v(t)|, YVt € M.

~»  fiir alle t € M miissen z(t) — v(t) und 9(t) das gleiche Vorzeichen besitzen.
Also gilt (z(t) — v(t))o(t) > 0,Vt € M.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.

(=) Es sei nun v ein Proximum an z aus V.
Annahme: Jw € V mit (z(t) — v(t))w(t) > 0,Vt € M.
O.B.d.A. gelte |[w||o < 1, ansonsten betrachten wir —+— € V.

[[wl]loc

Wir definieren M’ := {t € [a,b] : d(t)w(t) < 0} und

max, [d(t) , falls M’ #1()
A=< teM ,wobei d := z — v.
0 , falls M’ #£10)

Da M’ abgeschlossen ist und M’ N M = () gilt, folgt:
0 <A < [[d]|oo-

Wir definieren © := $([|d||c — A) und haben © € (0, 5||d||~].

1
2
Es sei nun £ € [a,b] so gewéhlt, dass |d(§) — Ow(§)| = ||d — Ow|| .
Wir unterscheiden 2 Falle:

(1) ¢eM : |[d-=Owle < [dE)|+0Ow(§)]<A+0=
sUldlloe + A) < ||d]lo

2) €¢M : |ld-Ouw|x

(&) — Ow(&)| < max{|d(£)], Olw ()]}
max{ ||, ©} = [[d]lo0

IN
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(dabei wurde bei der Abschitzung ” < 7 die Eigenschaft d(§)w(§) > 0 wesentlich
verwendet). In beiden Féllen ergibt sich also:

[ = (v + Owlloe = [|d — Owlloe < [|d]loc = |7 = ¥[]oc-

Wegen v+ Ow € V ist also v kein Proximum an x aus V' und die Annahme muss falsch
sein. O

Unser Ziel ist nun fiir die i.a. schwer nachpriifbare Bedingung in Satz 1.27 verifizierbare
notwendige und hinreichende Bedingungen in spezielleren linearen Teilraumen V' von
X zu finden. Der entscheidende Begriff ist dabei der sog. Haarsche Raum.

Definition 1.28 V = span{p1,...,¢,} C X heisst Haarscher Raum auf |a,b], falls
jedes v € V' \ {0} in [a,b] hdchstens n — 1 verschiedene Nullstellen besitzt.

Ist V- = span{¢1,...,on} ein Haarscher Raum auf |a,b], so nennt man {¢1,...,on}
Tschebychev-System auf [a, b].

Satz 1.29 Es sei V := span{¢1,...,p,} ein Haarscher Raum auf [a,b] und gegeben
seienn Paare (tj, ;) € [a,b]xR, j =1,...,n, mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen
ti #t; firi# j. Dann ezistiert genau ein v € V mit v(t;) =x;, Vj=1,...,n

Beweis: Ein Element v = ) a;¢; € V erfiillt die Bedingungen v(t;) = z;,j =1,...,n,
i=1

gdw. das lineare Gleichungssystem Z a;jpi(t;) = xj, j =1,...,n, genau eine Losung
besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Determinante der Matrix (;(¢;)); j=1

nicht verschwindet. Ware aber diese Determinante gleich Null, so wiirden Koeffizien-

ten c1,...,c, € R*\ {0,...,0} existieren, so dass > ¢;p;(t;) =0, j =1,...,n (lineare
i=1
Abhéangigkeit von Zeilen bzw. Spalten).

Also hétte die Funktion Z cipi € V\{0} n verschiedene Nulstellen in [a, b], was nach

Voraussetzung unmoghch 1st Also gilt det(;(t;))ij=1,.n # 0. O

Beispiel 1.30
a) pi(t) ==t t € [a,b],i = 1,...,n, ist ein Tschebychev-System nach dem Fun-
damentalsatz der Algebra (und zwar auf jedem Intervall [a, ]).

b) {1, cos(kt),sin(kt)}x=1,. m ist ein Tschebychev-System auf [0, 27) mit n = 2m+1.
(vgl. Himmerlin/Hoffmann, Kap. 4.4.2)

Lemma 1.31 Ist V = span{p,...,¢,} ein Haarscher Raum auf [a,b], ¢ belongs to
{1,....,n =1} und sind a < & < --- < & < b, so existiert eine Funktion w € V, die
in den Punkten &;,7 =1,...,¢, das Vorzeichen wechselt und keine weiteren Nullstellen
in [a,b] besitzt. Auferdem existiert auch eine Funktion in V', die keine Nullstellen in
[a, b] besitzt.
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Beweis: Fiir { = n — 1 lasst sich die Aussage mit Hilfe von Satz 1.29 beweisen. Fiir
den allgemeinen Fall sei auf Powell, Appendix A, verwiesen. a

Es sei angemerkt, dass die Aussage von Lemma 1.31 fiir den in Beispiel 1.30 a) disku-
tierten Fall einfach zu sehen ist. Fiir allgemeine Haarsche Réaume ist die Aussage aber
keineswegs trivial.

Definition 1.32 Fine Menge von n+ 1 Punkten {a <t; <ty < --- < t,41 < b} heifst
Alternante fird =z —v mitx € X und v € V, falls

d(tj+1) = —d<tj)7 VJ = 1, <, N

Satz 1.33 (Alternantensatz)

Es sei V :=span{¢1, ..., on} ein Haarscher Raum auf [a,b], v € X undv € V.

Dann ist v Proximum an x aus V' gdw. eine Alternante {a <t; < -+ <ty < b} fir
d = x—v ezistiert, so dass |d(t;)| = |x(t;)—v(t;)| = [|[t—0||ec = ||d]|; Vi =1,...,n+1.

Beweis:

(<) Essei{a <t; <ty <-- <ty < b} eine Alternante fiir x—v mit der Eigenschaft
|I(t]) — U(t])| = ||ZE - U||oo7 Vi=1,...,n+1.
Unser Ziel ist die Anwendung von Satz 1.27. Deshalb machen wir die
Annahme: Jw € V : (x(t) — v(t))w(t) > 0,Vt € M, wobei M = {t € [a,b] :
|z(t) — v(t)] = [lz — vl }-
Insbesondere gilt dann: (z(t;) — v(¢;))w(t;) > 0,Vj = 1,...,n+ 1. Da aber die
Differenz x(t;) —v(t;),j = 1,...,n+1, n-mal das Vorzeichen wechselt, muss dies
auch fiir die w(t;),j = 1,...,n + 1, gelten. Dies ist aber nach Voraussetzung
w € V unmoglich.

(=) Es sei v Proximum an z aus V.
Annahme: Es existiert keine Alternante {a < t; < -+ < t,;1 < b} fiir x — v , so
dass |z(t;) —v(tj)| = ||t = V||es J=1,...,n+ L.
Also existieren hochstens n Punkte {a <7 < -+ <7, <b} (1 <k <n),sodass
mit d := x — v gilt |d(7;)| = ||d|ls und sgnd(r;) = e(—1)7 fir j = 1,...,k mit
einem ¢ € {—1,1}.
Ist nun k£ = 1, so ist sgnd(t) fiir t € M konstant. Nach Lemma 1.31 ex-
istiert eine Funktion w € V, die keine Nullstellen in [a,b] besitzt und fiir die
sgnd(t) = sgnw(t),vt € M, und damit d(t)w(t) > 0,Vt € M, gilt. Nach Satz
1.27 ist dies aber ein Widerspruch (zur Wahl von v).
Ist & > 1, so wahlen wir sukzessive & € (7;,7;41) so, dass d(§;) = 0 und
sgnd(t) = sgnd(rj41), ¥t € (&, 7541), 7 =1,...,k — 1. In (75,¢;) kénnen dann
durchaus noch Elemente aus M liegen, in denen d dasselbe Vorzeichen wie in
7; besitzt. Wir wenden wieder Lemma 1.31 fiir ¢ := k — 1 an und wahlen nun
eine Funktion w, die in den Punkten &;,...,&_1 das Vorzeichen wechselt und
keine weiteren Nullstellen in [a, b] besitzt. O.B.d.A. nehmen wir noch an, dass
sgnw(7y) = sgnd(m) gilt. Nach Konstruktion ist dann klar, dass in jedem Punkt
t € M das Vorzeichen von w und d iibereinstimmt, d.h., w(t)d(t) > 0 gilt. Nach
Satz 1.27 wére dann v keine Proximum an z aus V. Also muss die Annahme
falsch sein. O
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Beispiel 1.34 Es seien X := C([0, 27]), z(t) := sin(3t), ¢t € [0, 27|, v := 0. Dann gilt:

M = {te[0,2x] : |z(t) —v(t)] = [z — v}

— . _ _)m 3 bm Tm 97 1lxw

— {tefo2n]:lz() =1} ={7.% % %7 7 Ul
Diese Menge M ist eine Alternante fiir x — v.
Es sei V := P,,_; := Menge aller Polynome vom Grad < n — 1 auf [0, 27].
Nach Satz 1.33 ist v = 0 Proximum an x aus P,—1 gdw. n+1 <6 gdw. n —1 < 4!
(Dieses Beispiel zeigt auch, dass es i.a. mehr als n + 1 Alternantenpunkte in M geben
kann!)

Satz 1.35 FEsseiV :=span{py,...,¢,} C X ein Haarscher Raum und x € X. Dann
st das Proximum an x aus V' eindeutig bestimmd.

Beweis: Nach Satz 1.7 ist die Menge aller Proxima an z aus V' entweder einelementig
oder konvex, abgeschlossen (mit unendlich vielen Elementen).

Annahme: Es existieren 2 Proxima vy, v, € V,v; # v9 an . Dann ist auch das Element
%(vl + v9) Proximum an z. Nach Satz 1.33 existiert dann eine Alternante {a < t; <
to < -+ <tpy1 < b} fiir x und %(vl + v9), die die Mazimaleigenschaft hat, d.h., es gilt:

o(t;) — %(vl(t Vb o(ty) = e(—1)0, j=1,....n+1e € {~1,1}

und

1

0=le— 3+l

Also gilt : 1(z(t;) —vi(t)) + 5 (2(t;) — va(t;) = e(—1)70,5 = 1,...,n+ 1. Andererseits
gilt aber auch |z(t;) — ( i) < ||3L‘—vk||Oo =0,k=12j=1,. n+1. Deshalb muss
x(t;) —vi(ty) = x(t;) — vg( t;), d.h., vi(t;) = valt;), 7 =1,... ,n+ 1 gelten.

~ vi —vy € V hat n+1 Nullstellen in [a,b] ~ v =, O

Beispiel 1.36 Esseien X := C([—1,1]),z(t) :=t", Vt € [—1, 1], n € N beliebig fixiert.
Gesucht: Proximum p,, an z aus P,_1.

(Eine andere Formulierung der Aufgabenstellung ist analog zu Satz 1.23 b), das Poly-
nom aus P, mit Héchstkoefﬁment 1 und Kkleinster || - ||-Norm zu finden.)

Ansatz: p,(t) :=t" — 5= LT (1), To(t) := cos(n arccost), Vt € [—1,1].

Wegen des Additionstheorems cos((n+1)0)+cos((n—1)8) = 2 cos(f) cos(nh) ist einer-
seits klar, dass die T}, Polynome n-ten Grades sind, und dass die folgende Rekursions-
formel gilt:

A ~ A

Toir(t) = 2T, (t) — Tpa(t), n=1,2,..., To(t) =1,Ti(t) =t.
Dies sind (wieder) die sog. Tschebychev-Polynome (vgl. 1.22, wo sie allerdings anders

normiert waren) und die erhaltene Rekursion ist natiirlich ein Spezialfall der allge-
meinen Aussage 1.24.
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Aus der Rekursion ergibt sich ferner, dass der hochste Koeffizient von T, gerade 21
ist, dass also p, € P,,_1 gilt. Ferner gilt:

1 ~
I = pnlloo = 57 = ITolloe = 57
Nun ist aber ¢; := cos 7%7?, 7=1,...,n+ 1, wegen

To(t;) = cosjm = (=1)7, j=1,...,n+1,

eine Alternante zu = — p, mit Maximalabweichung. Deshalb ist nach Satz 1.33 p,
Proximum an = aus P,_;.

Bemerkung 1.37 Das Problem der Bestimmung eines Proximums an x € X aus
einem Haarschen Raum V' = span{s,...,¢,} kann als nichtlineares Optimierung-
problem wie folgt formuliert werden:

t€la,b]

min{ max |x(t) — ic,w,-(tﬂ ce=(c1,...,0) € R"}.

Solche MinMax-Aufgaben sind dquivalent formulierbar in der Form

n

min {r () — Zcigpi(tﬂ <r, YVt € [a,b],(r,c) € R x R”}.

=1

Dies ist ein sog. semi-infinites lineares Optimierungsproblem, d.h., ein Optimierungs-
problem mit linearer Zielfunktion, endlichdimensionaler Variable, (aber) unendlich vie-
len linearen Restriktionen. Fiir solche Optimierungsprobleme existieren eine spezielle
Theorie und spezielle Losungsverfahren (siehe z.B. Hettich /Zencke und M. A. Goberna,
M. A. Lopez: Linear Semi-Infinite Optimization, Wiley, Chichester, 1998).

Bemerkung 1.38 (Austauschverfahren von Remez)

Das Remez-Verfahren ist ein iterativer Prozess, der ausgehend von einer Startnaherung
o _ (0) ) .. . . |

{a <}’ < < t,411 < b} eine hinreichend gute Naherung fiir eine Alternante mit

Maximalabweichung erzeugt.

Analog zu Satz 1.33 ist klar, dass die Losung vy des Problems

1rnin{‘_ma><:Jrl ]a:(tl(»o)) - v(tz(»o))| veVy

5

genau in den Punkten tEO),i =1,...,n+ 1, eine Alternante mit Maximalabweichung

besitzt. Deshalb berechnet sich vy und die (unbekannte) Maximalabweichung dy aus
dem linearen Gleichungssystem

2(t®) —vt”) = (~=1)dy, i =1,...,n+ 1.

)

Dann gilt (vgl. Himmerlin/Hoffmann, Kap. 4.4.5): |do| < dy(z) < ||z — v9]|co-

Man bestimmt nun £1) € [a,b] mit |2(€W) — vo(EW)| = ||z — volleo. Wiirde €1 €
{tgo), . ,tg)ll} gelten, so ist vy bereits Proximum an x nach Satz 1.33. Ist dies nicht der
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Fall, ersetzt man einen der Punkte aus {tgo), o ,tﬂl} durch £€M) und erhilt eine neue
Néherung {tgl), . ,tﬁ}jl} fiir die Alternante. Man verfahrt nun wie oben, bestimmt v,

bzw. d; aus dem entsprechenden linearen Gleichungssystem und erhalt
|do| <'dh] < dy(z) < [lz = vif|.

Man verfdhrt nun wie oben und setzt diesen Prozess so lange fort, bis ||z — vg|co — |dk|
hinreichend klein ist.

(Literatur: M.J.D. Powell: Approximation Theory and Methods, Cambridge University
Press, Cambridge 1981 (1991), Kap. 8 und 9)

Als néachstes beschéftigen wir uns mit der Frage, wann die eindeutig bestimmten
Proxima Py, (z), wobei V,, = span{ep,...,¢,} ein Haarscher Raum ist, fiir jedes
x € C([a,b]) und n — oo gleichméBig gegen = konvergieren.

Wir erhalten dabei eine Bedingung an die Menge span{y; : i € N} fiir deren Dichtheit
in C([a,b]). Das zentrale Resultat ist der sogenannte Satz von Stone-Weierstra$, den
wir allgemeiner fiir den Raum C(K) aller reellen stetigen Funktionen auf einer kompak-
ten Menge K C R™ beweisen. Wir beginnen aber mit einer vorbereitenden einfachen
Hilfsaussage.

Lemma 1.39 Es existiert eine Folge (p,) von Polynomen in C([0,1]), die auf [0,1]
gleichmipig gegen die Funktion v(t) := /t, t € [0, 1], konvergiert.

Beweis: Wir definieren
pi(t) = 0, Vtelo,
pn-‘rl(t) = pn(t) + %(t

Offenbar sind dann alle p,, Polynome.
Wir zeigen: p,(t) < V/t, Vt € [0,1],
Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Sie sei jetzt fiir n richtig. Dann gilt Vt € [0, 1]:

1], und rekursiv

pa(t)?),Vt €[0,1], Vn € N,

VE=puaa(t) = VE = pa(t) = 5(t = palt)

Wegen p,(t) < v/t gilt auch (vt + p,(t)) < vt <1 und damit

(VE—palt)(1 - %(\/ﬂpn(t))).

<Vt
Vit = ppsa(t) >0,V € [0,1].

Als Konsequenz erhalten wir p,.1(t) > pu(t), ¥t € [0,1], Vn € N. Damit ist die
Folge (p,(t)) fir jedes t € [0,1] monoton wachsend und beschriankt. Also ist die
Folge (p,) punktweise konvergent gegen eine Funktion v. Durch Grenziibergang in der
Rekursionsformel ergibt sich dann

1
(1) = v(t) + gt~ v(t)?), Vi € [0.1),
und damit v(t) = v/¢, ¥t € [0,1]. Die stetige Funktion v ist also punktweiser Gren-

zwert einer monoton wachsenden Folge stetiger Funktionen. Nach dem Satz von Dini
konvergiert deshalb (p,) gleichméBig gegen v. O
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Definition 1.40

a)

b)

Ist X eine Algebra (iiber R), d.h., eine kommutative Gruppe bzgl. ”+” und
7.7 mit den zugehodrigen Distributivgesetzen, so heifit eine Teilmenge A C X
Teilalgebra von X, falls fir alle z,y € A,a € R,auch x +y € A, x-y € A und
ar € A gilt.

Es sei A eine Teilmenge von C(K), wobei K C R™ kompakt . Man sagt, A
trennt die Punkte von K, falls fiir alle ¢,f € K mit t # ¢ eine Funktion z € A
existiert, so dass

2(t) # x(t)

Die Menge X = C(K) aller stetigen Funktionen von X' C R™ in R ist eine Algebra,
indem kanonisch definiert wird:

(@ +y)(t) = z(t) + y(t), (zy)(t) :== z()y(1), (az(t) = ax(t)
(Vt € K,Vx,y € X,Va € R).

Satz 1.41 (Stone-Weierstrafs)
Es sei K C R™ kompakt und A eine Teilalgebra von C(K), die die konstanten Funktio-
nen enthdlt und die Punkte von K trennt. Dann ist A dicht in C(K), d.h. A= C(K).

Beweis: Der Beweis unterteilt sich in 6 Schritte, davon haben 5 vorbereitenden
Charakter.

(1)

Behauptung: © € A = |z| € A.
Beweis: Es sei z € A, a = ||7]l = max |z(t)| (0.B.d.A. a > 0).
€
Wir betrachten die in Lemma 1.39 konstruierte Folge (p,,) von Polynomen und
definieren

1
Yn(t) == pn (EJC(t)Q), vVt e K, Vn € N.

Es gilt y,, € C(K) und y,, € A,Vn € N, wegen = € A.
Nach Lemma 1.39 gilt auflerdem

Ipa (22 2()%) = /22 2(-)?lle

< max |p,(t) — Vit — 0
t€(0,1] n—r00

Y = %12/l

und damit % € A, woraus |z| € A folgt (vgl. auch (2)).

Behauptung: A ist eine Algebra.

Beweis: Seien 7,y € A und o € R. Dann existieren Folgen (z,), (y,) in A mit
|z — #|[c = 0 und [[yn — yllc — 0.

Dann gilt z,+vy, € A, z,vy, € A, azx, € A, Vn € N, woraus folgt x,, +y, = r+y
und ax,, — ax in C(K). Damit ergibt sich sofort z +y € A und ax € A.
Ferner gilt

|zt — Yl < N1TnYn — TnYlloo + |20y — 2yl
< Nzallsollyn — Yoo + 1Yl llTn — 2||lse — 0.

Also folgt auch zy € A und A ist eine Teilalgebra von C(K).
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(3)

Behauptung: Mit z,y € A gilt auch min{z, y}, max{z,y} € A.
Beweis: Wegen (2) gilt (1) auch fiir A anstelle von A. Wegen der elementaren
Beziehungen

1 , 1
max{z,y} = g (v +y+|o—y|), mn{z,y} = (@ +y — |z —yl)
folgt dann sofort aus (2) und (1) die Aussage.

Behauptung: Fiir alle ¢, € K mit ¢t # t und alle o, 8 € R existiert ein z € A mit

2(t) = a,2(t) = .
Beweis: Da A nach Voraussetzung die Punkte von K trennt, existiert ein y € A
mit y(¢) # y(t). Wir betrachten die Funktion z € C(K)

B
y(t) —y(t)

Da A eine Algebra ist und die konstanten Funktionen zu A gehéren, gilt = € A.
Der Rest der Aussage ist klar.

z(s) =a+ (y(s) —y(t)), Vo € K, Vs € K.

Behauptung: Fiir alle € C(K), t € K und £ > 0 existiert ein y € A mit
y(t) = z(t) und y(t) < z(t) + ¢, Vt € K.

Beweis: Es seien x € C(K),t € K und ¢ > 0 beliebig gewéhlt.

Wegen (4) kénnen wir fiir jedes s € K ein hy € A mit den Eigenschaften hy(t) =
x(t) und h,(s) < z(s) + 5 wahlen. Da x und h, stetig sind, existiert eine offene
Umgebung U, von s, so dass

ho(t) < z(t) + ¢, VteU,

Dies fithren wir fiir jedes s € K durch und erhalten eine offene Uberdeckung
(Us)sex von K. Da K kompakt ist, existiert nach dem Satz von Heine-Borel
eine endliche Teiliiberdeckung von K durch die Mengen Us,, i = 1,...,r. Wir
betrachten nun die folgende Funktion y, die wegen (3) zu A gehort: y(t) :=
'minT hs,(t) , Vt € K.

i=1,...,

Es gilt y(t) = min hs,(t) = x(t), und fiir jedes t € K existiert ein ig € {1,...,r}

mit ¢ € Us,, und damit
y(1) < oy (1) < o(t) +

Behauptung: A ist dicht in C(K).
Beweis: Es seien ¥ € C'(K) und ¢ > 0 beliebig gewihlt. Nach (5) existiert fiir
jedes s € K eine Funktion y, € A, so dass

ys(s) = x(s) und ys(t) <zx(t)+e, Vt € K.

Fiir jedes s € K existiert nun wegen der Stetigkeit von y, und z eine offene
Umgebung V; von s , so dass

ys(t) > x(t) —e, Vt € V.
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(V3)sex ist wieder eine offene Uberdeckung von K und wir wihlen analog zu (5)
eine endliche Teiliberdeckung von K durch Vi, j = 1,...¢, aus. Wir betrachten
jetzt die Funktion y € C(K)

y(t) := max y;. (t), Vt € K.
j=1,.0""7

Wegen (3) gilt wieder y € A und nach Konstruktion gilt fiir jedes t € K :
y(t) > ys,(t) > 2(t) — e (falls t € V).
Insgesamt haben wir z(t) —e < y(t) < z(t) + ¢, Vt € K, d.h.

lz(t) —y(t)| <e, Vt e K.

Daraus folgt ||z — y|lc <& und da € > 0 beliebig gewihlt war, folgt = € A. D.h.
C(K)=A O

Folgerung 1.42 Es seien p; € C(K), 1 € N, V,, :=span{p1,..., ¢}, n € N Haarsche
Réume und A := span{yp; : i € N} sei eine Teilalgebra von C(K), die die konstanten
Funktionen enthdlt und die Punkte von K trennt. Dann konvergiert fir jedes x € C(K)
die Folge der Prozima Py, (x) an x in C(K) gegen x.

Beweis: Nach Satz 1.41 existiert zu jedem = € C(K) eine Folge aus A, die in C(K)
gegen x konvergiert. Diese Folge kann wie im Beweis von Satz 1.19 zu einer Folge (v,,)
mit v, € V,,, Vn € N, aufgefillt werden, ohne dass die Konvergenz verloren geht. Aus
der Ungleichung

12 = Py, (2) oo < [l = nlloo

folgt dann die Behauptung. O

Folgerung 1.43 Ist K C R™ kompakt, so existiert zu jedem x € C(K) eine Folge von
Polynomen, die in C(K) gegen x konvergiert.
(Firm =1, K = [a,b] ist dies der klassische Approximationssatz von Weierstrafs.)

Beweis: Wir betrachten die folgende Teilmenge A von C(K):
A= {Zath?” ca;; € NU{0}, a; €R, j=0,....,n,i=1,...,m,n¢€ NU{O}}.
j=0  i=1

A ist offenbar eine Teilalgebra von C(K) , die die konstanten Funktionen enthélt
(n=0,a;0=0,i=1,...,m).

AuBerdem trennt A die Punkte von K. Sind namlich ¢,f € K mit ¢t # ¢, so existiert
ein i € {1,...,m} mit ¢; # ;. Dann trennt das Polynom p; € A, pi(t) = t; (n = 0,
ap =1, agy = 0, k = 1,...,m) die Punkte t und ¢.

Also folgt die Aussage aus Satz 1.41. O
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Bemerkung 1.44 Der klassische Approximationssatz von Weierstrafl lasst sich auch
konstruktiv beweisen. Fiir x € C([0, 1]) gilt fiir die sog. Bernstein-Polynome (zu x)

B, (t;z) := Zi;m (%) B, j(t), Bnj(t) = (;‘)ta‘g — )"t €]0,1],

die Fehlerabschatzung

9

max [2(t) = Bu(t; )] < Tw(win ), VneN,

wobei w(z; h) = sup{|z(t) — x(#)| : |t — t| < h,t,t € [0,1]} der sog. Stetigkeitsmodul

von z ist (Literatur: Isaacson/Keller: Analyse numerischer Verfahren, Edition Leipzig

1972, Kap. 5.1). Da z auf [0, 1] gleichmé&Big stetig ist, gilt }llirr(l)w(as; h) = 0 und folglich
_>

lim ||z — B,(:;7)]|s = 0.

n—oo

Jedoch ist die Konvergenz i.a. langsam! Ist x Lipschitzstetig, so ist die Konvergen-

zordnung O(n"2): selbst im Fall 2 € C™ ist sie héhstens 0(n2).

Z.B. benotigt man im Fall z(t) := ¢* fiir eine Genauigkeit von 10~ bereits n = 2500

(vgl. Powell, Kap. 6.3), da ||z — B, (:;7)[|oc = 75

Mit Bemerkung 1.44 entsteht die Frage, ob die metrische Projektion Py, (x) fir V,, :=

P,.—1 eventuell schneller und wie schnell konvergiert.

Satz 1.45 (Jackson)
Es seix € C"([a,b]), ne N, r e NU{0} mitn —1>r.
Dann ezistiert eine (nur von r) abhdingige Konstante C, > 0, so dass

O e e ]

n — n—1-—r

wobei w(z™); ) wieder den Stetigkeitsmodul von ") bezeichnet.

Beweis: Sukzessives Anwenden einer direkt zu beweisenden Aussage fiir den Fall
r = 0, vgl. L.P. Natanson: Konstruktive Funktionentheorie, Akademie-Verlag, Berlin
1995, Kap. VI.2.

Bemerkung 1.46 Fiir den Fall » = 0 liefert Satz 1.45 ein bereits besseres Resultat
als die Abschétzung fiir die Bernstein-Polynome in 1.44. Die klassischen Beweise von
Jackson (vgl. auch Natanson oder Powell, Kap 16) beruhen darauf, zunéchst Aussagen
fiir Raume von trigonometrischen Polynomen zu beweisen und dies dann auf algebrais-
che Polynome anzuwenden. Die Konstante C, wichst exponentiell mit r! Inzwischen
sind scharfe Konstanten fiir viele » bekannt.
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1.4 Polynom-Interpolation stetiger Funktionen

Wir betrachten wieder X := C([a,b]) mit der Tschebychev-Norm || - ||. Es sei

{¢:i}ien C X ein System linearer unabhiingiger Elemente und ({a < " < {" <

. <t < b})pen eine Folge von Stiitzstellen in [a,b]. Wir setzen voraus, dass
V= span{y1,...,p,} fir jedes n € N ein Haarscher Raum ist und bezeichnen mit
P, die Abbildung von X in X, die jedem Element x € X die nach Satz 1.29 eindeutig
bestimmte Funktion P,z € V,, mit Pz(t") = :c(tgn)),z' =1,...,n, zuordnet.

Lemma 1.47 Fir jedes x € X und n € N gilt mit den obigen Bezeichnungen
d(z, Vo) < ||z = Pozl] < (1 + |[BalDd(z, V2),
wobei || P,|| die Norm des linearen Operators P, bezeichnet, d.h.,

“PnH ‘= Sup HanHOO‘

[[#]loo <1

Beweis: Es sei x € X,n € N und v € V,, beliebig gewahlt. Dann gilt v = P,v, da V,
ein Haarscher Raum ist. Also folgt

r—Pax=(I—-P)x=(—-P,)(x—0)

~ o d(@, Vo) <z = Putllee < = Bl [lz = vlfoe < (14 [[Pa]])]J2 = vlcc-
Durch Infimumbildung iiber v erhalten wir die gewiinschte Ungleichung. a

Lemma 1.47 besagt, dass die Interpolierende zu einer stetigen Funktion und einem
Haarschen Raum hochstens um den Faktor 1+ || P, || ’schlechter’ ist als das Proximum
an z aus V,. Eine Abschéitzung fiir || P,||, die insbesondere die Abhéngigkeit von
den Stiitzstellen deutlich macht, ware deshalb wichtig. Insbesondere trifft dies auf
Konvergenzfragen fiir Interpolierende zu, wenn bereits d(z, V,,) e 0, Vx € X, bekannt

ist. Wir wenden uns dieser Fragestellung nun fiir den Fall der Polynom-Interpolation
zu, d.h. @;(t) := "1, Vt € [a,b], Vi € N. Dann gilt

t—1t;
P = E wz(t™),  wobei w!™(t) = | | —— i=1,...,n

Satz 1.48 Flir jedes x € X und allen € N gilt:
d(z, Vo) < |l — Paxlloe < (1 + [[laloo)d(z, Vi),

wobei || Pyl = ||4n]loo und €, :=>" \wz-(n)\ die sog. Lebesque-Funktion ist.
i=1

Dabei gilt: |40 > %logn+ %, Vn > 3.
Insbesondere existiert stets eine Funktion x € X, so dass die Folge (||x — Pyx||) nicht
gegen Null konvergiert.
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Beweis: Fiir jedes z € X gilt: |P,z(t)] < 3 |w™@)] |2(E] < [1€0]|0o]]|sc. Also folgt
i=1

sofort: || Pyl < [[€n]co-

Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, wihlen wir ¢y € [a, b] so, dass

1nlloe = ™ (o).
=1

Es sei nun Z € X stiickweise linear mit z(t\™) = sgn(w!™ (ty)) und z(a) := 0 bzw.

7

z(b) := 0, falls a bzw. b keine Stiitzstellen sind. Dann gilt : ||Z]/o = 1 und
Pan(to) = D" (fo)sen(w" (t0)) = [[alls -
i=1

Also folgt: ||P.|| > || PaZllco = ||€n]lee und damit die Gleichheit.

Die Abschétzung fiir ||¢, ||« wurde in Kap. 1.3. in T.J. Rivlin, Chebyshev Polynomials,
Wiley, New York 1990, gezeigt.

Da also dann die Normen von P,,n € N, nicht gleichmaflig beschrankt sind, kann die
Folge (P, )nen nicht punktweise konvergent sein (nach dem Satz von Banach-Steinhaus).
Damit ist die letzte Aussage bewiesen. O

Bemerkung 1.49 Da d(z,V,) — 0, Vz € X wegen des Approximationssatzes von
n—oo

WeierstraBgilt, liefert Satz 1.48 die gleichméafiige Konvergenz der Folge der Interpola-
tionspolynome (P,z) gegen z, falls

[allocd(r, Vi) — 0.

Wir wollen uns im Folgenden mit der Asymptotik der beiden fiir diese Aussage wichti-
gen GroBen, namlich ||, || bzw. d(z, V), genauer beschéftigen. Wir beginnen jedoch
mit der folgenden bemerkenswerten Aussage:

Satz 1.50 Zu jedem x € X euistiert eine Folge (77), 7 = {a <t < ... <tV < b}
(n € N), so dass die Folge (P,x) der zugehérigen Interpolationspolynome in X gegen
x konvergiert.

Beweis: Es sei v, € V,, = P,,_1 das Proximum an x aus V,,. Nach Satz 1.33 existiert
eine Alternante {a <7 <7 < -+ < Ty < b} fiir x — vy, so dass

|z(7) — vp ()| = ||z — vnl|loe,t =1, ..., + 1.

Nach dem Zwischenwertsatz existiert deshalb fiir jedesi € {1,...,n} ein tg") € (7, Tit1)s
so dass (") = v, (t™).

i
Bezeichnet also 7 := {a < t§") <<t < b}, so ist v, das Interpolationspolynom
von z zu 7" und die Aussage folgt aus dem Approximationssatz von Weierstral (bzw.

Folgerung 1.43). O
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Leider ist diese Aussage von Marcinkiewicz nicht konstruktiv verwendbar, da diese
Stiitzstellenfolge (7") nur implizit gegeben ist.

Ist nun (77) eine Stiitzstellenfolge in [a, b] und (¢,,) die zugehdrige Folge der Lebesgue-
Funktionen (vgl. Satz 1.48), so nennen wir (A, (7)) = (||[fn]|s) die zu 7" gehorige
Folge der Lebesgueschen Zahlen.

Die folgende Aussage zeigt, dass die Folge (A,,(7™)) der Lebesgueschen Zahlen in ihrer
Asymptotik sehr sensitiv von der Zerlegung 7" abhéangt.

Satz 1.51

a) Fiir dquidistante Stiitzstellenfolgen 1, d.h. tg") =a+ (1 —1h,, i =1,...,n,
mit h, = fﬁ gilt
2n73

Ap(T) = m

(n>2).

b) Ist T die Menge der Nullstellen des Tschebychev-Polynoms n-ter Ordnung (auf
[a,b], vgl. 1.56), d.h. 7} := {3(b— a) cos (W) +3(a+0b):j=1,...,n}, so
qgilt

2
Ap(mf) < =logn+1 (n>3).
T
Beweis: b) wurde ebenfalls in Kap. 1.3. in T.J. Rivlin (vgl. Ref. in Satz 1.48) gezeigt.
Die dortigen Aussagen sind zwar fiir das Intervall [—1, 1] formuliert, sie bleiben aber

fir [a, ] giiltig, da die Werte von ¢, unabhéngig von linearen Transformationen sind.
a) Wir schétzen ||(,||~ wie folgt nach unten ab:

w™(a+ (n— 1) — 1p)| = 3| [T Een—stn

I

1=1 2 i=1 1 j=1 (i—=j)hn
n n JF#i
= X ey 1L =7 =3
=1 Jj=1
n J#i
Z ; (z—l)'l(n—z)' %% 1.2 (TL—Z—Q)(TL—Z) (77,—2)

vV
=

1 S (n=1)! _ 1 1 n—1
n(n—1) ; (=) (n—i)! — 4n(n—1)2 )

]
Nach Satz 1.51 ist also die Wahl der Nullstellen der Tschebychev-Polynome zur Interpo-
lation nahezu optimal. Die dquidistanten Stiitzstellen sind dagegen nahezu ungeeignet!
Will man also iiberhaupt Funktionen mit Polynomen hoheren Grades interpolieren, so
sollte man die Tschebychev-Nullstellen als Stiitzstellen verwenden. Nach Satz 1.48
bzw. 1.51 ist die Interpolation in diesen Punkten hochstens 2 + %logn mal schlechter
als das Proximum an eine gegebene Funktion.
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Folgerung 1.52 Erfiillt x € C([a, b]) die Bedingung w(x; h) log h — 0, so konvergiert
—

die mit den Tschebychev-Nullstellen konstruierte Folge von Interpolationspolynomen
gleichméBig in [a, b] gegen z.

Beweis: Fiir r = 0 und n > 2 gilt nach Satz 1.45: d(z,V,) < Cow(z, %) Nach
Satz 1.48 und Satz 1.51 gilt ferner:

|z — Pzl < (14 |lle)d(z, V,) < (24 2logn)d(z, Vi)

< 200(1 + %logn)w(a:; %) j> 0.

Dabei bezeichnet P,z € V,, das Interpolationspolynom von x auf der Basis von n
Tschebychev-Nullstellen. a

Beispiel 1.53 [a,b] := [—1,1], z(t) := |t|, Vt € [-1,1], w(z;h) < h, VA > 0. Dann
konvergiert nach Folgerung 1.52 die mit den T'schebychev-Nullstellen konstruierte Folge
von Interpolationspolynomen gleichméfig gegen x.

Aber: Mit den aquidistanten Stiitzstellen ¢; := —1 + %(z —1),i=1,...,2n + 1, kon-
vergiert die Folge von Interpolationspolynomen in keinem Punkt aus [—1, 1]\ {—1,0,1}
punktweise gegen 2 | Uberdies kommt es bereits fiir kleine n zu starken Oszillationen
der Interpolationspolynome um die Funktionswerte von z !

Literatur: I.P. Natanson: Konstruktive Funktionentheorie, S. 375 ff.

Anschlieflend fithren wir noch den Begriff der dividierten Differenzen ein und beweisen
einige Aussagen, die spater benotigt werden.

Definition 1.54 Es seien f; € R und paarweise verschiedene Stitzstellen t; € [a, b],
Jj=1,...,n, gegeben. Die reelle Zahl [ty, ..., t,|f ist dann definiert als der Koeffizient
der hochsten t-Potenz des Interpolationspolynoms zu tj, f;,7 = 1,...,n, und heift
dividierte Differenz oder Differenzenquotient (n — 1)-ter Ordnung.

Eigenschaft 1.55
a) [tilf = f1, [, talf = {3:{11

b) [ti1,...,t,]f ist unabhéngig von der Anordnung der ¢;, j =1,...,n.

¢) [tr, ... to]f = Hze= t”h;;El’”"t"‘l]f (Rekursionsformel).

Beweis:

a) Fiir n = 1 ist das Interpolationspolynom zu ¢y, f; konstant (d.h. p(¢) = f;) und
fur n = 2 ist es linear. Im letzteren Fall hat es die Gestalt

bk
to — ty

p(t) (t—t1)+ fi.

~ [t1, te] f = Koeffizient von ¢ = L=f

2
to—t1 ’
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b) folgt aus der Definition von [tq, ..., t,]f.

c) Es seien r und ¢ Interpolationspolynome (n — 2)-ten Grades, so dass r(t;) = f;,
j=1,....,n—1,und ¢(¢;) = fj, j =2,...,n. Dann ist

ein Polynom (n — 1)- ten Grades und es gilt p(t;) = f;, j = 1,...,n. Deshalb
ist der Koeffizient von t"~! in p gerade die dividierte Differenz [t1,...,t,]f. Ver-
gleicht man nun den Koeffizienten von t"~! in p mit dem des Polynoms auf der
rechten Seite, so entsteht:

[tay .. tn)f [tl,...,tn_l]f'

tn_tl tn_tl

Damit ist die Rekursionsformel durch Koeffzientenvergleich bewiesen. a

Lemma 1.56 f : [a,b] — R sei (k — 1)-mal differenzierbar fir ein k € N. Es seien
paarwweise verschiedene Stitzstellen t; € [a,b], j = 1,...,k, gegeben und es sei f; =
f(t;), j=1,...,k. Dann existiert ein & € (a,b), so dass [t1,... ,t;]f = ﬁf(kfl)(f).

Beweis: Es sei p das Interpolationspolynom zu ¢;, f;, 7 = 1,..., k, und wir betrachten
die Funktion ¢ : [a,b] — R mit g := f — p.

g ist nach Voraussetzung (k — 1)-mal differenzierbar und es gilt g(¢;,) =0, j =1,... k.
Fir k£ =1 folgt die Aussage mit £ := t; und fiir £ > 1 fahren wir wie folgt fort:

Nach dem Satz von Rolle besitzt ¢" mindestens & — 1 Nullstellen in (a,b) (jeweils
zwischen den Nullstellen von g, d.h., den Stiitzstellen). Durch sukzessives Anwenden
dieses Arguments erhalten wir, dass ¢” mindestens & —2 Nullstellen in (a, b) und g*~1
mindestens eine Nullstelle £ € (a, b) besitzt.

Da [t1,...,t;]f der Koeffizient von t*~1 in p ist, gilt die Formel

g(k_l) = f(k_l) _p(k_l) = f(k_l) - (k - 1)|[t17 s 7tk]f
und wir erhalten die gewiinschte Aussage

0=g® D) = & &) = (k= D[t . tlf .
O

Lemma 1.57 Es seien f,g : [a,b] = R und t; € [a,b], j = 1,...,n, paarweise ver-
schiedene Stitzstellen. Dann gult:

n

[t1,. . ta](fg) = Z[tl’ oot fltey - talg  (Leibniz-Formel).

i=1
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Beweis: Es seien Pf bzw. Pg die Interpolationspolynome zu t;, f(¢;),7 = 1,...,n
bzw. t;,9(t;),j = 1,...,n. Unter Verwendung der Newtonschen Gestalt der Interpo—
lationspolynome gilt dann

Pr(t) = Z::l[tl,...,ti]fi]_[ll(t—tr), Py(t) = é[tj,...,tn]g f[ﬂ(t—ts)
~ (f9)(te) = (Pf)(tk)(Pg)(tk)
= (Ettentlf T =) (St 11 (0= 1)
_ anl[tl,...,t]f[tj,...,tn]gi:(tk—tr) f[+1(tk—ts)
- D

Alle Summanden in der Summe ) enthalten den Faktor [] (tx —t5) = 0. Also gilt:

(Fo)(t0) = Y ltne ot ity talo{ [T — 1) [T ¢ =20}| - r=1om)

Die rechte Seite dieser Identitat gehort, als Funktion von t betrachtet, zu P, (R) und
interpoliert fg in den Stiitzstellen ¢, k = 1,...,n. Deshalb muss nach Definition 1.54
folgendes gelten:

[t1,. .., ta](fg) = Koeffizient der hochsten t-Potenz in >
i<y

= Koeffizient von " 'in >

(]

= Koeffizient von ¢"1in >

i=j

= Koeffizient von " tin S"[ty,..., 4] f[ti,- - talg [T (t —t,)
=1

+

53
e

n

= Z[tl,... tlflti, . talg.

=1
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2 Splines

2.1 B-Splines und Splineraume

Da Polynome hoheren Grades zur Interpolation i.a. wenig geeignet erscheinen, ergibt
sich die natiirliche Idee, stiickweise polynomiale Funktionen (niederen Grades) zur
Interpolation bzw. Approximation von stetigen Funktionen zu benutzen. Wir beginnen
mit der Konstruktion geeigneter Teilrdume bzw. Basisfunktionen von Raumen stetiger
Funktionen.

Dazu sei eine unendliche Menge {t; : ¢ € Z} von paarweise verschiedenen Knoten in
R gegeben, fir die t; < t;11, Vi € Z, und t; - —oo fir i - —oo und ¢; — +oo fiir
1 — 400 gilt.

Definition 2.1 Fir jedes k € NU{0} heifit die Funktion By, : R — R
Bii(x) = (tignrr — ) [ty - tiswa) [ — 2]k, Vo € R,
B-Spline der Ordnung k zum Knoten i € Z.
(Hierbei ist [t;, . . ., tiykr1] die dividierte Differenz der Ordnung (k-+1)-ter Ordnung; sie
wird gebildet von der Funktion t — [t — z]% (t € R), wobei [u]; := max{u,0}, Yu € R.)

Beispiel 2.2 B-Splines der Ordnung k = 1 bzw. lineare B-Splines:

Bii(x) = (tiza — t)[ti, tiv1, tigo][- — 2]+
= ([tiv1, tiva] = [ti, tina])[ — 24 (vel. 1.45¢) )
ftito—aly —[tip1—aly  [tip1i—a]4 —[ti—a]y
titoa—tit1 tiv1—t;
0 , T <t
| - s o s sepn)
t:;—i;f_l T E [tiv1, tiv2)
0 y T 2> Tiyo

Lemma 2.3 Fir jedes k € NU{0} gilt fiir B-Splines der Ordnung k:
(l) B]m(ilf> = 0, Vo € R\ [ti,tiJrkJrl); Vi € Z,’

b) S Bu(z) =1, Vo € R.

€7
Beweis: Es sei q;(t;z) := [t — z]%,Vt,z € R.

a) Wegen g (t;x) = 0,Vt < x, gilt By;(z) = 0,Yz > t;1p11.
Fir x < t; ist qu(-; ) eine Polynom k-ten Grades in [t;, ¢;1141]. Nach Lemma
1.56 existiert deshalb ein & € (¢;,t;1x41), so dass

t; —t;
Bui(z) = 5 4 (62) =0, da au(i2) € P

32



b) Aus der Rekursionsformel 1.55¢) fiir dividierte Differenzen folgt:

Bri(z) = ([tig1, -+ tivksr] — [Lis - - - i) )@e(+ ), Vo € R.

Es sei x € R beliebig gewahlt ~» 35 € Z mit x € [t;,,41). Aus a) folgt:
Bri(x)=0,Vi€e Zmiti>j+1lundi+k+1<j.

Y Bule) = ikBm): S (irns- o stivans] — [l b ae( 2)

icZ i i=j—k
== ([ +1,... +k+1] [ty—k)?tj])Qk()z)
= [ G+1y - - ]+k+1]ql€( )7 da z > tj'

Nach Lemma 1.56 existiert nun ein & € (¢;11,%j15+1), so dass

1 d* %
ZBkz k' qk (fa T) = H%(t_x) t=§:1.

Satz 2.4 (Rekursionsformel)

— li - :
T B @)+ T B (), Ve €R VEEN Vi€ Z.

Byi(x) =
' Livk — Ui Livkr1 — tit1

Beweis: )
Wir bezeichnen By;(x) = [ti, ..., tizgs1][ — m]i, Ve € R, Vk € N, Vi € Z, und
verwenden die Beziehung

t—a)f =@t —2)t—at", VtzeR, VkeN,

(Hierbei wird 0° := 0 gesetzt.)
Mit Hilfe der Leibniz-Formel aus Lemma 1.57 erhalten wir fiir beliebige x € R:

Byi(x) = I[fﬁ I O | i
= J;o[ti’ ot} = @)yt [ — 2]
= St st = )il =l
(da [ti, ... tigs] (- — ) = 0 falls j > 2)

= (ti = )[ti, . s tigrra] [ — 25+ [t tia] (- — @) [tig, o i ][ — 2]
N—_—
=1
= (ti — ) e e [ — 2] + Bi_1in(2)

titk+1—ti

o (Bk—1,2‘+1($) - Bk—l,i(l')) + By_1441(2)

tivkr1—t;

= ——{ (@ = t:)Be1a(x) + [(fiyasr — 1) + (ti — )| Br-1i1(2) }

titk+1—t;
~ Byi(r) = (tz‘+k+1 —t;)Bii(z) = (x — ;) By_1,4(2) + (tivke1 — @) Br1,41(2)

bigphy1—
- tz+k — 7 D 11( )+ ﬁBk—l,H—l(l‘)- =
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Folgerung 2.5 Es gilt: By;(z) >0, Vx € R, Vk € NU {0}, Vi € Z.

Beweis: Nach Lemma 2.3a) genligt es, zu zeigen: By;(x) > 0, Vo € [t;,t;1 1) und
Vk € NU{0}, Vi € Z. Aus der Rekursionsformel in Satz 2.4 folgt aber, dass dies erfiillt
ist, wenn es fiir k£ = 0 gilt. Wir miissen also zeigen: Bo;(z) > 0, V& € [t;,ti11), Vi € Z.
Es gilt:
Boi(x) = (tip1 — t)[ts tisa][- — 2]%
= [tiJrl - .Z']g_ — [tl — .’13]3_ =1-0= 1, Vo € [ti7ti+1).
]

Beispiel 2.6 (B-Splines der Ordnung k = 2, 3)
k = 2: Quadratische B-Splines fiir aquidistante Knoten t; = ih, Vi € Z, wobei h > 0
die Schrittweite ist. Aus der Rekursionsformel in 2.4 und Beispiel 2.2 folgt Vi € Z:

Bai(z) = m;ht Byi(z) + tiJrggh_IBl,i+1<'r)avx € [ti tiys), und

, _ 1) x—t, , xTE [ti, tit1)
Bul®) = & tivo =2 , T € [tiy1,ti2)
( —t ) , T & [ti7ti+1>
~> BQz‘(fE) = # ( — 1 )( i+2 :C) + (ti+3 - l’)(ZU - ti+1> , T € [ti+1,ti+2)
(t ”3 — )’ , T € [tiva, tiya)

[\

~ Boi(z) = 55[(x — tip1 + h)(tig1 + h— ) + (L1 + 20 — 2) (T — tigq)]
= gzlh® + 2h(3: —tiy1) = 2(x — t;11)°], Vo € [tig1, tigo)
~ Byi(tiy1) = Bailtira) = 5, Bai(ti) = Bai(tiys) = 0,
Béz‘(tz‘ﬂ) = %: _Béi( z‘+2) und
maXBQZ( ) = BQi(ti+1 + %) = %.

zeR

U:J

k = 3: Kubische B-Splines fiir 4quidistante Knoten (vgl. Haimmerlin/Hoffmann, Kap.
6.36)

(x —t;)° \z € [t tisr)
Byi(x) = 1) W34 3R (@ =ty 4 3h(x — ti)? — 3(x — tip)? € [tist, tie)
o 683 | h® + 3h2(tips — ) 4 3h(tis — )2 — 3(tips — 33)3 € [tisartivs)
(tiva — 2)° € [tivas tita).
Es sei nun [a, b] ein gegebenes Intervall und €2, := {a = ¢, < --- < t, = b} sel eine

Knotenmenge in [a,b]. Wir nehmen nun an, dass §2,, Teilmenge einer unendlichen
Menge {t; : ¢ € Z} von Knoten wie vor Definition 2.1 ist, und wir betrachten die B-
Splines {By; : © € Z} (k € N). Nach Lemma 2.3 gilt nun By;(z) = 0, Va € |a, b], falls
1 < —k—1oder>n.

Definition 2.7 FEine Funktion s : [a,b] — R heifst Polynom-Spline der Ordnung k,
falls sie die folgenden beiden Figenschaften besitzt:

(i) s € C**([a,b]);
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(i1) s ist ein Polynom vom Grad < k auf jedem Intervall [t; t;11), i =0,...,n — 1.
(Hierbei verstehen wir unter C~([a,b]) den Raum der auf [a,b] stickweise steti-
gen Funktionen.)

Si(Q,) bezeichne die Menge aller Polynom-Splines der Ordnung k auf [a,b]. Fir k =
1,2,3 spricht man auch von linearen, quadratischen bzw. kubischen Splines.

Satz 2.8 Fir jedes k € NU {0} bildet Si(§2,) einen linearen Raum der Dimension
k +n, der die B-Splines By;,i = —k,...,n — 1, (eingeschrinkt auf [a,b]) enthilt.

Beweis: Es sei & € NU {0} beliebig gewéhlt. Nach Definition 2.1 und der Rekur-
sionsformel fir dividierte Differenzen ist By, eine Linearkombination der Funktionen
{[t; =% :j=14,...,i+k+1}. Diese "Stutzfunktionen” gehéren aber nach Definition
2.7 zu Sg(Qy,) falls i = —k,...,n — 1, und Sk(€2,) ist offensichtlich ein linearer Raum.
Damit gehoren auch die B-Splines By, t = —k,...,n — 1, zu Si(,).

Wir zeigen: {(-—to)’, [ —t]% :5=0,...,k, i =1,...,n—1} ist eine Basis fiir Sj({2,).
Folglich hat Si(£2,) die Dimension k + n.

Es ist also zu zeigen, dass fiir jedes s € Si(€2,) Koeffizienten a;, j = 0,...,k und b,
1=1,...,n— 1, existieren, so dass

k n—1
:Zaj (z —to) Zb[ —t;J%, Va € [a,b].
]:0 =1

Es sei I, := [to,te], £ = 1,...,n. Wir zeigen die eben formulierte Aussage durch
Induktion iiber ¢, indem wir beweisen, dass fiir ein beliebiges s € Si(€2,,) Koeffizienten
a;,j=0,...,kund b;,¢ =1,...,n — 1 existieren, so dass

k -1
:Za]x—to Zbl[x—tiﬁ, Veel, Vi=1,...,n
7=0 =1

Fiir ¢ =1 ist s ein Polynom vom Grad < k in I = [to, t;] und folglich in der Form

k
s(x) = Zaj (x —to)!, Yo € I, darstellbar.

J=0

Also ist die Aussage fiir £ = 1 richtig. Sie sei jetzt fir £ € {1,...,n — 1} richtig und
wir zeigen sie fiir £ 4+ 1. Es seien also ag,...,a und by, ..., b1 bereits gewahlt und
wir betrachten die Funktion

k -1
o(z) :== s(z) — Z T —to) Zbl A%, Vo € Iy
=0 i=0

Es gilt o(z) =0, Vo € I, und o € C*1(I;44).
In [ty, teq] ist o auBerdem ein Polynom vom Grad < k. Deshalb ist ¢ Losung des
Anfangswertproblems fiir die Differentialgleichung

y(kﬂ)(ﬂﬁ) =0, y(t) =y'(te) = - 'y(kfl)(tz) =0.
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Da eine Anfangsbedingung fehlt, ist die Losung nur bis auf eine mulitplikative Kon-
stante festgelegt. Es existiert also ein by € R, so dass

o(z) = —be[x — )%, Va € [t tn).

Damit ist die Aussage fiir £ 4+ 1 richtig. O

Unser néchstes Ziel ist es, zu zeigen, dass auch die B-Splines {By; : i = —k,...,n—1}
eine Basis fiir Si(€2,) darstellen.

Lemma 2.9 Der Spline s € Sk(S2,) habe die Eigenschaft s(x) = 0 fiir alle x € [to, t,]U
[trytn], wobei 0 < o < T < n.

a) Gilt T —o < k+1, so folgt s(z) =0, Vo € (t,,t,).

b) Ist die Anzahlr der Nullstellen von s in (t,,t,) endlich, so gilt r < 7—(c+k+1).

Beweis:

a)

Wegen s(x) = 0, Vo € [to,t,], folgt aus dem Beweis von Satz 2.8 die folgende
Darstellung fiir s in [to, t,]:

n—1
S(l’) = Zﬁz[l’ — tl]ﬁ_, Vo € [t07tn]

Damit diese Funktion auch die Bedingung s(x) = 0, V& € [t,,t,41], erfiillt, muss
also gelten:

Zﬁz(l' — tz>k = 07 YV € [tT,tT+1].

Folglich miissen die Koeffizienten von allen z-Potenzen des Polynoms auf der
linken Seite verschwinden, d.h., es muss gelten

(x) Y Bitl=0,j=0,... .k

Dies sind also k+1 Gleichungen fiir die 7—o+1 Koeffizienten 3;, ¢ = o,...,7. Da
die Matrix vom Vandermonde-Typ ist (also Vollrang besitzt!), hat das homogene
Gleichungssystem (x) mit k4 1 Gleichungen und 7 — o + 1 < k4 1 Unbekannten
nur die triviale Losung 8; =0,i=o0,...,T.

Ist K = 1, so ist s eine stiickweise lineare stetige Funktion mit s(t,) = s(t,) =
0. Ist r endlich, so kann s hochstens eine Nullstelle in jedem der Intervalle
[t;,tjsal,j = o,...,7 — 1, besitzen. Also muss r < 7 — ¢ — 2 gelten und die
Aussage ist richtig fir k£ = 1.

Analog ist klar, dass auch die Anzahl der Vorzeichenwechsel einer stiickweise
linearen stetigen Funktion in (t,,t,) mit 7 — o — 2 nach oben beschrinkt ist
(unabhéngig davon, ob einige ihrer linearen Abschnitte identisch gleich 0 sind).
Fiir £ > 2 argumentieren wir nun wie folgt: s hat r Nullstellen in (¢,,¢,) und
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es gilt s(t,) = s(t;) = 0. Also wechselt s’ das Vorzeichen in (¢,,t,) mindestens
(r + 1)-mal. Da §'(t,) = s'(t;) = 0 gilt, wechselt s” das Vorzeichen mindestens
(r+2)-mal u.s.w. s*~! wechselt das Vorzeichen in (¢,,t,) mindestens (r+ k — 1)-
mal. Da s*~! aber eine stiickweise lineare, stetige Funktion darstellt, folgt aus
unserer obigen Uberlegung

r+k—1<7—-0-2

und damit die Behauptung. a

Bemerkung 2.10 Eine wichtige Schlussfolgerung aus 2.9a) ist, dass kein s € Si(€2,,)\
{0} einen Triger haben kann, der in héchstens k& Teilintervallen von €2, liegt. Also sind
die B-Splines der Ordnung k diejenigen Elemente aus Sk (€2,), die den kleinsten Tréger
besitzen.

Satz 2.11 Fir jedes k € NU {0} gilt Si(Q2,) = span{By; : i = —k,...,n — 1}, d.h.,
die B-Splines bilden eine Basis itm Raum der Splines.

Beweis: Nach Satz 2.8 gentigt es zu zeigen, dass die n + k Funktionen By;, i =
—k,...,n—1, linear unabhangig sind. Dazu betrachten wir die Gleichung

s(z) = 2 a;Bri(z) =0, Vz € [a,b] = [to, tn],

i=—k
und zeigen, dass diese nur fiir o; = 0, 1 = —k,...,n — 1, gelten kann. Dazu fiihren
wir zunéchst noch einen weiteren Knoten ¢_;_; ein und schlussfolgern s(z) = 0, Vx €
[t k1, t—k).

Wir wenden nun Lemma 2.9 auf s definiert auf [t_;_1,%, ,_1] mit 0 := —k und 7 =0

an. Es folgt: s(z) =0, Vx € [t,,t,] = [t_k, to] und damit auch Vz € [t_y, t,].
Jetzt gehen wir schrittweise vor und stellen zunachst fest, das auf dem Teilintervall
[tks tk1] gilt:

8(%’) = Oé,kBkﬁk(x) =0, Vo € [t,k,t,kJrl].
Daraus folgt: «_; = 0. Auf dem néchsten Teilintervall [t_j.1,¢_ g 2] entsteht dann
die Gleichung s(x) = a_j+1Bg —k+1(x) = 0, d.h., g1 = 0, u.s.w. Wir erhalten also
sukzessive, dass alle Koeffizienten «;, i = —k,...,n — 1, verschwinden miissen. O

Bemerkung 2.12 Damit lisst sich jeder Polynom-Spline s € Si(€2,,) der Ordnung k
auf dem Intervall [a, b] in der Form

s(z) = i a; By ()

darstellen. Wir werden spater auf die Bestimmung der Koeffizienten a; im Fall inter-
polierender Splines eingehen. Diese Darstellung von s bietet eine Reihe von Vorteilen:
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(i) Schnelle Berechnung von Funktionswerten (Ableitungen, Integralen) iiber Rekur-
sionsformeln fiir B-Splines (vgl. Satz 2.4);

(ii) konvexe Restriktionen der Form g¢(s(z)) < 0, Vx € [a,b], mit einer konvexen
Funktion ¢ : R — R lassen sich dquivalent durch die endliche Menge g(«;) < 0,
1= —k,...,n— 1, konvexer Restriktionen ausdriicken.

(ili) Wegen des minimalen Trégers von B-Splines (vgl. 2.10) haben lineare Glei-
chungssysteme zur Bestimmung der n + k Koeffizienten o, ¢ = —k,...,n — 1,
stets eine Matrix mit Bandstruktur. Uberdies ist dieses Band am schmalsten bei
Verwendung der B-Spline-Basis im Vergleich zu anderen Basen im Raum Sk (£2,,).

2.2 Interpolation mit Splines

Das Ziel besteht darin, gegebene Funktionswerte bzw. eine gegebene Funktion auf
einem gegebenen Intervall [a, b] mit einem Spline aus Sk (€2,,) mit £ € N zu interpolieren.
Gemaf Bemerkung 2.12 werden dazu n+k Interpolationsbedingungen notig. Dies wirft
folgende Fragen auf:

(i) Bei Benutzung der Knoten t;, i = 0,...,n, als Stiitzstellen zur Interpolation in
la, b] entstehen (nur) n + 1 Gleichungen und es fehlen noch k& — 1 Bedingungen.
Wie sind diese Bedingungen zu wéhlen? Fir & = 1 sind gentigend Gleichungen
vorhanden und die Interpolationsaufgabe ist fiir lineare Splines 16sbar (Ubung);
fiir £ > 1 ungerade lassen sich die £ — 1 fehlenden Bedingungen zu gleichen Teilen
als Randbedingungen in den Punkten ¢y = a und ¢, = b vorgeben. Fiir gerades
k > 1 ist dieses "symmetrische” Aufstellen von Bedingungen nicht moglich.

(ii) Bei Benutzung andere Stiitzstellen zur Interpolation miissen notwendigerweise
n+k solcher Punkte 75, j = 1,...,n+k, und zugehorige Funktionswerte vorgege-
ben werden. Diese Stiitzstellen sind aber nicht beliebig wahlbar, da die B-Splines
{Bg; :i = —k,...,n— 1} kein Tschebychev-System in [a, b] bilden!

Wir beginnen bei den theoretischen Untersuchungen mit Antworten zur Problematik
(ii), da hier der allgemeinste Fall fiir bel. k£ € N behandelbar ist. Die folgende klassische
Aussage klart dabei die Wahl der Stiitzstellen.

Satz 2.13 (Schoenberg- Whitney)

FEs existiert genau dann ein eindeutig bestimmter Spline s € Si(Qy,) der in den n + k
Stutzstellen a < 1) < Ty -+ Tpax < b beliebig vorgegebene Werte f1, ..., frin annimmdt,
wenn

Bk,j—k:—l(Tj) 7é 0, \V/] = 1, o, nt k.

Beweis: Jedes s € Sg(€2,) lasst sich nach Satz 2.11 wie folgt darstellen:

n—1

Die Interpolationsbedingungen bedeuten also :
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n—1
(*) > aiBi(t)=f;, VYi=1,...,n+k.
i=—k

Wir zeigen zunachst die Notwendigkeit der Bedingung
(**) Bk,jfkfl(Tj) 7£ 0, VJ = 1, co,n+ ]{7,

fiir die eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe (x) fiir beliebige rechte Seiten.
Annahme: 35 € {1,....,n+k} : By j_,-1(7j) = 0.

Dann gilt entweder 7; < t; ;1 oder t; < 7; (vgl. 2.3a) und 2.10). Wir betrachten
zuerst den Fall 7; <¢;_;_;. Dann gilt:

Bii(x) =0, Ve<71;, Vi>j—k-—1

Deshalb lauten die ersten j Interpolationsbedingungen aus (x) wie folgt

j—k—2
Z aini(TZ>:f€7 62177]
i=—k
Dies sind aber j Gleichungen fiir die 7 — 1 Unbekannten a_y, ..., o;_;_o. Also kann

nicht fiir jede rechte Seite eine Losung dieses Gleichungssystems existieren.

Im zweiten Fall t; < 7; ergeben analog die letzten n + k — j Interpolationsbedingungen
n + k — j Gleichungen fiir nur n + k£ — 7 — 1 Unbekannte. Dieses kann auch nicht fiir
beliebige rechte Seiten eindeutig 16sbar sein. Deshalb ist die Annahme falsch und die
Notwendigkeit bewiesen.

Fiir die Hinlénglichkeit zeigen wir, dass mit (xx) im Fall f; = 0, j = 1,...,n + k,
die Bedingung (%) ; = 0, i = —k,...,n — 1, impliziert, d.h., dass das homogene
Interpolationsproblem nur die triviale Losung s = 0 besitzt (falls (xx) erfiillt ist).
Annahme: s # 0.

~  do,7 € {—k,...,n+k}, 0 <7, sodass s(x) %0, Vr € [t,,t;] und s(z) = 0,
Vo € [ty_1,te) U [tr, tri1].

(Dies ist mindestens fiir o = —k und 7 = n + k immer richtig; s(z) # 0 bedeutet hier,
dass s nur isolierte Nullstellen haben darf.)

Aus Lemma 2.9 folgt dann sofort 7 — o > k + 1.

~> By; hat seinen Trager in [t,,t.], fallsi=o0,...,7 —k — 1.

~ T; € (to,t;), falls j—k—1€{o,....7—k—1}ybzw. j e {o+k+1,...,7} (Wegen
(5)).

~ s(1;)=0,Vj=0+k+1,...,7T.

~» s hat 7 — 0 — k Nullstellen in (¢,,t,), was nach Lemma 2.9b) unméglich ist.

Also muss die Annahme falsch sein und alles ist bewiesen. a

Bemerkung 2.14 (Losung der Interpolationsaufgabe)

Es seien n + k Funktionswerte f;, 7 = 1,...,n + k, und itzstellen a < 7, < --- <
Topr < bmit By j_,_1(7;) #0,Vj=1,...,n+k, gegeben. Der interpolierende Spline
hat dann die Gestalt

n—1 n—1
s(z) = Z a;Byi(x), Vz € [a,b], wobei (x) Z a;Byi(t) = f;,7=1,....,n+k.

i=—k i=—k
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Wegen der Eigenschaften der B-Splines (Lemma 2.3a)) gilt die Bedingung
T € (tj,kfl, t]) N [CL, b] bzw. Tj c [tmax{o,j—k—l}a tmin{j,n}] (j = 1, o, -+ ]{7)

und folglich reduziert sich das lineare Gleichungssystem (x) auf:

0
Z Oéini(ﬁ) = h
i=—k
j—1 min{j—1,n—1} ‘
Z aini<Tj) = fj oder Z Oéini(Tj) :fj (] = 1,,n+k)
i=—k+j—1 i=min{j—k—1,n—k—1}
n—1
> @iBi(Taik) = fuik
i=n—k—1

Die Matrix B = (By;(7;)) des linearen Gleichungssystems ist also eine Matrix mit Band-
struktur und maximaler Bandbreite £ + 1, d.h., links und rechts der Hauptdiagonale
sind hochstens k£ Elemente in jeder Zeile von 0 verschieden.

Diese Bandstruktur lasst sich beim Losen der linearen Gleichungssysteme durch di-
rekte oder iterative Verfahren effizient ausnutzen. Die pro Zeile der Matrix k£ 4 1 von
0 verschiedenen Elemente By;(7;) lassen sich iiber die Rekursionsformel 2.4 effizient
berechnen.

Beispiel 2.15 (Quadratische interpolierende Splines)

Aquidistante Spline-Knoten: t; = a +ih, i =0,...,n, h:= b_T“

Stitzstellen: 7 :=ty, 7; € (tj_o, tj—1),7 =2,...,n+1, tyyo :=1,.

Dann gilt By ;_3(7;) # 0,5 = 1,...,n+ 2, und die Voraussetzung von Satz 2.13 ist
erfiillt. Nach Bemerkung 2.14 hat der eindeutig existierende interpolierende quadratis-
che Spline die Gestalt:

wobei das lineare Gleichungssystem fiir die «; die Gestalt hat

min{j—1,n—1}

Z CkiBgi(Tj>:fj (]:1,,77,—'—2)

i=min{j—3,n—3}
Die zugehorige Matrix ist eine sogenannte Tridiagonalmatrix

ar €
by ay ¢
tridag(b;, aj, ¢;) =
CnJrl

bn+2 Qp42
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Fiir solche Matrizen existieren einfache Algorithmen zur Berechnung von Dreieckszer-
legungen (vgl. Himmerlin/Hoffmann, Kap. 2.1.4.)

Die Berechnung der Elemente Bsy;(7;), j = 2,...,n + 1, der Tridiagonalmatrix erfolgt
mit Hilfe der Formeln aus Beispiel 2.6:

1 {(Tj—t11)2 yi=7—2,7—4,

l?i T;) = =55
2i (7)) 2h% | B2+ 2h(1j —tj_2) — 2(1j — tj—2)* ,i=7j—3.

Fiir den Spezialfall 7; = t;_5 + %, j=2,...,n+1, gilt:

Bai(1;) = {

Satz 2.13 wirft die Frage auf, nach welchen Gesichtspunkten die Stiitzstellen tiber die
Erfiilltheit der Bedingung By ;_x—1(7;) # 0 hinaus gewéhlt werden sollen.

Wir geben darauf eine allgemeine Antwort, die dann fiir den Fall £ = 2 genauer unter-
sucht bzw. spezialisiert wird. Es sei 7:={tgp =70 <71 < 7o < -+ < Tpyx = t,,} und
Py, sei die Abbildung von C([a, b]) in den Splineraum Sk(€2,), die jedem f € C([a,b])
den zugehorigen interpolierenden Spline s = P . f € Sk(€2,) zuordnet.

>i ::j _'27j _'47

W 0ol

L i=j—3.

Satz 2.16 Fir jedes f € C([a,b]) gilt, falls die Interpolationsbedingungen aus Satz
2.13 erfullt sind:

d(f, Se()) < If = P flloo < (1 + ([ Prrl)d(f, Sk(€20)),
wobei d(f, Sk(2,)) = én(% : | f = Slloos || - [loo die dibliche Norm in C(|a,b]) ist und
sESK({n

so=1
Beweis: Es sei s € Si(Q,) beliebig gewéhlt. Dann gilt s = Py s und folglich
f=Purf = U-PF)f=I—-P:)(f—53)
~ d(f,Sk()) < I = Perflloo < = Prrll If = sllo
< X+ |PesDIIf —sllo  (vgl. Lemma 1.47).

Durch Infimumbildung bzgl. s € Si(€,,) ergibt sich daraus der erste Teil der Aussage.
Fiir die verbleibende Abschétzung von || P .|| erhalten wir fiir beliebiges f € C([a, b]):

n—1 n—1
|Prrf(2)] = | ':Z_kOéiBm‘(xH < ':Z_k|ai|Bki(x)

n—1
< (Z Bu@)llall = llall, ¥a € fa 8],

n—1
wobel o = (g, ..., 0n-1), >, @;Bii(1;) = f(15), j = 1,...,n+ k. Dh., es gilt
—

Ba= (f(11),..., f(Tasr)) " bzw. a = B Yf(r1),..., f(Tasx)) " und damit

Y
[Pirflloo < llallos < 1B oo . max [ f(1)] < [I1B™ oo || flloo-
j=1,...n+k
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Bemerkung 2.17 Satz 2.16 besagt, dass die Interpolation mit Splines bzgl. der sup-
Norm auf C([a,b]) hochstens um den Faktor 1 + || Py .|| schlechter als die beste Ap-
proximation von f aus dem Splineraum ist. Also ist der Term || Py || entscheidend,
der bei fixierten (Spline-) Knoten wesentlich von der Wahl der Interpolationspunkte
7;,5 =1,...,n+k, abhéngt. Klar ist, dass || P, .|| > 1 gilt; also sollte || Py, .|| moglichst
nahe an 1 liegen. Allgemeines Kriterium fiir die Wahl von 7:

Minimiere ||B™!||s, wobei B = (Bki(Tj));‘_iIk,.;z;l bzgl. der 7;,5 =1,...,n+ k!
Allgemeine Ergebnisse bzgl. einer solchen optimalen Wahl der Interpolationspunkte
sind schwierig bzw. unmoglich. Im Folgenden geben wir aber eine gewisse Antwort fiir
quadratische Splines.

Satz 2.18 Es seien die Spline-Knoten {t; : j € Z} fiziert, [a,b] = [to,t,]|. Falls fiir
k =2 die Interpolationspunkte so gewdhlt sind, dass

1
a:tOITl, Tn+2:tn:b und Tj = i(tj,Q—th,l), j:2,...,n—|—1,

so gilt
[Pl < 2.

Beweis: Essei f € C([a,b]) beliebig und s := P, f, wobei die Interpolationspunkte 7,
j=1,...,n+2, wie in der Voraussetzung gewéhlt sind. Wir zeigen: [|s||oc < 2| f]]oc-
Es sei s; die quadratische Funktion mit s;(z) = s(x), Vo € [t;.tj11], j=0,...,n — 1,
d.h., s;(t;) = s(t;), sj(tj41) = s(tjr1) und s;(7j42) = f(7j42), j=0,...,n — 1.

Dann folgt aus der Interpolationsformel von Lagrange die Darstellung

sj(x) = % (@ —tj1) (2 —Tj12)s(t;) = 2(x—t;) (x—tj41) f(Tj2) + (z—t;) (€ —Tj42) s (t41)]

fir alle z € [t;.t;+1], wobel h; = t;41 —t;. Wir unterscheiden nun die Félle x € [t;, 7j1]
bzw. x € (7j42,t;+1) und schétzen wie folgt ab. Fiir z € [t;, 7j42] gilt:

|sj(2)] < % (T2 — 2)hy max{|s(t;)], |s(tj1) |} + 2(z — ;) (tj1 — )| f (7j42)]]]
< %[(Tjw —x)h; + (x —t) (L1 — x) ] max{|s(t;)], 2| f(m42)], [5(tj0) [}

= 2 ({2 — )+ (1)} — (o — 1)) max..)

2
20y

T B [5 — (z —t;)*] max{...} <max{|s(t;)],2|f(42)], s((t;+1)]}-

Dieselbe Ungleichung zeigt man analog fiir x € (7j19,t;41], wobei in der letzten Unglei-
chung entsteht, dass

550 < 5 [~ (51— 0] max{ls(t)], 2702l Is(ty)l)
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Also geniigt es im Folgenden zu zeigen, dass die Ungleichungen

[s(t)] < 2/ fllo; 5 =0,...,m,

giiltig sind. Dies ist fiir j = 0 und j = n trivial, muss also nur noch fir j =1,...,n—1
gezeigt werden. Aus der obigen Darstellung von s; folgt

si(t;) = % [((t5 = Tjp2) + (5 — 1)) s(ty) — 2(t; — tiga) f(Ti42) + (L — Tya2)s(tj1)]
2

= [ - —h i5(tj) +2h; f(Tj12) — %S(tﬁl)}

D‘

= hi[_ 35(tj) + 4f(Tj42) — s(tiy1)] (G =1,...,n—1).

J

Analog erhélt man
1 .
Si(tn) = = [s(8) = 4f (742) +3s(t51)] (G =0, ,n—1).
J

Aus der Stetigkeitsbedingung s’ € C([a, b]) folgt

Il
\‘O
3

|
\.[\3

8;’ (thrl) 8]+1 (thrl)a ]

und deshalb fiir j =0,...,n — 2

hij[s(tj> — 4f (Tj2) + 35(t5)] = | = 35(tj11) + 4f(7548) — s(tj42)]

hjs1

~ 5(tj) g + 35(tjg) (hy + hja) + s(tjro)hy = 4f (Tjp2)hjpr + 4f (Tis)h;

Es sei nun M := |s(t;)| = max{|s(¢;)| : = 0,1,...,n}. Fir £ =0 und ¢ = n ist alles
gezeigt. Ist £ € {1,...,n — 1}, so folgt aus den obigen Gleichungen:

3M (he-1 + he) = 3|s(te)|(he-1 + he) < (4] flloo + M) (he-1 + he)

und damit

2M < A4 flloe bzw. M <2[|flloe bzw.  max |s(t;)] < 2] f]loo.
J=1,m—

.....

O

Wir wenden uns nun der Interpolation mit Splines unter Verwendung der Splineknoten
als Interpolationspunkte zu. Fiir & > 1 fehlen dabei £ — 1 Bedingungen, die wir sym-
metrisch als Randbedingungen in @ und b formulieren wollen. Dazu muss k ungerade
sein und wir betrachten die Splineraume

Som—1(y,), m > 2.

Auflerdem miissen die zu interpolierenden Funktionen Glattheitsbedingungen erfiillen.
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Definition 2.19 Es sei f € C™([a,b]), m > 2. Man sagt, s € So,—1(82,) erfillt die
Randbedingung (RB), falls

l\D
3
)

m—

m+€ d(mfffl) (a) _ (_ 1)€S(m+£) (b)d(mféfl) (b)
Z:O

~
I
o

wobei d(x) := f(x) — s(x), V € [a,b].
(Fir m = 2 ergibt sich s"(a)(f'(a) — '(a)) = s"(b)(f'(b) — s'(b)).)

In den folgenden Beispielen formulieren wir jeweils 2m — 2 Randbedingungen (jeweils
m — 1 Bedingungen in jedem Randpunkt), die sdmtlich hinreichend fiir (RB) sind.

Beispiel 2.20
(a) Natiirliche Endbedingungen: s)(a) = s9(b) =0, f =m,...,2m — 2;

(b) Hermite-Endbedingungen: s (a) = f®(a), sO(b) = fOB), £=1,...,m — 1;

(¢) periodische Endbedingungen: f®)(a) = f®¥(b),1=0,...m — 1, s©9(a) = 5 (b),
(=1,....2m—2.

Satz 2.21 (Integralrelation)
Es sei f € C™([a,b]) und s € Sop—1(Qn), m > 2, sei ein interpolierender Spline, d.h.,
s(t;) = f(t;), i=0,...,n, der die Randbedingung (RB) erfiillt.

Dann gilt die Integralrelation
b b ) b
[ @i = 150 - s @) e+ [0

Beweis: Es ist zu zeigen: [ := f;[f(m)(x)s(m) (z) — (s (z))}dz = 0.
Wie in 2.19 setzen wir d := f — s und erhalten durch wiederholte partielle Integration

I = fbs 2)d (z)dz = [0 (z)d ) ()] — fs(m+1)(x)d(m*1)(:p)d:p

m-3 , “
= Y (=1 [st™) (2)d™ I ()] + (~1)72 [ @D (@)d" (w)da
Jj=0 a
Da wir ™2 nicht noch einmal auf dem gesamten Intervall differenzieren kénnen,

spalten wir das letzte Integral auf und erhalten

fs2m 2) d”( )d — Z f S(2m 2 d”( )d

”1{ [s@m2) () d () — @D (@)d(2)] + fs ) (2)d(w)d |

Z
- [ = ]

ti—1

.
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Dies gilt wegen s?™(z) =0, Vo € (ti_y,t;), Vi=1,...,n,und d(t;) =0,Vi =0,...,n.
Insgesamt erhalten wir:

[\

I= z_:(—l)j [s(mJ“j)(x)d(m_j_l)(x)}Z =0 wegen (RB).

Jj=0

Folgerung 2.22 (Extremaleigenschaft)
Es seien f;, j =0,...,n, gegeben und s € Soy—1(82y,) (M > 2) sei ein interpolierender
Spline, d.h., s(t;) = fi, i =0,...,n, der die Randbedingung (RB) erfillt. Dann gilt

lbpwxmfmc:mm[fbwkﬂfmg

geg
wobei G == {g € C™([a,b]) : g(t;) = fi, i=0,...,n}.

Beweis: Essei g € G beliebig gewahlt. Dann gilt Satz 2.21 fiir f := g und wir erhalten:

b b
/[S(m)(:p)fdxﬁ/ [g(m)(a:)fdx,.

Wegen s € G folgt daraus die Aussage.

Bemerkung 2.23 Fiir m = 2 bedeutet Folgerung 2.22, dass die kubischen inter-
polierenden Splines, die (RB) erfiillen, unter allen interpolierenden Funktionen aus
C?*([a, b]) diejenigen mit der geringsten ”Kriimmung” auf [a, b] sind.

Satz 2.24 (Existenz und Eindeutigkeit)

Es sei f € C™([a,b]),m > 2. Dann ezistiert genau ein s € Sopm_1(S2,), so dass s
interpoliert, d.h., s(t;) = f(t;), i = 0,...,n, und 2m — 2 Endbedingungen erfillt, die
(RB) implizieren und die fir f = 0 nur durch das triviale interpolierende Polynom
(m — 1)-ten Grades erfillbar sind.

Beweis: Nach Satz 2.8 hat der Spline-Raum Ss,,,—1(£2,,) die Dimension n+2m —1 und
die Funktionen

{(—a), [ -t ":j=0,....2m—1,i=1,...,n—1}

bilden eine Basis in diesem Raum. (Es zeigt sich, dass diese Basis fiir unsere jetzigen
Zwecke besser geeignet ist als die B-Spline Basis.)
Jeder Spline s € Sy, _1(€2,,) ldsst sich also darstellen in der Form

2m—1 n—1
s(z) = Z a;(zr —a)? + ij[:r; — LA™Y, Vr € [a, ).
=0 i=1
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An s werden n+ 1 Interpolationsbedingungen und 2m — 2 Endbedingungen gestellt. Es
entstehen also in jedem Fall n + 2m — 1 Gleichungen fiir die n 4+ 2m — 1 Unbekannten
aj, 7=0,...,2m—1,b;,¢=1,...,n— 1. Wir zeigen, dass die Matrix dieses linearen
Gleichungssystems regular ist, indem wir zeigen, dass das zugehorige homogene System
nur die triviale Losung besitzt. Das homogene Gleichungssystem entspricht aber dem
Fall, dass die Funktion f = 0 zu interpolieren ist.

Wir zeigen: s = 0 ist die einzige Losung dieser Interpolationsaufgabe.

Wegen f = 0 folgt aber aus Satz 2.21 sofort: s(™ = 0.

Aus der obigen Baisdarstellung fiir s € So,,—1(€2,,) folgt:

2m—1 -1 m—1 n—1
st (z) = Z a; H(] —O) (v —a)) ™+ H(?m— 1-1) Zbi[x—ti]ff—l, Vz € [a,b].
j=m =0 =0 i=1

Ist also s € Sy,_1(£2,) eine Losung der homogenen Interpolationsaufgabe, so gilt
sm = (0 und folglich a; = 0,75 =m,....2m =1, und b; = 0, ¢« = 1,...,n, da
s(™ Linearkombination linear unabhingiger Funktionen ist . Deshalb gilt:

s(z) = a;(x —a)’, Vz € [a,b].

Also ist s ein Polynom (m — 1)-ten Grades, das die 2m — 2 Endbedingungen erfiillt.
Die Voraussetzung impliziert nun s = 0. O

Folgerung 2.25 Die Interpolationsaufgabe in Satz 2.24 ist eindeutig losbar, falls eine
der folgenden Situationen vorliegt:

(i) Es sind 2m — 2 Endbedingungen gegeben, die (RB) implizieren, und n + 1 > m;
(ii) Hermite-Endbedingungen (vgl. 2.20);
(iii) periodische Endbedingungen (vgl. 2.20).

Beweis: Da in allen 3 Féllen die bedingung (RB) erfiillt ist, gentigt es, fir f = 0 zu
zeigen, dass nur das triviale Polynom (m — 1)-ten Grades die Endbedingungen erfiillen
und interpolieren kann. Es sei

s(x) := ‘ aj(x —a)’, Vzx € [a,b].

(i) Es gilt s(t;) = 0,7 =0,...,n, und n + 1 > m. Dies ist aber nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra nur fiir das triviale Polynom moglich.

(ii) s(a)=0,¢=0,...,m — 1, impliziert sofort a; =0, j =0,...,m — 1.

(iii) Aus den Bedingungen s™2(a) = s™2(b),...,s(a) = s(b) folgt sukzessive
m-1 = 0, o = 0,..., a3 = 0. s(ty) = s(a) = 0 liefert schliefllich ay = 0
und s = 0. O
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Da die Bedingung n + 1 > m eine eher schwache Voraussetzung an die Anzahl der
Spline-Knoten ist, ist also auch fiir die Existenz interpolierender Splines die Bedingung

(RB) entscheidend.

Bemerkung 2.26 Fiir die Berechnung der interpolierenden Splines bietet sich wieder
die B-Spline Basisdarstellung an. Fiir jedes s € Sy,,—1(£2,) haben wir die Darstellung

s(z) = i a;Bayy—1i(x), x € [a,b].

i=—2m+1
Die Interpolationsbedingungen in den Spline-Knoten ergeben die n + 1 Gleichungen:

j—1

s(t;) = Z a;Bopm—1(t;) = f;, 7=0,...,n.

i=—j—2m+1

Gemeinsam mit den 2m—2 Endbedingungen ergeben sich daraus n+2m—1 Gleichungen
fir die oy, i = —2m +1,...,n — 1 (vgl. Himmerlin/Hoffmann, Kap. 6.4).

2.3 Konvergenz approximierender und interpolierender Splines

Es sei [a,b] wieder ein gegebenes Intervall, {¢;,i € Z} eine Menge von Knoten mit
den Eigenschaften wie vor 2.1 und so, dass Q,, = {a =ty < t; < --- < t, = b} die
Knotenmenge in [a,b] ist. Fiir k& € N betrachten wir wieder die Splinerdume Sk(€2,,)
und wir interessieren uns fiir das Verhalten von

d ,)) = inf -
(F.Se@) = _infIf = sl

.....

Wegen Satz 2.16 lassen sich unter weiteren Voraussetzungen an den Interpolationsope-
rator auch Aussagen iiber die Konvergenz von interpolierenden Splines machen.

Wir beginnen aber mit der Untersuchung von d(f, Sk, (€2,,)) unter verschiedenen Vor-
aussetzungen an f € C([a,b]).

Satz 2.27 Fir jedes f € C([a,b]) und k € N gilt:

A(F, $(90,)) < w5 5Ok + A),

wobei h == max (t; —t;_1) und w(f;09) den Stetigkeitsmodul von f bezeichnet.

Jj=1,...,n
Insbesondere gilt

limd(f, Sk(2,)) =0, VYfe C(a,b]).
h—0
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass ein s € Si(€2,,) mit der Eigenschaft
1
If = sllee < w(fi5(k+1)h)
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existiert. Dazu betrachten wir den folgenden Spline aus Sk (€2,):

n—1

s(x) = Z f(2:)Bri(z), Yz € [a,b],

wobei @; € argmin{|z — 2(t; + t;1411)| 1@ € [0, 0]}, i =—k,...,n— 1.
(Also gilt
a ,falls %(tz + ti+k+1) S a
xT; = %(tz + ti+k+1) sonst
b ,falls %(tl + ti+k+1) Z b )

Wegen Lemma 2.3b) und Folgerung 2.5 gilt nun

n—1

[f(x) = s(@)] = | 22 (f(z) = f(2:))Bri(x)

i=—k

< 5 1f@) - £l Bt

< > w(file —x])Br(z), Va € la,b].
ik
Auflerdem gilt wegen Byi(z) = 0, Vx € [a,b] \ (i, tisrr1), (Lemma 2.3a) ) die Ab-
schatzung:

w(filr —x])Bri(r) < max  w(f;|y — zi|) Bri(z)

YE[titit ki1

< w(f; max |y —z|)B(z) < W(f; %(ti+k+1 - tz)>Bm(I)

YE[tititkr1]

w(f; %(k—l— 1)h>Bm’($), YV € [a, b].

IN

Folglich gilt :
f(z) = s(@)] < w(f;

O

Satz 2.27 zeigt, dass die Darstellung von Splines mit einer B-Spline Basis nicht nur fiir
numerische Zwecke, sondern auch fir die theoretische Analysis giinstig sein kann.

Es zeigt sich, dass bessere Schranken fiir d(f, Sk(€2,)) (im Sinne von Konvergenzord-
nung bzgl. h) hergeleitet werden konnen, falls f Differenzierbarkeits-Eigenschaften hat.
Folgendes lasst sich zunéachst aus Satz 2.27 schlussfolgern.

Bemerkung 2.28 Ist f Lipschitzstetig auf [a, b mit Konstante Ly, so gilt w(f;d) <
L6, V6 > 0, und folglich

1
d(f, k(@) < 5(k+ DALy,
Insbesondere gilt fiir stetig differenzierbares f, d.h., f € C1([a, b]):

A(F, $(2,)) < 5 (k+ DA o
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Satz 2.29 Es seien { € N und f € C7([a,b]) beliebig gewahlt. Dann gilt fir alle k € N
und j € {1,...,min{l,k +1}}:

(7,500 < s (3) 159l

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit vollstandiger Induktion tiber £ und ;7 und be-
ginnen mit dem Induktionsanfang.

j = 1: Die Aussage ist identisch mit dem Resultat in Bemerkung 2.28 fiir alle £ € N.
k =1 und j = 2: (wir benétigen dies fiir die spezielle Situation j = k + 1 als Induk-
tionsanfang).

Wir zeigen: 3s € S1(): [|f = slloe < 52°)1f" [l

Dazu wahlen wir s als interpolierenden Polygonzug, d.h. so, dass

Dann gilt fir « € [t;,t;41] (i = 0,...,n — 1) nach der Restgliedabschétzung fiir die
Polynom-Interpolation

Fla) = s(o) = (& — 1)@ — o)y F(€) fiirein € € (1t

~ | f(z) = s(z)| < %h2||f”||oo, Vo € [t tit1], Vie {0,...,n—1}.

Also ist der Induktionsanfang bewiesen.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass die Ungleichung fiir j — 1 bzw.
k — 1 anstelle von j bzw. k und fir alle f € CY([a,b]) erfiillt sei. Dann gilt fiir die
Ableitung [’ von f, dass

k! =t
d(f', Sk-1(Qn)) < il (%h) 1F9 o

Wir wihlen § € Sg_1(£2,) mit der Eigenschaft
1f = 3lloe = d(f', Sk-1(2))

und § als Stammfunktion von §. Dann gilt § € Sk(€2,,) und es existiert ein s € Si(£2,),
so dass

A(f = 3, 5u(Q0)) = 1f = 8= slloc = I1f = (s + 8)lloo = d(f, Su(2)):
Deshalb erhalten wir
d(f,Sk(Q)) < d(f —53,5:(%)) < 5k +DAIf =& (2:28)

~ k ! j i
= 3+ DA = dlle < g (BB) 1F9|oe-
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Bemerkung 2.30 Die Konstanten in der Abschétzung in Satz 2.29 sind i.a. nicht
bestmoglich. Dies zeigt das Beispiel £ = 1, j = 2, wo durch eine genauere Abschétzung
1f = sllo < £h?If" |l gezeigt werden kann. Allerdings sind die Exponenten der
Potenzen von h bestmoglich. Bei f € C*1([a, b]) ist in der Tat h**! die bestmogliche
”Konvergenzgeschwindigkeit” fiir h — 0.

Wir wenden nun die obigen Ergebnisse auf die Konvergenz von interpolierenden Splines
an. Dabei greifen wir auf Satz 2.16 zurtick und untersuchen die Normen der Inter-
polationsoperatoren. Ein allgemeines Ergebnis iiber die gleichmaflige Beschranktheit
dieser Normen ist allerdings nicht zu erwarten, da die Normen wesentlich von den
Spline-Knoten wund den Interpolationspunkten abhangen. Wir untersuchen deshalb
eine spezielle Situation.

Satz 2.31 (Konvergenz interpolierender quadratischer Splines)

Es sei k = 2 und wir wahlen die Interpolationspunkte 7 == a, 7; := %(t]’_Q +ti1), j=
2,...,n+1, 7,19 :=0b. Firjedes f € C([a,b]) sei Pof der interpolierende quadratische
Spline aus S2(2,). Dann gilt

If— Poflloo < Bw(f; %h) , VfeCl(a,b]), wund
If = Paflloo < RILf "o Vf € C*([a,0]).
Beweis: Nach Satz 2.16 und Satz 2.18 folgt:

If = Paflloe < (1 + [[P2|[)d(f, S2(82)) < 3d(f, 52(82n))-

Fir f € C([a,b]) folgt dann die Aussage aus Satz 2.27 und fiir f € C3([a, b]) aus Satz
2.29. O

Fiir interpolierende Splines geméafl Satz 2.24 miissen wir anders vorgehen. Der Grund
ist, dass die gesamte entwicklete Theorie nur zur Interpolation von Funktionen aus
C™(la,b]) (m > 2) entwickelt wurde. Also konnen Eigenschaften der Norm des
zugehorigen Interpolationsoperators auf C([a,b]) gar nicht hergeleitet werden. Auf
anderem Weg kann die folgende allgemeine Aussage bewiesen werden.

Satz 2.32 (Konvergenz interpolierender Splines ungerader Ordnung)

Es sei f € C™([a,b]), m > 2, und s € Sa,_1(£2,) sei der interpolierende Spline (d.h.,
s(t;) = f(t;), 7=0,...,n), der 2m — 2 Endbedingungen erfillt, die (RB) implizieren.
Es gelte n +1 > m und h sei die maximale Schrittweite von €2,,.

Dann gilt fir alle i € {0,...m — 1} die Abschdtzung

. A 11 . b 1
() _ 400 T2 pmeied () (2)]2dz ) °
179 = s < TSt ([
Beweis: Wir betrachten d := f — s € C"™([a,b]) und wissen d(t;) =0, j =0, ..., n.
Wir untersuchen nun die Lage der Nullstellen von d® fiir i € {0,...,m — 1}. Nach
dem Satz von Rolle liegt in jedem Intervall (¢;,¢;11) (mit j = 0,...,n — 1) mindestens
eine Nullstelle von d'. In jedem Intervall (¢;,¢,4,), mit j+4 < n, liegen also mindestens
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i Nullstellen von d', folglich mindestens i — 1 Nullstellen von d” und (sukzessive) min-
destens eine Nullstelle von d®.

Es sei nun ¢; € [a,b] so gewihlt, dass ||d? || = [d?(¢;)]. Aus dem obigen Teil des
Beweises folgt nun, dass ein & € [a,b] mit d?(&) = 0 und |(; — &| < (i + 1)h existiert,
Vi=1,...,m — 1. Deshalb gilt fiir alle 7 € {0,...,m — 1}:

Ci
1490 = 1dO(G) = dO ()] = | [ dTD(@)at| < (i + DR o
&
< (i 4 1)(i + 2) B?||d0+2)

— (m-1)! hm—i—l) Cnfld(m) (t)dt‘

oo < R A1

3!
ém—l

[N

b 1
< Whmfifl(gm_l _ fm—l) (f[d(m)(t)]zdt> 2

[Jc(m)(?f)szf)§ nach Satz 2.21.

IN

(mil)! pm—i—1 (mh)% <

8-

O

Bemerkung 2.33 Fiir m = 1 folgt aus Satz 2.32 fiir den linearen interpolierenden
b 1
Spline s1 ¢ ||f = sillec < h2[|f']2, wobei [|f']l2 = ( [(f'(£))%dt)*.

Dies ist aber keineswegs optimal (vgl. Beweis von Satz 2.29), weder bzgl. der Konstante
noch bzgl. der Ordnung bzgl. h. Der Vorteil von Satz 2.32 ist seine Allgemeinheit.
Die genauen Ordnungen muss man in jedem speziellen Fall extra herleiten.

Wir demonstrieren dies fiir interpolierende kubische Splines mit Hermite-Endbedingun-
gen bei dquidistanter Knotenmenge €2,,.

Satz 2.34 Es sei f € C?%([a,b]), Q, sei eine dquidistante Knotenmenge und 83 sei der
interpolierende kubische Spline mit Hermite- Endbedingungen (vgl. 2.20b)). Dann gilt

If =Sl < 5 d(F7,51(2))  und
If=slloe < 5511/ Pllec falls f € C*([a,0]).
Beweis: Essei d := f—353. Dann gilt mit Hilfe der Restgliedabschatzung der Polynom-

Interpolation in [¢;, ¢;4+1] fiir ein beliebiges j € {0,...,n—1}, dass fiir jedes x € [t;,t;41]
ein € € (t;,1,41) existiert mit

. 1 .
d(z) = i(x —t;)(x —tj41)d"(§), (vgl. Beweis von 2.29).

_ 35 < 1 t. _ —t. "no__ gl
I =Sl £ 5 max | max (= ) =) = S
2 A
< FI =%l (*)
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Im zweiten Schritt zeigen wir, dass 84 das Proximum an f” in (S1(2,)), ] - ||2) ist.
Es sei s € S1(€Qy)) beliebig. Wir definieren die Funktion

b
o(z) = / [z — t] s(t)dt, Yz € [a,b].

Behauptung: o € S5(€2,) und o” = s.

Beweis:
o(e) = [(x—t)s(t)dt =« [ s(t)dt — [t s(t)dt
~ oe) = [s(t)dt +xs(x) — ws(z) = [ s(t)dt
~ o’(x) = s(x) und o € S5(Q,).

Wir bezeichnen im Folgenden mit s, den interpolierenden kubischen Spline mit Her-
mite-Endbedingungen an eine Funktion u € C?(]a, b]).
Damit gilt 5, = ¢ und wir erhalten mit d := f — o

17 = o"ll3 = I/ = sl3 = d"lI3 = " = 5313 + 15615 (Satz 2.21)
= " = 0" = (85 = 5.)"113 + 185 — 5,)" I3
= |1/ = 3515+ 1185 — sl = 15" = 53

d.h. 3§y = min g
I =&l = _win 177 sl

Im dritten Schritt wird gezeigt, dass fiir ein Proximum § € S1(€,) an g € C([a,b])
beziiglich der Norm || - ||2 gilt

lg = Sllee < 4d(f,51(2n)) .-

Zunachst schlussfolgern wir aus dem Ergebnis des zweiten Schrittes und Satz 1.14 :
(f" —385,s) =0, Vs € S1(£,). Mit der Basis-Darstellung

n—1 n—1
S = ZO&LBMI%’ fOlgt <f//— ZaiBli;Blj> :07 j:—l,...,n—l,
i=—1 i=—1

oder

n—1
Z(Xz<Bh,Bl]> = <f”,B1j>, ]: —17...,77,—1.

i=—1

Es entsteht das folgende tridiagonale Gleichungssystem fir die oy, @ = —1,...,n — 1:

aj_1(Bij_1, Byj) + a;(Byj, Byj) + i1 (B jy1, Biy) = (f",By) (j=-1,..,n—1).
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wobei a_y = «,, = 0. Die Koeffizienten berechnen sich zu

tj1

(B, Bij) = [ Bij(x)dx
tj

ti+1 tjq2
= [(e—t)%de+ 55 [ (tjpe—a)’de=3h (j=-1,...,n—1)
tj tj
tjt2 o
(Bij; Biji1) = [ Buj(x)Bujsa(z)de
tir1
tjy2
== % f(tj+2—I)(fL’—tj+1)d.T:%h (j:—l,,n—2)
tir1

und das Gleichungssystem fiir die oy, © = —1,...,n — 1, hat die Gestalt

200, + %Olo = %<f”, By 1)
a1+ 204 + oy = Hf'.By), j=0,....n—2,
%an_g + 20,1 = %(f”, By-1).
Sei o € {—1,...,n — 1} so gewéhlt, dass |a,| = _max ;.

—L,...,

Dann folgt aus dem Gleichungssystem die Abschitzung

dogl < 3 max (/B + lag

tit2

oder | < 3[f"leoy [ Buj(x)dz < 3| f"]co-
tj

Insgesamt ergibt sich ||§]|o = max 15(t;)| = max la;| <3| f”||oo. Daraus folgt fiir
=Y. n i=—1,..., n—
beliebiges s € S1(2,):
1" = 85llee = IF" = Slloo < IIf" = slloc + 1|8 = sllo0

< NS = slloo + 317 = sl = 41" = slloo
dh [f" =3 < 4d(f", 51(2n))-

Mit diesem Ergebnis folgt aus () die behauptete erste Ungleichung. Gilt f € C*([a, b]),
so folgt analog zu (x) fiir den f” interpolierenden linearen Spline s € S;(£2,):

" " h2
A" 51(20) < 15" = sl < 1V

und die zweite Ungleichung folgt aus der bewiesenen ersten. a
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3 Wavelets

Wavelets sind neuartige Basisfunktionen zur Darstellung und Rekonstruktion von Funk-
tionen auf R (linguistisch:” Wellchen”). Thr Ursprung stammt aus der Signalanalyse
und den Ingenieurwissenschaften. Die klassische Approximationstheorie von Funktio-
nen war auf

- (stiickweise) Polynome (Kap. 1 und 2) bzw.

- trigonometrische Polynome (Fourier-Analyse; hier nicht behandelt)

orientiert.

Die Fourier-Analysis ist Ausgangspunkt, kritischer Wegweiser, aber auch theoretische
Grundlage dessen, was wir spater Wavelet-Analysis nennen werden.

Die Fourier-Analyse von Funktionen f : R — C arbeitet mit der speziellen analysieren-
den Funktion ¢ +— exp(it), die mit einem reellen Frequenzparameter o gestaucht (di-
latiert) wird, d.h., mit der Funktionsfamilie ¢ — exp(iat) (o € R).

Die trigonometrischen Funktionen schwingen unendlich lang mit derselben ”ewigen”
Periode. Deshalb beriicksichtigen sie das lokale Verhalten einer Funktion f nur un-
zureichend und sind fiir Funktionen auf R wenig geeignet.

Bei den Wawvelets wird mehr Flexibilitat dadurch erreicht, dass eine geeignete analysie-
rende Funktion ¢ ( die zundchst fast beliebig wahlbar ist), das sog. ”Mutter-Wavelet”
zur Analyse von f verschoben und gestaucht wird. Man betrachtet die Familie von
Funktionen:

(%) t— ! (?) (a,b) € (R\ {0} x R).

al?

Hierbei ist |a|z ein spéter zu erklirender Normierungsfaktor.

Beispiel 3.1 (Haar-Wavelet)
Die folgende Funktion

1, z€0,3)
wH(I) = —1 y T E [%7 1) SUPPKDH = [07 1]
0 , sonst

heifit Haar-Wavelet. Aus der obigen Konstruktion entstehen mit a = 2/ und b =
k27 (j,k € Z) die (Wavelet-) Funktionen

t— k27
2j

Yia(t) =27y ( ) =2 S (27t — k), VteR,

mit
supp ¥, = k27, (k +1)27], Vj,k € Z.

Hierbei bedeutet ein grofles (kleines) j € 7Z, dass eine “lang- (kurz-) welligere” Wavelet-
funktion vorliegt. Spdter zeigen wir in Kap. 3.3, dass {¢; : j, k € Z} ein vollstindiges
Orthonormalsystem in Ly(R) darstellen. Also ist eine Fourier-Entwicklung (vgl. 1.17)
von Funktionen in Ls(R) nach diesem Basissystem maglich (Haar 1910).

Ziel dieses Kapitels ist eine Einfithrung in die Wavelet-Analysis und dabei insbesondere
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e der Ausbau des obigen allgemeinen Ansatzes nebst Suche nach geeigneten Wave-
lets 1,

e die Darstellung einer allgemeinen Theorie solcher Basis-Systeme, einschliefllich
der sog. Multiskalen-Analyse;

e die Beschreibung schneller Algorithmen zur Berechnung von Koeffizienten von
Wavelets bzw. zur Rekonstruktion der Funktion aus diesen.

Literatur: Blatter, Chui, Daubechies, Louis/Maa8}/Rieder.

3.1 Grundlagen der Fourier-Analyse

Die Fourier-Analyse ist eine wichtige theoretische Basis und zugleich kritischer Weg-
weiser in Richtung Wavelet-Analysis.
Wir betrachten in diesem Kapitel die folgenden linearen normierten bzw. unitaren
Raume von Funktionen iiber dem Korper C der komplexen Zahlen:

oo

L,(R) :={f:R — C: f ist messbar und [ |f(x)|Pdx < co bzw. esssup|f(x)| < oo},
wobei 1 < p < 0o bzw. p = oo und Lo(R) versehen wird mit (f,g) := f f(x

and L,(B) mit £l := ([ 1F(@)Pde)? (1 < p < o0) baw. |fll = esiigup\f(x)\-

Dabei werden Funktionen_identiﬁziert, die fast tiberall im Sinne des Lebesgueschen
Mafles iibereinstimmen.
Alle diese Rédume sind vollstandig, d.h., Banach- bzw. Hilbertraume.

Definition 3.2 Die Fourier-Transformierte §f einer Funktion f € Li(R) ist definiert
durch

f : ' dz, VweR.
Flo)i= 30@) = <= [ exp(ciun) fla)dn, v
Satz 3.3
a) § ist eine lineare beschrinkte Abbildung von Ly (R) in Ly (R).

b) Vf e Li(R) ist f gleichmifig stetig auf R und es gzlt llm flw) =

UJ*)OO

¢) Gilt sogar [, |z|*| f(z)|dz < oo fir ein k € N, so ist f k-mal stetig differenzierbar
und es gilt

F® = (=) fi, wobei fu(x) = 2¥f(z), Yz € R.
d) Ist f € Li(R) k-mal differenzierbar mit f* € Li(R), so gilt die Formel

)W) = () F(f)w), YweR.
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Beweis:

a)

Vf e Li(R) und Yw € R gilt:

Fl=—=| [ ew(-iwns@i] < <= [ if@lde = =17l

Also gilt || flloo = I8/l < Z I £l -
§ ist auBerdem linear und folglich ein linearer beschrénkter Operator von L;(R)
in Loo(R).

Es seien f € L1(R), w € R und 0 > 0 beliebig gewahlt. Dann gilt:

Fw+8) = F@)] < = [ lexp(—iw + )z — exp(—iwa) |/ (x)|ds
= L[ Jexp(—idx) — 1] | f(2)]da
o P [ +0) — f@) < S J7%, |exp(—ida) — 1] | (x)|da.

Wir untersuchen nun das Verhalten des Integrals auf der rechten Seite fiir 6 — 0
mit Hilfe des Lebesgueschen Satzes. Zunachst ist klar:

|exp(—idx) — 1| |f(x)] < 2|f(x)], VxeR, Vs >0,
d.h., es existiert eine integrierbare Majorante mit 2| f(-)|. AuBerdem gilt Vz € R:
lim | exp(—id) — 1] | £(z)| = 0.
Also folgt aus dem Lebesgueschen Satz

limsup]f(w—i—é) — f(w)] =0

und f ist gleichméafig stetig auf R.
Wir beweisen nun den zweiten Teil der Aussage. Falls f differenzierbar mit
1’ € Li(R) ist, so folgt aus d), dass

@) = | Flw)] < ,71,

1" loe <
@l

1
=, Yw e RA\{0}.
w]
~  |fw)] =0 falls |w]| = .
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Da die Menge aller auf R differen-
zierbaren Funktionen aus f € L;(R), deren Ableitung ebenfalls zu L, (R) gehort,
dicht in L;(R) ist, existiert zu einem beliebig vorgegebenen ¢ > 0 ein g € L;(R)
mit ¢’ € L1(R) und || f — g|[1 < €. Dann gilt nach a) fiir jedes w € R:
@] < 1f@) =g+ 3@ < I1f = gl + 5llg'lh

< et &gl

und es folgt die Behauptung.
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c) Wir beweisen die Aussage zunéchst fir £ = 1. Fir h # 0 gilt fiir den Differen-
zenquotienten:

o+ = J) = o= [ ) exploion) 2T = gy,

S

Der Integrand g, des Integrals auf der rechten Seite erlaubt die Abschatzung

lgn ()] < [f(@)[[z] (VA #0).

Nach dem Lebesgueschen Satz existiert deshalb der Grenzwert des Differenzen-
quotienten fiir h — 0, d.h., f ist differenzierbar und es gilt

~

o) = exp(—iwzx) f(z)(—ix)dx
f(W)—m/R p(—iwn) f(x) (—iz)da

Also gilt: f’(w) = —z'flgw), Yw € R, wobei fi(z) =z f(x), Vo € R,
Aus Teil (b) folgt, dal f’ stetig ist. Die Aussage fiir & > 1 folgt durch wiederholte
Anwendung der obigen Uberlegung.

d) Wir fithren den Beweis zunéchst fiir £k = 1. Es sei f € L;(R) differenzierbar mit
/' € L1(R). Dann gilt fiir jedes N > 0 mit partieller Integration:

[]i exp(—iwz) f'(z)dr = [exp(—iwz)f(z)]Ny — {]\;(—iw) exp(—iwz) f(x)dx
= [exp(—iwz) f(z)]Ny + iw _fv exp(—iwz) f(x)dx

Daraus folgt fir N — oo wegen |f(z)| — 0 falls |z| — oc:
@) w) = iwf(w) = iw(Ff)(w), Y € R.
Fiir k > 1 folgt die Aussage durch wiederholtes Anwenden dieser Uberlegung. 0
Bemerkung 3.4 Trotz der Aussage in Satz 3.3d) folgt aus f € Li(R) keineswegs
feLi(R) !
Dies sieht man an folgendem Beispiel:

f(x) == exp(—2)Xx[0,00) (), Vx €R.

~  fw)=EFHw) = \/% Zoexp(—iwx) exp(—z)dr = \/% Zoexp(—(iw +1)x)dz

AL fexp(—(1+iw)r)]y = 3k, VweR.

Wegen | f(w)] < —=L fiir [w| > 0 groB, gilt f & Li(R).
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Definition 3.5 FEs sei f € Li1(R) die Fourier-Transformierte einer gewissen Funktion
f € Li(R). Dann ist die inverse Fourier-Transformierte von f definiert durch

(§ 1f) : \/ﬂ/ exp(iwr) f(w)dw

Im Folgenden beschiftigen wir uns nun mit den Fragen, wann f = g1 f gilt und wie
der Wertebereich von § charakterisiert werden kann. Als Beweishilfsmittel bendtigen
wir dazu zunachst weitere Eigenschaften der Fourier-Transformation.

Eigenschaft 3.6
a) Essei f € Li(R) und (T, f)(x) := f(z — h), YVr € R Vh € R. Dann gilt

(8(Thf))(w) = exp(—iwh)(Ff)(w), VweRVheR.

b) Esseien f,g € L1(R) und (fx* g)( f f(x—t)g(t)dt, Vo € R, das sogenannte
Faltungsprodukt. Dann gilt

(F(f *9)(w) = V2r(F)(@)(F9)(w), YweR.

Beweis:

a) Mit f gehort natiirlich auch Ty, f zu L1 (R) und es gilt Vh € R

o0

F(Thf)(w) = ﬁ_f exp (—iwx) f(x — h)dx (Substitution: t =z — h)
= \/LTW_LO[O exp (—iw(t + h)) f(t)dt = exp (—iwh) f(w), Vw € R.

b) Wegen —|(f * g)(x)

< }0 \f(z—1t)||g(t)|dt, VzeR, gilt
I75gl < [ T 15— 0llg@lded

= [ lo®I( ] 17— t)dr)dt = gl 71

h., f * g gehort zu Li(R) und F(f * g) ist wohl-definiert.

@B = A [ ew(—ivn) [ f@ - gtdtds
= \/%—Z <_Z exp (—iwzx) f(x — t)da:)g(t)dt

- _70 B gl
(wegen)) = [ ep(—iwtg(0)it- f(o) = VITf@)ie). T

—00
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Als néchstes benotigen wir eine approximative Faltungs-Identitat, d.h., Funktionen
{eq : @ >0} in L1(R), so dass f x e, ~ f fiir hinreichend kleines « gilt.

Lemma 3.7 Es sei f € Li(R) und ey(x) := 2\/1@ exp (— ﬁ), VYoo > 0. Dann gilt
li%qu(f x eq)(x) = f(x) in jedem x € R, in dem f stetig ist.
a—

Beweis: Es sei f stetig in £ und € > 0 beliebig gewahlt. Wir wahlen nun n > 0, so
dass
|f(x —t)— f(z)| <e fiiralle teR mit |[t] <.

Ferner gilt fiir beliebiges o > 0:

_Zf; eo(n)dx = 2;52 exp(— Z)dr (Subst. : t= 72)
— L [ exp(—t2)dt = 1.
Damit erhalten wir fiir bel. a > OO:O
(£ g0)(@) = F@) = | ] (F=1) = f@)en(tii
< f =) = F@eaie+ [ 152 =8 = Slealii
',

< 6fea dt+|t|£,|fx_t)|6“ dt+|ﬂ£n|f )| eq(t)dt

< e Wlhaxealt) + 1@ T ol (Sust: 7= )
= Il eal) + 1@ [ errn

T2

Fir a — 0+ gilt eo(n) — 0, und [ e1(7)dr — 0 und die Aussage ist bewiesen. O
Ir[>2

Satz 3.8 Es seien f € Li(R) und f:=%f¢€ Li(R). Ist f in x € R stetig, so gilt
fl)=(F ")

Beweis: In einer Vorbetrachtung zeigen wir die Giiltigkeit der folgenden Formel:

Behauptung: [ exp(—iwz) exp(—az?)dz = \/Z exp ( — Z—) (a>0).

—00

Beweis: Wir betrachten die Funktion h(y) := f exp(—az? + xy)dz, y € R.

~ My) = jfo exp (—alw — £)? + &) da
= exp ( )_70 exp (—a(z — £)*)dx  (Subst.: t = /a(z—£))



Die Funktionen i und A kénnen beide auf C fortgesetzt werden. Da sie aber auf R
iibereinstimmen, bleibt dies auch auf C richtig. Fiir y = 1w, w € R, folgt daraus die
behauptete Formel.

Im Folgenden sei z € R so, dass f in z stetig ist. Wir betrachten die Funktion

oy) = j2_7rexp<iy:c—ay2> (y€R)

und erhalten aus unserer Vorbetrachtung

o0

g(w) = %2;_7 exp(—iwy)g(y)dy = 5- [ exp(—i(w — z)y) exp(—ay?)dy

—0o0
- 1 /= _
- QW\/;eXp(
o0 o0

~ (frea)(r) = f f(O)ealw —t)dt = [ f()g(t)dt

= o f f exp(—ity) f(t)g(y)dtdy

—0o0 —00

_ )2

(4x)):ea(x—w) (weR)

= f Fw)g(y)dy = o= f exp(iyx) f (y) exp(—ay?)dy.

Wir untersuchen nun das Verhalten dieser Identitat fiir « — 0+4. Nach Lemma 3.7
konvergiert die linke Seite der Identitit gegen f(x).

Fiir die rechte Seite verwenden wir wieder den Satz von Lebesgue. Der Integrand besitzt
die integrierbare Majorante | f (+)| und konvergiert punktweise gegen exp(iyx) f (y) falls
a — 0+. Also konvergiert die rechte Seite gegen

) @)

und die Aussage ist bewiesen. O

Unser néchstes Ziel ist es, die Fourier-Transformation auch fiir Funktionen aus Ly(R)
zu definieren sowie den Wertebereich von § besser zu verstehen. Dazu bendtigen wir
das folgende Hilfsresultat.

Lemma 3.9 FEs sei f € Ly(R) und F(x f fx+y)fly)dy (x € R) die sog.
Autokorrelationsfunktion von f. Dann ist F glez’chmdﬁig stetig auf R.

Beweis: Es sei x+ € R und n € R beliebig. Wir erhalten aus der Schwarz’schen
Ungleichung

o0

Fla+n)=F@)| = | [ (Fa+n+y) —f@+y)oady

IA

(J 17+n+y) = f@+y)lay) I,

sup P +m) = F@) < (] 7w+ - 7w)Fay) 1l

zeR
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Es sei ¢ > 0 bel. gewéhlt. Dann existiert eine stetige Funktion g € Ly(R) mit
|f —gll2 < 5 (vel. Theorem 2.4.14 in R.B. Ash: Measure Integration and Functional
Analysis, Academic Press, New York 1972), da die stetigen Funktionen aus Ls(R) dicht
in Ly(R) sind. Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung folgt daraus

(J1st+n = swla)’ < (T 15w+ -g+nfa)’
+(f!gy+?7 Idy>1
+ (J lot) - 1) ‘ay)’
< 2||f—g||2+<f l9y +n) — 9y \dy> -

Fiir das verbleibende Integral wenden wir wieder den Lebesgueschen Satz fir n — 0
an . Der Integrand konvergiert punktweise gegen 0 und ist gleichméaflig beschrankt, da
g als stetige Funktion aus Ls(R) beschriankt sein muss. Also folgt

n—0

° 1
. 2. \2
imsup ([ |f(y+0) - fw)'dy)" <=
und die Aussage folgt, da € > 0 bel. gewahlt war. a

Satz 3.10 Es sei f € L1(R) N Ly(R). Dann gilt f = §f € Ly(R) und
15715 = 117115 (Parseval-Identitdt).

Beweis: Wir verwenden wieder die approximativen Faltungs-Identitdten {e, : @ > 0}
aus Lemma 3.7 und die zugehorigen Fourier-Transformierten

1
a(w) = VT

Da f stetig und beschréinkt auf R ist (Satz 3.3), gilt

exp(—aw?), VYw€ER (vgl. Beweis von Satz 3.8).

eaO)If O € Li(R).
Dann folgt:
J a@lf@Pds = J u@)f@) fas
_ L _Z (_Z exp(—iy) f (y)dy <_‘Z exp(—iur) f(u)du ) éa(r)dr
= %_Z f(y)_zm{_z exp(iz(u —y))éa(as)da:}dudy
(Satz 3.8) = Z f(y) _Z Fw) ea(u —y)dudy (Subst. y = + u)

70{ Tf(uﬂLiv)mdu}ea(x)dx

f F(z)es(x)dx = TF* ea(0),

|
E\H E\H 5l
3 3 3
[
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wobei F' die Autokorrelationsfunktion von f ist. Aus Lemma 3.7 folgt zunéachst

[e.e]

Jm [ @)f@)dr = —=FO0),

—00

da F' stetig in 0 ist. Auflerdem folgt aus dem Lemma von Fatou

[ tmint(en (@)} F()ydr = G NFIE < tmint [ {o()} f(o)Pda

= L F(0) = 1113

und folglich f = §f € Ly(R). SchlieBlich folgt aus dem Lebesgueschen Satz wegen
0 < éulf|> < |f|? auch

RN ) < 5 1 2 1 1
i@ = i [ c@li@Pds = —=I171 = —=F0) = Z=IfIE-

O

Folgerung 3.11 § ist ein linearer beschrankter Operator von Li(R) N Ly(R) in Ly(R)
mit ||§|| = 1. Uberdies existiert eine normerhaltende Fortsetzung von § auf ganz Lo(R).

Beweis: Der erste Teil der Aussage folgt sofort aus Satz 3.10. AuBerdem ist die
Menge L;(R) N Ly(R) dicht in Ly(R) und folglich lasst sich § auf Lo(R) normerhaltend
fortsetzen. Dies ist wie folgt moglich: Sei f € Ly(R) \ Li(R) und (f,,) eine Folge aus
Li(R)N Ly(R) mit || f — fu|lo = 0. Dann ist (§f,) eine Fundamentalfolge in Ly(R) und
man kann definieren

Diese Fortsetzung hat alle gewiinschten Eigenschaften. Die Dichtheit von Ly (R)N Ly (R)
in Ly(R) sieht man wie folgt: Ist f € La(R), so gehoren die gestutzten Funktionen

fa(z) = { flx) , |z <n

0 , sonst

zu L1 (R) N Le(R) und es gilt

||f—fn||%=/_ |f(x)|2dx+/ |f(z)|?dz — 0. O

n—oo
e} n

Satz 3.12 (Plancherel-Formel)
Die Abbildung § : La(R) — Lo(R) gemdfS Folgerung 3.11 ist bijektiv und fir alle
Funktionen f,g € Ly(R) gilt

() (f.g) = (3/.39) und (id / " F@) Sg(a)de = / " 3 (@)g(x)de.

(Die Relation (i) heifit Parseval-Identitdt.)
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Beweis: Nach Satz 3.10 gilt fiir jedes h € Li(R) N Ly(R) : [|A]|2 = ||h]|2 Ist h €
Ly(R) \ Ly (R) und (h,) eine Folge in L;(R) N Ly(R) mit ||k, — hl|3 — 0, so gilt
§h = lim §h,, d.h., auch

n—oo

A3 = lim [|A[l5 = lim ||k, [3 = [A]f3.
n—oo n—oo

Also gilt die Identitét: ||k]|2 = ||h||2, Vh € Lo(R).
Es seien nun f, g € Ly(R) beliebig gewahlt. Wir verwenden nun die obige Identitét fiir

sowie die Formel fiir das Skalarprodukt im komplexen Hilbertraum

1
(fr9) = 3 (I1F + 9l = If = gll2) + = (I1f —igllz = 1f + igll2)

1 =

und erhalten

Fa ;. | P o
(1F + 9l =1 = all2) + 3 (Ilf = égllz = 1S +1gllz) = (f. ).

-

(f,9) =

Wegen der obigen Identitat ist § natiirlich auch injektiv.

Die Relation (ii) gilt nach dem Beweis von Satz 3.8 fiir beliebige f,g € Ly (R). Wieder
kann die Dichtheit von L;(R) N Ly(R) in Ly(R) ausgenutzt werden, um (ii) fiir bel.
f,9 € La(R) zu zeigen.

Es bleibt zu zeigen: § ist surjektiv.
Dazu sei g € Ly(R) bel. gewéhlt. Wir zeigen: 3f € Lo(R) mit g = §f.

Dazu benétigen wir noch einige Vorbereitungen: Fiir h € Lo(R) definieren wir A~ (z) :=
h(—xz) ("Reflektion” von h). Dann gilt:

h™ € LyR), §(h~)=3(h), §(h™)=h"

Beweis: h~ € Ly(R) ist klar; zum Beweis der anderen Aussagen nehmen wir 0.B.d.A.
an, dass h € L1(R) N Ly(R) (ansonsten mit Folgen wie in 3.11 argumentieren). Es gilt:

(7)) = = | exp(—iwa)h(—z)dz = | expliwy)h(y)dy

— ] exp(—iwn)h(ydy = FO)(w) ~ h—h

§)w) = [ exp(—iwa)h(—2)dr = [ exp(—i(—w)y)h(y)dy = h(-w).

Behauptung: g = §f = f, wobei f(z) := (Fg~)(z) = §(—=x), Yz € R.
Beweis: Wir zeigen ||g — f||s = 0. Unter Verwendung der obigen Vorbereitungen sowie
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von (i) und (ii) gilt:

lg = 7115 = llglls —2Re(g, /) + /115 = 1315 — 2Re(g, ) + 1| £1I3

(g,f) = (g,fi_> :_70 g(:v)_}o exp(—izu) f~ (u)dudx
= [ o) Tdu =19, 1) = (4.9) = 13
~ llg=FlI3 = -1 —-al3+ 113 =0.

Bemerkung 3.13 Definiert man die Fourier-Transformation § auf L;(R™) durch

EH@) = n)F [ exp(-iw.a)fla)ds, Vo R”, VS € Li(R™),

m

so lassen sich alle Ergebnisse dieses Kapitels einschliefilich der Plancherel-Identitéat
sinngemaf verallgemeinern (vgl. Daubechies, Louis/Maaf}/Rieder).

3.2 Wavelets

Die Einfithrung in die Wavelet-Analysis beginnt mit dem Begriff des Wavelets und mit
der Wavelet-Transformation in Kapitel 3.3. Langfristig suchen wir nach Funktionen
1 € Ly(R), so dass die durch Translation und Dilatation abgeleiteten Funktionen

Gin(t) =222t — k), tER,

in Ly(R) eine hinreichend grofie Familie darstellen und fiir die Zielstellungen zu Beginn
des Kapitels 3 geeignet sind. Der Normierungsfaktor hat dabei die Bedeutung, dass

fosaly =27 [ o= pPd = [ jule)Pde = [0]3

[e.9] —0o0

gilt, d.h., dass diese Funktionen also alle normiert sind, falls |[¢|]; = 1.
Kurzfristig schauen wir zunéchst nach Funktionen ¢ € Ly(R), die Wellencharakter
besitzen.

Definition 3.14 Fine Funktion ¢ € Ly(R), die die Zuldssigkeitsbedingung

0o |7 2
0<C¢::27r/ de<oo

o W]
erfillt, heift Wavelet. (Hierbei ist ) € Ly(R) die Fourier-Trandformierte zu .)

Eigenschaften 3.15
a) Ist ¢ € Li(R) N Ly(R) ein Wavelet, so gilt [ ¢ (z)dx = 0 (d.h., ¢) hat Wellen-

Charakter).
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b) Die Menge aller Wavelets ist dicht in Ly(R).
Beweis:

a) Wegen ¢ € Li(R) ist die Fourier-Transformierte v stetig, insbesondere in jeder
Umgebung von w = 0 (Satz 3.3). Es sei € > 0.

~> %:jlwldw—l— flw(w\dw

21
|w|>e

€
< [E@Pq 4 143

S ~
~» Cy ist genau dann endlich, wenn [ %dw endlich ist.

~ Es muss notwendigerweise ¢(0) = 0 oder [ ¢(z)dx = 0 gelten.

b) Es sei f € Ly(R) beliebig, f # 0 (0.B.d.A.). Wir zeigen, dass f Grenzwert
einer Folge von Wavelets in Ly(R) ist. Wir wissen f € Ly(R) und definieren die
Funktion f. € Lo(R) fiir alle € > 0 durch ihre Fourier-Transformierten

fe(w) ::{f<w) ywl > e

0 , |wl > ¢

was nach Satz 3.12 moglich ist. Dann gilt:

C A w
Cre _ f ‘f\w\ dw — f ‘flwl dw—}-f'f W 700

2

< y I f (w)|2dw§§||f||2, Ve > 0.

€
|w|>e

~» f. ist ein Wavelet fiir jedes ¢ > 0. Auflerdem gilt nach Satz 3.12

1= £ =17 = £ = | 1f@)Pao =0,

Bemerkung 3.16 Eigenschaft 3.2a) rechtfertigt die Bezeichnung ”Wavelet”. Sucht
man also eine Funktion, die ein Kandidat fiir ein Wavelet ist, so sollte man zuerst auf die

Eigenschaft [ ¢ (z)dx = 0 achten. Die Bedeutung der (stéarkeren) Zuldssigkeitsbedin-

gung in Definition 3.14 wird spéater klar.
Eigenschaft 3.2b) zeigt an, dass es ausreichend viele Wavelets gibt. Trotzdem werden
wir spater einigen Aufwand betreiben, um geeignete Wavelets zu konstruieren.

Wir beginnen mit einfachen Beispielen, nachdem wir einfache Kriterien fiir und Meth-
oden zur Konstruktion von Wavelets bereitgestellt haben.
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Satz 3.17

a) Es sei ¢ : R — R ein k-fach (k > 1) differenzierbare Funktion und es gelte
¢ € Ly(R), ¥ € Ly(R) und o™ # 0. Dann ist 1 := %) ein Wavelet.

b) Es seip € Li(R) N Ly(R), mit [ ¢(x)dz =0 und 0 < [ |z|Pl(z)|dz < oo fir
ein 8 > % Dann ist Y ein Wavelet.

c) Es sei ) € Ly(R) eine Funktion mit kompaktem Tréiger supp, v # ¢. Dann ist 1
ein Wavelet g.d.w. [ (z)dx = 0.

Wir verschieben den Beweis des Satzes ein wenig und leiten zunachst mit seiner Hilfe
einfache Beispiele fiir Wavelets her.

Beispiel 3.18

1, ze€l0,3)
a) Haar-Wavelet: ¢y (z) =< -1 , z€[3.,1) (vegl. 3.1)
0 , sonst

~ € Lo(R) mit [[¥ulls = 1, suppvo = [0, 1], [ vu(x)dz = 0.

~» mnach Satz 3.17¢) ist ¥y ein Wavelet.

SchlieBlich berechnen wir 1y direkt und zeigen, dass die Zuléssigkeitsbedingung
erfiillt ist.

1
Vp(w) = /exp(—iwzz)@DH(x)d:E = i {2 exp (—%) —1- exp(—iw)}
0
1l e @ = D) s (27— 1) (w) R
- E{ kz:; k! } - ; k!
~  Cy, = 2m de ist endlich.

] . _ 2 _z?
b) Sombrero-Funktion:  1g(x) (1 p z )eXpag2 7) }Va: cR.
= —u= exp(—g)

Wegen ¢ € Ly(R) fiir p(x) = — exp(—‘%z), Vr € R und ¢"” € Ly(R) folgt aus Satz
3.17a), dass 1g = ¢ ein Wavelet ist.

Beweis: (von Satz 3.17)
a) Nach Satz 3.3c) gilt durch iterative Anwendung falls ¢, o*) € L;(R):

()] = |¢® ()| = [w]|p(w)], Vw €R.
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Die Erweiterung dieser Formel (fiir fast alle w € R) auf den Fall ¢, o® € L,
erfolgt wieder durch geeignete Limesbetrachtungen.

1 2
G Gy = [ |l p(w)Pdw + [ WG,

|l
-1 |w|>1

< 1213+ @13 = llel3 + 19®13 < oo.

- g = ]

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass § € (%, 1) gilt. Deshalb gilt (1 + |z])? <
1+ |z|°, Vo € R, und die Funktion (1 + |- |)BW()| gehért zu L (R).

Wir betrachten die Funktion ¥ : R — R, ¥(z f Y(t)dt, Ve € R, W ist

fast tiberall differenzierbar und es gilt ¥/ = 4. Fir x < 0 gilt auflerdem die
Abschatzung

x

(T()] < [ (L4 RDPA+[E)7 ()| dt

—00

< b [ I

Fiir z > 0 gilt wegen [ ¢(t)dt = 0 auch ¥(z) = — f ¥ (t)dt und deshalb

W) < [l ()|t

< TP f 1+It\)ﬁ|¢(t)|dt-

Also gilt [P (z)]? < ccmst1+| 7, Vo € R, d.h. ¥ € Ly(R). Da auch ¥’ € Ly(R)
gilt, lasst sich Teil a) anwenden, der richtig bleibt (insbesondere bereits 3.3¢)),
falls U (nur) fast iiberall differenzierbar ist.

Hat 1) einen kompakten Trager, so gilt 1» € Li(R). Deshalb folgt die Richtung
(=) aus Eigenschaften 3.2a). Die andere Richtung (<) der Aussage folgt aber

aus b), da dann das Integral [ |z|°|¢)(z)|dz fir alle 3 > 0 endlich ist.
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3.3 Wavelet-Transformation

Definition 3.19 Fiir jedes Wavelet ¢ € Lo(R) ist die (kontinuierliche) Wavelet-Trans-
formation W, auf Ly(R) definiert durch

(Wyf)(b,a) :== (|a|Cy) é/f ( )dt Va,b € R, a #0, Vf € Ly(R),

wobei Cy, die Zuldssigkeits-Konstante aus Definition 3.14 ist.

Bemerkung 3.20 Fiihrt man fiir a,b € R, a # 0, die Bezeichnung
t

Uralt) = || H¢ (;b)  WieR

ein, so lasst sich die Wavelet-Transformation kiirzer wie folgt schreiben:

(W) (b,0) = ——({f,tna), Va,bER, a0, ¥f € Ly(R).

1
V0
Fiir die eingangs des Kapitels 3.2 eingefiihrte Funktionsfamilie {1, : j, k € Z} entsteht
dann mit Hilfe der Wavelet-Transformation

(%) (W f)(k21,29) = \/%7“ bin), Vf € Ly(R) Vi k € Z.

In Analogie zu den Fourier-Koeffizienten werden wir die (f, 1; ) Wavelet-Koeffizienten
nennen. Die Relation (x) entspricht der (inversen) diskreten Fourier-Transformation.

Als néchstes Ziel leiten wir eine ”Isometrie”-Eigenschaft der Wavelet-Transformation
her, die eine Analogie zu Satz 3.12 darstellt, und wir rekonstruieren eine Funktion aus
ihrer Wavelet-Transformierten (als Entsprechung fiir Satz 3.8).

Dabei bietet sich natiirlicherweise an, W, f(+,-) als Funktion auf R? = R x (R '\ {0})
(um a = 0 auszuschlieBen) zu verstehen und f —— Wy f als Abbildung von Ly(R) in
einen Ly- Raum auf R? aufzufassen, wobei bei letzterem das Maf so gewahlt wird, dass
es geeignete Eigenschaften auf R? besitzt (vgl. auch Blatter, Kap. 3.2).

Satz 3.21 Es sei) € Ly(R) ein Wavelet und Wy, die zugehdrige Wavelet- Transforma-
tion. Dann ist die Abbildung Wy, : La(R) — Lo(R2, Z5da db) injektiv und es gilt

* 7 2

(f.9) = f f (W f) (b, a)(Wyg)(b, a)yzda db

—00 —0OQ

= <Wwf7 ng>L2(Rz,ai2dadb)v Vf,g € La(R).
Beweis: Wir beginnen mit einigen niitzlichen Schlussfolgerungen aus Satz 3.12:
W f)b,a) = —=(f ) = —=(f,0na)

Cw
(Wyg)(b,a) = —=(pa,9) = (Ybar 9)

o3
*3
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fiir beliebige f,g € L2(R) und a,b € R, a # 0. Auflerdem gilt

oo

Pna(w) = (2rlal) 7= [ exp(—iwt)y (5F) dt
= a(27r\a])zl>_j)fo exp(—iw(az 4 b)) (z)dz = ala|~2 exp(—iwb)ih(aw).

Damit erhalten wir zunéchst fiir a € R\ {0} und bel. f,g € Lo(R):

o0

I [ 60T a] b= o T (7 ) G )
- %_}O {jfo fa) exp(izb)ip(az)da 7exp(—iyb)z@(ay)g(y)dy}db

:%T {}O exp(—izb)(az) f(z)dx f exp( iyb)zﬂ(ay)@dy}db

wobei F(z) := (az)f(z) und G(y) = ¥(ay)j(y), Va,y € R, und fiir die letzte
Identitat wieder Satz 3.12 benutzt wurde. Also folgt:

I [%f )(b, ) ()b, )| ddadb

—00 —00

= |a|{ f flx ax)|2dx}da
—é—z_f f(x)g |f W |dadac

=2 T @) | iz = {f.9) = (7. 0).

Fir f = g folgt daraus insbesondere die Injektivitat von Wy, als Abbildung von Ly (R)
in Ly(R2, L dadb). O

Satz 3.22 Es sei ¢ € Li(R) N Ly(R) ein Wavelet, das fast tiberall stetig ist, und Wy,
die zugehdorige Wavelet -Transformation. Dann gilt fir jedes f € Li(R) N Ly(R) und
jeden Stetigkeitspunkt x von f

17T 1
10 == | st o

—00 —0O0

wobei Py, o wie in Bemerkung 3.20 definiert ist.

Beweis: Essei f € L1(R) N Ly(R) und = ein Stetigkeitspunkt von f. Wir verwenden
wieder die " Gauflschen” Funktionen e, aus Lemma 3.7 und betrachten

(freal- =) =[x ea(r).
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Dann folgt aus Lemma 3.7 und Satz 3.21:
f(z) = lim (f ea(- —x))

a—0+4+
= e Jim [T e a)leal = o). da) rdadb
- \/;c_wli%i_z _Z(szf)(b, @) (P, €a(- — 7)) dadb.

Da 9 fast iiberall stetig ist, ist 1p,4(-) = (C¢|a])_%¢ (=2) fiir fast alle a,b in x stetig.
Also gilt fiir fast alle a,b € R, a # 0:

lim (¢pq,€a(- — ) = Ypqa(r) (Lemma 3.7)

a—0+

Damit und dem Lebesgueschen Satz wird das Resultat plausibel. Allerdings erfordert
die Vertauschung von Integral und Limes noch eine diffizile Argumentation, wofiir wir
auf Daubechies, Proposition 2.4.2, verweisen. a

Uns interessieren nun die asymptotischen Eigenschaften der Funktion
(b,a) — (Wyf)(b,a) fir a—0.

Hintergrund dafiir ist, dass in den zu |a| << 1 gehérenden Werten von W, f Infor-
mationen iiber die hochfrequenten bzw. kurzlebigen Anteile von f gespeichert sind.
Wiirde nun (W, f)(b, a) fir a — 0 ”schnell” abklingen, sind diese Informationen nicht
so wichtig, um das Signal f aus den Wavelet-Koeffizienten (W, f)(k27,27) rekonstru-
ieren zu konnen, d.h. die Wavelet-Koeffizienten mit j — —oo waren nicht wesentlich
und brauchten nicht gespeichert werden.

Satz 3.23 Es seien 1 € Lo(R) ein Wavelet mit tp € Li1(R), f € Lo(R) beschrankt und
an der Stelle t = b Hélderstetig mit Rate o € (0, 1], d.h., es existiere eine Konstante
L > 0 und eine Umgebung U von b, so dass

[f(t) = F()] < LIt —b|*, VteU.
Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass
|(Wyf)(b,a)| < Cla]**2, Va€R,a+0.
Beweis: Da f beschrankt ist, existiert eine Konstante L > L, so dass
|f(t) = f(b)] < L|t — b|*,Vt € R.

Da nach Voraussetzung auch ¢ € L;(R) gilt, folgt [ ¢(t)dt = 0 (3.2a)) und damit fiir
jedes a # 0: B

o0

(Culah [ (%)dt 0

—0o0
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und

o

(Waf)b.a) = (Colal)™= [ (£(8) = F®))w (52t
~ |(Wyf)(b,a)| < ﬁ(C¢|a\)5_7o |t — by (E2) dt (Subst.: t = b+ as)

= —hlalt [ Jsl(s)lds
< hfal*t [ (L sl

o0

Nach Voraussetzung ist aber [ (1 + |s])[¢(s)|ds endlich und alles ist bewiesen. O

—00

Folgerung 3.24 FEs seien v € Ly(R) ein Wavelet mit tip € Li(R) und f € Lo(R)
(global) Lipschitzstetig auf R. Dann ezistiert eine Konstante C' > 0, so dass

(W f)(b,a)| < Clal?, VYa,bER, a0.

Beweis: Eine auf R Lipschitzstetige Funktion f aus La(R) ist beschrinkt. Die Aus-
sage folgt deshalb aus (dem Beweis von) Satz 3.23, da die dortige Konstante L nicht
mehr von b abhéngt und a = 1 ist. a

Ein Abklingverhalten von Wy, f fiir @ — 0 mit hoherer Ordnung ist i.a. nicht mehr zu
erwarten. Dafiir miissen weitere Eigenschaften des Wavelets ¢ (auer [ ¢ (¢)dt = 0)

—00
gefordert werden.

Definition 3.25 Man sagt, ein Wavelet 1 € Ly(R) hat die Ordnung N € N, falls

tNp € L1(R), T tpt)dt =0, k=0,...,N =1, und 0 # [ tN(t)dt.

—00

Klar ist, dass jedes Wavelet 1 € Ly(R) mit t¢p € Li(R) die Ordnung N > 1 hat. Fiir
das Haar-Wavelet vy gilt wegen

oo 1 1
; 1
/ ty(t)dt = / tdt —/ tdt = ~1 #0, dass N =1 Iist.
) 0 %

Weitere Eigenschaften von Wavelets hoherer Ordnung sind die Folgenden:

Folgerung 3.26 Ist ¢ € Ly(R) ein Wavelet der Ordnung N € N, so ist Y N-mal
stetig differenzierbar und es gilt ™ (0) =0, k=0,1,..., N — 1, und ™) (0) # 0.

Beweis: Der erste Teil der Aussage und die Formel
P (W) = (—z)’CL /00 exp (—iwt)t*p(t)dt (Vw € R, k=0,1,...,N)
V2T J -
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folgt aus Satz 3.3c). Daraus ergibt sich

A<’“>0=—/ tk k=0,1,...,N
W= (k=0.1,....N)
und die Aussage wegen Definition 3.25. a

Satz 3.27 FEs sei ¥ € Ly(R) ein Wavelet der Ordnung N € N und es gelte f €
Ly(R) N C"(R) fiir 0 < r < N mit f) Lipschitzstetig auf R. Dann existiert eine
Konstante C > 0, so dass

(Wef)(b.a)| < Cla™2, Va,b€R, a #0.
(Fir N =1 und r = 0 ergibt sich speziell Folgerung 3.24.)

Beweis: Es seien a,b € R, a # 0, beliebig gewahlt. Nach dem Taylorschen Satz
existiert fiir jedes t € Rein 7 € {A\t+ (1 — A)b: A € [0, 1]} mit

ft) = B —p)k 4 L2 pyr

e
SO bE 4 B0 - SO b

~ (Wyf)(b,a) = (Cylal) %ff o (5h)dt

— (Cula)H{ 3 i 190 F (¢ — by (52

—00

+%_70 (f(r) = D)) (t = 1) (%’)dt}

(3.241) = DB T 5007y~ FOm)) (k- by (B2t

—00

o WD) ba)] < S T 50y — FO) e~ b (52) |t

[N

< IS Lo (50) [,

wobei L die Lipschitzkonstante von f) bezeichnet und |7 — b| < |t — b| verwendet
wurde. Mit der Substitution t = b+ as folgt dann

(W (b, a)| <

L
T!\/Cd,

wobei das Integral wegen r + 1 < N und unserer Voraussetzung iiber 1 endlich ist. O

3 7
a3 [ Jsr o),

Es lohnt sich also, die Ordnung des Wavelets 1) moglichst hoch anzusetzen und nach
geeigneteren Mutter-Wavelets als 1y zu suchen.
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3.4 Orthogonale Wavelets und Multiskalen- Analyse
Es sei ¢ € Ly(R) und wir betrachten die Familie {1, : j,k € Z}, wobei
bin() = 273272 — k), Vo € R, Vj, k € Z.

Wir interessieren uns nun dafiir, unter welchen Bedingungen diese Familie eine Basis,
insbesondere eine orthonormierte Basis, in Ly(R) darstellt.

Definition 3.28 Fine Funktion 1) € La(R) heifit R-Funktion, falls die folgenden bei-
den Eigenschaften erfillt sind:

(1) span{v; i : j,k € Z} ist dicht in Ly(R);

(i1) es existieren Konstanten 0 < A < B < 00, so dass

A Z ’Cgk|2 < H Z Cﬂkd)JkI <B Z |Cjk|2

3,keZ 7,kEZ J,k€EZ

fiir alle Folgen (c;g)jkez in C mit > |ejr]® < oo.
7,kEZ

Die Familie {1;) : j,k € Z} heifit dann auch Riesz-Basis und A bzw. B heiffen
Riesz-Konstanten.

Satz 3.29 FEs sei € Ly(R) eine R-Funktion mit den zugehdrigen Konstanten A < B.
Dann ist 1 ein Wavelet und es gilt

AL Z 1277w > < B fiir fast alle w € R.

j=—o0

(Man nennt ¢ deshalb auch dyadisches Wavelet.)

Beweis: In Chui, Theorem 3.21 wird gezeigt, das fiir eine R-Funktion ¢ mit Riesz-
Konstanten A < B die behauptete Ungleichung fiir fast alle w € R eine notwendige
Bedingung ist. Wir zeigen jetzt, dass daraus folgt, dass v die Zulassigkeitsbedingung
in Def. 3.14 erfiillt. Zunachst ist klar, dass gilt

Co  [ZRWE, [ w) | (—w)?
%‘/w @] d“‘/o w d“/o T

Fiir den ersten Term in der letzteren Summe gilt

0o . 2= Jj+1
I W:)Pdw - Z [ W’(“" dw (Subst.: w = 279u)
0

Jj=—00 2-j

co 2 . _j
= 3 [Eely f S (@) [2du.

j:—oo 1 ]——OO
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Dabei ist die Vertauschung von Integral und Reihen-Limes wegen der Konvergenz der
Reihe fast tiberall und der Beschranktheit fast iiberall moglich. Aus der Ungleichung
folgt dann aber

2 2
AlogZzA/ idug/ W}( ) ———dw <B/ ldu:BlogZ
1 u 0 1 u

W

Analog erhéalt man dieselbe Ungleichung fiir f W 9P J mit der entsprechenden Sub-

stitution —w = 277w und der Abschitzung

-1 00 [0, 4 )]2 -1
A/ Ldu < / de < B/ Ldu.
9 —U 0 w D

Deshalb folgt 4log2 < Cy = [ %dw < Llog2. O

Satz 3.29 liefert also zunéchst ein notwendiges Kriterium an das Wavelet i) € Lo(R)
damit {9 : j,k € Z} eine Riesz-Basis in Ly(R) wird.

Definition 3.30 FEs sei ) € Ly(R) eine R-Funktion.
a) v heift R-Wavelet, falls eine Funktion ¢ € Ly(R) existiert, so dass
(ks Vom) = 6e0km, Vi, k, €, m € Z.
(Hierbei ist @Z;g,m analog zu ;, aber ausgehend von QZJ definiert.)

b) ¥ heifit orthogonales Wavelet, falls die folgende Orthogonalititsbedingung erfillt
15t:

<wj,k7w€,m> = jf(skma VJ, kvgam € 2.

Folgerung 3.31

a) Jedes orthogonale Wavelet 1 ist ein R-Wavelet mit den Riesz-Konstanten A =
B =1, mitCy= %10g2 und der Eigenschaft

Z] V(27W)|? =1 fir fast alle w € R.

j=—o0

b) Fir jedes R-Wavelet 1) ist auch die zugehiorige Funktion 1/; (gemdfs Def. 3.30 ein
R-Wavelet, und es gilt fiir jedes f € La(R):

= (Fdmdie = D (fr )b

JkEL 5,kEZ

(Jede dieser Reihen heifft Wavelet-Reihe und (1,1 heift Wavelet-Paar.)
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Beweis:

a)

Nach Definition ist ein orthogonales Wavelet ein R-Wavelet mit QL = 1. Wegen
3.28(i) gilt fur die Wavelet-Reihe die Parseval’sche Gleichung

1F12 = D[]’ VS € La(R),

J,kEZ

sowie die Gleichung

H Z CikVjk

G kEZ

2
‘2 = Z lex?, Y{cjx} € C mit Z e < .
k€L

k€L
Also gilt A = B =1 und der Rest der Aussage folgt aus Satz 3.29.

Es sei i) € Ly(R) ein R-Wavelet mit dem Wavelet-Paar (1,1)). Dann bedeuten
die Bedingungen (i) und (ii) in Definition 3.28, dass {¢; : j,k € Z} eine Riesz-
Basis in Ly(R) ist. D.h. fiir jedes f € Lo(R) existieren eindeutig bestimmte
Koeffizienten cj;, € C, j, k € Z, so dass

F=> cintin,

J,kEZ

wobei die Reihe in Ly(R) konvergiert. Deshalb gilt

<f7 &Z,m> = Z Cjk<wj,k>qu,m>

J,kEZ

= Z Cjkéjé(;k:m = ¢y, fiuralleld meZ.
J,k€EZ

Also gilt
f= Z(fﬂ[ﬁ,ij,k und Z [(f, 0] < 00

JkEZ JkEZ

Wiire nun span {¢;; : j, k € Z} nicht dicht in Ly(R), so wiirde ein g € Ly(R) mit
g L span {zzjﬁk : j,k € Z} und g # 0 existieren. Dies ist aber unmdglich, da aus
(9,0;1) = 0, Vj, k € Z, und aus der obigen Reihendarstellung g = 0 folgt.

Um zu zeigen, dass auch ¢ ein R-Wavelet ist, geniigt es, dass ¢ die Bedingung
(ii) von Definition 3.28 erfiillt. Die Orthogonalitétsbedingung selbst ist ja eine
symmetrische Eigenschaft fiir das Wavelet-Paar (1), 1)).

Es bezeichne ik = (Yem, k) und wir betrachten die unendliche Matrix M =
(Yemjk)e.m.jkez- Da 1 eine R-Funktion ist, gilt

A Z lejn]? < Z ComCikVemsjk < B Z |cjnl?
jkez jkbmEZ jkez
fiir alle Folgen (c;i,) in Cmit Y |ex|* < oco. Folglich ist M als lineare Abbildung

7,k€EZ
definiert auf dem Raum /5 dieser Folgen und abbildend in ¢5 beschréankt und
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positiv definit. Die inverse Abbildung M ' mit den Elementen g ik, £, m, j, k €
7, existiert dann und es gilt

1 _ 1
E Z |Cjk’2 S Z C@ijk/,Lgm;jk S Z Z ‘Cjk’2 .

§,kEZ §,k,0,mEZ J,kET

Die Matrizen M und M ! entsprechen aber den Basis-Transformationen

om = D Yomgstgs bW Yom = D pemgptiye (Lm € L),

J,kEZ J,kEZL

d.h. es gilt ppm g = <@Z[m,'l;jk>, g k,0,m € Z. Deshalb ist ¢) eine R-Funktion
und damit ein R-Wavelet. Analog zum obigen ersten Beweisteil folgt nun auch
fiir jedes f € Ly(R)

F=> A im e

i kEL
J 0

Wir kommen nun zur angekiindigten Dekomposition von Ls(R). Es sei ¢ € Ly(R) eine
R-Funktion, {¢; : j,k € Z} die zugehorige Basis, und wir betrachten die Teilrdume
von Ly(R):
W; = clspan{¢,;: k€ Z} und
Vi, =V, +W, Vjez

Dabei bedeutet + das Zeichen fiir die direkte Summe. .
(Sind L und L lineare Teilrdume von Ly(RR), so ist jedes Element f aus L+ L eindeutig
darstellbar in der Form f =g+ g mit g € L und g € L.)

Satz 3.32 FEs sei v € La(R) ein R-Wavelet. Dann gilt fir die oben definierten
Teilraume W;, V;, Vj € Z, von Ly(R):

(0) Ly(R) = + W,
JEZ
(1) V; CV;_1 C Ly(R), VjeZ,

(2) (U V) = La(R),

jEz

(3) NV;={0},

jez
(4) f()€eV; & f(2) €Vjm, Vj€EL

Ist 1 € Ly(R) ein orthogonales Wavelet, so gilt sogar

LyR) =W, und Via=V;eW,;, VjeZ,

JEL
wobei & das Zeichen fiir die orthogonale Summe ist.
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Beweis: (0) folgt aus der Wavelet-Reihendarstellung jedes Elements aus Ly (R) (geméaf
Folgerung 3.31b)). (1) ist klar nach Definition und (2) folgt aus der Tatsache, dass 1
eine R-Funktion ist. Nach Konstruktion gilt fiir jedes f € V; die Reihendarstellung

f= Z Z(fa Uix)hir  (analog zum Beweis in 3.31b)).
i=j+1 keZ

Gilt nun f € [V}, so folgt aus der Giiltigkeit dieser Reihendarstellung fiir jedes j € Z,

jez
dass (f,vix) = 0, Vj,k € Z. Wegen der Dichtheit von span {¢; : j, k € Z} folgt da-
raus f = 0, also (3). Wegen v;x(271-) € Wiy und ¢, x(2-) € W;_1, Vj € Z, folgt
sofort (4).
Ist ¢ orthogonal, so gilt (g;,9.,) = 0, falls j # ¢, g; € W, und g, € W,. Damit wird
74”7 zu ”@®” in (0) und in der Definition der Réaume V}, j € Z. O

Ausgehend von einem Wavelet-Paar haben wir die Teilraume Vj, j € Z, mit den Eigen-
schaften (1)-(4) konstruiert. Wir gehen jetzt den umgekehrten Weg, starten mit den
Bedingungen (1)—(4) und versuchen das Wavelet-Paar zu konstruieren. Dies gelingt
uns aber nur fiir orthogonale Wavelets.

Definition 3.33 FEine Folge (V;) ez von (abgeschlossenen) Teilrdumen von Ly(R) heifst
Multiskalen-Analyse (MSA) von Lo(R), falls sie die FEigenschaften (1)-(4) in Satz
3.32 besitzt. Fine Funktion ® € Lo(R) heifst Skalierungsfunktion einer MSA, falls
{®(- — k) : k € Z} eine orthonormierte Basis von Vj ist.

Folgerung 3.34 Ist (V;)jez eine Multiskalen-Analyse von Lo(R) und ® eine Skalie-
rungsfunktion derselben, so ist das System {®,; : k € Z} mit

O;(t) = 2720277t — k), k € Z,

fiir jedes j € Z eine orthonormierte Basis von V.
Die orthogonale Projektion P; von Lo(R) auf V; hat die Gestalt

o0

]Djf = Z <f7 q)j,k>®j,k7 \V/] € Z7
k=—00
und es gilt lim ||P;f — fll2 =0 und lim ||P;f||2 = 0 fir alle f € Ly(R).
J——00 J—00
Beweis: Aus (4) folgt zundchst @, € V;, Vk,j € Z. AuBerdem gilt
(@i, o) = 277 [ ®(279t —k)®(277t — {)dt (Subst.: u = 27¢)
= [ P(u—k)P(u—{)du = oy,
da @ eine Skalierungsfunktion ist. Alsoist {®; : k € Z} fiir jedes j € Z orthonormiert.
Das Orthonormalsystem ist auch vollstandig, da aus f € V; und (f, ®,,) =0, Vk € Z,
folgt '
(f(27),®(-—k))=0, VkeZ,

77



und deshalb f(27-) = 0 gilt, da ® eine Skalierungsfunktion ist. Also gilt fiir jedes
fev

f = kZ (f @) Djk
~ Pif = 2 (BifiQn®ik = X2 ([ )Pk, VS € La(R), Vj € Z.
k=—0oc0 k=—00
Die restlichen Aussagen folgen dann aus den Eigenschaften (2) und (3). O

Bemerkung 3.35 Es sei (V}),ez eine Multiskalen-Analyse von Lo(R) mit Skalierungs-
funktion . Dann kennen wir nach Folgerung 3.34 orthonormierte Basen aller Teilraume
Vi, j € Z. Die Projektion P; kann man wie folgt interpretieren: Fiir f € Lo(R) enthélt
das Bild P; f noch alle Details von f, die wenigstens die Ausdehnung 27 auf der reellen
Achse besitzen.

Wir benoétigen sowohl fiir die Berechnung von Skalierungsfunktionen als auch spéater
im Kapitel ein Kriterium, wann fiir eine gegebene Funktion g € Ly(R) ein System der
Form {g(- — k) : k € Z} ein Orthonormalsystem in Ly(R) darstellt.

Lemma 3.36 Fir jedes f € Lo(R) bildet das System {f(-—k) : k € Z} ein Orthonor-
malsystem in Ly(R) gdw. die Gleichung

=" |fw+ 2mt) = o

LeZ

fur fast alle w € R gultig ist.
Beweis: Wir setzen fi(z) := f(x — k), Vo € R, Vk € Z, und erhalten

(fir £5) = (Fur f5) = Jo Fr(w) fi(w)dw
= Ja eXp(—ikw)f(w)eXp(—ijw)f(w)dw
= Jeexp(—i(k — j)w)| f(w)[Pdw
- Zf”“”exp ik = j)w)| f(w)Pde
= zezzfo exp(—i(k — §)(u+ 2m0)| f (u + 270)|2du
= [ exp(—i(k — j)u)F(u)du, Yk, jETZ.

Das letztere Integral ist bis auf den Proportionalitatsfaktor % ein Fourierkoeffizient
der 2m-periodischen Funktion F. Gilt also (f, f;) = dx;, so auch

1 / Fu) exp(—i(k — j)u)du = %%

2
0

und umgekehrt. Diese Fourierkoeffizienten hat aber gerade die Funktion

1
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Satz 3.37 Jede Skalierungsfunktion ® € Lo(R) einer MSA (V;),ecz geniigt einer sog.
Skalierungsgleichung, d.h., es existiert eine Folge (hy)rez € lo(C) mit

O =v2> W2 —k)

keZ

und die Fourier-Transformierte d von @ gentgt der Funktionalgleichung

d(w)=H <%> i) (g) fiir fast alle w € R, wobei H(-) := % % hy exp(—ik -)

die sog. erzeugende Funktion der MSA ist. Fir die erzeugende Funktion H(-) gilt:
|HW)? + |Hw+7)|* =1 fir fast alle w € R.

Beweis: Nach Folgerung 3.34 ist {®(2 - —k) : k € Z} eine orthonormierte Basis von
V_1. Wegen ® € V; C V_; mufl gelten
=) (02 —k)P(2-—k) (in Ly(R)).
keZ
Mit hy := \%(CI), ®(2- —k)), Vk € Z, folgt daraus die Skalierungsgleichung.
Uberdies folgt aus der Parseval’schen Gleichung, daf

> D, D2 - k)P =2 |hil” < 00, dh. (hy) € £(C).
kez keZ
Mit der Fourier-Transformation F : Ly(R) — Lo(R) gilt weiterhin

dw) = V2 lm k_i_ I F(D(2 - =) ()

3 heexp (=15) (FO) (5) = H (5) @ ()

fiir fast alle w € R, da trigonometrische Fourierreihen fast tiberall konvergieren (Blatter,

Aussage (2.4)). Da{®(-—k) : k € Z} ein Orthonormalsystem bildet, mufl nach Lemma

3.36 gelten:

2 1

‘ = — fiir fast alle w € R.
2m

> | b+ 2m0)
LeL
Teilt man in der letzten Reihe die Summanden mit geraden und ungeraden ¢ auf, so
entsteht mit Hilfe der Funktionalgleichung
Loy

b(w + 27(20 + 1))]2

N 2
@(w—{—?w-%)‘ +Y

¢z , (ez ,
=5 Ci>(w—|—47r€)‘ + 3 |D(w + 27 + 4nl)
Lez Lez

=3 ‘H(§+27r£)\2‘<i>(§+27r£)‘2
LeZ 9

+ | H (447420l [ )
LeZ

- (Im@)f
LEZ
— <‘H(§)‘2—|—|H(%}—|—ﬂ')‘2)% fiir fast alle w € R.

O (4 + 7+ 2n0)

ci>(§+27r£))2+\H(g+w)\2‘§>(g+w+2w6)‘2>
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Folgerung 3.38 Die Skalierungsfunktion ® € Lo(R) einer Multiskalen-Analyse besitze
einen kompakten Trager. Dann sind

a:=inf{x e R: ®(x) #0} wund b:=sup{z € R: d(x)#0}

ganze Zahlen und es sind hochtens die hy mit a < k < b in der Skalierungsgleichung
von 0 verschieden.

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnung ®_; 5, := v/2®(2 - —k) (entsprechend 3.34)
und schlussfolgern aus Satz 3.37

o = Z hi® 1k,

k=—o00

sowie

inf{zr e R: ®_,;, #0} = i(a+k) und
sup{z e R: ®_1;, #0} = $(b+k).

Wegen hy, = (®, ®_; ;) ist hy hochstens dann verschieden von 0, wenn die Tréger von ®
und ®_, j, sich iiberlappen. Dies kann nur auf endlich viele hy, zutreffen, also existieren
Zahlen

—00 < kpin := min{k : hy, # 0} < ke = max{k : hy # 0}.

Aus der Skalierungsgleichung folgt ferner (vgl. Blatter, Aussage 5.7)
a:=inf{fr e R: ®_yy, . () #0} und b:=sup{zeR:P_y,, . (z)#0}

und damit a = %(a + kmin) und b = %(b + kpmaz), woraus die Aussage folgt. a

Bemerkung 3.39 Die Skalierungsgleichung fiir ® und damit die Folge (hy) € ¢»(C)
bestimmt die gesamte Multiskalen-Analyse. Die Folge (hy) wird auch in den spéter zu
besprechenden Algorithmen die entscheidende Rolle spielen. Hat ® kompakten Trager,
eine Eigenschaft auf die wir achten werden, so sind dies sogar nur endlich viele Zahlen.

Wegen der Eigenschaft (1) lassen sich die ®;, j,k € Z, sicher nicht zu einer grofien
orthonormierten Basis von Ly(R) zusammenfassen, Darum konstruiert man ein System
von Réumen {W; : j € Z} wie folgt:

Satz 3.40 Es sei (V});ez eine MSA von Ly(R). Wir definieren Rdaume W; so, dafl
VAW, und V;_y =V; @ W;,¥j € Z. Dann gilt: W; LW, i # j, und Ly(R) = @ W;.

jez
Beweis: Blatter, Aussage 5.1. a
Folgerung 3.41 FEs sei (V;)jez eine MSA von Ly(R) und die Rdume (W;);ez seien
wie in Satz 4.10 definiert. Ist ¥ € La(R) so gewdhlt, dafi {¢(- — k) : k € Z} eine

orthonormierte Basis von Wy ist, so ist 1 ein orthogonales Wavelet und erzeugt die
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Beweis: Fr jedes j € Z lafit sich v € V;_; eindeutig in der Form
v(-) =ul)+w(),ueV;, weW; ulw,
darstellen. Deshalb und wegen (4) gilt auch
(%) v(2) =u(2)+w2:), v(2:) e Viu2:) e V.

Da iiberdies (u(2-), w(2-)) = 3{u, w) = 0 gilt, ist (x) gerade die orthogonale Zerlegung
von v(2-). Es folgt, dafl

Die umgekehrte Richtung gilt analog und wir haben
w(-)eW; ©w(2-)eW,_.
Deshalb gilt fiir die iiblicherweise konstruierten Funktionen
bix(z) == 2739272 — k), Vj, k € Z,

daB ¢;, € W;, Vj,k € Z. Analog zu Folgerung 3.34 folgt, daB {1;) : k € Z} eine
orthonormierte Basis von W; ist. Da nach Satz 3.40 aber die Raume W;,j € Z, or-

thogonal sind und Ly(R) = ¢l @@ W; gilt, ist das gesamte System {¢; : j, k € Z} ein
jez
vollstéandiges Orthonormalsystem in Ls(R). D.h. 9 ist ein orthogonales Wavelet. O

Wiirde es nun gelingen, eine Funktion ¢ € Ly(R) zu finden, so dass {¢(- — k) : k € Z}
eine orthonormierte Basis von W, ist, so ware ¢ unser orthogonales Wavelet. Dazu ist
zunachst eine Charakterisierung von W) erforderlich.

Lemma 3.42 Fine Funktion f € Ly(R) gehort zu Wy gdw. eine 2mw-periodische Funk-

tion v € Ly|0, 27| existiert, so daf$

flw) = exp (%) v(w)H (g + W)(i) <§> fast dberall in R

Beweis: Blatter, Aussage 5.11. O

Satz 3.43 Es sei (V})jez eine Multiskalen-Analyse mit Skalierungsfunktion ® und
erzeugender Funktion H. Wird dann das Wavelet 1 definiert durch

P(w) = exp (i5)H(5 +7) (3), weR,

bzw. O(t) = V3 S (“1)F o B2t — k), teR

k=—o0

so ist | ein orthogonales Wavelet, d.h., das zugehirige Funktionensystem {1 : j, k €
Z} ist eine orthonormierte Basis von Lo(R).
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Beweis: Nach Folgerung 3.41 geniigt es zu zeigen, dass das System {¢(- — k) : k € Z}
eine orthonormierte Basis von Wy darstellt. Nach Lemma 3.42 gehoren die Funktionen
(- — k) samtlich zu Wy. Um zu zeigen, dafi {¢)(- — k) : k € Z} orthonormiert ist,
verwenden wir Lemma 3.36. Es gilt namlich

S p(w + 2002 = 3 |[(w+ 4702 + 3 [ (w + 27 + 47l)|?

= (5 +mF 3 [o (5200
11§ S [0 (547200
= (IHGHmP ) =5 fi

Dabei wurde Satz 3.37 und Lemma 3.36 mit f = ® verwendet. Als néachstes zeigen
wir, dass {¢(- — k) : k € Z} den Raum W) aufspannt. Es sei f € Wy beliebig. Nach
Lemma 3.42 existiert eine 2m-periodische Funktion v € Ls[0, 27], so dass

flw) =v(w)ybw)  fi.

Es sei > vy exp(—ikw) die Fourierreihe von v. Damit folgt
keZ

flw) = > veexp(—ikw)i(w)

kEZ

= Y npthor(w) Ll

kEZ

Also haben wir f = > (- — k), d.h., das gewiinschte Resultat.
keZ
SchlieBlich bleibt die Gestalt von v (-) herzuleiten. Es gilt

exp(i9)H (£ +7) = \/Li ];ZBk exp (ik (£ + 7)) exp (i%)
€ _
= S (Dhexp (i(k+1)5)  (L:=—k—1)
ke o
= 7z EEZZ(—]_) h_g_l exXp (—’ng)

und damit fiir 1[1:

T/A)(w) = ﬁZ(—l)k_lh_k_l %exp (—zk%) ) (O—J> f.ii.

2
kEZ

Dies ist aber die Fourier-Tranformierte der Funktion

Y(t) = V2 (-D)F AL @2t — k) fil

kEZ
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Beispiel 3.44 (Haar-Wavelet, Haar-MSA)

1 ,z€[0,1)
Wir betrachten wie in Beispiel 3.18a) die Funktion ¢y (z) := -1 ,x € [%,1)
0 ,sonst

sowie zunéchst ¢;(z) := 2_%¢H(2*jx — k), j,k € Z. Es gilt

e (k+3)27 (k+1)27
(jks bem) =272 / V(27 — m)dx — / bu (27 —m)da o .
k

2i (k+3)27

1. Fall: j =¢: (Yjk ¢¥jm) = 0 fir k # m, da fiir die Triger der Funktionen gilt:
supp ¥ N supp ¥, = [k27, (k + 1)27) N [m27, (m + 1)27) = 0.

2. Fall: j < £ : ¢y(27% —m) ist dann auf dem Trager [k27, (k + 1)27) von
konstant (gleich 1,0 oder -1) und deshalb folgt (1), 1¢m) = 0 (Differenz zweier
Integrale mit gleichem konstanten Integranden und gleicher Intervallldnge).

Also ist das System {v;; : j,k € Z} orthonormiert . Die Vollstandigkeit des Sys-
tems sieht man wie folgt ein: Die lineare Hiille dieses Systems enthélt alle stiickweise
konstanten Funktionen auf R. Diese sind aber dicht in Ly(R) (da dies fiir Funktio-
nen auf beschrénkten Intervallen klar ist und Funktionen aus Ls(R) durch solche, die
quadratisch integrierbar sind und einen beschrankten Trager haben, approximierbar
sind).

Damit erzeugt ¢y im Sinne von Satz 3.32 eine Multiskalen-Analyse (V;)jez mit
Pif = > > {fivirx)tir, Vf € Lo(R), wobei P; der orthogonale Projektor auf V;

i=j+1 keZ
ist. Deshalb ergibt sich fiir

Vo = clspan{¢g(27" - —k):i>1, 1,5 € Z}
= {f € Ly(R) : f ist konstant auf [k, k+ 1) fir k€ Z}.
Folglich ist ® = xo,1) (charakteristische Funktion von [0,1)) eine Skalierungsfunktion,
da das System {®(- — k) : k € Z} orthonormiert und vollstéandig ist.

Wegen X(0.1) = Xpo,2) + X2 1) gilt & = ®(2:) + ®(2- —1). Letzteres ist die Skalierungs-
gleichung und wir lesen afa, dass

hOZhlzﬁ und hk:(), kEZ\{O,l},

gilt. Die erzeugende Funktion hat die Gestalt H(w) = 3(1 4 exp(—iw)) und es gilt
R 0 1 1
O(w) = / exp(—iwz)xo,1)(x)dx = / exp(—iwz)dr = —(1 — exp(—iw)).
—00 0 Ww

Nun lasst sich Satz 3.43 anwenden und man kann fiir das daraus resultierende Wavelet
1) dessen Fourier-Transformierte 1 bzw. sogar 1 als

Y(t) = Zl (—D)F 02t — k) = ®(2t + 1) — (2t +2), VtER,

k=-2
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berechnen. Es gilt

-1, te[-1,-3)
w(t) = L, te [%70) = _wH(t_‘_ 1)7
0 , sonst

d.h. die Formeln liefern nicht das traditionelle Haar-Wavelet zuriick, sondern ein etwas
modifiziertes (aber geeignetes) orthogonales Wavelet.

Bemerkung 3.45 Satz 3.37 wirft nun die allgemeine Frage auf, ob und unter welchen
Voraussetzungen eine Funktion ® € Lo(R) Skalierungsfunktion einer Multiskalen-
Analyse sein kann, und wie solche Funktionen konstruiert werden konnen. Die Skalie-
rungsgleichung fiir ® wiirde uns dann tiber Satz 3.43 den Weg zu einem orthogonalen
Wavelet weisen.

Satz 3.46 Ist € Ly(R) eine Funktion mit den folgenden Figenschaften:
(i) Es existiere eine Konstante C' > 0, so dass

) < CA+t)"!, VteER,;

(ii) | @)t =1 baw, b(0) = L

(iii) fj D(w + 27k)|? = L fi;

k=—0c0

(i) es existiert eine Folge (hy) € (2(Z) mit der Eigenschaft

O(t) = V2 i hd(2t—k), teR baw. d(w)=H (g) b (%’) ,weR

k=—o00

Dann ist ® Skalierungsfunktion der Multiskalen-Analyse (V;);ecz, wobei V; wie in Fol-
gerung 3.34 von den Basen {®; : k € Z} erzeugt wird.

Beweisskizze: Aus (iii) folgt mit Lemma 3.36, dass {®(- — k) : k € Z} orthonormiert
ist, wie in Folgerung 3.34 folgt, dass {®; : k € Z} orthonormiert ist.
Wir definieren

Vi :=clspan{®;, : k€ Z}, Vje€L.

Aus (iv) folgt Vo € V_; und allgemeiner V; C V,_4, Vj € Z, also ist die Bedingung (1)
fiir eine MSA erfiillt. Dann folgt aus (i) die Bedingung (3) und aus (ii) die Bedingung
(2) (vgl. Blatter, Aussage 5.8). Bedingung (4) ist durch die gesamte Konstruktion
erfiillt. O
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Beispiel 3.47 (Meyer-Wavelet)

1 , w| < 2
Ansatz: P(w) =< cos (Fr(Elw|—1)) , F<|w| <F
0 : w| >
0 , <0
wobei v(z) := ¢ 1023 — 152 + 625 | z €[0,1]
1 , r>1

Man kann zeigen, dass die zugehorige Funktion & die Voraussetzungen von Satz 3.46
erfiillt. Aus der Konstruktion von Satz 3.43 ergibt sich dann das sogenannte Meyer-
Wavelet 1. (® und 1 besitzen keinen kompakten Tréger; Blatter, S. 125-127.)

Wir kommen nun zur Konstruktion von Wavelets mit beschranktem Trager. Dazu
suchen wir eine Funktion ® € Ly(R), die einen beschrankten Tréger hat und die Eigen-
schaften (ii)—(iv) von Satz 3.46 erfiillt. Wir stellen zunéchst fest, dafl geméfl Folgerung
3.38 nur endlich viele hj verschieden von 0 sein konnen und deshalb die erzeugende
Funktion H ein trigonometrisches Polynom ist, d.h. die Form

H(w) = Plexp(—iw)), P(y)z% S It

besitzt. Uberdies erfiillt H(-) nach Satz 3.37 und (iv) die Bedingungen:
[H(w)]* + [H(w+m)* =1, H(0) =1, H(r) = 0.

Annahme: kpin =0, kpax = 2N — 1 fiir ein N € N und P(+)
ist ein reelles Polynom vom Grad 2N — 1.

Damit 1 ein Wavelet der Ordnung N ist, muss nach Folgerung 3.26 1& N-mal stetig
differenzierbar sein und es gilt fir k =1,..., N:

VP (W) = (=i)"(w)  (Yw € R), wobei ¢y (x) := zF¢(x) (z € R).

Also gilt: d(k)(O) ) Jg ¥ (2)dz und deshalb zﬂ(k)(O) =0firk=0,...,N—1

; Var
und ™ (0) # 0.
Geht man nun aus von dem in Satz 3.43 verwendeten Ansatz

U(w) = exp (z%) H (g + 7r><f> (g) (w € R)

aus, so sollte also 1/3 eine Nullstelle N-ter Ordnung in w = 0, d.h. H eine Nullstelle
N-ter Ordnung in w = m, besitzen.
Dies fithrt zu folgendem Ansatz fiir die erzeugende Funktion H(-):

(Lromi )NBN<exp(—iw>>

HN(CL)) =
wobei By ein Polynom vom Grad N — 1 mit By(—1) # 0 ist.
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Satz 3.48 (Daubechies- Wavelets)
Es sei N € N und wir betrachten die obige Funktion Hy, wobei By so bestimmt ist,
dass

By (exp(iw)) By (exp(—iw)) = Py (sm 5) Yw € R,

wobes
N-1

:;(N+:_1>yk (y €R).

Dann erzeugt die zugehorige Skalierungsfunktion @ eine Multiskalen-Analyse und das

Wavelet
IN—1

\/_Z Vhon—1-1 Pn(2 - —k)

st orthogonal und besitzt Ordnung N .

Beweis: Blatter (Kap. 6.2), Daubechies (Chapter 6).
Bei Anwendung von Satz 3.43 wurden die Koeffizieten so umnumeriert, dal die Sum-
mation wie bei ® iiber £ =0,1,...,2N — 1 lauft. O

Beispiel 3.49

N=1: Hi(w) = 3(1 + exp(—iw)), ®1(-) = xp.1) (), Y1 = Vu.
Im Unterschied zu Beispiel 3.44 fiihren die umnumerierten Koeffizienten zu

W = P1(2) — Dy(2- —1).

2
Bs(exp(iw)) By (exp(—iw)) = P (sin® £) mit P(y) = 1 + 2y.
Folglich muf3 gelten:

N2
N=2: Hy(w) = (HL(_W))> By (exp(—iw)), wobei By(y) = by + byy,

~ (bo + by exp(iw)) (b + by exp(—iw)) = 1+ 2sin*% =2 — cosw
= 2 — L(exp(iw) — exp(—iw))

Der Koeffizientenvergleich ergibt:
~> b2—|—b2:1 boblz—

2
~ by = 1+\f b, = 1—2\/3
~ ho 3= \}ﬁf, h1/2 = \}3&4—3

Man kann zeigen: ®, ist stetig (vgl. Blatter, Kap 6.3).

3,5,7,9: vgl. Blatter, Kap 6.2 oder Daubechies, Kap. 6.4 bzw. die nachfolgende Ab-

bildung aus Daubechies, p. 197, die die Gestalt der Skalierungsfunktionen und
Wavelets veranschaulicht.
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COMPACTLY SUPPORTED WAVELETS 197
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Fia. 6.3. Plots of the scaling functions y¢ and wavelets y for the compactly supported
wavelets with magimum number of vanishing moments for their support width, and with the
exiremal phase choice, for N = 2,3,5,7, and 9.
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Bemerkung 3.50 (Wavelet-Algorithmen)
Wir verwenden im Folgenden die Skalierungsgleichung fiir & (einer MSA) und die
analoge Gleichung fiir das orthogonale Wavelet (vgl. 3.37, 3.43):

(1) = V2 i h®(2t — k) und  (t) = V2 i g ®(2t — k).

Daraus folgt fiir die Systeme {®;,, : j,n € Z} und {¢;,, : j,n € Z} :

®;, = Z hi®i_10n4k und  ;, = Z 9kPj_19n1k Vj,n € L.

k=—00 k=—o00

Es sei f € Ly(R) zu analysieren und zu rekonstruieren. Dabei bedeutet Analyse den
Ubergang von ’feiner’ zu 'groberer’ Information (d.h. von j — 1 zu j) und Rekonstruk-
tion umgekehrt von j zu j — 1.

Analyse: Es sei Pj—lf = Zaj_Lk(I)j_Lk, Qj—1k = <f, (I)j—l,k>‘ Es gllt
- k

Qjp = <f7 q)j,€> = Z Bk(ﬂ q)j—1,2£+k> = Z Bkaj—l,%—&-k
k k
die = (f, V) = ;Mf, Qi g o0tk) = Zk:gk&j—l,%Jrk

Startet man also mit, sagen wir, agr = (f, ®(- — k)), k € Z, so lassen sich aus den obi-
gen Rekursionen die Koeffizienten der Wavelet-Reihe berechnen ohne explizit ® bzw.
1) zu benutzen!

Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dafl wir fiir ein grofies j; € Z die Koeffizienten

g0 = <f7 (I)j1,f> und djlf = <f7 wj1,[>7 s Z;

haben, und dafl wir f rekonstruieren bzw. synthetisieren wollen.
Synthese: (Ubergang von j zu j — 1; von ”grob”zu " fein”)

Esgilt: Py f =Pif+Q;f =Y a;x®jr+ > djxjk, 7 < j1 und deshalb sowie wegen
ki k
(3) und (4) fir alle j < j;,/¢ € Z:

aj1e = ([, ®j10) = (P f, ®j1e)
= > a1 (P, Pi1e) + X dj k(W Pi1e)
k k

Es folgt:

aj—10 =, jrho_ok + Y djrGe—ok
% %

Daraus lassen sich dann auch alle d; ¢, j < ji1,¢ € Z, berechnen.
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