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0 Einleitung

Wavelets sind neuartige Basisfunktionen zur Darstellung und Rekonstruktion von Funk-
tionen auf R (linguistisch: ,, Wellchen®). Ihr Ursprung stammt aus der Signalanalyse und
den Ingenieurwissenschaften. Inzwischen existieren bemerkenswerte Anwendungen wie
z.B. die Anwendung von Wavelets bei der Digitalisierung von Fingerabdriicken (vgl.
C.M. Brishawn: Fingerprints go digital, Notices of the AMS 42 (1995), 1278-1283).

Die klassische Approximationstheorie von Funktionen war auf
o (stiickweise) Polynome (vgl. Vorlesung Numerik I)
e trigonometrische Polynome (Fourier-Analyse; hier nur am Rande behandelt)

orientiert.
Die Fourier-Analyse ist Ausgangspunkt, kritischer Wegweiser, aber auch theoretische
Grundlage dessen, was wir spéater Wavelet-Analysis nennen werden.

Die Fourier-Analyse von Funktionen f : R — C arbeitet mit der speziellen analysie-
renden Funktion ¢ — exp(it), die mit einem reellen Frequenzparameter w gestaucht
(dilatiert) wird, d. h., mit der Funktionsfamilie ¢ — exp(iwt) (w € R).

Die trigonometrischen Funktionen schwingen unendlich lang mit derselben , ewigen*
Periode. Deshalb beriicksichtigen sie das lokale Verhalten einer Funktion f nur unzu-
reichend und sind fiir Funktionen auf R wenig geeignet.

Bei den Wavelets wird mehr Flexibitdt dadurch erreicht, daf eine geeignete analysie-
rende Funktion v (die zunéchst fast beliebig wahlbar ist), das sog. ,,Mutter-Wavelet*
zur Analyse von f verschoben und gestaucht wird. Man betrachtet die Familie von
Funktionen:

- (t‘b) (a,5) € (R\{0}) x R).

|a|2 a

Hierbei ist |a|z ein spéter zu erkldrender Normierungsfaktor.

Beispiel 0.1 : Haar-Wavelet

1, z€0,3)
Yu(z) =< -1, zeli1) supp Y = [0,1)
0 , sonst

Aus der obigen Konstruktion entstehen mit a = 27 und b = k27(j,k € Z) die (Wavelet-)

Funktionen

i t — k2 i iy .
Vix(t) =272y A =277%g(277t — k), Vt € R, mit

23

supp Vi = [k27, (k +1)27), Vi, k € Z.

3



Hierbei bedeutet ein grofies (kleines) j € Z, daf$ eine ,lang- (kurz-) welligere Wavelet-
Funktion vorliegt.

Spdter zeigen wir in Kap. 3, daf$ {1 : j,k € Z} ein vollstindiges Orthonormalsystem
in Ly(R) darstellt. Also ist eine Fourier-Entwicklung von Funktionen in Ls(R) nach
diesem Basis-System (Haar 1910) maglich.

Ziel dieser Vorlesung ist eine Einfithrung in die Wavelet-Analysis und dabei insbeson-
dere

- der Ausbau des obigen allgemeinen Ansatzes nebst Suche nach geeigneten Mutter-
Wavelets 1;

- die Darstellung einer allgemeinen Theorie solcher Basis-Systeme;

- die Beschreibung schneller Algorithmen zur Berechnung von Wavelet-Koeffizienten
bzw. zur Rekonstruktion der Funktion aus diesen.

Literatur:

C. BLATTER: Wavelets — Eine Einfithrung, Vieweg, Braunschweig 1998.

A. K. Louis, P. MaAss UND A. RIEDER: Wavelets: Theorie und Anwendungen,
Teubner, Stuttgart 1994.

I. DAUBECHIES: Ten Lectures on Wavelets, STAM, Philadelphia, 1992.

1 Grundlagen der Fourier-Analyse

Die Fourier-Analyse ist eine wichtige theoretische Basis und zugleich ein kritischer
Wegweiser in Richtung Wavelet-Analysis.

Wir betrachten in diesem Kapitel die folgenden linearen normierten bzw. unitdren
R&ume von Funktionen iiber den Korper C der komplexen Zahlen:

L,(R") := {f :R" — C: f ist meBbar, |f(x)|Pdz < 0o bzw. ess sup |f(x)| < oo} :

R TzER™

wobei 1 < p < 0o bzw. p = 0o und Ly(R") und L,(R™) werden versehen wird mit dem
Skalarprodukt bzw. der Norm

(fr9) = . f(z)g(x)dz

i = ([ rore) a<p<s
[flle = esssup |f(z)| =inf{C:|f(z)| < C, Lii. in R"}.

rER?
Dabei werden Funktionen, die fast iiberall im Sinne des Lebesgueschen Mafles iiberein-
stimmen, identifiziert. Alle diese Rdume sind vollstéindig, d.h., Banach- bzw. Hilber-
traume.



Definition 1.1
Die Fourier-Transformierte F [ einer Funktion f € Li(R™) ist definiert durch

flw) = (Ffw) = (27?)_3/ exp(—i{w, x)) f(x)dx, Yw € R".

n

Hierbei ist (-,-) das Fuklidische Skalarprodukt auf R™.

Satz 1.2
a) F ist eine lineare beschrinkte Abbildung von Li(R™) in Lo (R™).

b) Vf € Li(R"™) ist f gleichmipiq stetig auf R™ und es gilt | lim f(w) =0.

w|—00

¢) Existiert das Integral [o, | fo(z)|dz < co fir die Funktion f(x) = [];, «{" f(x),
= (z1,...,7,) €ER", mit a = (ay,...,0,) € (NU{0})", so besitzt f die stetige
partielle Ableitung - 2l

“1

1 aw%n

und es gilt

olel f

L e
owy Owan

n
= (=)l f,, wobei || = Zai.
i=1

d) Ezistiert die partielle Ableitung aaa& von f € Li(R™) und gehort zu L, (R™),
Z1

1 ---Bzv%"

so gilt

F (L) () = 9l g F(f) (), Vo € R,

o1

Beweis:

a) Vf € L1(R") und Yw € R" gilt:

fw) = |@n / exp(—i{w, 2)) f (z)dz

R

(27T)3/Iexp(—i<w,$>)\|f($)\dx= (2m) "% | £l

IN

Also gilt: || flloo = | F flloe < (2) 7% []1-
F ist auBerdem linear und folglich ein linearer beschrénkter Operator von L; (R™)
in L (R™).

b) Es seien f € L1(R"), w,d € R™ und beliebig gewahlt. Dann gilt:

~ ~

[f(w+0) = flw)] < (QW)‘%RJ;|6Xp(—i<(W+5)7$>—eXp(—i<w7x>)||f(x)|dI
= (2m)72 [ |exp(=i(d,2)) — 1|[f()|dx

Rn



o sup [f(w+6) = f(w)| < (20) 3/|exp i60.2) = 1| (@)

weRn

Wir untersuchen nun das Verhalten des Integrals auf der rechten Seite fiir |§| — 0
mit Hilfe des Lebesgueschen Satzes. Zunéchst ist klar:

| exp(=i(d, z)) — 1| [f(2)] < 2|f(z)], V& € R", V5 >0,

d. h. es existiert eine integrierbare Majorante mit 2| f(-)|.
Auflerdem gilt fiir fast alle x € R™:

lim | exp(—i{3, 2}) — 1] f(z)| =
Also folgt aus dem Lebesgueschen Satz
hm sup |f(w+0) — f(w)] =0

0 ,ern

und f ist gleichm#Big stetig auf R™.
Den zweiten Teil der Aussage beweisen wir nur fiir n = 1. Es sei f € L (R). Falls
f differenzierbar mit f’ € L;(R) ist, so folgt aus d), daB

[f@)] = HIF @] < HI1F e < S0, Yo € R\{0}
| f(w)] = 0, falls |w| — oco.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Da die Menge aller auf R differenzier-
baren Funktionen aus L;(R), deren Ableitung ebenfalls zu L;(R) gehort, dicht
in L;(R) ist, existiert zu einen beliebig vorgegebenen ¢ > 0 ein g € L;(R) mit
g € Li(R) und [|f —g[ls <e.

Dann gilt nach a) fiir jedes w € R

F@) < 1fw) =@+ g < I1f =gl + 5191
< e+ ;lglh
und es folgt die Behauptung.

Wir beweisen die Aussage nur fiir n = 1 und o = 1. Dann gilt fiir den Differen-

zenquotienten mit h # 0:
1 . 5 1 . exp(—ihx) —1
—(flw+h)—= flw :—/ x) exp(—iwz dz .
P = Flw) = o= [ @) exp(—iun) S

Der Integrand g;, des Integrals auf der rechten Seite erlaubt die Abschétzung

lgn ()| < |f(@)[|=] (VA # 0).

Nach dem Lebesgueschen Satz existiert deshalb der Grenzwert des Differenzen-
quotienten fiir h — 0, d.h., f ist differenzierbar und es gilt

~

! —L exp(—iwx) f(x)(—ix)dz
f(w)—\/%/R p(—iw) f(2)(—iz)ds

Also gilt: f/(w) = —@fl( ), Yw € R, wobei fi(z) :=xf(z), Vo € R.
Aus tEIL b) folgt, daf ' stetig ist. Die Aussage fiir n > 1 und beliebiges a folgt
durch wiederholte Anwendung der obigen Uberlegung.
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d) Wir fithren den Beweis nur fir n = 1. Es sei f € Ly(R) differenzierbar mit
' € Li(R). Dann gilt fiir jedes N > 0 mit partieller Integration:

N

_{A\[[ exp(—iwz) f'(z)dx = [exp(—iwx)f(x)}]_VN—_{V(—iw)exp(—z’wx)f(x)dx

= [exp(—iwz) f(x)]Ny + iw — _{J\; exp(—iwx) f(x)dz

Daraus folgt fir N — oo wegen |f(z)| — 0 falls |z| — oc:
flw) = (Ffw) = iwf(w) = iw(Ff)(w), Yo eR. O
Beispiel 1.3

Trotz der Aussage in Satz 1.2 d) folgt aus f € L1(R) keineswegs fe Li(R) !
Dies sieht man an folgendem Beispiel:

flx) = g(p(—l')X[o,oo)(I), Vo e R. N
s f(w) = (Ffw) = {exp(—iwx) exp(—r)dxr = bfexp(—(iw +1)x)dz
= olexp(—(1+w)r)] = 555, Yw e R,

Wegen | f(w)| < ﬁ fiir grofe w > 0, gilt f & Li(R).

Satz 1.4

a) Es sei f € Li(R™) und (Tnf)(x) := f(x — h), Vo € R Vh € R™.
Dann gilt

(F(Thf))(w) = exp(—i{w, h))(Ff)(w), Yw € R" Vh € R™.

b) Es seien f,g € Li(R") und (f = g)(x) := [ f(x — t)g(t)dt, Vo € R™, das sog.
Faltungsprodukt. Dann gilt: v
(F(f *9)(w) = 2m) 2 (Ffw)(Fg)(w), YweR .

Beweis:

a) Mit f gehort natiirlich auch Ty, f zu Ly (R) und es gilt

(F(Thf))(w) = (2m)~ an exp(—i(w,x))f(x — h)dx ( Substitution: t = x — h)
= (2@-%{ exp(—i(w, t + ) f(t)dt = exp(—i{w, h)) f(w), Vh € R".

NE

b) Wegen [(f * g)()] San [f(x=D)llg@)|dt , Vo e R, gilt

1F*gl < [ 1f(@=1)lg(t)|dt dw

R» R™

L1901 (176 = 0ldz ) dt = gl
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d. h. f % g gehort zu Ll(R”) und F(f * ) ist wohl-definiert.
> (F(f*g)(w) = fexp f fla —t)g(t)dt dz

= m [ ([ el >)f(x—t)dx)g(t>dt
- f(fmf))( Jo(t)dt

R”

(wegen a)) = an exp(—ifw, t))g(t)dt - f(w) = (2m)3 f(w)g(w). O

Definition 1.5 FEs seif € Ly (R") die Fourier-Transformierte einer gewissen Funktion
f € Li(R™). Dann ist die inverse Fourier-Transformierte von f definiert durch

(F 1)) = (2m)° / exp(i{w, 2)) f(w)dw

R”

Nachfolgend beschéftigen wir uns nun mit den Fragen, wann f = F ! f gilt und wie
der Wertebereich von F charakterisiert werden kann. Als Beweishilfsmittel benttigen
wir dazu zunéchst weitere Eigenschaften der Fourier-Transformation.

Dazu benotigen wir eine approximative Faltungs-Indentitat, d.h. Funktionen

{ea : @ >0} in L;(R"), so da f x e, ~ f fiir hinreichend kleines « gilt.

Lemma 1.6

Es sei f € Li(R™) und e,(x) := (2\/1@)” exp(—u—) Va > 0, wobei |x| die Euklidische
Norm von x bezeichnet.

Dann gilt O}H&(‘f xeq)(z) = f(x) in jedem x € R", in dem f stetig ist.

Beweis:
Es sei f stetig in x € R™ und € > 0 beliebig gewéhlt. Wir wéhlen nun n > 0, so dafl

|f(x —t) — f(z)| < e fiir alle t € R™ mit [t| <.
Ferner gilt fiir beliebige o > 0:
[ ea()dz = (57 7775 f exp( e >dx (Substitution: ; = 59=, i =1,...,n)
Rn
- \%”f sz1eXp t2)dty -+ - dt, =1
R

Damit erhalten wir fiir beliebige o > 0:

|(f * ealz) — fla)] = /(f(l’ — 1) = f(x))ea(t)dt

n

IN

J @ =t) = f@)lea)dt + [ [f(x—1t) = f(2)lealt)dt

[t|<n [t|>n

e [ eut)dt+ [ |f(z—1t)|ea(t)dt+ [ |f(x)]eal )

ltl<n |t|>77 \t|>77
5+Hf|’1HTaX€a )+ 1f(x)] | ea(t)dt (Subst.:r; = =

[t|=n
e+ | flh(z=)" exp(— %) + (ﬁ;)”lf(x)l | exp(—%)dr

IN

IN




Fiir o« — 0+ gilt aber (3= )"exp(—i’é) — 0 und [ exp(—%)dr — 0 und die
Ir|>2

Aussage ist bewiesen. O

3

Satz 1.7 R
Es sei f € L1(R™) mit der Eigenschaft f == Ff € L (R").
Dann gilt in jedem Punkt x € R™, in dem f stetig ist, dafs

Beweis:

In einer Vorbetrachtung zeigen wir die Giiltigkeit der folgenden Formel:
n 2

Beh.: [ exp(i{w,z)) exp(—alz?)de = (Z)? exp(—2L)  (a > 0)

R
Bew.: Zunéchst gilt

n

exp(i(w, z)) exp(—alz[’)dz = ] | exp(iwz; — ax})dz; .
/ /R

B i=1

Deshalb betrachten wir die Funktion h(y f exp(—az? + xy)dz, y € R.

~ h(y) = ]k[exp (— (z— %)2 + ﬁ) dx
= exp( >fexp( a(z—%£) )dx (Subst.: t = v/a (z — £))
= exp <4a) ffexp —t?)dt = /T exp <4a> =: h(y).

Die Funktionen h und i kénnen beide auf C fortgesetzt werden. Da sie aber auf R
iibereinstimmen, bleibt dies auch auf C richtig. Fiir y = iw;,w; € R, i = 1,...,n folgt

daraus die behauptete Formel. O
Im folgenden sei = € R so, dass f in x stetig ist. Wir betrachten die Funktion

g(y) == (2m) 2 exp(ily, z) — aly) (y € R")

und erhalten aus unserer Vorbetrachtung

Iw) = f exp(—i{w, y))g(y)dy
= % aneXp i{w — z,)) exp(—aly[*)dy
= @@ (@) e (-22E) = cale—w) (@eR?
~ (fxrey)(x) = [l t)eq(r —t)d fnf
=%>3$$mp< »()Uﬁ@
= {f y)dy = (2m)” feXp iy, ) f (y) exp(—aly[*)dy



Wir untersuchen nun das Verhalten dieser Identitéit fiir @ — 04

Nach Lemma 1.6 konvergiert die linke Seite der Identitét gegen f(z). Fiir die rechte
Seite verwenden wir wieder den Satz von Lebesgue. Der Integrand besitzt die integrier-
bare Majorante | f (1)| und konvergiert punktweise gegen exp(iyz) f (y) falls « — 0+ .
Also konvergiert die rechte Seite gegen (F 1 f) () und die Aussage ist bewiesen. [

Unser néchstes Ziel ist es, die Fourier-Transformation auch fiir Funktionen aus Ly(R™)
zu definieren sowie den Wertebereich von F besser zu verstehen. Dazu bendtigen wir
das folgende Hilfsresultat.

Lemma 1.8
Es sei f € Ly(R™) und F(x f f(x+y)f(y)dy (x € R™) die sog. Autokorrelations-

funktion von f. Dann ist F' glezchmaﬂzg stetig auf R™.

Beweis:
Es sei x € R™ und n € R" beliebig. Wir erhalten aus der Schwarz’schen Ungleichung

|F(z+n) - F(z)] =

J (fx+n+y) — flz+y)f(y)dy

[SIES

< ([ 1t+n+n) - st Pas) 1l

sup [Pl +) = F@| < ([ 1+ - F)Pdy) 111

z€R™

Es sei € > 0 beliebig gewihlt. Dann existiert eine stetige Funktion g € Lo(R™) mit
|f —gll2 < § (vgl. Theorem 2.4.14 in R. B. Ash: Measure, Integration and Functional
Analysis, Academic Press, New York 1972), da die stetigen Funktionen aus Ly(R™)
dicht in Lo(R™) sind. Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung folgt daraus

1 1
2 2

(J1em = sran) < (F15040 - -+ )

+(f b+ - >|2dy)1
(Rf l9(y) 2dy> :

3
< 2f gl + QJ 90+ 1) — o)
Fiir das verbleibende Integral wenden wir wieder den Lebesgueschen Satz fiir n — 0
an. Der Integrand konvergiert punktweise gegen 0 und ist gleichmé&fig beschrénkt, da
g als stetige Funktion aus Ls(R) beschrankt sein muf.
1
2

Also gilt hH(l) sup (ﬂ{f fly+n) — f(y)|2dy) < ¢ und die Aussage folgt, da ¢ > 0
n— n
beliebig gewahlt war. O
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Satz 1.9 R
Es sei f € L1(R") N Lo(R™). Dann gilt f = Ff € Ly(R™) und

IF£I3=fII3 (Parseval-Identitit).

Beweis:
Wir verwenden wieder die approximativen Faltungs-Identitéiten {e, : @ > 0} aus Lem-
ma 1.6 und die zugehérigen Fourier-Transformierten

1\ 2
ba(w) = (%> exp(—alw[?),Vw € R" ( vgl. Beweis von Satz 1.7).

Da f stetig und beschriinkt auf R ist (Satz 1.2), gilt
ea( )OI € Li(R).

Dann gilt:

[ éa(@)|f(2)Pde = [ éa<x)f<x> F(a)dx

Rn” R”

= 2n) " [ [ exp(—i{y,z)) f(W)dy [z exp —i(u, z) f(w)du éq(x)dz

= f fly f_{(27r %an exp(iz(u — y))éa(x)dx} du dy

(Satz 1.7) = (2@—% f f(y) (Weq(u —y)du dy [Subst.: y =z + u)

= (2%)7% f {ff( + )mdu} eo(x)dz
(z)dz = (2m) 72 F x e, (0),

wobei F' die Autokorrelationsfunktion von f ist. Aus Lemma 1.6 folgt zunédchst

Jim éa(@)|f (@)Pdz = (2m)72 F(0),
Fn

da F stetig in 0 ist (Lemma 1.8). Auflerdem folgt aus dem Lemma von Fatou

[ Jim it {ea()| f@)P} do = (2m)8fIE < Jim inf [ éu(o)|f(o)da

R® a—0+ oz—>0+
= (2m)”

F(0) = (452 )Ilfllz

und folglich f=7Ff € Ly(R™). Schlielich folgt aus dem Lebesgueschen Satz wegen
0 < &l f[> < (2m)72|f]* auch

M\:

n

lim [ éa(@)|f(z)Pde = 2m) 3| fI2 = (2m) "5 F(0) = (2m)73 | £ O

a—0+
Rn
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Folgerung 1.10

F ist ein linearer beschrankter Operator von Ly (R™) N La(R™) in Ly(R™) mit || F|| = 1.
Der Raum Li(R™) N Lo(R™) ist dicht in Lo(R™) und es existiert eine norm-erhaltende
Fortsetzung von F auf ganz Ly(R™).

Beweis:

Der erste Teil der Aussage folgt sofort aus Satz 1.9. Aulerdem ist die Menge L;(R™) N
Ly(R™) dicht in Lo(R™) und folglich 1a8t sich F auf Ly(R™) normerhaltend fortsetzen.
Dies ist wie folgt moglich:

Sei f € Ly(R™) \ L1(R™) und (fx) eine Folge aus L;(R™) N Ly(R™) mit || f — fxll2 — 0.
Dann ist (Ffi) eine Fundamentalfolge in Lo(R™) und man kann definieren

./,Tf; = klim .'ka

Diese Fortsetzung hat alle gewiinschten Eigenschaften.
Die Dichtheit von L;(R™) N Ly(R™) in Ly(R™) sieht man wie folgt::
Ist f € Lo(R™), so gehoren die ,gestutzten® Funktionen

fil@) ;:{ @) | x| <k

zu L (R™) N Ly(R™) und es gilt
£ =5l = [ lf@Pds — 0. =
lz|>k

Satz 1.11 (Plancherel-Formel)
Die Abbildung F : La(R) — Lo(R™) gemdfS Folgerung 1.10 ist bijektiv und fir alle
frg € La(R™) gilt:

(i) {f,g9) =(Ff, Fg) (Parseval—]dentitéit),
(ii) ff g(z)dz = ff

Beweis:

Nach Satz 1.9 gilt fiir jedes h € Ly(R™) N Ly(R™) : ||2]|2 = ||R|2.

Ist h € Loy(R™) \ Ly (R™) und (hy) eine Folge in L;(R™) N Ly(R™) mit ||hx — hlj2 — 0, so
gilt Fh = I}LI{}OFhk, d. h., auch

III3 = 1IR3 = lim |lh]3 = [IA]]3-

Also gilt die Identitét: ||h]|2 = ||k||2, VA € Ly(R™).
Es seien nun f, g € Ly(R™) beliebig gewihlt. Wir verwenden die obige Indentiét fiir

12



sowie die Formel fiir das Skalarprodukt im komplexen Hilbertraum

1 1
(f.9) =7 (IF +alls = If = gll3) + 5z (I = igll3 = 1] +igll3)
und erhalten
1/, 4 A 1 . . .
(o) =7 (IF +al8 = 1F = 1) + 7 (1f —ial3 = 1F +il3) = (F.9)-

Wegen der Parseval-Indentitiit ist F natiirlich auch injektiv und es gilt F~! = F*.
Um (ii) zu zeigen, nehmen wir zunéchst f,g € L;(R") N Ly(R™). Dann gilt

fg@ide = @07 [ [ exp(-ite. )iyt
— . f(y)(2m) 2 /n exp(—ilz,y))g(x)dzdy
= |4 (v)g(y)dy

Wieder kann die Dichtheit von Li(R™) N Ly(R™) in Lo(R™) ausgenutzt werden, um (ii)
fiir beliebige f, g € Ly(R™) zu zeigen.

Es bleibt zu zeigen: F ist surjektiv.
Es sei g € Ly(R™) beliebig gewéhlt. Wir zeigen: 3f € Lo(R"™) mit g = Ff.

Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen:
Fir h € Ly(R") definieren wir h~(z) := h(—z) (,,Reflexion“von h). Dann gilt:
h™ € LyR"), F(h~) = F(h), F(h™) = (F(h))~.

Bew.: h~ € Lo(R") ist klar; zum Beweis der anderen Aussagen nehmen wir o. B. d. A.
an, da§ h € Li(R™) N Ly(R™) (ansonsten miifite mit Folgen wie in 1.10 argumentiert
werden). Es gilt:

F(hT)w) = (2m)7% [y, exp(—iwz)h(—z)dz = (2m) "% g, exp(i(w, y))h(y)dy
= (2m)7% [pa exp(—iw,y))h(y)dy = F(h)(w)
F(h™)w) = (2m)7% [on exp(—ilw, 2))h(—z)dx
= (27)72 Jp. exp(—i(—w,y))h(y)dy = F(h)(-w)
Beh.: g = Ff = f, wobei f := (F(g))".
Bew.: Wir zeigen [|g — f HQ 0. Unter Verwendung der obigen Vorbereitungen sowie

von (i) und (ii) gilt:
lg = fI3 = ”9”2_2R€< f>+HfH§= 1913 — 2Re(g, f) + 19713

<g7f> = fRn )dZE
= (2m)" 2 fRn fR" exp(—i(z,u)) f~(u)dudx
= Jan 9)f~(w)du = (g, f7) = (9,9) = 1913
= llg=flI3 = —gl5+ 115715 = 0.
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2 Wavelets

Die Einfithrung in die Wavelet-Analysis beginnt mit dem Begriff des (Mutter-) Wavelets
und mit der Wavelet-Tranformation in Kap. 3. Langfristig suchen wir nach Funktionen
1 € Ly(R), so daf durch Translation und Dilatation abgeleiteten Funktionen

bin(t) =222t — k), tER,

in Ly(R) eine hinreichen grofie Familie darstellen und fiir die Zielstellungen zu Beginn
von Kap. 1 geeignet sind. Der Normierungsfaktor hat dabei die Bedeutung, dafl

lbyll2 = 27 / (2t — k)Pdt = / () Pz = [

gilt, d.h., daf diese Funktionen alle normiert sind, falls ||¢|]2 = 1.

Kurzfrisitg schauen wir zunédchst nach Funktionen ¢ € Ly(R), die , Wellencharakter*
besitzen.

Definition 2.1
Fine Funktion ¥ € Lo(R™), die die Zuldssigkeitsbedingung

2
O<C¢::/ 9 () ———dw < 00
el
erfiillt, heift (Mutter-) Wavelet. Hierbei ist 1) := Fip € Ly(R™).
Beispiel 2.2 (Haar-Wavelet)

1
VYp(w) = [ exp(—iwz)y(x)dz
0

= _Zwm {QeXp (%’) —1—exp(— M)} = — gﬂ{z (2—kH1_ 1 ) }

> Cyy = [ WJH I 4w ist endlich.
Eigenschaften 2.3

a) Ist € Li(R) N Ly(R) ein Wavelet, so gilt [, p(x)dz =0 (d.h. ¢ hat Wellencha-
rakter).

_ 5k
3

b) Die Menge aller Wavelets ist dicht in Ly(R).

Beweis:

a) Wegen ¢ € Ly(R) ist die Fourier-Transformierte v stetig, insbesondere in jeder
Umgebung von w = 0 (Satz 1.2). Es sei ¢ > 0.

~ Oy = f“ﬁw“ dw+‘ fg'ww dw

S f WM‘ dw+ 1”¢||2
~ Oy ist genau dann endlich, wenn [ W’Af%ﬁpdw endlich ist.
~ es muB notwendigerweise ¥(0) = 0 oder Jg (x)dz = 0 gelten.
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b) Essei f € Ly(R) beliebig f # O (0.B.d.A.). Wir zeigen, dass f Grenzwert einer
Folge von Wavelets in Lo(R) ist. Wir definieren Funktionen f. € Ly(R) fiir alle
€ > 0 durch ihre Fourier-Transformierten

folw) = { flw) , |w[>¢

0 , |lw<e.
Dies ist nach Satz 1.11 moglich. Dann gilt:
|fa(w)|2 1 / ; 2 Lozno
Cr = ——dw < - < - Ve > 0.
= [ <2 [ iere <17 e
|w|>e

~ f. ist ein Wavelet fiir jedes ¢ > 0. AuBlerdem gilt nach 1.11:

If = £ = 1f = £ = [1f@Pdo -0 falls 0. O

Eigenschaft 2.3a) rechtfertigt die Bezeichnung ,, Wavelet“. Sucht man also eine Funkti-
on, die ein Kandidat fiir ein Wavelet ist, so sollte man zuerst auf die Eigenschaft

/ Y(x)der =0
R
achten.

Die Bedeutung der (stéarkeren) Zuldssigkeitsbedingung in Def. 2.1 wird spéter klar.
Eigenschaft 2.3b) zeigt auch, dafl es ausreichend viele Wavelets gibt. Trotzdem werden
wir spéter einigen Aufwand betreiben, um geeignete Wavelets zu konstruieren. Wir
beginnen mit einfachen Beispielen, nachdem wir einfache Kriterien fiir und Methoden
zu Konstruktion von Wavelets bereitgestellt haben.

Satz 2.4

a) Es sei ¢ : R — R eine k-fach (k > 1) differenzierbare Funktion und es gelte
¢ € Ly(R), o™ € Ly(R) und o*) £ 0.
Dann ist ¢ = ¢®) ein Wavelet.

b) Es seip € Li(R) N Ly(R) mat [, (z)dz =0 und 0 < [, |2|°|¢(2)|dz < oo fiir
ein 3 > % Dann st Y ein Wavelet.

¢) Es sei € Ly(R) eine Funktion mit kompaktem Triger supp 1) # (.
Dann st Y ein Wavelet gdw. fR@D(w)dw = 0.

Beweis:

a) Nach Satz 1.2¢) gilt im Fall ¢, o® € L;(R):

o™ ()] = |wl*lg(w)], Vw ER.
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Die Erweiterung dieser Formel auf den Fall ¢, o®) € Ly(R) erfolgt wieder durch
geeignete Limesbetrachtungen.

- ww 2 w2k A(w)|?
-0y = fR| Wl g, = [, LMol g,
= P pPo+ [ G,
-1 |w|>1

< 1813+ le®113 = llel3 + ™13 < oo

b) O.B.d.A. kénnen wir annchmen, daf8 3 € (3,1) gilt. Deshalb gilt
(14 1]z])? <1+ |2/ Vz € R, und die Funktion
(1+-1)7[()| gehort zu Ly(R).

Wir betrachten die Funktion ® : R — R, ®(x f Y(t)dt,Vx € R.
® ist fast iiberall differenzierbar und es gilt &' = 1/1.
Fiir x < 0 gilt auBerdem die Abschatzung

D) < [ (1+ )21+ [Pl (@) |dt

—0o0

< ks L4 Do)l

Fiir x > 0 gilt wegen fR t)dt = 0 auch ®(z) = — f ¥ (t)dt und deshalb

D<o < | oo
e Ja (L + LD [ (2)]dt
Also gilt [@(z)|* < const 1,5, Vo € R, d.h. @ € Ly(R).

Da auch ¢ = 1 € Ly(R) gilt, 148t sich Teil a) anwenden, der richtig bleibt
(insbesondere bereits 1.2¢)), falls ® (nur) fast iiberall differenzierbar ist.

IA

c) Hat v einen kompakten Tréager, so gilt ¢ € Ly (R).
Deshalb folgt die Richtung (=) aus Eigenschaften 2.3a).

Die andere Richtung (<) der Aussage folgt aber aus b), da dann das Integral
Je 12|P|¢(2)|dx fiir alle § > 0 endlich ist. O

Beispiel 2.5

a) Haar-Wavelet:

, x €0, %)
Yu(z).=< —1 , z€l3,1) (vgl Bsp. 0.1)
0 , sonst

~ b € Ly(R) mit |[Yplle = 1, supp i = [0,1], [ ¥u(x)de =0
~ nach Satz 2.4c¢): Yy ist ein Wavelet.
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b) Sombrero-Funktion:

2 2
= —Loexp(—%)

¢S(x) = (1 - 1‘2) eXp(‘%) }vx cR.

Wegen ¢ € Ly(R) fiir p(z) = — exp(—‘%Q),Vx € R, und ¢" € Ly(R) folgt aus Satz
2.4a), daf$ s = " ein Wavelet ist.

c) Es seien 1; € L1(R) N Ly(R), i = 1,...,n, Wavelets und wir definieren eine
Funktion ¢ : R™ — C durch

P(x) = Y(x1,. .., 2, HI/JZ z;) (Vo= (z1,...,2,) € R").

Dann ist 1 € Li(R") N Ly(R™) ein Wavelet, denn es gilt

[w@ltar =TT [ Wiadtar = [Tl <o (=12
oW = 0 [ e (il )i

— H(27r)_§/Rexp(—@'wixi)wi(xi)dxi

=1

= H;@i(wi) (Vw € R™)
und

_ [P(w)? |1 (w1)
Cyp = /nvdw o G H/wl (wi|*dw;

R

n
Co [T 13115 = Cy H lillz < oo.
i=2 =2

3 Die Wavelet-Tranformation

Definition 3.1
Fiir jedes Wavelet ¢ € Lo(R") ist die (kontinuierliche) Wavelet-Transformation Wy,
auf Ly(R™) definiert durch

_1
2

ti—b ty — b
f(t1,...,tn)2/1<1 Loz ”)dtl...dtn

ai

(W f)(b,a) (H \az|0w>

fiir alle a,b € R™, T[], a; # 0, und f € Ly(R™), wobei Cy, die Zulissigkeits-Konstante
von Y aus Definition 2.1 ist.
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Bemerkung 3.2
Fihrt man fir a,b € R™ mat [[;_, a; # 0, die Bezeichnung

=

n

g

=1

Upa(t) =

w(tl_b17,.,’tn;bn>, (‘V’tER”),

ai

ein, so lafit sich die Wavelet-Transformation kiirzer wie folgt beschreiben.:

——(fha). (Vabe R, [ ai # 0, Vf € Loy(R™).

V Cy i=1

Fiir die eingangs des Kap. 2 eingefiihrte Funktionenfamilie {¢;) : j,k € Z} firn =1
entsteht dann mit Hilfe der Wavelet-Transformation

(Wyf)(b,a) =

1
vV Cy

In Analogie zu den Fourier-Koeffizienten werden die (f, ;) Wavelet-Koeffizienten
genannt. Die Relation (*) entspricht der (inversen) diskreten Fourier-Tranformation.

(x)  (Wyf)(k27,27) = (fijx), Vf € Ly(R) Vi keZ.

Als néchstes Ziel leiten wir im Fall n = 1 eine , Isometrie“-Eigenschaft der Wavelet-
Tranformation her, die eine Analogie zu Satz 1.11 darstellt, und wir rekonstruieren eine
Funktion aus ihrer Wavelet-Transformierten (als Entsprechung fiir Satz 1.7).

Dabei bietet sich natiirlicherweise an, Wy f(-,-) als Funktion auf R? := R x (R\{0})
(um a = 0 auszuschliefen) zu verstehen und f — W, f als Abbildung von L,(R) in
einem Lo-Raum auf R? aufzufassen, wobei bei letzterem das Mafl so gewihlt wird, daf
es geeignete Eigenschaften auf R? besitzt (vgl. auch Blatter, Kap. 3.2).

Satz 3.3
Es sei ¢ € Ly(R) ein Wavelet und Wy, die zugehorige Wavelet- Tranformation. Dann
ist die Abbildung Wy : Ly(R) — Ly (R2, Ldadb) injektiv und es gilt
<f7 g> = fR fR(W¢f)(b> a)(Wng) (b7 a)a%da db
= (Wyf, W¢g>L2(R§,ai2dadb) ,Vf, g € La(R).

Hierbei ist Cy wieder die Zuldssigkeits-Konstante aus Definition 2.1.

Beweis:
Wir beginnen mit einigen niitzlichen Schlufifolgerungen aus Satz 1.11:

1 1 IR
(Wyf)(b,a) = o (fspa) = \/—C’_¢ <f,?/fb,a>
1 1
(Wyf)(b,a) = —(J¢ (Vba,9) = \/—O_¢ <l/)b,a,9>

8- A

18



fiir beliebige f,g € Ly(R) und a,b € R, a # 0. Aulerdem gilt:

Una(w) = (2mlal) "2 fy exp(—iwt)y (12) dt
= a(2r|a|)” fR exp( iwA(a:/E +0)(x)dx
= a(2wlal)” 3 exp(—iwb)(aw)

Damit erhalten wir zunichst fiir alle « € R \ {0} und beliebige f, g € Ly(R):
Jl(Wo )b, ) Wug) B alldb = & f (F ) (nas)
— S o { o J (@) expliab)i(az)da [, exp(~iyb)i(ay)g(y)dy | db
= o fR{ Jo exp( mb)z&(a )f(@)da [, exp( z’yb)z&(ay)@dy} db
= &L OGO = EL (G F) = LG, F)

la
Cy

wobei F(x) = w(a:c)f( ) und G(y) == ¥(ay)g(y), Yz, y € R, und fiir die letzte Identitiit
wieder Satz 1.11 benutzt wurde. Also folgt:

Ja Je (W f) (b, a)(Wyg) (b, a)l zdadb = 5 (G, F)

= o f(2)g() fR W(&T Eda do

= c%pf f(x)g(x) fR B@FE 7., dy

= (f.9)=(.9)
Fiir f = ¢ folgt daraus insbesondere die Injektivitidt von Wy, als Abbildung von Ly (R)
in Ly(R2, % da db). O
Satz 3.4

Es sei p € Li(R) N Ly(R) ein Wavelet, das fast tiberall stetig ist, und W, die zu-
gehorige Wavelet-Tranformation. Dann gilt fir jedes f € Li(R) N Ly(R) und jeden
Stetigkeitspunkt x von f

1 1
flz) = \/—C_w/R/R(Wwf)(b, a)wb,a(:v)gdadb,

wobei Yy, o wie in Bemerkung 3.2 definiert ist.

Beweis:
Es sei f € Li(R) N Ly(R) und x ein Stetigkeitspunkt von f. Wir verwenden wieder die
,Gaufischen“ Funktionen e, aus Lemma 1.6 und betrachten

(freal- = 2)) = f * eala)
Dann folgt aus Lemma 1.6 und Satz 3.3 bzw. Bemerkung 3.2:
f@) = lim (f.eal- =)
- \/@allf(r)l-&- fR fR(Wwf >< ( - x>7wb,a>ai2dadb
- \/q O}H& Jo Je(Wy )b, a){(thya, ea(- — 2)) 2zda db.
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Da 1 fast tiberall stetig ist, ist ¥y q() = |a\_%z/1 (%b) fiir fast alle a,b in x stetig. Also
gilt fiir fast alle a,b € R, a # 0:

Hm (Vpq, €a(- — ) = Ypo(2) (Lemma 1.6)

a—0+

Damit und dem Lebesgueschen Satz wird das Resultat plausibel. Allerdings erfordert
die Vertauschung von Integral und Limes noch eine diffizile Argumentation, wofiir auf
Proposition 2.4.2 in Daubechies 1992 verweisen wird. O]

Bemerkung 3.5
Die Bildmenge von Wy, ist eine echte Teilmenge von La(RZ, a—12da db) da die Bilder wegen

Wy(b,a) < Cp 2 ([ fllzllvnallz = Cp 2 1 fll2l10]l2

beschrdnkt bzgl. b,a € R sind. Uns interessieren nun die asymptotischen Figenschaften
der Funktion

(b,a) — (Wyf)(b,a) fira— 0.

Hintergrund dafir ist, daf in den zu |a| < 1 gehorenden Werten von Wy f Informa-
tionen tber die hochfrequenten bzw. kurzlebigen Anteile von f gespeichert sind. Wiirde
nun (Wy(b,a) fira — 0 ,schnell abklingen, sind diese Informationen nicht so wich-

tig, um das Signal f aus den Wavelet-Koeffizienten (Wyf)(k27,27) = \/;C_w(f, Yik)

rekonstruteren zu konnen, d.h., die Wavelet-Koeffizienten mit j — —oo wdren nicht
wesentlich und brduchten nicht gespeichert zu werden.

Definition 3.6
Man sagt, ein Wavelet 1) € Ly(R) hat die Ordnung N € N, falls

/|tN||¢(t)|dt< 00, /tkw(t)dtzo,kzo,...,]\f—l, undO%/tNLb(t)dt.
R R R

Klar ist, daB jedes Wavelet ¢ € Ly(R) mit [, [t|[¢(t)dt < co die Ordnung N > 1 hat.
Fiir das Haar-Wavelet 1y gilt wegen

% 1 t2 % t2 1 1
/Rt%DH(t)dt:/O tdt_/; tdt = {5}0 — {5}1:_17&07

daBl N =1 ist.

Folgerung 3.7 Ist 1) € Ly(R) ein Wavelet der Ordnung N € N, so ist ¥ N-mal stetig
differenzierbar und es gilt »*)(0) =0 fir k=0,...,N — 1 sowie '")(0) # 0.

Beweis:
Der erste Teil der Aussage und die Formel

Y0 (W) = (—i)k%Aexp(—iwx)ka(x)dx (k=0,1,...,N)
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folgen aus Satz 1.2c). Daraus ergibt sich

H0(0) = (;% /R £*p(e)da

und die Aussage wegen Definition 3.6. 0

Satz 3.8
FEs sei € Ly(R) ein Wavelet der Ordnung N € N und es gelte f € Ly(R)NC™(R) fir
0 <r < N mit f) Lipschitzstetig auf R. Dann ezistiert eine Konstante C > 0, so dafs

(W f)(b,a)] < Cla]™*2, Va,beR,a#0.

Beweis:
Es seien a,b € R, a # 0 beliebig gewéhlt. Nach dem Taylorschen Satz existiert fiir jedes
teReinTe[t,b:={yt+(1—7)b:ve€|0,1]} mit

D — bk 4 L2E (¢ — pyr

Dt =0+ 5(FO(r) = FOO)(E D)

f@) =

T
x5

o (Wef)(ba) = (la|Cy)~2 [, f(t)0 (EL)dt

SRDRE P CY A T GOl
R (FO) = FOO)E - by (5t

(
(B38) = (O ) )t — by () dt
o |(Wyf)(bya)| < W2 [ FO (0 — fFO@)|[E— b7 v (£2) ] dt
(\a|C¢ 2 fRL’t b’r+1 }w (% |dt

IA
5
Q
s
[

IN

wobei L die Lipschitzkonstante von f(r bezeichnet und |7 — b| < |t — b| verwendet
wurde. Mit der Substitution ¢t = b + as folgt dann

(W )b, a)| < Ial”g/RISI’““I%D(SNds,

L
\/CwT!

wobei das Integral wegen r + 1 < N und unserer Voraussetzung iiber 1) endlich ist. [J

Es lohnt sich also, die Ordnung des Wavelets ¢ moéglichst hoch anzusetzen und nach
geeigneteren Mutter-Wavelets als vy zu suchen.
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4 Orthogonale Wavelets und Multiskalen-Analyse
Mit ¢ € Ly(R) betrachten wir wieder die Funktionenfamilie {1} s }; rez, d.h.,
bin(x) = 27327z — k), Vo € R,Vj, k € Z.

Definition 4.1

Y € Lyo(R) heifit orthogonales Wavelet, falls die Familie {1;};rez ein vollstindiges
Orthonormalsystem in Lo(R) ist, d. h. falls (Y k, Yem) = 6e0km, ¥, k, {,m € Z, und
aus (f,¢;x) =0,Vj,k € Z, folgt f =0O.

Beispiel 4.2 (Haar-Wavelet)

1, z€(0,3)
Wir betrachten das Haar-Wavelet ¢y (z) :==< -1, z € [3,1)
0, sonst

und erzeugen damit die Familie {1} rez. Es gilt

(k+1)2
i+t
(Ui, Yom) y=2"% / Y (2=t — m)dr — / Y (2=t —m)dx
k27 (k+1)29

1. Fall:
J=L: (Vi Yjm) =0 fir k#m, da fir die Trager der Funktionen gilt:

supp ¥k N SUpp ¢ m = [k2j, (k + 1)2j) N [m2j, (m + 1)2j) = (.

2. Fall:
J < Ll:u(274—m) ist dann auf dem Triger [k27, (k +1)27) von ;. konstant (gleich
1,0 oder -1) und deshalb folgt

(Vi ks Yem) =0

(Differenz zweier Integrale mit gleichem konstanten Integranden und gleicher Inter-
valllinge).

Also ist das System {1, : j,k € Z} orthonormiert. Die Vollstindigkeit des Systems
sieht man wie folgt ein: Die lineare Hiille dieses Systems enthdlt alle stickweise kon-
stanten Funktionen auf R mat Springen in einer dichten Teilmenge von R. Diese sind
aber dicht in Ly(R) (da dies fir Funktionen auf beschrinkten Intervallen klar ist und
Funktionen aus Ly(R) durch solche, die quadratisch integrierbar sind und einen be-
schrankten Trager haben, approximierbar sind).

Damit gilt, daff span {¢;k}jrez dicht in Ly(R) ist, d.h., die Vollstindigkeit.

Bemerkung: (Paradoxon)

Erfillt ¢ die Mittelwerts-Bedingung fR z)dx =0, so gilt dies auch fir alle 1y, (j,k €
Z) und thre Linearkombinationen. Deshalb denkt man auf den ersten Blick, daf$ man
mit Fourierrethen bzgl. des Orthonormalsystems (1; ) kez nur Funktionen f € Lo(R)
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approzimieren kann, fir die auch fR x)dx =0 gilt.
Dies ist aber nicht richtig, da das lmeare Funktional F

Pi= [ fia)ds

zwar stetig auf Li(R) ist, aber auf Li(R) N Lao(R) zwar wohldefiniert und linear ist,
aber bzgl. der Norm in Ly(R) nicht stetig ! Folglich miissen Grenzwerte (im Sinne von
Ls(R) ) keineswegs Mittelwert O besitzen, obwohl alle Folgenelemente dies erfillen. Fir

eine detalliertere Argumentation anhand des Beispiels einer Funktion f mit supp(f) =
[0,1) und f(z) =1, Yz € [0,1), sei auf Blatter, Kap. 1.6, verwiesen.

Satz 4.3
Ist ¢ € Ly(R) ein orthogonales Wavelet, so gilt fir fast alle w € R

1
Z\ P(277w)| =5

JEZ

Uberdies ist 1 ein Wavelet mit Cy = %log 2.

Beweis:
Den ersten Teil der Aussage beweisen wir hier nicht. Wir berechnen aber die Zuléssig-
keitskonstante Cy,. Es gilt

@, [P, [ (=)
dw = d —  dw.
S / o] ‘”0/ ol

Fiir das erste Integral gilt:

2—Jj+1

i Wf:j')'zdw = Z i Wj(w dw (Subst.: w = 277u)
0 Jj=—00 2-J
— i j’ |1/3(2_jU)\2du _ j"l i |1ﬁ(2_]u)|2du
j=—001 “ 1 “ j=—o00
2
= % 1f %du = % log 2
Analoges gilt fiir das andere Integral, d.h. Cy, = £ log 2. O

Es sei nun ¢ € Ly(R) ein orthogonales Wavelet und wir betrachten
Vi:=clspan {¢;x i,k €Z,i>j+ 1}, Vj e Z.
Dann hat die Familie der abgeschlossenen Teilrdume (V});ez von Lo(R) die folgenden

Eigenschaften.
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Satz 4.4 (Multiskalen-Analyse)
Es sei (V;)jez wie oben definiert. Dann gilt:

(1) V; TV C Ly(R), Vj € Z;

(2) c (U Vj) = Ly(R) ;

(3) QZVj = {0},

(4) () eVie f(2) €V, V) € Z.
Uberdies gilt fir die Riume W := cl span {1, : k € Z}, daf

Vi =V, ®W;,Vj € Z, und LyR) =P W;.
JEL
Hierbei bedeutet & das Zeichen fiir die orthogonale Summe.

Beweis:

(1) und die Darstellung V;_y = V; & W,,Vj € Z, folgen nach Definition von V; und
W; und aus der Tatsache, dafl 1 ein orthogonales Wavelet ist.

(2) folgt auch aus der letzteren Tatsache.
(3) Nach Definition gilt fiir beliebige j € Z und beliebige f € V;, da83

(*) = Z Z(f, Vi k) Vik-

i=j+1 kEZ

Gilt nun f € NjezV; und ist j € Z beliebig gewéhlt, so gilt f € V; und f € V,_,
d. h., fLW; ~ (f,¥;%) =0, Yk € Z.
Da dies fiir jedes j € Z gilt, folgt aus (*) f = 0.

(4) Essei f(-) € V. Aus (*) folgt

[e.e]

f(2) = i:§llgz<fawi,k>¢i,k(2')

= 3 {2 (22 —k)

i=j+1 kEZ

S Y b 22D k)
i=j+1 keZ

= > 22_%<f7¢i,k>wi—l,k('>

1=j+1keZ

= i > 2_%<f7 Yir1e)Vin(-) € Vi

i=j kEZ

Analog f (%) € Vj41 und damit die Umkehrung.
Die Orthogonalitiat der W;, j € Z, folgt aus der von ¢ und die Aussage
@D W; = Ly(R) aus (2). O

JEZ
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Definition 4.5

Eine Familie (V;);ez von abgeschlossenen linearen Teilrdumen von Ly(R) heifit
Multiskalen-Analyse (MSA), falls sie die Figenschaften (1) - (4) in Satz 4.4 erfillt.
Fine Funktion ® € Ly(R) heifit Skalierungsfunktion der MSA, falls {®(- — k) : k € Z}
eine orthonormierte Basis von Vy ist.

Folgerung 4.6
Ist (V;)jez eine Multiskalen-Analyse von Lyo(R) und ® eine Skalierungsfunktion dersel-
ben, so ist das System {®;; : k € Z} mit

O () :=2720(279t — k), k € Z,

fiir jedes j € Z eine orthonormierte Basis von Vj.
Die orthogonale Projektion P; von Lo(R) auf V; hat die Gestalt

o0

ij = Z <f7 q)j,k>q)j,k7 v.] € Z7

k=—00
und es gilt lim ||P;f — flla =0 und lim ||P;f|l2 = 0 fir alle f € Ly(R).
j——00 j—00
Beweis:
Aus (4) folgt zunéchst @, € V;, Vk,j € Z. AuBlerdem gilt
(Djr, ;) = 277 [, ®(277t — k)®(279t — £)dt  (Subst.: u = 277¢)
= [ ®(u—k)P(u—{)du = 0k

da @ eine Skalierungsfunktion ist. Also ist {®; : k € Z} fiir jedes j € Z orthonormiert.
Das Orthonormalsystem ist auch vollstandig, da aus f € V; und (f, ®,x) =0, Vk € Z,
folgt

(f(27),®(-—k)) =0, VkeZ,

und deshalb f(27-) = 0 gilt, da ® eine Skalierungsfunktion ist.
Also gilt fiir jedes f € V}:

fo=) {1 21)%

keZ
S Pif = ) (P, @)@ =) ([, ®ix)®ix, Vf € Lo(R) Vj € Z.
k=€ keZ
Die restlichen Aussagen folgen dann aus den Eigenschaften (2) und (3). O

Da fiir eine Skalierungsfunktion ® gelten muf}, da8 {®(-—k) : k € Z} ein Orthonormal-
system in Ls(R) ist, benotigen wir im folgenden fiir diese Eigenschaft ein Kriterium.

Lemma 4.7
Fiir jedes f € La(R) bildet das System {f(- — k) : k € Z} ein Orthonormalsystem in
Ly(R) gdw. die Gleichung

Fw) =Y |fw+ 2702 = —

2
LET

fiir fast alle w € R giiltig ist.
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Beweis:

Wir setzen fi(x) := f(z — k), Vo € R Vk € Z, und erhalten

(i f5) = e fi) = [

= Jpexp(—i(k — )
= 3 Y expl-ilh — ) )P

= 3 o exp(=ilk = j)(u+2m0) | f(u+ 2m0)Pdu
= Jy"exp(=ilk = j)u) F(u)du, Vk,j€Z.

Das letztere Integral ist bis auf den Proportionalitatsfaktor % ein Fourierkoeffizient

der 2m-periodischen Funktion F. Gilt also (f, f;) = dx;, so auch

2w
1 , , 1
- F(u) exp(—i(k — j)u)du = %(5@-
0

und umgekehrt. Diese Fourierkoeffizienten hat aber gerade die Funktion

1
Flw)=—,VweR. O
(W) =g Wwe
Satz 4.8
Jede Skalierungsfunktion ® € Ly(R) einer MSA (V;);ez gentigt einer Skalierungsglei-
chung, d.h., es existiert eine Folge (hy)pez € £o(C) mit ® = /2 > h®(2 - —k).
- keZ
Die Fourier-Transformierte d von @ gentigt der Funktionalgleichung

d(w)=H (g) i) (g) fiir fast alle w € R,

wobei H(:) := %’;th exp(—ik-) die erzeugende Funktion der MSA ist. Fir die er-
€

zeugende Funktion H(-) gilt:

|H(W)|> + |Hw+m)*>=1 fir fast alle w € R.

Beweis:
Nach Folgerung 4.6 ist {v/2®(2 - —k) : k € Z} eine orthonormierte Basis von V_;.
Wegen & € Vy C V_; muf} gelten

O =) (,V2D(2- —k))V20(2- —k) (in Ly(R)).

keZ

Mit Ay, = V2(®,d(2- —k)), Vk € Z, folgt daraus die Skalierungsgleichung.
Uberdies folgt aus der Parseval’schen Gleichung, dafl

D l* < o0, d. h. (hy) € £(C).

kEZ
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Mit der Fourier-Transformation F : Ly(R) — Lo(R) gilt weiterhin

bw) = VZlm 3 MF@ER k)W)

k=—n

4T e (5) (F0) (5) = H (9) 6 (3)

fiir fast alle w € R, da trigonometrische Fourierreihen fast iiberall konvergieren (Blatter,
Aussage (2.4)). Da {®(-—k) : k € Z} ein Orthonormalsystem bildet, muf nach Lemma
4.7 gelten:

3 ‘Ci)(w + 2r0)

LeZ

2 1
‘ = fiir fast alle w € R.
2T

Teilt man in der letzten Reihe die Summanden mit geraden und ungeraden ¢ auf, so
entsteht mit Hilfe der Funktionalgleichung

1
w =

2

D (w + 27 - 25))2 + 3 |P(w + 27(20 + 1))

tez , (ez ,
= > @(w+47r€)‘ + > ciD(w%—27r—|—47r€)‘
Lez LeZ

= SIH (3 + 200’ (5 + 2n0)|
LET )
k <i>(§+7r+27r€)‘

+ 3 |H (4 + 7+ 2n()
Lez

- S (@[ o om0

= <‘H (%)‘2 + }H (% + 7T)‘2> % fiir fast alle w € R.

O

Beispiel 4.9 (Haar-MSA)
Gemdf Satz 4.4 erzeugt auch das Haar-Wavelet eine MSA (V;)jez. Fir diese gilt ins-
besondere

Vo = clspan {vg (27" -—k):i €N, ke Z}
= {f € La(R) : f ist konstant auf [k, k + 1], Vk € Z}.

Deshalb ist ® = xp,1), d.h., die charakteristische Funktion des Intervalls [0,1), eine
Skalierungsfunktion, da gilt

Vo = cl span {®(- — k) : k € Z} = cl span { X k+1) : k € Z}.
Aus X1y = Xjo.1) T X[1.1) folgt die Gleichung
O =(2)+P(2--1) (Skalierungsgleichung).

D.h. hg = hy = % und hy =0, Vk € Z\ {0, 1}.

Die erzeugende Funktion ist H(w) = 1(1 4 exp(—iw)), Yw € R, und es gilt
d(w)=F (xp,n) = fol exp(—iwz)dr = =(1 — exp(—iw), Vw € R.

Man verifiziert problemlos die Eigenschaften aus 4.8.
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Gliicklicherweise gilt die Tatsache, dafl nur endlich viele hy von 0 verschieden sind,
auch fiir allgemeine Skalierungsfunktionen ® mit kompaktem Tréiger.

Satz 4.10

Die Skalierungsfunktion ® € Lo(R) einer MSA besitze einen kompakten Triger und es
sei a := inf supp ® und b := sup supp ®, wobei supp ¢ := cl {xr € R: &(x) # 0}.
Dann gilt a,b € Z und hy, =0, Yk € Z \ [a, b].

Beweis:
Wir verwenden die Bezeichnung ®_; ;, := v/2®(2 - —k) und wissen nach Satz 4.8, daf

O= ) Py

k=—0oc0
Auflerdem gilt nach Definition von a bzw. b, daf3

inf{r e R: ®_y, #0}
sup{z € R: ®_y, # 0} =

(a+k) und
(b+ k).

N[— N[

Wegen (D, P 1) = hy||®_14||*> = he, V€ € Z, ist hy hochstens dann verschieden von 0,
wenn supp ® N supp ®_; # 0. Da beide Triager beschrinkt sind, kann h, hochstens
fiir endlich viele ¢ verschieden von 0 sein. Wir setzen

—00 < kpin ;= min{k € Z : hy # 0} < kpax := max{k € Z : hy, # 0} < 0.

Aus der Darstellung

kmax

o= > Py

k=Kmin

folgt a = inf supp ®_y 4, = 3(a + kmin) und b = sup supp ®_q ... = 3(b + kmax)-
Folglich gilt a = ki, und b = kppax. [
Leider lassen sich die {®, : k € Z} als orthonormierte Basis von Vj,Vj € Z, nicht zu
einer groffen orthonormierten Basis von Ls(R) zusammenfassen. Deshalb konstruiert
man ausgehend von einer MSA (V) ez Raume (W)), ez wie folgt:

Satz 4.11
Es sei (V})jez eine MSA von Ly(R). Wir definieren Riume W; so, daff V; LW, und
Vioi=V; @ W;,Vj € Z. Dann gilt: W; LW;,i # j, und Lo(R) = @ W;.

JEZL

Beweis:
Ist ¢ > j,sogilt W; CV,_y CVj,d. h. W, LW;.

Die orthogonale Summe @ W; ist also wohldefiniert. Zu zeigen bleibt:
JEZ

feLlyR),fLW;VjeZ= f=0.
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Seien £ > 0 und f € Ly(R) beliebig gewéhlt. Nach Eigenschaft (2) existiert ein jo € Z
und ein vy € Vj, mit

1f = vol| <e.

Zu vy € Vj, existieren vy € Vj 41 und wy; € Wj 41 mit
Vg = V1 + w1, Ulel.

Analog existieren vy € Vjj 19, wy € W 1o mit
V1 = U + Wy, Vo Llwy, usw.

Wir setzen diesen Prozef3 fort und erhalten
n
Vo :vn+2wk, Uy, € Viggm, wrp € Wiy, E=1,...,n.
k=1

Nach Konstruktion sind alle auf der rechten Seite stehenden Elemente orthogonal.
Deshalb gilt:

n
ool = lfoal® + 3~ leell?, Vn € N.

k=1
n o0
Daraus folgt > [lw|* < |lvol|?, ¥n € N, und die Reihe Y |Jwy||? ist konvergent.
k=1 k=1

Somit konvergieren auch die Reihe ) wy, tiber das Orthogonalsystem (wg)ken in La(R)
k=1
und die Folge (v,) in Ly(R). Es gilt v, € Vjy+,, CV;, Vj < jo +n, und

o0
lim v, =: v = vy — E W
k=1

n—oo

Mit v, € () Vj, Vn €N, folgt aber v € [ V; und nach Eigenschaft (3) einer MSA
Jj<jo+n JEZ

schlieflich v = 0.

Damit erhalten wir

00
Vo = E W
k=1

Setzt man nun voraus f lLwy, Vk € Z, so folgt

o0

(frvo) = D _{frwe) = 0 und deshalb [|f[* < || £II* + [[eol® = || f = w0l < &
k=1
Da ¢ > 0 beliebig gew&hlt war, mufl f = 0 gelten. O
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Folgerung 4.12

Es sei (V;);en eine MSA von Ly(R) und die Riume (W));ez seien wie in Satz 4.10
definiert. Ist 1) € Ly(R) so gewdhlt, daff {)(- — k) : k € Z} eine orthonormierte Basis
von Wy ist, so ist 1 ein orthogonales Wavelet und erzeugt die MSA (V) ez

Beweis:
Fiir jedes j € Z 148t sich v € V;_; eindeutig in der Form

v(-) =u(-)+w(-),ueV;, weW;, ulw,
darstellen. Deshalb und wegen (4) gilt auch
() 0(2) =u2) Fw(2), v(2) € Vig,u(2) € Vi1,

Da iiberdies (u(2:), w(2:)) = 5{u, w) = 0 gilt, ist (*) gerade die orthogonale Zerlegung
von v(2-). Es folgt, dafl

w(2) € Wj_.

Die umgekehrte Richtung gilt analog und wir haben
w(-) e W; & w(2) e W;_.

Deshalb gilt fiir die in diesem Kapitel iiblicherweise konstruierten Funktionen
Yin(x) == 2750(27e — k), V), k € Z,

dal v, € W;, Vj, k € Z. Analog zu Folgerung 4.6 folgt, dal {¢; : k € Z} eine

orthonormierte Basis von W ist. Da nach Satz 4.10 aber die Réume W;, j € Z, ortho-

gonal sind und Ly(R) = ¢l @@ W; gilt, ist das gesamte System {v);; : j,k € Z} ein
JEZ

vollstandiges Orthonormalsystem in Ls(R). D.h. ¢ ist ein orthogonales Wavelet. [

Frage:

Gelingt es, Funktionen ¢ € Ly(R) zu konstruieren, so dal {¢; : k € Z} eine Ortho-
normalbasis von Wy ist, wobei V_; = Vi @ Wy und (V});ez eine MSA von Lo(R) mit
Skalierungsfunktion ® und erzeugender Funktion H darstellt.

Da vy eine solche Funktion darstellt, steht die Frage préaziser so, dafl ein allgemeines
Prinzip zur Bestimmung solcher Funktionen ¢ gesucht ist. Dazu benétigen wir zunéchst
eine Charakterisierung von Wj,.

Lemma 4.13
Eine Funktion f € Ly(R) gehort zu Wy gdw. eine 2w-periodische Funktion v € Ls[0, 27]
existiert, so daf

flw) = exp (%}) v(w)H (g + W)i) (%) fast tberall in R.
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Beweis:
Jedes f € V_; besitzt die Darstellung

f= Z [k®Poik, fo=(f,P 1), Yk €Z, bzw.

k=—o00

(*)  f(w)=my (g) o <g), wobel my(w) := \/Li i frexp(—ikw) f. .

k=—00

Jedes f € Wy C V_; hat die Eigenschaft f1Vj, d.h.

0=(f ®op) = fR / <I>)0k w)dw = [, F(w)®(w) exp(ikw)dw
271' +1

= 5 H0)R@) expliked

4<y/% V4

= 7(2 flw =+ 210)d(w + 2776)) exp(ikw)dw, Yk € Z.

0 el

Es sind also alle Fourierkoeffizienten der 27-periodischen Funktion
Flw):= Y f(w+2r0)d(w+ 27l),w € R, gleich 0 und deshalb gilt F(w) = 0 f. ii.
f=—00

Daraus folgt analog zur Uberlegung im Beweis von 4.7, daf8

0 = Y flw+4n)d(w +4nl) + 3 flw + 21 + 470)D(w + 27 + 4nl)

LeL LETL

= sz( +2r0) & (% +270) H (4 + 270) & (% + 270)

+me( +r+2ml) d (L +7m+2m0) H (S + 7+ 210) & (2 + 7+ 270)
LET
P 2
— [ F(9)H(9)|® ( + 2m() +mf(§—|—7r)H(§+7T)’¢(°§+7r+27r€)‘]
LeZ

= (e GV HE) +ms (5 +m) H(54m) 4t

Hierbei wurde die Gleichung (*¥), die Funktionalgleichung fiir ® in Satz 4.8 und ab-
schliefnd Lemma 4.7 verwendet. Es gilt also die folgende Gleichung fiir fast alle w € R:

m(w)H (w) + mg(w + 7)H(w +7) = 0.

Fiir fast alle w stehen also die Elemente (my(w), m¢(w+7)) und (H(w), H(w+m)) des
C? aufeinander senkrecht in C?. AuBerdem hat H := (H(w), H(w + 7)) die Norm 1 in
C? nach Satz 4.8.

Die Vektoren H und H := (H(w + 7), —H(w)) bilden nun eine Orthognormalbasis von
C? und es muB

(o) (mp(w),my(w + 7)) = Aw)H

gelten, wobei A(w) = my(w)H(w +m) —mys(w+ m)H(w).
Fiir die Funktion w — A(w) gilt

AMw+m)=mpw+m)Hw) —mp(w)H(w+7) = —-Aw) fi.

31



Die Funktion v(w) := A (%) exp(—i%), Yw € R, ist 27-periodisch wegen

v(w+2m) = A(§ +x)exp(~i(5+))
= =X (%2)exp(—i¥)exp(—im) =v(w) Lil.

Aus (**) schluBifolgern wir deshalb
my(w) = Mw)H (w + 7) = exp(iw)v(2w)H(w + ) fi.

Setzen wir dies in (*) ein, erhalten wir die gewiinschte Aussage, wobei noch zu zeigen
bleibt, dal v € L0, 27]. Aus (**) und den Definitionen von v und A folgt

= 3 (2) = (s (3). s (3 ) = s () s (5 ) 0

und damit
2

%O/W(w”?dw = %0 (‘mf <g>‘2+‘mf (%er)’?) dw
- - / (s (@) + fmg(w + 7)) do

2w
1
= [ m@Pds = S IRE = 117 < o
0

kEZ

Fiir den Beweis der Umkehrung gehen wir aus von der Darstellung

for =0 (L) (5+m)o () A () H G ra)e(2). .

fiir die Fourier-Transformierte f von f €, (R) und zeigen, daB
fev., und fL1V,.

Fiir die Funktion m mit m(w) := exp(iw)v(2w)H(w + 7),w € R, gilt

e (2)8(3) i (3) 1 b, e

Es folgt m € Ls[0,27] und m ist 27-periodisch. Deshalb kann m(+) in eine trigonome-
trische Fourierreihe entwickelt werden. Wir schluifolgern (sieche Anfang des Beiweises)
f € V_1. AuBerdem ergibt sich (zunéchst fiir § anstelle von w)

(m(w), m(w + 7)) = exp(iw)v(2w)H L H = (H(w), H(w + 7)) fii. bzw.
m(w)H(w) +m(w+m)H(w+7) = 0.
Diese Gleichung ist aber dquivalent zu (f, ®ox) =0, Vk € Z, oder fLVj. O

Nach dieser Charakterisierung von Wy kommt die Aussage unseres ersten Hauptergeb-
nisses nicht mehr iiberraschend.
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Satz 4.14
Es sei (V;)jez eine Multiskalen-Analyse von Lo(R) mit Skalierungsfunktion ® und er-
zeugender Funktion H. Fine Funktion ¢ € Ly(R) sei definiert durch

) =exp (i) H (S +7)8(3) vwer

Dann ist ¢ ein orthogonales Wavelet, das die MSA (V;),ez erzeugt und die Form

o) = V23 (DN TR @2t — k), f. i,

keZ

besitzt.

Beweis:
Nach Folgerung 4.12 gengt es zu zeigen, dafl das System {¢(- — k) : k € Z} eine
orthonormierte Basis von W, darstellt. Nach Lemma 4.13 gehoren die Funktionen (- —
k) samtlich zu Wy. Um zu zeigen, dafl {¢)(- — k) : k € Z} orthonormiert ist, verwenden
wir Lemma 4.7. Es gilt ndmlich
S hw+2r0))P = 3 [h(w+4m0)P + 3 [h(w + 27 + 4xl)|?
LEL LeZ LeZ :
= [H(g+m)[ 3|0 (5 +2r0)]
ez ,
FH S |® (5 +7+2m0)]
tez.
o 2 o |2 y
= (lHG++EG) =% tu

Dabei wurde Satz 4.8 und Lemma 4.7 mit f = ® verwendet. Als néchstes zeigen wir,
daB {¢(- — k) : k € Z} den Raum W, aufspannt. Es sei f € W, beliebig. Nach Lemma
4.13 existiert eine 2m-periodische Funktion v € L0, 27], so dafl

fw) =v(Whw)  f i

Es sei Y vy exp(—ikw) die Fourierreihe von v. Damit folgt
kEZ

~ ~

flw) = > vpexp(—ikw)p(w)

keZ
= > uhor(w) Ll
keZ
Also haben wir f = Y (- — k), d.h., das gewiinschte Resultat.

keZ
Schlieflich bleibt die Gestalt von () herzuleiten. Es gilt

exp(iy)H (“5’ + 7r) = % I;Zl_zk exp (zk (“5’ + 7r)) exp (2“5’)
€ _
= \/Li S (=1)Fhyexp (i(k + 1)) (:=—k—1)
& A w
= 5 %%(—1) h_e_1 exp (—265)
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und damit fiir 1&:

1&(@) = ﬂZ(—l)k_lh_k_l 1exp (—zk%) P (g) f. .

2
k€EZ

Dies ist aber die Fourier-Tranformierte der Funktion

Y(t) =vV2) (-D)F AL @2t — k) L O

keZ

Beispiel 4.15 (Haar-MSA)

. 1 .
D =xp1, Pw)= E(l — exp(—iw)), Yw € R,

2

Wir verwenden nun die Formel fir 1 aus Satz 4.14 und erhalten

1 1
H(w) = =(1 + exp(—iw)), Vw € R, hg = hy = 7 (vgl. Beispiel 4.9).

Y(t) = V2(ho®(2t + 1) — hy®(2t 4+ 2)) = &(2t + 1) — (2t +2) = —1hy (t + 1).

D.h. man erhdlt nicht das Original-Haar-Wavelet, aber eine Funktion mit analogen
Figenschaften.

Abschliefend bleibt als offene Frage stehen, welche Funktionen ® € Ly(R) mit der
Festlegung V; := clspan{®;, : k € Z}, j € Z, eine Multiskalen-Analyse mit den
Eigenschaften (1) - (4) erzeugen.

Satz 4.16
Ist & € Ly(R) eine Funktion mit den Figenschaften

(i) 3C > 0 mit |(t)] < 1%, V€ R;

(i) ]§Z|<f>(w+27rk)|2 =L f;

(1ii) es existiert eine Folge (hy) € l2(C) mit der Figenschaft
O() = V2> m®(2- —k).
kEZ
(iv) | [, ®(t)dt| = 1.

Dann ist ® eine Skalierungsfunktion der MSA (V; = cl span{®,; : k € Z})jez.
Beweis:

Nach (ii) ist das System {®g, = ®(- — k) : k € Z} ein Orthonormalsystem in Ly(R)
(Lemma 4.7). (iii) impliziert V; C V_; und allgemein V; C V;_;, d.h., die Eigenschaft

(1) einer MSA. Die Eigenschaft (4) ist nach Definition der V}, j € Z, klar.
Wir zeigen als néchstes: (i) = (3), d.h., (| V; ={0}.

JEZ
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Aus (i) folgt > |®(t — k)|> < C%, Vt € R, mit einer Konstanten C; > 0.
kezZ
Deshalb gilt fiir jedes f € Vy = cl span{®(- — k) : k € Z} fiir fast alle t € R:

FOF < 2 100 = k)@ - k)|

kEZ

< (ZHsec- k>>|2)é (£ 1o - k)P)% < alfls

keZ k€EZ
~fl = esssup| (0] < ol
S

Sei j € Z und g € V;. Dann gilt f(-) = g(2/-) € V.

< llgllee = I1fllee < Cullfll2 = C127%]|g]2-

Fir g€ (N V; gilt [|gllee < C1272|\g|l, Vj € Z, und folglich ||g||se = 0, d.h., g = 0.

JEZ

Abschlieend bleibt zu zeigen: (iv) = (2), d.h., cl <U V}) = Ly(R).

JEL
Essei V=c| UV
JEL
Nach Konstruktion ist V invariant gegeniiber ganzzahligen Translationen und Dilata-
tionen mit 27, j € Z. Alle Treppenfunktionen mit Sprungstellen in {27k : j, k € Z} sind
aber dicht in Ly(R). Deswegen geniigt es zu zeigen:
Beh.: f = ~X[,1’1) eV.
Bew.: f € V ist d4quivalent zu lim P;f = f in Ly(R), d.h.
j——00

0= tim |If = PifIE = Tim (If18— IPfI3) = Tim (2= IPfI3).
Fiir fixiertes j € Z gilt:

1B fIIP = RZZKJE, (I’j,kHQZRZZ flq)j,k(t)dt
S €L |—
|1 2 ' 277k 2
= Y270 [®2t—k)dt| =273 | [ P(u)du
kez |41 KEZ |-2-i &

Um die Reihenglieder abzuschitzen, beginnen wir damit, dafi wegen (i) fiir jedes a > 0
gilt:

(%) / D (1)]dt < 20/t12dt: %

[t|>a a

Es sei M € N beliebig gewéhlt. Da uns der Grenzwert j — —oo interessiert, nehmen
wir an, da§ N := 277 > M. Wir unterscheiden dann die folgenden 3 Fille fiir k € Z:
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1) k| <N—M~ —N—k<—Mund N —k > M. Es gilt:

N-k —N—-k “+oo
[ ®(u)du| < f P(u)du+ [ P(u)du
_N—k N—k
~N- k
< 1+ f u)|du + f | (u)|du
N=k

< 1+§ (Wegen (*))

2) Ist N — M < |k| < N + M, so verwenden wir die Abschéitzung
N—k

1 A
< < =:C.
/ O (u)du _/R|(I>(u)|du_C/Rl+u2du C

N-k

3) Ist |k| > N + M, so folgt wieder aus (*):
N—k

2C
< .
/ O (u)du| < H—N

Insgesamt erhalten wir dann die folgende Abschétzung:

5 oo 2 ) N+M
1B f11* = f Plw)) =221 > + >+ X
k,_oo - |k|<N—M  |k|=N—M+1 |k|>N+M
= 2 ( S| £ 1+ 6,2+ Sy + S3
|k|<N—M
= +2N-M)+1)++ < S (Br+06+ 1@k|2)+52+53>
|k|<N—M
wobei
—N—k +o00
O := / O (u)du + / O (u)du
—00 N—k
1 4C 4C?
—2(N-M)+1) | —+ —=
Z Ok + 61 + 164]%) < N(( ) + )(M+M2)
\k\ N—
. N+M N—k 2 ‘ .
£S5 = 2 3 [ ®(u)du| < 2HMC?
lk|=N—M+1 |-N—k
1 ' Nk i j 1
o = 20 > [ ®(w)| <2407 3 K-N
|k|>N+M |-N—k |k|>N+M
S 2j+302 Z m — 2j+302 Z k%
|k|>N-+M+1 k=M+1
~ 0 < lim sup (| f]3 - [1P£]3) = lim sup (2 — || P;f]3)
Jj——00 j——00
< limsup (2279 — M) +1) (3 + 3% ) =2 (4 + 1)
j——00

Da M € N beliebig grof§ gewéhlt werden kann, folgt die gewiinschte Konvergenz. [
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5 Orthogonale Wavelets mit beschrinktem Triger

GeméiB den Uberlegungen in Kapitel 3 und 4 und insbesondere in Satz 4.16 besteht
also die Aufgabe darin, eine Skalierungsfunktion ® € Ls(R) zu konstruieren, die die
folgenden Eigenschaften hat.

(i) supp(®) beschrankt und ® stiickweise stetig,

(i) 3 [P(w+2rk))? =5 (ffaw€R) (vgl. Lemma 4.7),

k=—00

(i) ®() =3 > m®(2- —k) baw. &(-) = H (3) & (3) (vel. Satz 4.8).

k=—o0

(iv) [, ®(t)dt =1 bzw. &(0) = -1

27’

(v) Das zugehorige orthogonale Wavelet ¢ nach Satz 4.14 besitzt Ordnung N € N,
.h. die Bedingungen aus Del. 3.6 sind ertillt).
d.h. die Bedi Def. 3.6 sind erfiill

Das zugehorige orthogonale Wavelet 1) nach Satz 4.14 besitzt dann ebenfalls einen be-
schrankten Tréger.

Wir stellen zunéchst fest, daff (i) geméf Satz 4.10 impliziert, daf nur endlich viele hy,
verschieden von 0 sind und deshalb

kl!lax
1
H(w) = 7 Z hi exp(—ikw), w € R,
k:kmin

ein trigonometrisches “Polynom” ist, d. h. die Form

kmax

. 1
H(w) = Qexp(—iw)), Qy)=—= > ht,
besitzt. Uberdies erfiillt H(-) nach Satz 4.8 und (iii) die Bedingungen:
HW)?+ |[Hw+m) =1, HO) =1, H(r) = 0.

Annahme: ki, = 0, kpax = 2N — 1 fiir ein N € N und Q(+)
ist ein reelles Polynom vom Grad 2N — 1.

Nach (v) und Folgerung 3.7 gilt P®0)=0,k=0,1,...,N -1, und ™ (0) # 0, d.h.
1 besitzt eine Nullstelle N-ter Ordnung in w = 0.
Geht man nun von dem in Satz 4.14 verwendeten Ansatz

) =exp (iI2) H (S +7)8 (%) (@eR)

aus, so sollte also H eine Nullstelle N-ter Ordnung in w = 7 besitzen.
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Dies fiihrt zu folgendem Ansatz fiir die erzeugende Funktion H(-):

1 + exp(—iw)

N
Hy(w) :== (f) By (exp(—iw))
wobei By ein Polynom vom Grad N — 1 mit By(—1) # 0 ist.

Satz 5.1 (Daubechies)
Es sei N € N, wir betrachten die Funktion Hy von oben, wobei By so bestimmt ist,

dafs
By (exp(iw))By(exp(—iw)) = Py (Sin2 g) , Yw € R,

wober
N-1
N+k-1
Py(y) =) ( ! ) v (W ER).
k=0
Dann erzeugt die zugehorige Skalierungsfunktion ®y eine Multiskalen-Analyse und das

Wavelet
IN-1

Un() = V2 Y (D) honoiy P (2 k)

st orthogonal, besitzt Ordnung N und erzeugt die Multiskalen-Analyse.

Beweis:

Blatter (Kap. 6.2), Daubechies (Chapter 6).

Bei Anwendung von Satz 4.14 wurden die Koeffizieten so umnumeriert, dal die Sum-
mation wie bei ® iiber k =0,1,...,2N — 1 lauft. 0

Beispiel 5.2
N=1: Hy(w) = 3(1 + exp(—iw)), ®1(-) = X[o.1], ¥1 = ¥n.

(gegeniiber Beispiel 4.15 fiihren die umnumerierten Koeffizienten zur Formel
= P1(2) — D1(2-—1)).
) 2
=2: Hy(w) = (M) By (exp(—iw)), wobei By(y) = by + b1y,
By (exp(iw)) Ba(exp(—iw)) = P, (sin® %) mit Pa(y) =1 + 2y.
Folglich mufs gelten:

~~ (bo + by exp(iw)) (bo + by exp(—iw)) = 14 2sin*¥ =2 — cosw
= 2— (exp(iw) + exp(—iw))
Der Koeffizientenvergleich ergibt:
~ bg—f—b%:Q, boblz—%
1+v3 g 1=V3
2 1

_ 1 143 _ 1 3+V3

~ ho/3—7§ 1 h1/2—7§ 4\[

Man kann zeigen: ®4 ist stetig (vgl. Blatter, Kap 6.3).

~ boz

N=3: wvgl. Blatter, Kap 6.2.

38



6 Schnelle Wavelet-Tranformation

Es sei ® die Skalierungsfunktion einer MSA und v das orthogonale Wavelet geméif3
Satz 4.14. Insbesondere geniigt ® der Skalierungsgleichung

(1) () =v2> hd(2t—k) (teR)

und ¢ der entsprechenden Gleichung nach Satz 4.14, d.h.,

(2) Y =v2) ad@t—k) (teR).

Dabei berechnen sich die Koeffizienten g; aus den hj wie in Satz 4.14 oder wie spéter
in Satz 6.2. Zur Abkiirzung fiithren wir wieder die Funktionensysteme

() =2ERQIE—0), ) =2 @I 0), JLEL
ein. Dann folgen aus (1) bzw. (2) die Gleichungen
(3) O, = 27525 B2t — 0) — k) = 3 @51 204
k k

, € 7.
(4) Vi = ngq)j—lzé—kk J
k

Dies sind Rekursionen fiir wachsendes j; die Formeln erstrecken sich iiber endliche
Summen, falls der Triger von ® endlich ist.

Es sei f € Ly(R) eine bzgl. der MSA zu analysierende Funktion und es sei Vj, der
Raum mit dem kleinsten j, € Z, der feinsten in Betracht gezogenen Skala (d. h. nur
Details der Ausdehnung > 270 werden einbezogen).
Die Analyse beginnt dann mit den Daten fiir ¢ € Z:

jor = (f, @, 0) /f D29t — { dt—22/f27° B (u — O)du.

Diese miifiten durch numerische Integration gewonnen werden oder man setzt einfach
Ao 0 = 2j70f<tg),£ € 7,

wobei ¢, ein Punkt im (angenommenen) kleinen Triger von @, , ist. Dies ist sinnvoll

wegen [, ®o,(t)dt = 1 und damit [, 5, ,(t)dt = 27

Analyse: (bedeutet Ubergang von j — 1 zu j; von ,fein“ zu ,grob®)

Es gilt: Py_1f =2 a; 1x®j1h,  aj_1p = (f, Pj_1p).
k
Aus (3) bzw. (4) folgen dann die folgenden Rekursionen fiir j, ¢ € Z:

aje = {f,Pi0) =D hlf, P 1000k) = hraj 1004k
% %

die = (fi50) =2 Gl Pjc1204k) = D Grj—1,204k
% %
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D. h. es lassen sich die Koeffizienten der Wavelet-Reihe

F= (i

JLET

berechnen, ohne explizit ® bzw. 1) zu benutzen.

Jetzt nehmen wir umgekehrt an, daf§ wir fiir ein grofles j; € Z die Koeffizienten

aji e = (f, ®j.0) und dj, 0 = (f,Vj,0), L € Z,

haben, und dafl wir f rekonstruieren bzw. synthetisieren wollen.
Synthese: (Ubergang von j zu j — 1; von ,,grob“ zu , fein®)

Esgilt: P,y f =Pif+Q,f == ajxPjrn+>_ djrtjx, j < j1 und deshalb sowie wegen
k k
(3) und (4) fir alle j < j1,¢ € Z:

j-10 = (f, ®j—1,€> = <Pj—1f, q)j—l,£>
= > ap(Pir, Pjmr,e) + D djr(Vjn, Pj1e)
2 %

Es folgt:

aj—10 =y ajrhe—op + > djrge—ok
s k

Daraus lassen sich dann auch alle d; ¢, j < ji1,¢ € Z, berechnen.

Fazit: Fiir Analyse und Synsthese werden nur die hy, k € Z, bendtigt; weder ® noch
miissen vorréatig sein oder berechnet werden.

Sollte jedoch die Berechnung der Skalierungsfunktion ® im Zeitbereich erforderlich sein,
so empfiehlt sich die sog. direkte Methode, bei der mit Hilfe der Skalierungsgleichung
(1) die Werte von @ in allen ,,dual rationalen* Zahlen {k277 : k,j € Z}, einer in R
dichten Menge, berechnet werden kénnen.

Annahme: supp © C [0,2N — 1] (vgl. Kap. 5).
Wir setzen D, := {k277 : k € Z}, Vj € Z, und wissen daf}

Z:]D)()CDlC"'CDjCDj+1C"'CD2: UDJ,D:R

Jj€Ng
Die direkte Methode beruht auf folgenden Beobachtungen:
(i) Ist t € D; fiirein j € N, so gilt 2t —k € D, Yk € J:={0,1,...,2N — 1}.
(ii) Ist t <0 bzw.t > 2N —1,so0 gilt 2t —k < 0 bzw. 2t —k > 2N — 1 fur alle k € J.
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Deshalb erlaubt die Skalierungsgleichung

2N—1
O(t) = > hd(2t — k)
k=0
die sukzessive Berechnung der Werte von ® auf Dy \ Dy, Dy \ Dy, . . . usw. ausgehend von

®(j), j € J. Letztere Werte werden durch die Losung des linearen Gleichungssystems

2N—-1

O(j) =D h®(2— k), j€J,
k=0

berechnet.
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