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8.1 Der Homotopiebegriff

Definition. (Homotopie von Abbildungen)

Seien f,g : X — Y zwei stetige Abbildungen zwischen den topologischen Rdumen
X und Y. Es heiflen f, g homotop, wenn es eine stetige Abbildung

h: X x I — Y
(x , t) — h(zt), I:=[0,1]CR

mit
h(z,0) = f(z) und h(z,1)=g(z) Vz e X

gibt (es hat dabei X x I die Produkttopologie). Es bezeichnet dann h die Homotopie
von f nach g.

Bezeichnung: Ist h eine Homotopie von f nach g, so schreiben wir h: f ~ g.

Anschaulich: Man stelle sich das Intervall I := [0, 1] C R als eine Art Zeitintervall
vor, welches durch den Parameter ¢ stetig durchlaufen wird. Man kann nun sagen,
dass die Homotopie h die Abbildung f stetig in g deformiert.

Im Folgenden verwenden wir héufig die topologischen Réume X und Y. Sofern nichts
Gegenteiliges erwdhnt wird, meinen wir mit X,Y fortan (allgemeine) topologische
Réume.

Satz 1.

Die zweistellige Relation
R:={(f,9) € C(X,Y) x C(X,Y) | ex. Homotopie h von f nach g}

ist symmetrisch, reflexiv und transitiv; d.h. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation in
der Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y.

Beweis: Seien f, go, 91,92 € C(X,Y). Dann verifiziere:
1. Reflexivitat: Es ist f ~ f mit Homotopie h: X x [0,1] — Y, h(z,t) := f(x).
2. Symmetrie: Es sei go ~ g1 mit Homotopie hy : X x [0, 1] — Y. Betrachte
hy: X x[0,1] — Y mit hy(x,t) := ho(z,1 —t).

Dann ist h; eine Homotopie von g nach f.
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3. Transitivitat: Es seien gg >~ g1 =~ go mit hg : go =~ g1, h1 : g1 =~ go. Dann betrachte

ho(x, 2t) L0<t

‘ <
hy: X x[0,1] — Y mit ho(x,t) iz{hl(x 2t — 1) <t<

1
2
1.

N[ =

Damit ist also ha(z,0) = ho(z,0) = go(x) und he(z, 1) = hy(z,1) = go(x) Vo € X.
Bleibt noch die Stetigkeit zu priifen: nach Konstruktion ist hsy fiir 0 < ¢ < % die
mit 2¢ verkniipfte Funktion ho auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] und fiir
% < t < 1 die mit 2¢t—1 verkniipfte Funktion h; auf dem ebenfalls abgeschlossenen
Intervall [1,1]. Betrachte nun noch die kritische Stelle ¢ = 3. Dann gilt:

lim, 1 ho(z,t) = lim, 1 ho(z,2t) = ho(z, lim, 1 2t) = ho(z, 1) = gi(x)

lim, 1, ho(z,t) = lim, 1 hy(z,2t — 1) = hy(x, lim, 1, 0) =ho(z,1) = ¢i(x)

fiir alle x € X. Folglich ist hy stetig und damit ist hy : gg =~ ¢o.

Definition. (Homotopieklassen)
Sei f eine stetige Abbildung aus C'(X,Y’). Dann bezeichnet

[/l ={9€CX,Y) | g~ [}
die Homotopieklasse von f. Mit

(XY= Alf] | fe CX,Y)}

bezeichnen wir die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen von X nach
Y.

Definition. (nullhomotop)
Sei f € C(X,Y). Dann heifit f nullhomotop, wenn es eine konstante Abbildung
c: X — Y, c(x) = yo, gibt die zu f homotop ist.

Vereinbarung: fortan schreiben wir fiir eine solche konstante Abbildung c¢: X — Y
mit c(z) = yo kurz: ¢ = ¢y,.
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8.2 Einige Beispiele

Beispiel 1.
Seien f,g € C'(X,R"). Dann sind f, g homotop mittels der Homotopie

h(z,t) := (1 —1t)f(x) + tg(x).

Beispiel 2.

Betrachte die stetige Abbildung f : R* — Y. Dann ist f nullhomotop wegen h :
f ~cmit ¢(R") := f(0) und h(z,t) = f((1 —1t)z).

Beispiel 3.

Ist Y wegzusammenhingend und sind f,¢g : X — Y nullhomotope Abbildungen,
so ist f ~ g. Es bezeichnet dann 0 € [ X, Y] die Homotopieklasse der nullhomotopen
Abbildungen.

Beweis: Nach Voraussetzung ist Y wegzusammenhéngend, d.h.

VyLy €Y : Jw:[0,1] 8y
mit w(0) =y und w(1) = yo.
Uberdies seien nun f und ¢ nullhomotop, d.h. f ~ Cyo und g =~ ¢, fiir ein fixiertes
Yo € Y und y{ € Y. Es ist also zu zeigen, dass wir die beiden konstanten Abbildungen
im Sinne der Homotoperelation miteinander identifizieren kénnen, d.h. es bleibt zu
zeigen, dass:
Cyo ~ Cy(/) s

denn dann folgt wegen der Symmetrie der Homotoperelation, dass f ~ ¢,, ~ ¢,; ~

Man betrachte dazu die Homotopie h(x,t) := w(t), wobei w der stetige Weg zwischen
yo und y; ist, d.h. w(0) = yo und w(l) = ). Damit ist dann h(z,0) = y, und
h(z,1) = yp, d.h. h erfiillt das Geforderte und es gilt: h: ¢y, =~ ¢y

O

Damit ist also in Beispiel 1 [X,R"] = 0 und genauso fiir wegzusammenhéngende Y
auch [R™, Y] = 0 in Beispiel 2.

Beispiel 4.
Ist f € C(X,S™) aber nicht surjektiv, so ist f nullhomotop.

Beweis: Nach Voraussettung ist f nicht surjektiv. Damit finden wir einen Punkt
yo € S™\ bild(f). Dann ist aber

0¢ —yof(x) CR™, Vr € X,
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da ansonsten yo = f(z) wire (man mache sich dies fiir n = 1 klar). Dann ist aber die
Abbildung h : X x [0,1] — S™ mit
(1= 0f) — tyo

(L= 2)f () = tyol|

wohldefiniert auf ganz X. Dann gilt aber h(z,0) = % = f(z), da f(z) € S™ und
damit || f(z)|| = 1 und auBerdem h(z,1) = =2 = —yy = c_,,. Also ist f nullhomotop
Zu c_

yo mittels der Homotopie A.

O

Bemerkung. (Zusammensetzungen und Produkte homotoper Abbildungen)

(i) Seien XY, Z topologische Rédume und

X0y I g

9

so sind auch die Zusammensetzungen f o f und g o g homotop.

(ii) Sind f;, g; € C(X,Y) homotope Abbildungen: f; ~ g; fiir i = 1,2, so sind auch
die Produkte f; x fo und g; X go von X; x X5 nach Y; x Y5 homotop.
Beweis: Nach Voraussetzung sind hy : f ~ g, hy: f: g.

(i) Man betrachte nun die (offensichtlich stetigen) Abbildungen A* : X x [0,1] — Z
und h* : X x [0,1] — Z, welche definiert sind als

~

h*(l‘,t) = f(hl(xvt»?

(1) = ha(g(a),t).
Dann vermogen diese Abbildungen aber Homotopien:
W fof=foy,

A

h* @ fog~gog.
Wie wir zeigen konnten ist nun aber die Homotopierelation eine Aquivalenzrelation,
mithin reflexiv und transitiv und es folgt die Behauptung wegen

N h* A N il* .
fof=fog=fog=gogy.
(ii) Es ist fi X fo >~ g1 X go mittels Homotopie h(z,t) := (hy(z1,t), ha(z2,t)) und
x = (r1,72) € X1 X Xo.

0
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8.3 Homotopieidquivalenz und Homotopietyp

Zum Einstieg sei an die Definition des Homéomorphismus erinnert. Eine Abbildung f
heifit Homdomorphismus gdw. f bijektiv ist und f und f~! stetig sind. Eine andere,
aber dquivalente Beschreibung der Homoéomorphie ist die folgende

Bemerkung. (Homdomorphie)

Sei f € C(X,Y). Dann ist f ein Homoomorphismus von X nach Y gdw. ein g €
C(Y,X) ex. mit fg =idy und gf = idx.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass f bijektiv ist gdw. f¢g = idy und ¢gf = idy.

=) Injektivitit: es gilt gf = idx & (V 21,20 € X = g(f(21)) = 21 und g(f(x2)) =
To) = (f(x1) = f(22) = 21 = x3) & f ist injektiv.
Surjektivitit: es gilt fg = idy = f(g(Y)) =Y & Vy € Y : y hat das Urbild
g(y) = f ist surjektiv.

<) Ist nun andererseits f bijektiv, so definiere man eine Abbildung g : ¥ — X
durch ¢(y) := x, wobei z € X das durch f(z) = y eindeutig bestimmte Urbild
ist. Dann gilt gf = idy, sowie fg = idy.

O

Die Homotopiedquivalenz ergibt sich nun als eine schwéchere Formulierung, als die-
jenige der Hom6omorphie, indem wir in der Definition das Gleichheitszeichen durch
die Homotopierelation ersetzen.

Definition. (Homotopiediquivalenz)

Eine stetige Abbildung f € C(X,Y") heifit eine Homotopiedquivalenz zwischen X und
Y, wenn es ein Homotopieinverses g € C(Y, X) gibt, sodass

fg~idy und gf ~idx.

Dann heiflen X und Y homotopiedquivalent oder vom gleichen Homotopietyp.

Bezeichnung: X ~ Y.

Bedeutung: Augenscheinlich sind also Homéomorphismen Homotopiedquivalenzen,
d.h. homdomorphe Raume sind vom gleichen Homotopietyp. Homotopiedquivalenzen
geben uns Aussagen iiber Gemeinsamkeiten topologischer Réume, da eine Reihe topo-
logischer Eigenschaften (z.B. Zusammenziehbarkeit) und algebraischer Objekte (z.B.
Fundamentalgruppen) invariant beziiglich Homotopiedquivalenz sind.
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Satz 2.

Die zweistellige Relation
R :={(X,Y) | ex. Homotopiedquivalenz von X nach Y}

ist symmetrisch, reflexiv und transitiv; d.h. Homotopieiquivalenz ist eine Aquiva-
lenzrelation in der Menge der topologischen Raume.

Beweis: Seien XY, Z topologische Raume. Dann verifiziere:
1. Reflexivitét: Es ist X ~ X mit den Homotopiedquivalenzen f, g := idx.

2. Symmetrie: Es sei X ~Y mit f € C(X,Y), g€ C(Y,X): fg~idy und gf ~
idx. Betrachte

A~

f=gund g:=f
und damit ff] ~ idx und gf ~ idy und damit Y ~ X.

3. Transitivitit: Es seien X £ Y £ Z mit ff ~ idy und ff ~ idx sowie g§ = idz
und gg ~ idy. Dann gilt:

(9f) o (fa) =go(ff)eg~goidyoj=gj =~ idg,
(f9)o(9f) = folag)of~foidyof =ff ~ idy,

d.h. X ~ Z mit den Homotopicéiquivalenzen (¢f) und (f§).

Wir betrachen nun einen oft benotigten Spezialfall homotopiedquivalenter Rdume.

Definition. (Zusammenziehbarkeit)

Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn 2y € X ein fixierter Punkt
ist und

X ~ {Io},

d.h. wenn er zum einpunktigen Raum homotopiedquivalent ist.
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Anschaulich: man betrachte z.B. eine sternférmige Menge im R™:

Abbildung 8.1: aus Topologie, Jénich, 8ed, Springer.

Hierbei wird also in der ,,Zeit”“ von ¢t = 0 bis ¢t = 1 jeder Punkt x € X stetig langs
des Weges t +— h(z,t) in einen festen Punkt z deformiert.

Bemerkung: Im Falle der Zusammenziehbarkeit vereinfacht sich die Definition dazu,
dass es eine Homotopie h : X x [0,1] — X geben muss mit A : idx ~ ¢;, — d.h. X
ist genau dann zusammenziehbar, wenn die identische Abbildung von X nullhomotop
ist.

Insbesondere ist Zusammenziehbarkeit eine topologische Invariante: jeder zu einem
zusammenziehbaren Raum homéomorphe Raum ist auch zusammenziehbar.

Beispiel: R"™ ist zusammenziehbar mit A(x,t) = (1 — t)x mit idx =  und ¢(X) =
Co = 0.
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8.4 Retrakte

In der Topologie stellen sich viele Probleme als Fortsetzungsprobleme dar. D.h. man
hat eine stetige Abbildung f : A C X — Y und benétigt eine stetige Fortsetzung
der Abbildung auf z.B. ganz X. In diesem Zusammenhang bieten die nun folgenden
Definitionen Moglichkeiten, Kriterien und Hilfsmittel zu finden, um diese Probleme
zu 16sen.

Definition. (Retrakt)

Sei A C X ein Teilraum von X. Dann nennen wir A einen Retrakt von X, falls es
eine Retraktion p € C(X, A), d.h. eine Abbildung

stetig

p: X — A

gibt, sodass p(a) = a, VYa € A (d.h. es ist p|4 =1ida).

Ist nun p als Abbildung nach X auflerdem homotop zur Identitéit auf X so ergibt sich
der stéarkere Begriff des Deformationsretraktes.

Definition. (Deformationsretrakt)

Sei A C X ein Teilraum von X.

Wir nennen eine Retraktion p € C'(X, X) eine Deformationsretraktion, falls

stetig

p: X — X,

sodass bild(p) = A und p|4 = id4 (Eigenschaften der Retraktion) und h: p ~ idx.

Der Teilraum A heifit Deformationsretrakt von X, falls es eine solche Deformations-
retraktion p € C(X, X) gibt.

Gilt dartiber hinaus noch h(a,t) = a Va € A, Vt € [0,1], so heifit p starke Deforma-
tionsretraktion und ensprechend A starker Deformationsretrakt.

Bemerkung: in der Literatur heiflen starke Deformationsretrakte mitunter auch
strenge Deformationsretrakte.

Im Folgenden betrachten wir abschliefend einige Beispiele fiir Retrakte.
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Beispiel 1.
S ist starker Deformationsretrakt von D"\{0} =: D.

Beweis: Es ist S"~! € D. Man betrachte die Abbildung i : D — D mit
h(z,t) = (1 —t)z + —.

Offensichtlich ist h als Komposition stetiger Abbildungen wieder stetig und es gilt:

h(z,0) =z =idx und h(z,1) = L

]

Daher wihlen wir als Deformationsretraktion die stetige Abbildung p : D — D mit

= T

plx) = Tl Dann gilt p|gn-1 = x = idx da dann ||z|| = 1. Damit ist dann h : p ~ idy,
also S™"71 ein Deformationsretrakt von D. Auflerdem gilt aber

Bl (z) = (1 — ) + °

W:(l—t)x+tx:x—tx+tx:x:idx.
x

Also ist S™~! insbesondere auch starker Deformationsretrakt von D.

Beispiel 2.

Allgemeiner: verklebt man einen topologischen Raum X mit D™\{0}, so entsteht ein
neuer, zu X homotopiedquivalenter, Raum.



