
Périodes des variétés hyperkählériennes
mémoire de M2 sous la direction d’Olivier Debarre

Jieao Song

soutenu le 28 juin 2018

Table des matières

Introduction 2

1 Théorie des réseaux 6
1.1 Définition et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Généralités sur les variétés hyperkählériennes 10
2.1 Définition et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2.1 Type K3[m] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2.2 Type Kummer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.3 Exemples de O’Grady . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 Espace de modules marqué 13
3.1 Théorème de Torelli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2 Non séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2.1 Flop d’Atiyah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.2 Contre-exemple de Debarre . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.3 Contre-exemple de Namikawa . . . . . . . . . . . . . 17

3.3 Cône kählérien et cône mobile . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.4 Groupe de monodromie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.4.1 Résultats généraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.4.2 Surface K3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4.3 Type K3[m] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1



3.4.4 Type Kummer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4 Espace de modules polarisé 27
4.1 Définition et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 Nombre de composantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.2.1 Surface K3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2.2 Type K3[m] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2.3 Type Kummer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.3 Dualité étrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.4.1 Type K3[2] polarisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4.2 Type K3[2] polarisé de carré 6 et de divisibilité 2 . . . 41

Références 43

Introduction

Soit S une surface K3. Le groupe abélien H2(S, Z) muni du produit
d’intersection est un réseau qui est indépendant de S. Le célèbre théorème
de Torelli dit que la classe d’isomorphisme de S est uniquement détermi-
née par la structure de Hodge de S sur ce réseau. C’est un résultat dû à
Pjateckiı̆–Šapiro, Šafarevič, Burns, Rapoport et beaucoup d’autres.

Théorème (Théorème de Torelli, [Hu1, Chapter 7, Theorem 5.3]). Des sur-
faces K3 S et S′ sont isomorphes si et seulement s’il existe une isométrie de Hodge

ϕ : H2(S, Z) ∼−→ H2(S′, Z).

De plus si le cône kählérien est préservé dans le sens ϕ(KS) ∩ KS′ ̸= ∅, alors ϕ
est induite par un isomorphisme φ : S′ → S, c’est-à-dire ϕ = φ∗.

Il existe une autre version de ce résultat qui utilise les notions d’espace
de modules et de période. On considère des surfaces K3 marquées (S, ϕ),
c’est-à-dire que S est munie d’un marquage ϕ : H2(S, Z) ∼−→ ΛK3 qui est
une isométrie, où ΛK3 est un réseau fixé. On note MK3 l’espace de mo-
dules des surfaces K3 marquées (S, ϕ), qui est un espace analytique lisse.
Comme h2,0(S) = 1 pour une surface K3, l’espace ϕC(H2,0(S)) correspond
à un point dans P(ΛK3 ⊗ C) que l’on appelle la période de (S, ϕ). On peut
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donc définir l’application des périodes qui associe à chaque surface K3
marquée sa période. On a le théorème suivant.

Théorème (Théorème de Torelli, variante). L’espace de modules MK3 a deux
composantes connexes M+

K3 et M−
K3, échangées par (S, ϕ) 7→ (S,−ϕ), et l’appli-

cation des périodes

℘K3 : MK3 −→ DK3 :=
{

x ∈ P(ΛK3 ⊗ C)
∣∣∣ x2 = 0, x · x > 0

}
(S, ϕ) 7−→ [ϕC(H2,0(S))]

est surjective, étale et génériquement injective sur chaque composante connexe.

L’injectivité étant seulement générique, il existe des points non sépa-
rés dans l’espace de modules. Dans une fibre non séparée, on peut pas-
ser d’un point à l’autre par une construction qu’on appelle flop d’Atiyah.
Néanmoins, des surfaces ayant la même période sont isomorphes. Donc la
première version du théorème de Torelli vaut.

Considérons maintenant les variétés hyperkählériennes X, la généra-
lisation des surfaces K3 en dimension supérieure. Beauville-Bogomolov-
Fujiki ont montré qu’il existe une forme quadratique non dégénérée sur
le groupe abélien H2(X, Z), qui en fait un réseau de signature (3, b2(X)−
3). Soit Λ un réseau. Un Λ-marquage est une isométrie ϕ : H2(X, Z) ∼−→
Λ. On peut de nouveau considérer l’espace de modules MΛ des varié-
tés hyperkählériennes Λ-marquées (X, ϕ), qui est un espace analytique,
et construire l’application des périodes (puisque h2,0(X) = 1 par défini-
tion). A priori, le réseau Λ ne détermine pas le type de déformation. Pour
un type de déformation X fixé, on note MX le sous-espace de modules
de MΛ paramétrant les variétés hyperkählériennes Λ-marquées de type
X, qui est une réunion de composantes connexes de MΛ. Verbitsky [V] et
Huybrechts [Hu2] ont démontré le théorème de Torelli suivant.

Théorème. Si MΛ est non vide, la restriction de l’application des périodes

℘Λ : MΛ −→ DΛ :=
{

x ∈ P(Λ ⊗ C)
∣∣∣ x2 = 0, x · x > 0

}
(X, ϕ) 7−→ [ϕC(H2,0(X))]

à chaque composante connexe de MΛ est surjective, étale et génériquement injec-
tive.
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Mais maintenant, les variétés hyperkählériennes ayant la même pé-
riode peuvent ne pas être isomorphes, ni même birationnellement iso-
morphes. Des contre-exemples ont été trouvés par Debarre [D2] et Nami-
kawa [N], voir la section 3.2. Donc pour l’espace de modules MX d’un type
de déformation fixé, il existe maintenant non seulement des fibres non sé-
parées, mais aussi plusieurs paires de composantes connexes (M+,M−).
En particulier, le théorème de Torelli dans sa forme originale ne vaut plus.

Un premier problème est de déterminer le nombre de composantes
connexes de MX pour un type de déformation X fixé. Cela peut se ré-
soudre en déterminant le groupe de monodromie Mon(X), qui sera défini
dans la définition 3.18. Plus précisément, le groupe d’isométries O(H2(X, Z))
agit transitivement sur les composantes connexes de MX avec noyau Mon(X),
donc le nombre de composantes de type X est égal à l’indice de Mon(X)
dans O(H2(X, Z)). Lorsque Mon(X) est égal à O+(H2(X, Z)), le plus grand
sous-groupe possible, MX admet deux composantes connexes, échangées
par le changement de signe du marquage. On a dans ce cas le résultat sui-
vant.

Théorème (Théorème de Torelli birationnel, [Hu2, Corollary 6.3]). Soit X
un type de déformation de variétés hyperkählériennes. Lorsque Mon(X) = O+(H2(X, Z)),
des variétés hyperkählériennes X1, X2 de type X sont birationnellement isomorphes
si et seulement s’il existe une isométrie de Hodge

H2(X1, Z) ∼−→ H2(X2, Z).

La détermination du groupe de monodromie pour une surface K3 est
un résultat bien connu [Hu1, Chapter 7, Proposition 5.5]. Le cas du type
K3[m] a été traité par Markman [M]. Le cas du type Kummer a récemment
été résolu par Mongardi [Mo1]. On note ρ(n) le nombre de facteurs pre-
miers distincts d’un entier n.

Proposition. Soit X une variété hyperkählérienne.

1. Si X est une surface K3, on a

Mon(X) = O+(H2(X, Z)).

2. Si X est de type K3[m] avec m ≥ 2, on a

Mon(X) = Ô+(H2(X, Z)).
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C’est un sous-groupe d’indice 2max(ρ(m−1)−1,0) dans O+(H2(X, Z)). Le
théorème de Torelli birationnel vaut si et seulement si m est de la forme
pa + 1, où p est un nombre premier ;

3. Si X est de type Km avec m ≥ 2, le sous-groupe Mon(X) est d’indice
2ρ(m+1) dans O+(H2(X, Z)). Le théorème de Torelli birationnel ne vaut
jamais.

Passons aux variétés hyperkählériennes polarisées, c’est-à-dire qu’elles
sont munies d’une classe ample. Fixons un réseau Λ et un type de pola-
risation τ, c’est-à-dire une O(Λ)-orbite d’éléments primitifs de Λ de carré
strictement positif. Il existe un espace de modules grossier Mτ pour les
variétés hyperkählériennes polarisées de type τ, qui est une variété quasi-
projective. L’application des périodes est construite en considérant l’action
d’un certain groupe de monodromie. Notons Pτ le domaine des périodes
polarisé, le quotient du domaine des périodes par ce groupe de monodro-
mie. On a le théorème de Torelli polarisé suivant.

Théorème. La restriction de l’application des périodes

℘τ : Mτ −→ Pτ

à chaque composante connexe de Mτ est une immersion ouverte d’image dense.

De nouveau, l’espace de modules Mτ peut avoir plusieurs compo-
santes connexes, même pour un type de déformation fixé. Cette fois-ci,
la situation est plus intéressante puisque les composantes sont de natures
différentes. Gritsenko–Hulek–Sankaran [GHS] et Apostolov [A] ont cal-
culé le nombre de composantes dans le cas de type K3[m], pour des types
de polarisation de carré et divisibilité fixés. En fait, on peut donner un
comptage plus raffiné : en considérant l’action du groupe de monodromie
polarisé, on peut obtenir le nombre de composantes de chaque Mτ. Ainsi,
on peut aussi calculer le nombre de types de polarisation ayant le même
carré et la même divisibilité. Ces méthodes s’appliquent aussi au cas d’une
variété hyperkählérienne de type Kummer.

Théorème. Soit Mτ l’espace de modules polarisé pour un type de polarisation τ,
qui est de carré 2d et de divisibilité γ. Notons ρ̃(n) la fonction qui vaut ρ(n) si n
est impair et ρ(n/2) si n est pair.
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1. Dans le cas de type K3[m], l’espace Mτ a 2max(ρ̃(γ)−1,0) composantes connexes.
Le nombre de types τ ayant le même carré 2d et la même divisibilité γ est
un produit ∏p|γ Np, où Np dépend de la multiplicité de p dans γ, m − 1
et d (cf. théorème 4.12) ;

2. Dans le cas de type Km, l’espace Mτ a 2max(ρ̃(γ)−1,0) composantes connexes.
Le nombre de types τ ayant le même carré 2d et la même divisibilité γ est
un produit ∏p|γ Np, où Np dépend de la multiplicité de p dans γ, m + 1
et d (cf. théorème 4.17).

Dans le cas K3[m], le réseau Λ = ΛK3[m] peut être vu comme un sous-
réseau de Λ24, le réseau de Mukai qui est pair et unimodulaire. En par-
ticulier, il existe un élément v de carré 2m − 2 dans Λ24, avec v⊥ ∼= Λ.
Apostolov a remarqué dans [A] qu’il existe une bijection entre les compo-
santes de Mτ et les O(Λ24)-orbites de certains sous-réseaux ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ de
rang 2 dans Λ24, où h ∈ v⊥ ∼= Λ est de type τ. Un sous-réseau ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩
de rang 2 peut parfois apparaître de deux manières différentes : lorsque
h2 = 2n et v2 = 2m − 2, on obtient un type de polarisation τ1 de carré
2n sur les variétés hyperkählériennes de type K3[m] et un autre type τ2 de
carré 2m− 2 sur les variétés hyperkählériennes de type K3[n+1]. Il existe en
fait un isomorphisme mPτ1

∼= n+1Pτ2 entre les domaines de périodes cor-
respondants (proposition 4.18). Cet isomorphisme induit un morphisme
birationnel entre les espaces de modules mMτ1 et n+1Mτ2 . On l’appelle
la dualité étrange. La même construction peut être faite pour le cas Kum-
mer. Mais il est difficile de construire cette correspondance explicitement :
seulement un exemple a été étudié complètement.

Remerciement. J’aimerais remercier Olivier Debarre pour m’avoir pro-
posé ce sujet de memoire et pour sa disponibilité et ses explications. Je
tiens également à remercier Claire Voisin, qui a fait partie du jury, pour ses
conseils et suggestions.

1 Théorie des réseaux

Dans cette première section, on introduit les notions et résultats sur les
réseaux qui sont essentiels pour toutes les discussions suivantes.
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1.1 Définition et propriétés

Définition 1.1. Un réseau Λ est un groupe abélien libre de rang fini muni
d’une forme bilinéaire entière q non dégénérée. Son réseau dual est

Λ∨ := HomZ(Λ, Z) = {x ∈ Λ ⊗ Q | ∀y ∈ Λ x · y ∈ Z} ⊃ Λ.

Le groupe discriminant D(Λ) est le quotient Λ∨/Λ, qui est un groupe abé-
lien fini. Le réseau est dit unimodulaire si D(Λ) est trivial ; il est dit pair si q
prend ses valeurs dans 2Z.

Exemple 1.2. On regarde deux exemples importants de réseaux pairs et
unimodulaires. Le plan hyperbolique U est le réseau Z2 muni de la forme q
de matrice (

0 1
1 0

)
.

Le réseau E8 est le sous-groupe de Q8 (muni de la forme quadratique eu-
clidienne) engendré par E, le sous-réseau de Z8 formé des vecteurs dont
la somme des coordonnées est paire, et le vecteur 1

2(1, . . . , 1). C’est le seul
réseau pair, unimodulaire et défini positif de rang 8. On note aussi E8(−1)
le réseau obtenu en inversant le signe de la forme quadratique sur E8. Le
théorème suivant dit que ces deux réseaux déterminent essentiellement
tous les réseaux pairs, unimodulaires et indéfinis.

Théorème 1.3 ([S, chapitre V, théorème 5]). Soit Λ un réseau pair, unimo-
dulaire et indéfini, de signature (p, q). Alors p − q est un multiple de 8 et on
a

Λ ∼=

U⊕q ⊕ E⊕ p−q
8

8 si p ≥ q;

U⊕p ⊕ E8(−1)⊕
q−p

8 si p < q.

Lorsque Λ est pair, la forme q descend en une forme quadratique q
sur D(Λ) à valeurs dans Q/2Z : pour x ∈ Λ∨ et y ∈ Λ, l’entier q(x +
y) = q(x) + 2x · y + q(y) modulo 2Z ne dépend pas de y. On a donc un
morphisme de groupes canonique

(1) χ : O(Λ, q) −→ O(D(Λ), q).

On note Õ(Λ) le noyau de χ et on l’appelle le groupe orthogonal stable. On
note Ô(Λ) l’image inverse de {±Id}. On a les résultats suivants.
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Lemme 1.4 ([Ni, Theorem 1.14.2]). Lorsque Λ est pair, indéfini, et que rang(Λ)
est au moins 2 plus le nombre minimal de générateurs de D(Λ), alors χ est sur-
jective.

Proposition 1.5 ([GHS, Corollary 3.4]). Soit Λ un réseau pair et unimodulaire.
Pour tout élément h ∈ Λ non nul, on a

O(Λ, h)|h⊥ ∼= Õ(h⊥).

On a noté ρ(n) le nombre de facteurs premiers distincts de n. On a le
lemme suivant.

Lemme 1.6. Soit G un groupe cyclique d’ordre 2n muni d’une forme quadratique
q : G → Q/2Z. On suppose qu’il existe un générateur g de G tel que q(g) = 1

2n .
On a alors

O(G, q) ∼= (Z/2Z)ρ(n).

Démonstration. Une isométrie est déterminée par l’image ag de g, où a est
un entier modulo 2n tel que q(g) = q(ag) = a2q(g). On a donc

O(G, q) ∼=
{

a mod 2n
∣∣∣ a2 ≡ 1 mod 4n

}
.

Décomposons n en produit de nombres premiers n = pa1
1 · · · par

r , avec r =
ρ(n). Si n est impair, a est choisi selon les conditions a ≡ ±1 mod pai

i et
a ≡ 1 mod 2. Si n est pair, supposons p1 = 2, alors a est choisi selon les
conditions a ≡ ±1 mod 2a1+1 et a ≡ ±1 mod pai

i pour i ≥ 2. Dans les deux
cas, on a un isomorphisme O(G, q) ∼= (Z/2Z)ρ(n).

Un élément x ∈ Λ non nul est dit primitif si pour tout entier n ≥ 1 et
tout y ∈ Λ, si x = ny, alors n = 1. Pour un élément x de Λ non nul, on
définit sa divisibilité div(x) comme le générateur positif du sous-groupe
x · Λ de Z. On pose x∗ := [x/div(x)] ∈ D(Λ), qui est d’ordre div(x) dans
le groupe D(Λ).

Théorème 1.7 (Critère d’Eichler, [GHS, Lemma 3.5]). Soit Λ un réseau pair
qui contient au moins deux copies orthogonales de U. La Õ(Λ)-orbite d’un élé-
ment primitif x ∈ Λ est déterminée par le carré q(x) et la classe x∗ dans le groupe
D(Λ).

Pour certains réseaux Λ, on peut calculer le nombre de Õ(Λ)-orbites
dans une O(Λ)-orbite fixée.
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Proposition 1.8. Soit Λ un réseau pair contenant au moins deux copies orthogo-
nales de U, tel que le morphisme χ de (1) soit surjectif et tel que D(Λ) satisfasse
les conditions du lemme 1.6. Soit τ une O(Λ)-orbite primitive de divisibilité γ.
Alors,

— si γ est impair, le nombre de Õ(Λ)-orbites dans τ est 2ρ(γ) ;
— si γ est pair, le nombre de Õ(Λ)-orbites dans τ est 2ρ(γ/2).

Démonstration. Par le critère d’Eichler et comme χ est surjectif, pour comp-
ter les Õ(Λ)-orbites, la seule variable est la classe h∗ dans D(Λ) lorsque le
carré de h est donné. Il suffit donc de déterminer le nombre de différentes
classes h∗ dans D(Λ) pour h dans τ.

Fixons un h dans τ. L’élément h∗ est d’ordre γ dans D(Λ). Tout autre h′

dans τ est de la forme h′ = φ(h) pour un φ ∈ O(Λ). On a h′∗ = χ(φ)(h∗).
Comme

χ : O(Λ) −→ O(D(Λ))

est surjective et que

O(D(Λ)) ∼=
{

a mod 2n
∣∣∣ a2 ≡ 1 mod 4n

}
,

on obtient que tout h′∗ est de la forme h′∗ = ah∗ pour un a ∈ O(D(Λ)). Tous
les h′∗ sont d’ordre γ, donc le nombre de différentes classes de h∗ est égal au
nombre de classes a ∈ O(D(Λ)) modulo γ. En suivant le même argument
que dans la démonstration du lemme 1.6, on écrit γ = pa1

1 · · · par
r avec

r = ρ(γ). Si γ est impair, a est choisi selon les conditions a ≡ ±1 mod pai
i

et a ≡ 1 mod 2. Si γ est paire, supposons p1 = 2. Si γ est divisible par 4,
c’est-à-dire a1 ≥ 2, alors a est choisi selon les conditions a ≡ ±1 mod 2a1

et a ≡ ±1 mod pai
i pour i ≥ 2 ; sinon, a est choisi selon les conditions a ≡

±1 mod pai
i pour i ≥ 2 et a ≡ 1 mod 2. On obtient les nombres voulus.

On note dans la suite

ρ̃(n) :=

{
ρ(n) si n impair;
ρ(n/2) si n pair.
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2 Généralités sur les variétés hyperkählériennes

2.1 Définition et premières propriétés

Définition 2.1. Une variété hyperkählérienne est une variété compacte käh-
lérienne simplement connexe dont l’espace des 2-formes holomorphes est
engendré par une 2-forme qui est non dégénérée en tout point (comme
forme alternée sur l’espace tangent).

Il découle de la définition qu’une variété hyperkählérienne est de fibré
canonique trivial, de dimension paire 2m, et que H2(X, Z) est sans tor-
sion. En dimension 2, les variétés hyperkählériennes sont exactement les
surfaces K3.

Une propriété cruciale pour une variété hyperkählérienne X est l’exis-
tence d’une forme quadratique intègre indivisible qX sur le deuxième groupe
de cohomologie H2(X, Z), de signature (3, b2 − 3), dite forme de Beauville-
Fujiki.

Théorème 2.2 (Beauville-Fujiki). Soit X une variété hyperkählérienne de di-
mension 2m. Il existe une forme quadratique intègre indivisible qX sur H2(X, Z)
de signature (3, b2 − 3) et une constante de Fujiki cX > 0 rationnelle, telles que
pour toute classe x ∈ H2(X, Z), on a

x2m = cX · qX(x)m.

De plus, pour toute classe de Kähler x, on a qX(x) > 0.

Sur une surface K3, la forme de Beauville-Fujiki coïncide avec le pro-
duit d’intersection, la constante de Fujiki cS vaut 1. La structure de réseau
sur le deuxième groupe de cohomologie d’une surface K3 est bien connue.

Théorème 2.3 ([Hu1, Chapter 1, Proposition 3.5]). Soit S une surface K3. Le
groupe H2(S, Z) muni du produit d’intersection q est un réseau pair et unimo-
dulaire et

(H2(S, Z), q) ∼= ΛK3 := U⊕3 ⊕ E8(−1)⊕2.

La forme q est de signature (3, 19).

Les variétés hyperkählériennes sont importantes, particulièrement à
cause du théorème suivant.
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Théorème 2.4 (Beauville-Bogolomov, [B, théorème 2]). Soit X une variété
compacte kählérienne de première classe de Chern nulle c1(X) = 0. Il existe un
morphisme fini étale

d

∏
i=1

Mi −→ X

où les variétés compactes Mi sont soit des tores, soit des variétés de Calabi-Yau,
soit des variétés hyperkählériennes. Ici une variété de Calabi-Yau est une va-
riété compacte kählérienne M de dimension n ≥ 3 avec fibré canonique trivial et
H0(M, Ωp

M) = 0 pour 0 < p < n.

2.2 Exemples

À ce jour, deux types de déformations (de type K3[m] et de type Kum-
mer Km) en chaque dimension paire ont été découverts par Beauville et
deux autres types en dimension 6 et 10 ont été trouvés plus tard par O’Grady.

2.2.1 Type K3[m]

Soit S une surface K3. L’espace S[m] paramètre les sous-espaces analy-
tiques de S de longueur m. Beauville a montré que c’est une variété hyper-
kählérienne. Il a de plus déterminé la constante de Fujiki

cS[m] =
(2m)!
m! · 2m

et le deuxième groupe de cohomologie pour m ≥ 2

H2(S[m], Z) ∼= H2(S, Z)⊕ Zδ,

où 2δ est la classe du diviseur dans S[m] paramétrant les sous-espaces non
réduits. En conséquence, chaque classe x dans H2(S, Z) induit une classe
dans H2(S[m], Z). Le réseau donné par la forme de Beauville-Fujiki est

(2) (H2(S[m], Z), qS[m]) ∼= ΛK3[m] := ΛK3 ⊕ ⟨−(2m − 2)⟩,

où ΛK3 est le réseau des surfaces K3.
On dit qu’une variété hyperkählérienne est de type K3[m] si elle est dé-

formation d’une S[m]. Comme la structure de réseau reste invariante sous
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déformation, l’isomorphisme (2) reste valable pour toute variété hyper-
kählérienne de type K3[m].

Une observation importante est que ΛK3[m] peut être vu comme un
sous-réseau de Λ24 := U⊕4 ⊕ E8(−1)⊕2, le réseau de Mukai qui est pair
et unimodulaire. On note v ∈ Λ24 un élément primitif de carré 2m − 2, qui
est unique sous l’action de O(Λ24). On a alors ΛK3[m]

∼= v⊥.

2.2.2 Type Kummer

Soit A un tore complexe de dimension 2. On considère l’image inverse
Km(A) de 0 par l’application

A[m+1] −→ A
(a0, . . . , am) 7−→ a0 + · · ·+ am.

Beauville a montré que c’est une variété hyperkählérienne de dimension
2m dont la constante de Fujiki est

cKm(A) =
(2m)! · (m + 1)

m! · 2m .

Si m = 1, la construction nous donne la surface de Kummer de A. On
appelle donc les Km(A) des variétés de Kummer généralisées. De plus, on
a une application

Km(A)× A −→A[m+1]

((a0, . . . , am), a) 7−→(a0 + a, . . . , am + a)

qui est un morphisme étale et galoisien de groupe (Z/(m + 1)Z)4. En
particulier, c’est une décomposition de Beauville-Bogomolov pour A[m+1]

(voir le théorème 2.4). Lorsque m ≥ 2, le deuxième groupe de cohomologie
est

H2(Km(A), Z) ∼= H2(A, Z)⊕ Zδ

et la structure de réseau est

(H2(Km(A), Z), qKm(A))
∼= ΛKm := U⊕3 ⊕ ⟨−(2m + 2)⟩.

De nouveau, on dit qu’une variété hyperkählérienne est de type Km
(ou de type Kummer) si elle est déformation d’une Km(A). De même, ΛKm

peut être vu comme un sous-réseau de Λ8 := U⊕4, un réseau pair et uni-
modulaire. On note v ∈ Λ8 un élément primitif de carré 2m + 2, qui est
unique sous l’action de O(Λ8). On a alors Λm

∼= v⊥.
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2.2.3 Exemples de O’Grady

Les deux séries d’exemples de Beauville sont construits en considérant
des espaces de modules de m points sur une surface qui est une surface
K3 ou un tore. Ce sont donc des faisceaux à support de dimension 0. Plus
généralement, on peut considérer des espaces de modules pour certains
faisceaux et obtenir des variétés hyperkählériennes en utilisant la décom-
position de Beauville-Bogomolov. O’Grady [O1] a ainsi trouvé deux autres
exemples OG6 et OG10 de dimensions respectives 6 et 10, avec b2(OG6) = 8
et b2(OG10) = 24.

3 Espace de modules marqué

3.1 Théorème de Torelli

Soit X une variété hyperkählérienne. On a vu que H2(X, Z), muni de la
forme qX, est un réseau de signature (3, b2(X)− 3). Pour un réseau Λ fixé
de signature (3, b − 3), une variété hyperkählérienne Λ-marquée (X, ϕ)

est la donnée d’une isométrie ϕ : H2(X, Z) ∼−→ Λ. On définit l’espace de
modules des variétés hyperkählériennes Λ-marquées par

MΛ := {(X, ϕ)}/ ∼=,

où (X, ϕ) et (X′, ϕ′) sont isomorphes s’il existe un morphisme biholo-
morphe f : X ∼−→ X′ tel que ϕ ◦ f ∗ = ϕ′. C’est une définition ensembliste,
mais on peut mettre sur MΛ une structure d’espace analytique.

L’espace MΛ est un espace de modules fin, dans le sens suivant.

Proposition 3.1 ([Hu2, Proposition 4.3]). Soit (X, ϕ) une variété hyperkäh-
lérienne Λ-marquée et soit Def(X) un germe d’espace analytique sur lequel il
existe une déformation verselle X → Def(X). Il existe une application holo-
morphe identifiant Def(X) avec un voisinage ouvert de (X, ϕ) dans MΛ.

La théorie des déformations nous donne le résultat suivant.

Théorème 3.2 (Bogomolov-Tian-Todorov). L’espace de déformations locales
Def(X) d’une variété compacte kählérienne X à fibré canonique trivial est non
obstrué, c’est-à-dire qu’il est lisse de dimension h1(X, TX).
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Le théorème s’applique au cas d’une variété hyperkählérienne. Donc
MΛ, s’il est non vide, est un espace analytique lisse de dimension b − 2.
Mais a priori, il peut y avoir des points non séparés et on va voir que c’est
bien le cas.

Pour un type de déformation X fixé, on note MX le sous-espace de
modules de MΛ paramétrant les variétés hyperkählériennes Λ-marquées
de type X, qui est une réunion de composantes connexes de MΛ. A priori,
on ne sait pas si le réseau Λ détermine uniquement le type de déformation.
On a par exemple MK3[m] qui est un sous-espace de MΛ

K3[m]
, et MKm qui est

un sous-espace de MΛKm
.

On considère maintenant l’application des périodes : comme H2,0(X)
est de dimension 1 (engendré par la classe d’une forme symplectique),
on peut associer à (X, ϕ) le point x = [ϕC(H2,0(X))] de P(Λ ⊗ C). Il doit
vérifier

x2 = qX(ω) = 0, x · x = qX(ω, ω) > 0,

puisque ω est une (2, 0)-forme symplectique. Cette application est donc à
valeurs dans le domaine des périodes

DΛ :=
{

x ∈ P(Λ ⊗ C)
∣∣∣ x2 = 0, x · x > 0

}
,

qui, si b ≥ 3, est une variété complexe connexe de dimension b − 2.

Remarque 3.3. On a en fait une autre description pour DΛ : c’est l’espace
des 2-plans orientés dans Λ ⊗ R sur lesquels la forme est définie positive.
Un élément x = x1 + ix2 de DΛ définit Rx1 ⊕ Rx2, un tel 2-plan orienté ;
réciproquement, étant donné un 2-plan orienté, on prend une base ortho-
normée directe (x1, x2) et on considère x = x1 + ix2.

Finalement on a le théorème de Torelli suivant.

Théorème 3.4 ([Hu2, Theorem 1.3]). Si MΛ est non vide, la restriction de
l’application des périodes

℘Λ : MΛ −→ DΛ

(X, ϕ) 7−→ [ϕC(H2,0(X))]

à chaque composante connexe de MΛ est surjective, étale et génériquement injec-
tive.
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3.2 Non séparation

On cite d’abord un résultat sur les fibres non séparées de l’application
des périodes.

Théorème 3.5 ([Hu3, Theorem 4.3]). Soient (X, ϕ) et (X′, ϕ′) des variétés
hyperkählériennes marquées non séparées dans l’espace de modules MΛ. Alors X
et X′ sont birationnellement isomorphes.

3.2.1 Flop d’Atiyah

On étudie d’abord les fibres non séparées dans le cas des surfaces K3,
en suivant la méthode de [Hu1, Chapter 7]. Soit S une surface K3 contenant
une courbe C rationnelle lisse de classe l. Par la formule d’adjunction on
a l2 = −2. (En fait pour toute classe l de carré −2, on peut trouver une
surface K3 S telle que l ∈ Pic(S) : il suffit que la période de (S, ϕ) soit dans
l⊥, et on peut conclure par la surjectivité de l’application des périodes.
Dans ce cas il existe toujours une courbe rationnelle lisse C de classe ±l.)

Par un théorème de Grauert-Mumford [BHPvV, Chapter III, Theorem
2.1], il existe un morphisme S → S0 qui contracte C en un point 0. C’est
une singularité double normale : il existe des coordonnées locales telles
que S0 est définie localement par x2 + y2 + z2 = 0 au voisinage de 0.

Il existe une famille propre et plate S → ∆t = {t ∈ C | |t| < 1} de
surfaces telle que la fibre centrale soit isomorphe à S0. Chaque St contient
une classe lt qui est déformation de l. Localement, S est définie par x2 +
y2 + z2 = t. On peut faire un changement de variable t = u2 et considérer
la famille de tirés en arrière S̃ → ∆u = {u ∈ C | |u| < 1}. Il existe claire-
ment une involution u 7→ −u de S̃ . Pour u ̸= 0, on a S̃u = S̃−u = St
où t = u2. On éclate maintenant le point singulier : Ŝ → S̃ → ∆u. La
fibre centrale est S ∪ Q, où Q est une quadrique isomorphe à P1 × P1 et
S ∩ Q = C. On peut contracter Q sur chacun des P1 à l’intérieur de Ŝ
pour obtenir

Ŝ

S1 S2

S̃ .
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On obtient deux familles lisses de surfaces K3 S1 et S2 qui coïncident en
dehors de u = 0. De plus, l’involution u 7→ −u induit un isomorphisme
entre les espaces totaux S1

∼−→ S2.
Le système local H2(S1,u, Z) est maintenant trivialisable, c’est-à-dire

qu’il existe des isométries ϕu : H2(S1,u, Z) ∼−→ ΛK3 pour u dans ∆u. L’in-
volution u 7→ −u donne ϕ−u : H2(S2,u, Z) ∼−→ ΛK3, qui est une trivia-
lisation pour S2. Par la formule de Picard-Lefschetz, l’application ϕ−1

−u ◦
ϕu : H2(St, Z) ∼−→ H2(St, Z) pour u ̸= 0 est égale à la réflexion Rlt par
rapport à la classe lt, où t = u2. En la composant avec ϕ−u, on obtient
ϕ′

u : H2(S2,u, Z) ∼−→ ΛK3 qui est une autre trivialisation pour S2, où ϕ′
u =

ϕu si u ̸= 0 et ϕ′
0 = ϕ0 ◦ Rl. Les familles S1 et S2 sont devenues deux

familles de surfaces K3 marquées qui coïncident pour u ̸= 0, mais les
fibres centrales sont (S, ϕ0) et (S, ϕ0 ◦ Rl) respectivement. Ces deux paires
sont non séparées dans l’espace de modules marqué, et donc dans une
même fibre non séparée pour l’application des périodes. On appelle cette
construction le flop d’Atiyah : il associe à une surface K3 marquée (S, ϕ)
contenant une courbe rationnelle lisse C de classe l la surface K3 marquée
(S, ϕ ◦ Rl).

3.2.2 Contre-exemple de Debarre

Pour les variétés hyperkählériennes de type K3[m] avec m ≥ 2, on
peut considérer une construction analogue : soit X une variété hyper-
kählérienne de type K3[m] contenant un espace projectif P de dimension
m. Mukai [Mu, Proposition 3.1] a démontré que P est isotrope avec le
fibré normal NP/X

∼−→ T ∨
P . En considérant l’éclatement ϵ : X̂ → X le

long de P, le diviseur exceptionnel est isomorphe à la variété d’incidence
{(x, x∨) ∈ P × Pm | x ∈ x∨} et peut se contracter sur Pm par ϵ′ : X̂ → X′.
On obtient ainsi une autre variété lisse X′ et une application birationnelle
ϵ′ ◦ ϵ−1 : X 99K X′. On appelle cette construction le flop de Mukai de X. A
priori X′ peut ne pas être hyperkählérienne. Pour vérifier que X′ est hy-
perkählérienne de type K3[m], il suffit qu’elle soit kählérienne.

On regarde maintenant les variétés hyperkählériennes de la forme S[m],
où S est une surface K3 contenant une courbe C rationnelle de classe l. On
remarque d’abord que C[m] ⊂ S[m] est isomorphe à Pm : on peut plon-
ger C dans Pm par le fibré en droites O(m), alors chaque m points sur C
engendrent un (m − 1)-plan dans Pm. Donc C[m] est isomorphe à la grass-
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mannienne G(m − 1, Pm) ∼= Pm.
Supposons S projective. On prend de nouveau une déformation locale

universelle S → B de la paire (S, C). On en déduit une famille propre et
lisse X → B de variétés hyperkählériennes, avec Xt ∼= S

[m]
t . Maintenant

chaque Xt contient un espace projectif C[m]
t . On peut construire une famille

X ′ → ∆ telle que chaque X ′
t soit le flop de Mukai de Xt. Il est démontré

dans [D2, 3.2] que la fibre centrale X ′
0 , c’est-à-dire le flop de Mukai de

S[m], est projective lorsque S l’est. Les X ′
t sont alors kählériennes pour t

petit dans ce cas, et par conséquent, elles sont hyperkählériennes de type
K3[m]. Clairement Xt et X ′

t ont la même période. On obtient ainsi une
sous-variété de dimension 19 dans MΛ qui est non séparée. Finalement,
pour un t très général, on a Pic(St) ∼= Zlt et Pic(Xt) ∼= Zlt ⊕ Zδt. Le
résultat de Debarre [D2, 3.1] montre que Xt et X ′

t ne sont pas isomorphes
dans ce cas. On conclut qu’il existe des variétés ayant la même période
mais non isomorphes entre elles.

Debarre a aussi remarqué la construction suivante, qui coïncide avec le
flop de Mukai dans certains cas. Rappelons que pour une surface K3 po-
larisée (S, H) de degré 2m générale avec m ≥ 2, la classe H est en fait très
ample. On a donc une immersion de S dans Pm+1. Considérons mainte-
nant S[m]. Étant donnés m points généraux sur S, ils engendrent un espace
projectif de dimension m − 1 dans Pm+1, coupant S transversalement en
2m points. On a ainsi une involution birationnelle σ : S[m] 99K S[m] qui
associe à un élément composé de m points son complémentaire dans l’in-
tersection.

Proposition 3.6 ([D2, théorème 4.1]). Soit (S, H) une surface K3 polarisée de
degré 2m générale avec m ≥ 2. Notons X la variété S[m]. L’application

σ∗ : H2(X, Z) −→ H2(X, Z)

induite par σ est donnée par l’opposé de la réflexion par rapport à la classe h − δ,
où h est la classe sur X induite par H. La classe h − δ est de carré 2.

3.2.3 Contre-exemple de Namikawa

Soit A un tore complexe de dimension 2 très général, c’est-à-dire avec
Pic(A) = 0. On peut considérer son tore dual A∨ et construire les varié-
tés hyperkählériennes de type Kummer Km(A) et Km(A∨). Il existe une
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isométrie de Hodge entre H2(A, Z) et H2(A∨, Z), donc aussi une isomé-
trie de Hodge entre H2(Km(A), Z) et H2(Km(A∨), Z), c’est-à-dire que les
deux variétés ont la même période. Mais Namikawa a montré le résultat
suivant.

Proposition 3.7 ([N]). Lorsque A et A∨ ne sont pas isomorphes, Km(A) et
Km(A∨) ne sont pas birationnellement isomorphes.

Dans chaque composante connexe de MKm , il existe une variété hyper-
kählérienne marquée (X, ϕ) qui est de la forme Km(A) avec Pic(A) = 0.
On note (X′, ϕ′) la variété Km(A∨) avec le marquage associé. Si (X, ϕ) et
(X′, ϕ′) (ou (X′,−ϕ′)) étaient dans la même composante connexe, comme
elles ont la même période mais ne sont pas isomorphes, elles seraient
non séparées dans l’espace de modules marqué. Par le théorème 3.5, X et
X′ doivent être birationnellement isomorphes, une contradiction. De plus
(X, ϕ) et (X,−ϕ) ne sont jamais dans une même composante connexe (voir
la section 3.4.1). On obtient alors au moins 4 composantes qui contiennent
(X, ϕ), (X,−ϕ), (X′, ϕ′) et (X′,−ϕ′) respectivement.

3.3 Cône kählérien et cône mobile

Rappelons que sur une variété kählérienne X, une forme de Kähler est
une forme réelle, de type (1, 1) et fermée. En particulier elle détermine
une classe de Kähler α dans H1,1(X, R) := H1,1(X)∩ H2(X, R). Les classes
de Kähler forment un cône KX dans H1,1(X, R), que l’on appelle le cône
kählérien de X. C’est un cône convexe et ouvert.

Soit maintenant X une variété hyperkählérienne. Comme on a la forme
de Beauville-Fujiki sur H2(X, Z) et que celle-ci est strictement positive sur
les formes de Kähler, on peut définir le cône positif CX comme celle des
deux composantes connexes de

{
α ∈ H1,1(X, R)

∣∣ α2 > 0
}

contenant KX.
On a de plus une description numérique de KX démontrée par Boucksom.

Théorème 3.8 ([Bo, théorème 1.2]). Le cône KX est composé exactement des
éléments α ∈ CX qui vérifient

∫
C α > 0 pour toute courbe rationnelle C ⊂ X.

En particulier, KX est découpé par des hyperplans de la forme δ⊥ dans
CX, où δ est la classe d’une courbe rationnelle.

La géométrie de CX et KX est étroitement liée à la non séparation de
l’espace de modules marqué. On a un premier résultat.
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Théorème 3.9 ([M, Theorem 1.2]). Soit (X, ϕ) une variété hyperkählérienne
marquée. On considère l’application des périodes restreinte à une composante
℘Λ : M0

Λ → DΛ. Alors la fibre contenant (X, ϕ) consiste en un seul point si
et seulement si KX = CX.

Cette condition KX = CX est notamment vérifiée lorsqu’il n’existe pas
de courbe rationnelle sur X, en particulier si H1,1(X, Z) est trivial, ou en-
core si H1,1(X, Z) est de rang 1 engendré par un élément de carré positif
[Hu3, Corollary 7.2]. En particulier la non séparation peut seulement avoir
lieu en codimension ≥ 1.

Remarque 3.10. Soit S une surface K3. On suppose que (S, ϕ) est dans une
fibre non séparée, c’est-à-dire qu’il existe des courbes rationnelles C sur S,
ou de manière équivalente, des classes δ de carré −2 dans H1,1(S, Z). Les
hyperplans δ⊥ coupent CS en une réunion de domaines disjoints. On ap-
pelle ces hyperplans des murs et ces domaines des chambres. Clairement,
le cône kählérien KS est une chambre par le théorème 3.8. La construction
de la section 3.2.1 montre que l’on peut obtenir un autre point (S, ϕ′) dans
la même fibre en fixant une classe δ (plus précisément une courbe ration-
nelle C de classe ±δ) et en prenant le flop d’Atiyah. L’isométrie induite sur
H2(S, Z) est donnée par la réflexion Rδ, c’est-à-dire ϕ′ = ϕ ◦ Rδ.

On appelle le sous-groupe WS ⊂ O(H2(S, Z)) engendré par les Rδ pour
tout élément δ ∈ H1,1(S, Z) de carré −2 le groupe de Weyl. Le groupe WS
agit librement et transitivement sur les chambres [Hu1, Chapter 8, Propo-
sition 5.5]. On a en particulier

CS = ⨿
Φ∈WS

Φ(KS).

Des marquages ϕ1 et ϕ2 sur S sont identifiés lorsqu’il existe un automor-
phisme φ tel que φ∗ = ϕ−1

2 ◦ϕ1. Par le théorème de Torelli, un tel φ existe si
et seulement si ϕ−1

2 ◦ϕ1 fixe le cône kählérien, c’est-à-dire que ϕ−1 ◦ϕ1(KS)
et ϕ−1 ◦ ϕ2(KS) donnent la même chambre pour le marquage ϕ fixé. Donc
les surfaces K3 marquées (les marquages non isomorphes sur S) dans une
fibre non séparée sont en bijection avec les chambres. En particulier, on
peut obtenir tous ces marquages à partir d’un ϕ fixé, en le composant avec
un élément de WS.

Pour une variété hyperkählérienne en général, on essaye de donner des
définitions des murs et chambres en généralisant celles d’une surface K3.
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Définition 3.11. Soit X une variété hyperkählérienne. Un diviseur effectif
E est dit exceptionnel si, en écrivant le support de E en {E1, . . . , Er}, la ma-
trice (Ei · Ej)ij est définie négative. Soit δ la classe de E dans H2(X, Z). On
dit alors que δ⊥ est un mur exceptionnel. Les murs exceptionnels découpent
CX en des domaines disjoints que l’on appelle des chambres exceptionnelles.

En particulier, le cône KX est contenu dans l’une de ces chambres ex-
ceptionnelles, que l’on appelle la chambre exceptionnelle fondamentale FEX.
Le groupe de Weyl est le sous-groupe WX ⊂ O(H2(X, Z)) engendré par
les réflexions Rδ pour δ exceptionnelle. De nouveau WX agit librement et
transitivement sur les chambres exceptionnelles.

En dimension supérieure, on n’a pas forcément que KX = FEX comme
pour les surfaces K3, puisqu’il peut y avoir des variétés birationnelles
ayant la même période. On note BKX la réunion de tous les f ∗(KY) pour
f : X 99K Y isomorphisme birationnel sur une autre variété hyperkählé-
rienne Y, que l’on appelle le cône kählérien birationnel de X. Remarquons
que BKX n’est pas nécessairement convexe.

Théorème 3.12 ([M, Proposition 5.6]). On a

BKX ⊂ FEX ⊂ BKX.

Donc la chambre exceptionnelle fondamentale FEX est stable par les
morphismes birationnels. De plus elle est divisée en des domaines plus
petits, et l’on peut passer de l’un à l’autre par des morphismes biration-
nels.

Définition 3.13. Pour un élément δ dans H1,1(X, Z), on dit que δ⊥ est un
mur s’il ne rencontre pas Φ(BKX) pour tout Φ ∈ WX. Les murs découpent
le cône positif CX en des domaines disjoints que l’on appelle des chambres.

En particulier, le cône kählérien KX est une chambre. On peut main-
tenant généraliser le théorème 3.9 et décrire la fibre de l’application des
périodes en utilisant les chambres.

Théorème 3.14 ([M, Theorem 5.16]). Soit (X, ϕ) une variété hyperkählérienne
marquée. On considère l’application des périodes restreinte à une composante
℘Λ : M0

Λ → DΛ. Alors les points dans la fibre contenant (X, ϕ) sont en bijection
avec les chambres dans CX.
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On a déjà vu que les murs pour une surface K3 sont des hyperplans δ⊥

pour δ classe de courbe rationnelle. Les murs pour une variété hyperkäh-
lérienne de type K3[m] et de type Km sont aussi connus, par les travaux de
Bayer-Macrì [BM, Section 12] pour le cas K3[m], et de Yoshioka [Y] pour le
cas Kummer. On cite les résultats suivants d’un article de Mongardi.

Théorème 3.15 ([Mo1, Theorem 1.3, Theorem 1.4]). Soit X une variété hy-
perkählérienne.

1. Si X est de type K3[m], on voit ΛK3[m] comme le sous-réseau v⊥ dans Λ24
avec v2 = 2m − 2. Pour un élément δ ∈ H1,1(X, Z) avec δ2 < 0, on
note T la saturation du réseau ⟨δ, v⟩ dans Λ24. Alors l’hyperplan δ⊥ est
un mur si et seulement si
— soit il existe w ∈ T avec w2 = −2 et 0 ≤ w · v ≤ m − 1 ;
— soit il existe w ∈ T avec w2 ≥ 0 et w2 < w · v ≤ m − 1.
De plus, δ⊥ est un mur exceptionnel si et seulement s’il existe w ∈ T tel
que w2 = −2 et w · v = 0, ou w2 = 0 et w · v = 1 ou 2.

2. Si X est de type Km, on voit ΛKm comme le sous-réseau v⊥ dans Λ8 avec
v2 = 2m + 2. Pour un élément δ ∈ H1,1(X, Z), on note T la saturation
du réseau ⟨δ, v⟩ dans Λ8. Alors l’hyperplan δ⊥ est un mur si et seulement
s’il existe w ∈ T avec w2 ≥ 0 et w2 < w · v ≤ m + 1. De plus, δ⊥ est
un mur exceptionnel si et seulement s’il existe w ∈ T avec w2 = 0 et
w · v = 1 ou 2.

Remarque 3.16. La classe δ peut être déterminée à partir de w : c’est un
multiple de la projection de w sur v⊥, c’est-à-dire un multiple de w − w·v

v·v v.

Notons H1,1(X, Z)R := H1,1(X, Z) ⊗ R, qui est un sous-espace vecto-
riel réel de H1,1(X, R). L’inclusion est en générale stricte. Le cône ample
Amp(X) est l’enveloppe convexe dans H1,1(X, Z)R de toutes les classes
amples, qui est convexe et ouvert. Par le théorème de Kodaira on a

KX ∩ H1,1(X, Z)R = Amp(X).

Rappelons qu’un fibré en droites L est dit mobile si le lieu base Bs(|L|) :=∩
s∈H0(X,L)

div(s) du système linéaire |L| est de codimension ≥ 2. De même,

le cône mobile Mov(X) est l’enveloppe convexe dans H1,1(X, Z)R de toutes
les classes mobiles. On a aussi le cône mobile ouvert ˚Mov(X) qui est l’inté-
rieur de Mov(X).
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Théorème 3.17 ([M, Lemma 6.22]). On a

FEX ∩ H1,1(X, Z)R = ˚Mov(X).

Les descriptions du cône kählérien et de la chambre exceptionnelle fon-
damentale nous donnent donc des descriptions du cône ample et du cône
mobile ouvert. Par exemple, le cône mobile ouvert ˚Mov(X) est invariant
par morphismes birationnels.

3.4 Groupe de monodromie

Dans ce mémoire, on s’intéresse seulement à l’action de monodromie
sur H2(X, Z). Dans la littérature, notre Mon(X) est parfois noté Mon2(X).

Définition 3.18. Soient X et X′ des variétés hyperkählériennes.
— Une isométrie φ : H2(X, Z) ∼−→ H2(X′, Z) est un transport parallèle,

s’il existe une famille propre et lisse π : X → B de variétés hyper-
kählérienne et un chemin γ : [0, 1] → B avec Xγ(0) = X et Xγ(1) =

X′, tels que φ est induite par le transport parallèle du système local
R2π∗Z le long de γ.

— Une isométrie φ ∈ O(H2(X, Z)) est dite une monodromie si elle est
un transport parallèle. Le groupe de monodromie Mon(X) est le sous-
groupe de O(H2(X, Z)) engendré par les monodromies.

Les transports parallèles et le groupe de monodromie sont cruciaux
dans l’étude des problèmes de type Torelli. Pour une variété hyperkählé-
rienne X fixée, le groupe d’isométries O(H2(X, Z)) agit transitivement sur
les composantes connexes de MX avec noyau Mon(X) : des marquages
(X, ϕ1) et (X, ϕ2) sont dans une même composante connexe si et seulement
si ϕ−1

2 ◦ ϕ1 est dans Mon(X). Donc le nombre de composantes connexes
de MX est l’indice de Mon(X) dans O(H2(X, Z)). En admettant le théo-
rème 3.4, notre but est de déterminer Mon(X) dans O(H2(X, Z)).

3.4.1 Résultats généraux

Il y a une première condition nécessaire pour qu’une isométrie soit une
monodromie. Soit Λ un réseau indéfini de signature (p, q). Considérons la
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partie
C̃Λ =

{
x ∈ Λ ⊗ R

∣∣∣ x2 > 0
}

.

Lemme 3.19. On a un isomorphisme Hp(C̃Λ, Z) ∼= Z. L’action sur Hp(C̃Λ, Z)
définit la norme spinorielle

σ : O(Λ) −→ {±1}.

On note O+(Λ) ⊂ O(Λ) le noyau. La réflexion Rv : x 7→ x − 2 x·v
v·v v par rapport

à un élément v de carré 2 ou −2 est dans O(Λ) et a pour norme spinorielle 1 si
v2 = −2 et −1 si v2 = 2.

Démonstration. Notons b = p + q la dimension de Λ. Prenons une base
e1, . . . , eb orthonormale de Λ ⊗ R telle que, pour un élément x = ∑b

i=1 xiei,
on ait x2 = x2

1 + · · ·+ x2
p − x2

p+1 − · · · − x2
b. Considérons

ψ : C̃Λ × I −→ C̃Λ

(
b

∑
i=1

xiei, t) 7−→
p

∑
i=1

xiei + (1 − t)
b

∑
i=p+1

xiei

qui est une rétraction de C̃Λ sur W \ {0}, où W est le sous-espace vectoriel
engendré par e1, . . . , ep. On conclut que

Hp(C̃Λ, Z) ∼= Hp(W \ {0}, Z) ∼= Z.

Pour un élément v non nul, la réflexion Rv est dans O(Λ) si et seulement
si |v2| = 2. Si v2 = 2, on peut choisir les ei tels que v ∈ W, alors Rv agit par
−Id sur Hp(W \ {0}, Z) ; si v2 = −2, on peut de même choisir les ei tels
que v ∈ W⊥, alors Rv agit par Id sur Hp(W \ {0}, Z).

Remarque 3.20. En particulier, lorsque p ≥ 2 la partie C̃Λ est connexe.

Dans notre cas, on a p = 3 et la norme spinorielle d’une monodromie
est toujours 1. Donc Mon(X) est contenu dans O+(H2(X, Z)). De plus on
remarque que −Id est un composé de réflexions dont trois sont de norme
spinorielle −1. Donc σ(−Id) = −1. En particulier (X, ϕ) et (X,−ϕ) ne
sont jamais dans une même composante connexe de l’espace de modules
marqué.
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Lorsque Mon(X) est égal à O+(H2(X, Z)), le plus grand sous-groupe
possible, MX admet deux composantes connexes, échangées par le chan-
gement de signe du marquage. On a le résultat suivant.

Théorème 3.21 (Théorème de Torelli birationnel, [Hu2, Corollary 6.3]).
Soit X un type de déformation de variété hyperkählérienne. Lorsque Mon(X) =
O+(H2(X, Z)), des variétés hyperkählériennes X1, X2 de type X sont biration-
nellement isomorphes si et seulement s’il existe une isométrie de Hodge

H2(X1, Z) ∼−→ H2(X2, Z).

On peut voir qu’une monodromie doit respecter les murs dans H1,1(X, R)
ainsi que les murs exceptionnels. Notamment, elle envoie la chambre ex-
ceptionnelle fondamentale FEX sur une autre chambre exceptionnelle et
le cône kählérien KX sur une chambre dedans. Donc, lorsque l’on connaît
les murs explicitement, on possède des restrictions supplementaires sur
Mon(X).

Dans la suite, lorsqu’on a une variété X hyperkählérienne Λ-marquée,
on confond Mon(X) avec son image dans O(Λ) par le marquage : on voit
Mon(X) comme un sous-groupe de O+(Λ).

3.4.2 Surface K3

On regarde le cas d’une surface K3 marquée (S, ϕ).

Théorème 3.22 ([Hu1, Chapter 7, Proposition 5.5]). Soit S une surface K3.
On a

Mon(S) = O+(Λ).

Par conséquent, il n’existe que deux composantes M+ et M− dans l’es-
pace de modules marqué, échangées par le changement de signe du mar-
quage.

Démonstration. Il suffit de montrer que O+(Λ) ⊂ Mon(S).
Pour chaque courbe rationnelle C dans S de classe δ, on peut considérer

le flop d’Atiyah S′. Les surfaces S et S′ sont isomorphes et déformation
équivalentes, et l’isométrie induite sur H2(S, Z) est un transport parallèle.
Par la formule de Picard-Lefschetz, cette isométrie est la réflexion Rδ par
rapport à δ. Par un résultat général dû à Wall, Ebeling et Kneser, le groupe
O+(Λ) est engendré par les Rδ. On a donc l’inclusion.
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Dans le cas d’une variété hyperkählérienne Λ-marquée de dimension
≥ 4, comme Λ peut ne plus être unimodulaire, la situation devient plus
compliquée.

3.4.3 Type K3[m]

Notons Λ = ΛK3[m] le réseau U⊕3 ⊕ E8(−1)⊕2 ⊕ ⟨δ⟩ pour m ≥ 2, avec
δ2 = −(2m − 2). Ce n’est pas un réseau unimodulaire : on a D(Λ) ∼=
Z/(2m − 2)Z, groupe cyclique engendré par δ∗ = 1

2m−2 δ. On considère
le sous-groupe Ô(Λ) des éléments dont l’action sur D(Λ) est ±Id et on
note Ô+(Λ) son intersection avec O+(Λ). Markman a obtenu le résultat
suivant.

Théorème 3.23 ([M, Lemma 9.2]). Soit (X, ϕ) une variété hyperkählérienne de
type K3[m] marquée. Le groupe de monodromie Mon(X) est égal à Ô+(Λ).

Le groupe de monodromie étant déterminé, on peut calculer le nombre
de composantes connexes de l’espace de modules.

Proposition 3.24. Soit (X, ϕ) une variété hyperkählérienne de type K3[m] mar-
quée. L’indice de Mon(X) dans O+(Λ) est 2max(ρ(m−1)−1,0).
Démonstration. Considérons l’application canonique

χ : O(Λ) −→ O(D(Λ)).

Le groupe D(Λ) est cyclique. Comme Λ est indéfini et de rang ≥ 3, χ est
surjective par le lemme 1.4. Par définition, Ô+(Λ) est le noyau de l’appli-
cation composée

χ : O+(Λ) −→ O(D(Λ)) −→ O(D(Λ))/{±Id}.

Si φ ∈ O(D(Λ)) et χ(φ) = φ avec φ ∈ O(Λ), on a σ(−φ) = −σ(φ). Alors
σ(φ) · φ est toujours dans O+(Λ). Donc son image par χ est dans la classe
de φ. On conclut que χ est surjective.

Par le lemme 1.6, on a O(D(Λ)) ∼= (Z/2Z)ρ(m−1). Donc l’indice de
Mon(X) dans O+(Λ) est 2max(ρ(m−1)−1,0).

On conclut que pour les variétés hyperkählérienne de type K3[m], l’es-
pace de modules marqué MK3[m] a 2max(ρ(m−1)−1,0) paires de composantes
connexes. En particulier le théorème de Torelli birationnel vaut si et seule-
ment si m est de la forme pa + 1 pour un nombre premier p et un entier
a ≥ 0.
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3.4.4 Type Kummer

Notons Λ = ΛKm le réseau U⊕3 ⊕⟨δ⟩ pour m ≥ 2, avec δ2 = −(2m+ 2).
On a D(Λ) ∼= Z/(2m + 2)Z, un groupe cyclique engendré par δ∗ =

1
2m+2 δ.

On prend de nouveau Ô+(Λ) le sous-groupe de O+(Λ) dont l’action sur
D(Λ) est ±Id.

D’abord regardons un phénomène. Si on prend un tore complexe A
isomorphe à son dual A∨, on obtient un automorphisme φ de H2(A, Z) qui

est
(

0 1
1 0

)
sur chacune des 3 composantes U. Il induit une isométrie sur

H2(Km(A), Z) que l’on note aussi φ. Par l’exemple de Namikawa, on sait
que (Km(A), ϕ) et (Km(A∨), ϕ′) = (Km(A), φ ◦ ϕ) ne sont pas déformation
équivalentes. Donc φ n’est pas dans Mon(Km(A)). On remarque aussi que
φ peut s’écrire comme le composé de 3 réflexions Rv avec v2 = −2, donc
σ(φ) = 1 et χ(φ) = Id, c’est-à-dire φ ∈ Ô+(Λ) \ Mon(X).

Le groupe de monodromie Mon(X) est en fait un sous-groupe d’indice
2 de Ô+(Λ), qui est défini comme suit. Considérons l’application

det ·χ : Ô+(Λ) −→ {±Id}
φ 7−→ det(φ) · χ(φ).

C’est une application surjective puisque Rv pour v2 = −2 est dans Ô+(Λ)
et vérifie det(Rv) = −1 et χ(Rv) = Id. On note N son noyau, qui est
d’indice 2 dans Ô+(Λ).

Théorème 3.25 ([Mo1, Theorem 2.3]). Soit (X, ϕ) une variété hyperkählé-
rienne de type Km marquée. Le groupe de monodromie Mon(X) est égal à N .

Remarque 3.26. Markman a montré que Mon(X)∩ Ô+(Λ) = N . Puis Mon-
gardi a montré que Mon(X) est inclus dans Ô+(Λ) en utilisant le fait que
Mon(X) respecte les murs. Plus précisément, soit X une variété hyperkäh-
lérienne telle que δ est dans H1,1(X, Z). On vérifie par le théorème 3.15
que δ⊥ est un mur exceptionnel. En effet, si l’on note δ = e1 − (m + 1)e2
et v = e1 + (m + 1)e2, alors w = e2 est un élément satisfaisant les condi-
tions. Donc pour φ ∈ Mon(X), l’image φ(δ) doit aussi donner un mur
exceptionnel. On peut écrire

φ(δ) = 2(m + 1) · x + a · δ
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et conclure que 1
2(m+1)(φ(δ) + v) ou 1

2(m+1)(φ(δ)− v) doit être un élément

entier. Donc a ≡ ±1 modulo 2(m + 1), l’isométrie φ est bien dans Ô+(Λ).

Proposition 3.27. Soit (X, ϕ) une variété hyperkählérienne de type Km marquée.
L’indice de Mon(X) dans O+(Λ) est 2ρ(m+1).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 3.24, l’in-
dice de Ô+(Λ) dans O+(Λ) est l’indice de {±1} dans O(D(Λ)). Tou-
jours par le lemme 1.6, on a O(D(Λ)) ∼= (Z/2Z)ρ(m+1). Donc l’indice de
Mon(X) = N dans O+(Λ) est 2ρ(m+1).

En particulier le théorème de Torelli birationnel ne vaut jamais, un fait
qui s’est déjà manifesté dans l’exemple de Namikawa.

Remarque 3.28. Dans tous les trois cas que l’on a considérés, Mon(X) est un
sous-groupe distingué de O(Λ) et donc ne dépend pas de X. En général,
on ne sait pas si Mon(X) est toujours un sous-groupe distingué de O(Λ).

4 Espace de modules polarisé

4.1 Définition et propriétés

On considère des variétés hyperkählériennes polarisées, c’est-à-dire avec
la donnée d’une classe ample. Fixons un réseau Λ de signature (3, b − 3).
Un type de polarisation τ est une O(Λ)-orbite de Λ contenant un élément
h ∈ Λ primitif et de carré positif. Il existe un espace de modules grossier
quasi-projectif Mτ pour les variétés hyperkählériennes polarisées de type
τ, par un théorème général de Viehweg ([Vi]). On peut aussi déduire de
la surjectivité de l’application des périodes que ces espaces sont non vides
lorsque l’espace de modules marqué MΛ l’est.

On parle maintenant d’un transport parallèle polarisé entre des variétés
hyperkählérienne polarisées (X, H) et (X′, H′), plus précisément une iso-
métrie φ : H2(X, Z) ∼−→ H2(X′, Z) induite par un transport parallèle du
système local R2π∗Z le long d’un chemin γ dans une famille propre et
lisse π : X → B, avec la condition supplémentaire qu’il existe une sec-
tion h plate de R2π∗Z telle que h(γ(0)) = H, h(γ(1)) = H′ et h(b) soit
une classe ample dans H1,1(Xb, Z) pour tout b ∈ B. On note Mon(X, H) le
sous-groupe de O(H2(X, Z)) contenant les transports parallèles polarisés.
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On a le résultat suivant qui caractérise les transports parallèles polari-
sés.

Théorème 4.1 ([M, Corollary 7.4]). Soit φ un transport parallèle. Alors φ est
un transport parallèle polarisé si et seulement si f (H1) = H2.

Fixons maintenant un élément h de type τ. On se donne une variété
hyperkählérienne polarisée (X, H, ϕ) avec ϕ(H) = h. On peut considérer
toutes les (X′, H′, ϕ′) qu’on peut obtenir par transport parallèle à partir de
(X, H, ϕ). Par le théorème 4.1, on sait que ϕ′(H′) = h est toujours véri-
fié. Ces variétés forment une composante connexe de l’espace de modules
marqué polarisé que l’on notera M0

Λ,τ (le 0 en exposant signifie que c’est
une composante connexe ; en effet, il existe un espace marqué polarisé to-
tal MΛ,τ). De plus on a une application d’oubli π : M0

Λ,τ → MΛ qui est
obtenue en oubliant la polarisation. L’application des périodes ℘Λ sur MΛ
composée avec π nous donne une application

℘ : M0
Λ,τ DΛ

MΛ .
π ℘Λ

Puisque H est de type (1, 1), les périodes x doivent vérifier x · h = 0. Donc
℘ est à image dans

Dh :=
{

x ∈ P(Λ ⊗ C)
∣∣∣ x · h = x2 = 0, x · x > 0

}
.

Comme Dh a deux composantes connexes échangées par la conjugaison
complexe, on peut supposer que ℘ est à image dans l’une d’elles, notée
D+

h .
On voudrait maintenant enlever les marquages. Étant donné (X, H, ϕ)

dans M0
Λ,τ, notons Mon(X, h) ⊂ O(Λ) l’image de Mon(X, H) par ϕ. Par le

théorème 4.1, on sait que Mon(X, h) = Mon(X) ∩ O(Λ, h). En particulier
le groupe Mon(X, h) ne dépend pas du choix de (X, H, ϕ) dans M0

Λ,τ. Pour
une variété hyperkählérienne polarisée (X, H) et des marquages ϕ1, ϕ2 tels
que ϕ1(H) = ϕ2(H) = h, on a ϕ−1

2 ◦ ϕ1 ∈ Mon(X, H). On peut passer au
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quotient et obtenir

M0
Λ,τ D+

h

M0
τ Pτ

℘

/∼= /Mon(X,h)

℘τ

où M0
τ est une composante connexe de Mτ, et le quotient

Pτ := D+
h /Mon(X, h)

est une variété quasi-projective normale irréductible ([M, Section 8]). Re-
marquons que l’on a en fait Pτ = D+

h / ± Mon(X, h), puisque −Id agit tri-
vialement sur l’espace projectif. On appelle ℘τ l’application des périodes
polarisée. On a un théorème de Torelli polarisé.

Théorème 4.2 ([M, Theorem 8.4]). La restriction de l’application des périodes
à chaque composante connexe de Mτ

℘τ : M0
τ −→ Pτ

est une immersion ouverte d’image un ouvert de Zariski dense.

On peut aussi déterminer l’image ℘τ(M0
τ) dans Pτ. Remarquons d’abord

que pour tout δ ∈ h⊥, l’image de l’hyperplan δ⊥ dans le quotient par
±Mon(X, h) est un diviseur dans Pτ. On l’appelle le diviseur de Heegner
pour δ et on le note Hδ. Remarquons qu’un diviseur de Heegner défini
par un δ est nécessairement irréductible. D’ailleurs on voit que des classes
δ1, δ2 ∈ h⊥ définissent le même diviseur de Heegner si et seulement si elles
sont dans la même ±Mon(X, h)-orbite.

Proposition 4.3. Le complémentaire de l’image de ℘τ : M0
τ → Pτ est la réunion∪

δ∈h⊥
δ⊥ est un mur

Hδ.

Démonstration. Clairement, si on a ℘τ(X, H) ∈ Hδ pour une variété hy-
perkählérienne polarisée, la classe h est contenue dans δ⊥ qui est un mur
pour X. Mais h étant une classe ample, elle ne peut pas être dans δ⊥, une
contradiction.
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Réciproquement, soit x un élément dans D+
h \∪ δ⊥. On cherche une va-

riété hyperkählérienne polarisée de période x. Par la surjectivité de l’appli-
cation des périodes marquée, il existe (X, ϕ) avec ℘Λ(X, ϕ) = x. Comme
x · h = 0, la classe ϕ−1(h) est dans H1,1(X, Z). Quitte à changer ϕ en
−ϕ, on peut supposer que ϕ−1(h) est dans le cône positif CX. Comme
δ · h ̸= 0 pour tout δ, la classe ϕ−1(h) est dans une chambre K0. On peut
conclure par la bijection entre la fibre ℘−1

Λ (x) et les chambres dans CX : il
existe une isométrie φ ∈ WX ⊂ O(H2(X, Z)) et un morphisme biration-
nel f : X 99K Y tels que φ ◦ f ∗(KY) = K0. La classe (ϕ ◦ φ ◦ f ∗)−1(h) est
dans le cône kählérien KY de Y, donc on peut trouver un fibré en droites
H ample sur Y. On a effectivement ℘τ(Y, H) = x.

Remarque 4.4. On peut aussi regrouper les diviseurs de Heegner selon leur
degré : pour δ ∈ h⊥, on note K le réseau ⟨h, δ⟩ et on définit le degré de Hδ

comme le discriminant de K⊥

d =
∣∣∣disc(K⊥)

∣∣∣ = ∣∣∣∣ δ2

divh⊥(δ)
2 · disc(h⊥)

∣∣∣∣ .

Alors Hd est la réunion de tous les Hδ avec degré d. On l’appelle aussi un
diviseur de Heegner (mais il n’est pas nécessairement irréductible).

4.2 Nombre de composantes

L’étude des espaces de modules polarisés repose essentiellement sur
les groupes de monodromie polarisés. On fixe toujours un h ∈ τ. Le théo-
rème 4.1 nous dit que Mon(X, h) = Mon(X) ∩ O(Λ, h). On suppose de
plus que Mon(X) est un sous-groupe distingué de O(Λ). On a le théorème
suivant.

Théorème 4.5. Lorsque Mon(X) est un sous-groupe distingué de O(Λ), le
nombre de composantes connexe de Mτ est égal à

[O(Λ) : O(Λ, h) · Mon(X)],

où O(Λ, h) · Mon(X) est le sous-groupe {ab | a ∈ O(Λ, h), b ∈ Mon(X)} de
O(Λ). C’est aussi le nombre de Mon(X)-orbites dans τ.

Démonstration. Étant donnée une variété hyperkählérienne polarisée (X, H),
on considère tous les marquages possibles ϕ tels que ϕ(H) = h. Pour un
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tel ϕ fixé, les autres marquages sont de la forme φ ◦ ϕ avec φ ∈ O(Λ, h).
L’ensemble de tels marquages peut donc être identifié avec O(Λ, h). De
plus, des marquages ϕ et ϕ′ sont dans la même composante connexe de
l’espace de modules marqué MΛ si et seulement si ϕ′−1 ◦ ϕ ∈ Mon(X).
Donc il existe [O(Λ, h) : Mon(X, h)] composantes de MΛ contenant une
(X, ϕ) avec ϕ(H) = h. On note leur réunion M

(X,H)
Λ .

Maintenant, des variétés hyperkählériennes polarisées (X, H) et (X′, H′)
sont dans la même composante de Mτ si et seulement s’il existe des mar-
quages ϕ et ϕ′ tels que ϕ(H) = ϕ′(H′) = h, et (X, ϕ) et (X′, ϕ′) sont dans
la même composante de MΛ. On voit alors que M

(X,H)
Λ et M(X′,H′)

Λ sont
soit identiques, soit disjointes. Par conséquent, le nombre de composantes
connexes de Mτ est

[O(Λ) : Mon(X)]/[O(Λ, h) : Mon(X, h)].

En utilisant

[O(Λ, h) : Mon(X, h)] = [O(Λ, h) · Mon(X) : Mon(X)],

on voit que ce nombre est égal à l’indice de O(Λ, h) · Mon(X) dans O(Λ).

Remarque 4.6. On a vu Mon(X) ⊂ O+(Λ). De plus, il existe toujours un élé-
ment de norme spinorielle −1 dans O(Λ, h) : il suffit de prendre un v ∈ h⊥

de carré 2 et considérer la réflexion Rv. L’indice [O(Λ) : O(Λ, h) ·Mon(X)]
peut donc aussi s’exprimer comme [O+(Λ) : O+(Λ, h) · Mon(X)].

4.2.1 Surface K3

Dans le cas d’une surface K3, le réseau ΛK3 étant pair et unimodulaire,
le type de polarisation τ est uniquement déterminé par son carré 2n (cri-
tère d’Eichler).

Proposition 4.7. Soient n ≥ 1 un entier et τ un type de polarisation de surface
K3 de carré 2n. L’espace de modules M2n := Mτ est connexe.

Démonstration. On a calculé Mon(S) = O+(ΛK3). Par la remarque 4.6, on
a immédiatement que l’espace de modules est connexe.

Montrons que M2n est le complémentaire dans P2n d’au plus deux di-
viseurs de Heegner.
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Proposition 4.8. Le complémentaire de M2n dans P2n est un seul diviseur de
Heegner si n ̸≡ 1 mod 4 et la réunion de deux diviseurs de Heegner si n ≡
1 mod 4.

Démonstration. Par définition, l’espace de modules P2n est le quotient de
D+

2n par Mon(S, h) = O+(ΛK3, h). En fait, O(ΛK3, h) agit transitivement
sur les deux composantes connexes de D2n et O+(ΛK3, h) est le sous-groupe
qui fixe les composantes. Donc P2n est aussi le quotient de D2n par O(ΛK3, h).

Pour déterminer les diviseurs de Heegner Hδ dans le complémentaire
de M2n, il suffit, d’après la proposition 4.3, de trouver les classes δ ∈ h⊥ de
carré −2 modulo l’action de O(ΛK3, h). Le sous-réseau h⊥ est isomorphe
à U⊕2 ⊕ E8(−1)⊕2 ⊕ ⟨l⟩ avec l2 = −2n, et son groupe discriminant est
D(h⊥) ∼= Z/2nZ. Le groupe O(ΛK3, h) restreint à h⊥ est Õ(h⊥). Donc par
le critère d’Eichler, chaque Hδ est déterminé par le carré de δ, qui est −2,
et la divisibilité γ, qui est 1 ou 2. Le cas γ = 1 est toujours présent : on
peut prendre e1 − e2 pour une copie de U = ⟨e1, e2⟩. Le cas γ = 2 a lieu
si et seulement si n ≡ 1 mod 4 : on écrit δ = 2x + bl pour un x ∈ U⊕2 ⊕
E8(−1)⊕2, alors b2 · n = 2x2 + 1 et on a n ≡ 1 mod 4 ; lorsque n = 4k + 1
on peut poser δ = 2(e1 − ke2) + l.

Mukai a trouvé des constructions géométriques pour des polarisations
de bas degré dans une longue série d’articles : on connaît la description
d’une surface K3 polarisée de degré 2n générale pour tout n ≤ 11.

4.2.2 Type K3[m]

Dans le cas de type K3[m], notons Λ = ΛK3[m] et fixons un h ∈ τ.

Proposition 4.9. On a O(Λ, h) · Mon(X) = O(Λ, h) · Ô(Λ).

Démonstration. Comme Mon(X) = Ô+(Λ) est contenu dans Ô(Λ), il suffit
de montrer que

Ô(Λ) ⊂ O(Λ, h) · Ô+(Λ).

On prend un élément v ∈ h⊥ ∩ δ⊥ de carré 2 et on considère la réflexion
Rv. Clairement, on a Rv ∈ O(Λ, h) et σ(Rv) = −1. De plus, comme D(Λ)

est engendré par δ∗, on a χ(Rv) = Id. Donc Rv ∈ Õ(Λ, h) := Õ(Λ) ∩
O(Λ, h). Maintenant pour f ∈ Ô(Λ), soit σ( f ) = 1, c’est-à-dire on a déjà
f ∈ Ô+(Λ) ; soit σ( f ) = −1, alors écrivons f = f ◦ R−1

v ◦ Rv et on a
f ◦ R−1

v ∈ Ô+(Λ) et Rv ∈ O(Λ, h).
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Le nombre de composantes de Mτ est donc égal au nombre de Ô(Λ)-
orbites dans τ. Comme Λ satisfait les conditions de la proposition 1.8, on
peut d’abord calculer le nombre de Õ(Λ)-orbites pour un type τ. Comme
Ô(Λ) est engendré par Õ(Λ) et {±Id}, le nombre de Ô(Λ)-orbites est égal
au nombre de Õ(Λ)-orbites si h et −h sont dans la même Õ(Λ)-orbite,
c’est-à-dire si γ est 1 ou 2 ; sinon c’est le nombre de Õ(Λ)-orbites divisé
par 2. On a donc démontré la proposition suivante.

Proposition 4.10. Soit τ un type de polarisation de divisibilité γ, c’est-à-dire
une O(Λ)-orbite. Alors le nombre de Õ(Λ)-orbites dans τ est 2ρ̃(γ). Le nombre
de composantes de Mτ est 2max(ρ̃(γ)−1,0).

Remarque 4.11. Pour γ ≤ 11, on a 2max(ρ̃(γ)−1,0) = 1. La divisibilité mini-
male pour que Mτ soit non irréductible est donc γ = 12.

Regardons maintenant le résultat d’Apostolov et Gritsenko–Hulek–San-
karan. Comme Λ n’est pas unimodulaire, un type de polarisation τ n’est
pas uniquement déterminé par son carré et sa divisibilité. Le calcul d’Apos-
tolov et Gritsenko–Hulek–Sankaran est fait en regroupant les types de po-
larisation de même carré et divisibilité. En joignant son calcul au nôtre, on
a le résultat complet suivant.

Théorème 4.12. Soient m, d et γ des entiers positifs avec m ≥ 2 et γ | pgcd(2m−
2, 2d). Pour un diviseur premier p de γ, on note α := min(vp(m − 1), vp(d)) et
β := vp(γ). Alors il existe un type de polarisation τ de carré 2d et de divisibilité
γ si et seulement si tout diviseur premier p de γ satisfait les conditions suivantes

— si vp(m − 1) ̸= vp(d), on a β ≤ α/2 ;
— si par contre vp(m − 1) = vp(d) = α, alors soit β ≤ α/2, soit β > α/2,

avec −d/(m − 1) un carré modulo p2β−α.
Le nombre total de tels τ est ∏p|γ Np avec, pour p ≥ 3,

Np :=

{
1
2 φ(pβ) si β ≤ α/2
pα−β si β > α/2

et, pour p = 2,

N2 :=


1 si β = 1
2β−2 si β ≥ 2, β ≤ α/2 + 1
2α+1−β si β > α/2 + 1
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où φ(n) est la fonction d’Euler qui est paire lorsque n ≥ 3. Pour chaque τ,
l’espace Mτ a 2max(ρ̃(γ)−1,0) composantes connexes.

Remarque 4.13. 1. Notre expression est bien sûr équivalente à celle de
[GHS, Proposition 3.6]. Un avantage est que l’on peut voir le com-
portement de ce nombre par rapport à chaque diviseur premier de
γ.

2. Le type τ est uniquement déterminé par d et γ si et seulement si,
pour tout diviseur premier p de γ, on a Np = 1. En particulier, c’est

vrai si γ ∈ {1, 2, 3, 4} ou si pgcd
(

2m−2
γ , 2d

γ , γ
)

= 1. De plus, il se
peut que Mτ soit irréductible sans que τ soit uniquement déter-
miné par d et γ. Par exemple si m − 1 = d = p2 et γ = p pour un
nombre premier p ≥ 5, il existe p−1

2 types différents de carré 2d et
de divisibilité γ, mais chacun a un espace de modules irréductible.

Démonstration. Soit h un élément primitif de divisibilité γ dans Λ. Si γ = 1,
comme ΛK3 est un sous-réseau de Λ, il existe un type de carré 2d pour tout
d > 0. On regarde donc le cas γ ≥ 2. On peut supposer que

h = γax + bδ,

où x ∈ ΛK3 est primitif et de carré x2 = 2c, avec des entiers a, b, c ∈ Z tels
que pgcd(γa, 2m − 2) = γ et pgcd(γa, b) = 1. Si h est de plus de carré 2d,
on a

2d = h2 = 2ca2γ2 − b2(2m − 2).

Pour qu’un tel h existe, il faut et il suffit qu’il existe un entier b tel que

γ2 | b2(m − 1) + d.

Pour tout p diviseur premier de γ, comme pgcd(γ, b) = 1, b n’est pas
divisible par p. Donc si vp(m − 1) ̸= vp(d), alors vp(b2(m − 1) + d) =
min(vp(m − 1), vp(d)) et on obtient la première condition ; si vp(m − 1) =
vp(d) = α, pour que p2β | b2(m − 1) + d, on obtient bien la deuxième
condition.

Pour compter le nombre de tels τ, on compte d’abord le nombre de
Õ(Λ)-orbites, ou encore, par le critère d’Eichler, le nombre de classes h∗ =
b(2m−2)

γ δ∗. Comme le groupe discriminant D(Λ) est ⟨δ∗⟩ ∼= Z/(2m − 2)Z,
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c’est aussi le nombre de classes b modulo γ. Donc on peut noter ce nombre
∏p|γ Mp, où Mp est le nombre de classes de b modulo pβ.

Lorsque p ≥ 3, si β ≤ α/2, alors il suffit que pgcd(b, p) = 1, donc
Mp = φ(pβ) ; si β > α/2, alors l’équation b2 ≡ −d/(m − 1) mod p2β−α a
deux solutions, donc Mp = 2pα−β.

Supposons p = 2. On voit d’abord que b doit être impair. Lorsque β ≤
α/2 + 1, c’est aussi suffisant : si β ≤ α/2, il est clair que b2(m − 1) + d est
un multiple de 2α = 22β ; si β = α/2 + 1/2, alors vp(m − 1) = vp(d) = α,
et b2(m − 1) + d est un multiple de 2α+1 = 22β ; si β = α/2 + 1, alors
vp(m − 1) = vp(d) = α et −d/(m − 1) ≡ 1 mod 4, et b2(m − 1) + d est
un multiple de 2α+2 = 22β. Donc lorsque β ≤ α/2 + 1 et τ existe, on a
M2 = 2β−1. Pour β > α/2 + 1, l’équation b2 ≡ 1 mod 22β−α a 2 solutions
modulo 22β−α−1, donc on a M2 = 2 × 2α+1−β.

On sait que chaque τ contient 2ρ̃(γ) Õ(Λ)-orbites. Donc le nombre de τ

est ∏p|γ Mp divisé par 2ρ̃(γ). On peut poser Np = Mp/2 pour p ≥ 3, M2 =

N2/2 si v2(γ) ≥ 2 et M2 = N2 = 1 si v2(γ) = 1. On peut conclure.

Soit Λ24 le réseau de Mukai. Comme Λ24 est pair et unimodulaire, la
O(Λ24)-classe d’un élément v ∈ Λ24 primitif de carré 2m − 2 est unique.
Pour un tel v, son complémentaire v⊥ est isomorphe à Λ.

Fixons un type de polarisation τ et soit Mτ l’espace de modules pola-
risé de type τ. Apostolov a remarqué le phénomène suivant.

Proposition 4.14. L’ensemble des composantes de Mτ est en bijection avec l’en-
semble des O(Λ24)-orbites de sous-réseaux de rang 2 dans Λ24 de la forme ⟨h⟩ ⊕
⟨v⟩, tels que v2 = 2m − 2 et h ∈ v⊥ ∼= Λ est de classe τ. De plus, l’indice d’un
tel sous-réseau dans son saturé est div(τ).

Démonstration. Comme la O(Λ24)-classe d’un v primitif de carré 2m− 2 est
unique, on peut fixer un tel v ∈ Λ24 et identifier Λ avec v⊥. Il suffit main-
tenant de considérer les O(Λ24, v)-orbites de sous-réseaux de rang 1 de la
forme ⟨h⟩ dans Λ. Comme on a O(Λ24, v)|Λ = Õ(Λ) (proposition 1.5), ce
sont aussi les Ô(Λ)-classes des éléments h de classe τ dans Λ. On a donc
une bijection.

Maintenant soit div(τ) = γ. Comme Λ24 est pair et unimodulaire, on
peut écrire v = e1 + (m − 1)e2 et δ = e1 − (m − 1)e2 avec Λ24 = ΛK3 ⊕
⟨e1, e2⟩. Alors h = γax + bδ avec x ∈ ΛK3 primitif, pgcd(γa, 2m − 2) = γ

et pgcd(γa, b) = 1. On considère la classe u := h−bv
γ = ax− 2m−2

γ be2 qui est
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entière. De plus ⟨u, v⟩ est un réseau saturé dans Λ24 : si w est un élément
primitif dans ⟨u, v⟩ qu’on écrit

w = cu + dv = cax + de1 +

(
d(m − 1)− 2m − 2

γ
bc
)

e2,

avec pgcd(c, d) = 1, et que w/e reste entier dans Λ24 pour un entier e > 0,
alors e est un diviseur de

pgcd(ca, d,
2m − 2

γ
bc) = 1,

donc e = 1. L’indice de ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ dans ⟨u, v⟩ est clairement γ.

4.2.3 Type Kummer

Notons Λ = ΛKm et fixons h ∈ τ. On peut faire des calculs analogues.

Proposition 4.15. On a O(Λ, h) · Mon(X) = O(Λ, h) · Ô(Λ).

Démonstration. On a montré que Mon(X) = N est un sous-groupe d’in-
dice 2 de Ô+(Λ). Par le même argument que dans la démonstration de la
proposition 4.9, on peut obtenir

O(Λ, h) · Ô+(Λ) = O(Λ, h) · Ô(Λ).

Il suffit donc de montrer

Ô+(Λ) ⊂ O(Λ, h) · N .

On prend cette fois-ci un élément v ∈ h⊥ ∩ δ⊥ de carré −2 et considère
la réflexion Rv. On a Rv ∈ O(Λ, h), σ(Rv) = 1 et det(Rv) = −1. De
plus, comme D(Λ) est engendré par δ∗, on a χ(Rv) = Id. Donc Rv ∈
Ô+(Λ, h) := Ô+(Λ) ∩ O(Λ, h). Maintenant pour f ∈ Ô+(Λ), soit on a
det ·χ( f ) = 1, c’est-à-dire f ∈ N déjà ; soit det ·χ( f ) = −1, alors écrivons
f = f ◦ R−1

v ◦ Rv et on a f ◦ R−1
v ∈ N et Rv ∈ O(Λ, h).

De nouveau, le nombre de composantes de Mτ est égal au nombre de
Ô(Λ)-orbites. Les conditions de la proposition 1.8 étant toujours vérifiées,
on obtient le résultat suivant.
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Proposition 4.16. Soit τ un type de polarisation de divisibilité γ, c’est-à-dire
une O(Λ)-orbite. Alors le nombre de Õ(Λ)-orbites dans τ est 2ρ̃(γ). Le nombre
de composantes dans Mτ est 2max(ρ̃(γ)−1,0).

On peut maintenant refaire l’argument du théorème 4.12 presque mot
à mot, en remplaçant m − 1 par m + 1 et obtenir le résultat suivant.

Théorème 4.17. Soient d et γ des entiers positifs. Pour tout diviseur premier p
de γ, on note α := min(vp(m + 1), vp(d)) et β := vp(γ). Alors il existe un type
de polarisation τ de carré 2d et de divisibilité γ si et seulement si tout diviseur
premier p de γ satisfait les conditions suivantes

— si vp(m + 1) ̸= vp(d), on a β ≤ α/2 ;
— si par contre vp(m + 1) = vp(d) = α, alors soit β ≤ α/2, soit β > α/2,

avec −d/(m + 1) un carré modulo p2β−α.
Le nombre total de tels τ est ∏p|γ Np, avec pour p ≥ 3

Np :=

{
1
2 φ(pβ) β ≤ α/2
pα−β β > α/2

et pour p = 2

N2 :=


1 β = 1
2β−2 β ≥ 2, β ≤ α/2 + 1
2α+1−β β > α/2 + 1

.

Pour chaque τ, l’espace Mτ a 2max(ρ̃(γ)−1,0) composantes connexes.

Maintenant Λ = ΛKm est un sous-réseau du réseau Λ8 = U⊕4 qui est
pair et unimodulaire. Plus précisément, pour v ∈ Λ8 de carré 2m + 2, on
a v⊥ ∼= Λ. On a de nouveau une bijection entre les composantes de Mτ et
les O(Λ8)-orbites de sous-réseaux de rang 2 de la forme ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ dans Λ8
tels que v2 = 2m + 2 et h ∈ v⊥ ∼= Λ est de classe τ.

4.3 Dualité étrange

On regarde d’abord le cas de type K3[m]. Soit Λ24 le réseau de Mukai.
Un sous-réseau T = ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ de rang 2 de Λ24 peut apparaître de deux
manières différentes : si par exemple h2 = 2n et v2 = 2m − 2, on obtient
un type de polarisation τ1 de carré 2n sur les variétés hyperkählériennes
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de type K3[m] et un autre τ2 de carré 2m − 2 sur les variétés hyperkäh-
lériennes de type K3[n+1]. On montre maintenant qu’il existe en fait un
isomorphisme entre les deux domaines des périodes.

Proposition 4.18. Soient m ≥ 2 et n ≥ 1 des entiers. Soient τ1 et τ2 des types
de polarisation définis comme ci-dessus par un sous-réseau ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ de Λ24, où
h2 = 2n et v2 = 2m − 2. Il existe un isomorphisme

mPτ1
∼= n+1Pτ2 .

Démonstration. Soient (X, H) et (Y, V) des variétés hyperkählériennes po-
larisées de types respectifs τ1 et τ2. On a h ∈ τ1 vu comme élément dans
v⊥, et v ∈ τ2 vu comme élément dans h⊥. Par définition, le domaine des
périodes Pτ1 est le quotient de D+

h par Mon(X, h) = Ô+(v⊥, h). En fait,
Ô(v⊥, h) agit transitivement sur les deux composantes connexes de Dh et
Ô+(v⊥, h) est le sous-groupe qui fixe les composantes. Donc on peut aussi
considérer Pτ1 comme le quotient de Dh par Ô(v⊥, h). De même, on consi-
dère Pτ2 comme le quotient de Dv par Ô(h⊥, v). On peut identifier Dh et
Dv avec

Dh,v :=
{

x ∈ P(Λ24 ⊗ C)
∣∣∣ x · h = x · v = x2 = 0, x · x > 0

}
.

Il suffit donc de vérifier que les actions de groupe coïncident. Soit φ un
élément de Ô(v⊥, h). On peut prendre e ∈ {±1} tel que eφ ∈ Õ(v⊥).
Comme on a O(Λ24, v)|v⊥ = Õ(v⊥), il existe Φ ∈ O(Λ24, v) tel que eφ =
Φ|v⊥ . Considérons

O(Λ24, h, v) := {Φ ∈ O(Λ24) | Φ(h) = ±h, Φ(v) = ±v}.

On a alors
Dh/Ô(v⊥, h) ∼= Dh,v/O(Λ24, h, v).

Comme O(Λ24, h, v) est symétrique par rapport à h et v, on a aussi un
isomorphisme pour Dv/Ô(h⊥, v). On en conclut que Pτ1

∼= Pτ2 .

Cet isomorphisme induit un morphisme birationnel entre les espaces
de modules mMτ1 et n+1Mτ2 . On l’appelle la dualité étrange.

On peut faire cette même construction pour les variétés hyperkählé-
riennes de type Kummer. Soit T = ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ un sous-réseau de rang 2 de
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Λ8 avec h2 = 2n et v2 = 2m + 2. On obtient un type de polarisation τ1
de carré 2n sur les variétés hyperkählérienne de type Km et un autre τ2 de
carré 2m + 2 sur les variété hyperkählérienne de type Kn−1.

Proposition 4.19. Soient m ≥ 2 et n ≥ 3 des entiers. Soient τ1 et τ2 des types
de polarisation définis par un sous-réseau ⟨h⟩ ⊕ ⟨v⟩ de Λ8, où h2 = 2n et v2 =
2m + 2. Il existe un isomorphisme

mPτ1
∼= n−1Pτ2 .

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 4.18, on
identifie Dh et Dv avec

Dh,v :=
{

x ∈ P(Λ8 ⊗ C)
∣∣∣ x · h = x · v = x2 = 0, x · x > 0

}
.

Le groupe de monodromie polarisé pour h est

Mon(X, h) = N ∩ O(X, h) =
{

φ ∈ Ô+(v⊥, h)
∣∣∣ (det ·χ)(φ) = 1

}
.

Le groupe que l’on considère qui agit sur Dh est donc{
φ ∈ Ô(v⊥, h)

∣∣∣ (det ·χ)(φ) = 1
}

.

Pour un élément φ, il existe e ∈ {±1} tel que eφ ∈ Õ(v⊥), avec det(eφ) =

1. Comme on a O(Λ8, v)|v⊥ = Õ(v⊥), il existe Φ ∈ O(Λ8, v) tel que eφ =
Φ|v⊥ . Donc on a det(Φ) = 1. Posons

SO(Λ8, h, v) := {Φ ∈ O(Λ8) | det(Φ) = 1, Φ(h) = ±h, Φ(v) = ±v}.

On a alors

Dh/
{

φ ∈ Ô(v⊥, h)
∣∣∣ (det ·χ)(φ) = 1

}
∼= Dh,v/SO(Λ8, h, v).

Par symétrie, on en conclut que Pτ1
∼= Pτ2 .

4.4 Exemples

4.4.1 Type K3[2] polarisé

On étudie le cas de type K3[2] polarisé suivant la méthode de [DM]. On
sait que l’espace de modules polarisé est irréductible si on fixe le type de
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polarisation (ou même si on fixe seulement le carré et la divisibilité). On
veut déterminer l’image de l’application des périodes, ou encore, les di-
viseurs de Heegner contenus dans le complémentaire de l’image. Fixons
donc un type de polarisation τ de carré 2n et de divisibilité γ ∈ {1, 2}, un
élément h ∈ τ, et un plongement de Λ ∼= v⊥ dans Λ24 avec v2 = 2. No-
tons T le sous-réseau ⟨v⟩ ⊕ ⟨h⟩ et T sa saturation. Dans ce cas, le domaine
des périodes Pτ est le quotient de Dh par Ô(v⊥, h). Par le théorème 3.15,
pour un élément a ∈ Λ ∼= v⊥, l’hyperplan a⊥ est un mur si et seulement
si a2 = −2 ou a2 = −10 avec div(a) = 2. On cherche maintenant toutes
ces classes a dans h⊥ modulo Ô(v⊥, h). Le groupe restreint Ô(v⊥, h)|T⊥

contient Õ(T⊥). Par le critère d’Eichler, il suffit de determiner les carrés
et classes de a∗ (dans D(T⊥)) possibles. Comme divT⊥(a) est divisible
par divv⊥(a), on a d’abord 4 possiblités pour le carré a2 et la divisibilité
divT⊥(a) : (−2, 1), (−2, 2), (−10, 2) et (−10, 10).

— Si γ = div(h) = 2, le groupe discriminant D(T⊥) est Z/nZ. On
peut supposer que h = 2x − λδ, où λ est impair. On a 2n = 4x2 −
2λ2, donc n ≡ −1 mod 4. Le degré (voir la remarque 4.4) du divi-
seur Ha est

d =

∣∣∣∣ a2n
divT⊥(a)2

∣∣∣∣ .

Pour que d soit un entier, la seule possibilité est donc (−2, 1). D’ailleurs
on peut vérifier que le cas (−2, 1) est toujours présent. La divisibi-
lité dans T⊥ étant 1, la classe a∗ est nulle, donc unique. On conclut
que l’image de l’application des périodes est le complémentaire
d’un seul diviseur de Heegner Ha (qui est en fait égal à H2n dans ce
cas).

— Si γ = div(h) = 1, le groupe discriminant D(T⊥) est un produit
Z/2Z × Z/2nZ. Le degré du diviseur Ha est

d =

∣∣∣∣ 4a2n
divT⊥(a)2

∣∣∣∣ .

Les trois premiers cas sont toujours présents. Pour le cas (−10, 10),
il faut que n soit de la forme 52α+1n′ avec n′ ≡ ±1 mod 5. Donc
l’image est le complémentaire d’une réunion de diviseurs de Hee-
gner contenus dans H8n, H2n, H10n ou H2n/5. De plus on peut dé-
terminer les nombres de diviseurs irréductibles de chaque degré :
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un seul de degré 8n ; deux de degré 2n si n ≡ 0, 1 mod 4 et un seul
si n ≡ 2, 3 mod 4 ; un seul de degré 10n.

4.4.2 Type K3[2] polarisé de carré 6 et de divisibilité 2

On étudie maintenant un exemple de la dualité étrange. Plus précisé-
ment on regarde le sous-réseau dans Λ24 de la forme ⟨v⟩ ⊕ ⟨h⟩ d’indice 2
dans sa saturation, avec v2 = 2 et h2 = 6. On a un isomorphisme

σ : 2P (2)
6

∼−→ 4P (2)
2

entre les domaines de périodes. Leurs constructions géométriques respec-
tives ont été trouvées par Beauville, Donagi [BD] et Lehn, Lehn, Sorger,
van Straten [LLSvS]. Par l’analyse précédente, l’espace de modules 2M

(2)
6

est le complémentaire d’un seul diviseur de Heegner H6 dans le domaine
des périodes.

Expliquons la construction de Beauville–Donagi. Soit W une cubique
lisse dans P5. La variété de Fano X = F(W) ⊂ G(2, 6) des droites contenues
dans W est une variété hyperkählérienne de type K3[2]. Le plongement de
Plücker de la grassmannienne donne une polarisation sur X de carré 6 et
de divisibilité 2. De plus, une variété hyperkählérienne polarisée (X, H)
générale de ce type peut être ainsi obtenue. Notons Mcubique l’espace de
modules des hypersurfaces cubiques lisses dans P5, qui est une variété
affine de dimension 19. La construction de Beauville–Donagi donne alors
des plongements ouverts

(3) Mcubique ↪−→ 2M
(2)
6 ↪−→ 2P (2)

6 .

Pour les hypersurfaces cubiques lisses dans P5, il existe aussi une applica-
tion des périodes

℘cubique : Mcubique −→ P

où P ∼−→ 2P (2)
6 est une variété quasi-projective. Beauville et Donagi ont

montré que via cette identification, c’est le plongement ouvert (3). On peut
donc voir les deux espaces de modules comme des ouverts dans P . Laza
a démontré dans [L] que le complémentaire de Mcubique est la réunion de
deux diviseurs H2 ∪H6. Van den Dries [vD] a étudié les « préimages » de
H2 et H6 dans la compactification GIT de Mcubique : la « préimage » de

41



H2 est réduite à un seul point, qui correspond à la cubique pfaffienne ; la «
préimage » de H6 paramètre les cubiques ayant un point double. On voit
aussi que H2 correspond au diviseur de 2M

(2)
6 qui paramètre les variétés

hyperkählériennes polarisées (S[2], 2L2 − δ) pour (S, L) une surface K3 po-
larisée de degré 2. Comme 2L2 − δ a des points base, donc n’est pas très
ample, ces variétés ne sont les variétés de Fano d’aucune cubique dans P5.

De l’autre coté, Lehn, Lehn, Sorger et van Straten ont construit une va-
riété hyperkählérienne Y(W) de type 4M

(2)
2 pour toute cubique W dans

P5 ne contenant aucun plan. C’est une contraction de l’espace de modules
M3(W) des cubiques tordues sur W, avec un plongement j : W ↪→ Y(W)
comme sous-variété lagrangienne ([LLSvS, Theorem B]). Par le résultat de
Hassett [H], les cubiques ne contenant pas de plan sont exactement celles
dans Mcubique \ H8. Il est vérifié dans [LPZ, Proposition 1.3] que les appli-

cations des périodes 2℘
(2)
6 et 4℘

(2)
2 sont compatibles avec l’isomorphisme

σ : 2P (2)
6

∼−→ 4P (2)
2 . On peut donc aussi identifier 4P (2)

2 à P et obtenir

une injection de Mcubique \ H8 dans 4M
(2)
2 ⊂ P . On déduit de ce qui pré-

cède que le complémentaire de 4M
(2)
2 dans P est contenu dans la réunion

H2 ∪H6 ∪H8, qui sont tous les trois des diviseurs irréductibles. C’est en
fait une égalité : vérifions à la main que le complémentaire de 4M

(2)
2 dans

4P (2)
2 est la réunion H2 ∪H6 ∪H8. On peut supposer que v = e1 + 3e2 et

h = 2(ϵ1 + ϵ2) + (e1 − 3e2), où (e1, e2) et (ϵ1, ϵ2) sont des bases pour des
copies de U. Alors

T⊥ = (⟨v⟩ ⊕ ⟨h⟩)⊥ = ⟨ϵ1 − ϵ2, e1 − 3e2 + 3ϵ1⟩ ⊕ U⊕2 ⊕ E8(−1)⊕2.

On a D(T⊥) ∼= Z/3Z, engendré par (e1 − 3e2 + 3ϵ1)∗. Soit a une classe
contenue dans h⊥ telle que a⊥ soit un mur. Par le théorème 3.15, il existe
w dans le saturé du réseau engendré par a et v satisfaisant certaines condi-
tions numériques. En particulier 0 ≤ w · v ≤ 3. On voit que a est un mul-
tiple de w − w·v

v·v v. Donc on est dans l’un des cas suivants.

1. Si w · v = 0, alors a = ±w. Comme a2 < 0, on a w2 = −2 et
(a2, divT⊥(a)) = (−2, 1).

2. Si w · v = 1, alors a = ±(6w − v). Donc divv⊥(a) est 6, et divT⊥(a)
est un multiple de 6, qui est impossible puisque D(T⊥) ∼= Z/3Z.

3. Si w · v = 2, alors a = ±(3w − v). Comme a2 < 0, on a w2 = −2 ou
w2 = 0 et (a2, divT⊥(a)) = (−24, 3) ou (−6, 3).
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4. Si w · v = 3, alors a = ±(2w − v). Donc divv⊥(a) est 2, et divT⊥(a)
est un multiple de 2, qui est impossible.

Donc on a 3 possibilités pour la paire (a2, divT⊥(a)) : (−2, 1), (−6, 3) et
(−24, 3). En particulier, les trois possibilités sont toutes présentes et le de-
gré est 6, 2 et 8 respectivement.

Par conséquent, tous les éléments Y de 4M
(2)
2 sont des Y(W) pour une

cubique W lisse dans P5 ne contenant pas de plan. Il existe aussi une
construction géométrique : pour un tel Y, il existe une involution anti-
symplectique sur Y dont le lieu fixe a deux composantes connexes lisses
de dimension 4 qui sont lagrangiennes. L’une d’elles est une cubique lisse
W et de plus Y = Y(W).

En résumé, on a le diagramme suivant

4M
(2)
2 Mcubique

2M
(2)
6

P .

Y−1
de complémentaire

H8

4℘
(2)
2

de complémentaire
H2∪H6∪H8

F
de complémentaire

H2

℘cubique

de complémentaire
H2∪H6

2℘
(2)
6

de complémentaire
H6
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