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0 Gruppen, Ringe, Korper

0.1 Mengentheoretische Grundlagen

0.1.1 Definition: Menge

Fine Menge ist eine Kollektion paarweise verschiedener Objekte, etwa Zahlen oder
Buchstaben, zu einem Ganzen. [[]

Es sei A eine Menge: Die in A enthaltenen Objekte heilen Elemente von A. Ist a ein
Element von A, so schreiben wir a € A, andernfalls a & A.

Soll eine Menge B explizit angegeben werden, so schreiben wir deren Elemente in ge-
schweiften Klammern auf, zum Beispiel

B=1{1,2,3}

Die leere Menge bezeichnen wir mit () (alternativ {}).

Die Anzahl der Elemente von A wird mit |A| bezeichnet. (alternativ: #A), man
spricht auch von der Kardinalitdt oder Michtigkeit von A. Hat A unendlich viele
Elemente, so schreiben wir |A| = oc.

Speziell:

N Menge der natiirlichen Zahlen

7Z Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

Ist jedes Element von A auch Element von B, so heiit A Teilmenge von B oder B
Obermenge von A; man sagt auch: A ist in B enthalten.
Wir schreiben: A C B.
Ist A echte Teilmenge von B, so schreiben wir: A C B.
Man stellt fest: A ist genau dann gleich B, wenn sowohl A Teilmenge von B als auch B
Teilmenge von A ist:
Kurz (Aquivalenz)
A=B< ACBABCA

'Die Definition geht auf Georg Cantor (1845-1918) zuriick:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedlicher Dinge unserer
Anschauung oder unseres Denkens, welche Elemente der Menge genannt werden, zu einem
Ganzen.



0.1.2 Definition: Vereinigung
AUB:={zx |z € AVz e B}

Es gilt:
(AUB)UC = AU (BUC) (Assoziativitit)
AUB = BU A (Kommutativitét)

Wir schreiben: 41 UA;UAs3U...UA,
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0.1.3 Definition: Durchschnitt
ANB:={zx |z € ANz € B}

Es gilt:
(ANB)NC = AN (BNC) (Assoziativitét)
ANB=BnNA (Kommutativitét)

Wir schreiben: A1 NAsNAsN...NA,
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0.1.4 Definition: kartesisches Produkt

Seien A, B zwei Mengen. Dann heifit die Menge
Ax B:={(a,b) | a € Abe B}

der geordneten Paare (a,b) das kartesische Produkt von A mit B.
Generell

A x Ay x ... X A, = {(al,ag,...,an)|a1€A1,a2€A2,...,an€An}

0.1.5 weitere Symbole

Vv “fiir alle”

d  “es existiert” = “es gibt”

3 “es existiert nicht” = “es gibt kein”

d! “es existiert genau ein” = “es gibt genau ein”

0.1.6 Definition: Abbildung

Seien A, B Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element b € B
zuordnet, heifit eine Abbildung von A nach B.
Schreibweise:

f:A— B

a—b= f(a)



e Mit im(f) oder auch f(A) bezeichnen wir die Menge aller Bilder f(a) mit a € A,
also

im(f) ={f(a) |lac A} C B

Wir sprechen vom Bild von A unter f.

e Zwei Abbildungen fi, f» : A — B sind einander gleich, in Zeichen f; = fo, [ falls
fi(a) = fa(a) fir alle a € A.

e Eine Abbildung f : A — B, bei der jedes b € B als Bild eines a € A auftritt, fiir
die also im(f) = B gilt, heifit surjektiv.

e Eine Abbildung f : A — B, bei der jedes b € B hdéchstens einmal als Bild eines
a € A auftritt, fir die also aus f(a1) = f(az2) immer a; = ag folgt, heifit injektiv.

e Eine injektive und surjektive Abbildung f : A — B heifit bijektiv.
Fiir eine bijektive Abbildung f : A — B gibt es zu jedem b € B genau ein a € A
mit f(a) = b.

e Die Bezeichnung b — a definiert fiir die bijektive Abbildung f : A — B eine
Abbildung;:
f1:B—>A

die sogenannte Umkehrabbildung von f:
-1
AL Bl 4

a— fla)=b— f1b)=a

also (f~' o f)(a) = f~'(f(a)) =a Vaec A

f~lof=id4 (ids = identische Abbildung in A: f(z) = )
Ebenso gilt: (fo f~1)(b) = f(f~'(b)) =b VbE B

fof ! =idp (idp = identische Abbildung in B)

e Seien f: A — B und g: B — C Abbildungen. Die Komposition von f mit g
ist die durch Hintereinanderausfithrung von zuerst f und dann g, d.h.

C39(f(a)) =(gof)la) acA

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, sind also f: A — B,f: B — C
und h : C' — D Abbildungen, so gilt:

ho(gof)=(hog)of

2= oder =7



0.2 Halbgruppen und Gruppen

0.2.1 Definition: Verkniipfung o,, auf M

Sei M # () eine beliebige nicht-leere Menge. Eine Verkniipfung o;; auf M ist eine
Vorschrift, die jedem (geordneten) Paar (my, ma) € M x M ein weiteres Element ms € M

zuordnet. In Zeichen:
MxM— M

(m1,m2) = m3 =M1 Op M2

mg ist also Verkniipfung von mi mit mo.
Man sagt auch: M bildet mit o); eine Struktur.

Beispiel M =N,op; =+:NxN—>N
(a,b) —a+b

0.2.2 Definition: assoziativ

Sei M, ops eine Menge mit Verkniipfung.
Die Verkniipfung (oder die Struktur) heifit assoziativ, falls

(mq opr ma) opr mg = my opr (Mg opr mg)  Vmy,mo,mz € M

gilt. Falls oj; assoziativ ist, konnen bei mehrfacher Ausfithrung der Verkniipfung die
Klammern weglassen, d.h. mq opr mo opf ... ops my, ist wohldefiniert.

Bemerkung Ist die zugrunde liegende Menge M fixiert, so schreiben wir o anstelle oy;.

0.2.3 Definition: Halbgruppe
FEine nicht-leere Menge H mit einer assoziativen Verkniipfung o = oy heifit eine Halb-
gruppe. Wir schreiben kurz: (H, o) oder noch kiirzer: H.
Beispiele:
1. (H,0) = (N, +) ist Halbgruppe.
2. (H,o) = (Z,-) ist Halbgruppe.

3. Sei A eine Menge und Abb(A) ={f: A — A} > idg.
Dann ist (H,o) = (Abb(A), o) ist eine Halbgruppe. Fiir f,g € Abb(A) ist auch
gof € Abb(A).



0.2.4 Definition: Gruppe
Eine Halbgruppe G = (G, o) heifit Gruppe, falls gilt:

1. Es existiert ein e € G mit e o g = g fiir alle g € G. Das Element e wird linksneu-
trales Element genannt.

2. Fiir alle g € G existiert ein ¢’ € G mit ¢’ o g = e. Das Element ¢’ € G heifit zu g
linksinverses Element und wird in der Regel mit g~! bezeichnet.
Bemerkung Eine Halbgruppe G = (G, o) heifit also Gruppe, falls gilt:
l.dee G:eog=g9g Vgei

2a. Vge G:3g ' eG:glog=c¢
Dies ist noch nicht korrekt, da wir noch keine Eindeutigkeit fiir e gezeigt haben.

2b. alternativ dazu: Ve € G linksneutral : Vg € G:3g7 ' € G: g log=ce

Bemerkung Man zeigt, daf} ein linksneutrales Element e € GG auch rechtsneutrales Ele-
ment ist, dh goe = g Vg € G erfiillt. Somit ist es erlaubt, von einem neutralen
Element e € G zu sprechen. Dieses ist eindeutig bestimmt: sieche Aufgabe 2(a), Serie 1.
Man zeigt iiberdies, dass ein linksinverses g~ € G auch rechtsinvers ist, also go g !
erfiillt. Uberdies ist g~! dann eindeutig bestimmt. Man spricht von dem Inversen g
von g.

=€
1

0.2.5 Definition: Gruppe (formaler)
Eine Halbgruppe G = (G, o) heifit Gruppe, falls gilt:

1. dlec€cG:eog=g=goe Vge G (eist das neutrale Element von G).

1

2.VgeG:3g ' eG:glog=e=gog ! (¢! ist das Inverse zu g).

Beispiele und Nicht-Beispiele

1. (G,0) = (N,+), so ist dies keine Gruppe:
Wohl ist e = 0 € N (Nullelement) neutral,
aber zum Beispiel zu 2 € N: In e N:24+n=0=n+ 2.

2. (G,0) = (Z,+). Dies ist eine Gruppe:
0 € Z ist neutrales Element.
Fiir n € Z ist (—n) € Z das (additiv) Inverse zu n, da n + (—n) = 0.

3. (G,0) = (Z,-). Dies ist keine Gruppe:
Wohl ist e = 1 € Z (Einselement) neutral, aber zum Beispiel zu 2 € Z,$n € Z :
2.-n=1=n-2.



4. (G,0) = (Q*,-). (Q* =Q\{0}). ist eine Gruppe: e = 1 € Q ist neutrales Element;
a € QX, dann ist ! = % e Q.

5. Siehe Aufgabe 3 Serie 1.

0.2.6 Definition: Ordnung von G
Ist G = (G, o) eine Gruppe, so bezeichnet |G| E] die Ordnung von G.

Bemerkung: Monoid Eine Halbgruppe M = (M,o) in der es zudem ein (eindeutig
bestimmtes) neutrales Element gibt, wird Monoid genannt.

0.2.7 Definition: abelsch
Eine Gruppe G = (G,o) (repektive Monoid, Halbgruppe) heifit kommutativ oder
abelsch, falls
g1og92=g2°091 Vg1,92€G

Beispiele

1. (Z,+) kommutative Gruppe, |Z| = co

2. (Q*,-) kommutative Gruppe, |Q*| = oo

3. D,, n-te Diedergruppe (siehe Serie 1, Aufgabe 4)

4. S, =A{r : {1,...,n} — {1,...,n} | 7 bijektiv} ist die Menge der Permutationen
der Zahlen 1,...,n. Die Struktur auf S, ist die Verkniipfung der Abbildungen.

D,, und S, sind nicht-kommutative Gruppen, |S,| = n!.

Schreibweise Fiir eine beliebige Gruppe G = (G, 0) und n € N fithren wir die vorteil-
hafte Notation fiir n-malige Verkniipfung eines Elements g € G mit sich selbst wie folgt

e1n:
n

g'i=go...og

S——
n-mal
wobei ¥ :=e, ¢! :=g.
Weiter schreiben wir fiir n € N:
g " :g_lo...og_1
—
n-mal

Somit ist g™ fiir m € Z definiert.

3die Anzahl der Elemente von G



Rechenregeln (ohne Beweis):
gn o gm — gn+m
(g")™ =g"™ (9 € Gim,n € Z).

0.2.8 Definition: Untergruppe

Eine Untergruppe U von G (G = (G,o) Gruppe), in Zeichen U < G, ist Teilmenge
U C G, die mit der von G induzierten Struktur (Verkniipfung) selbst eine Gruppe ist.

GxG3aG
(91,92) = 91092

Beispiele

1. Sei G = (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann sind G und U = {e}
Untergruppen von G.

2. Z=(Z,+), 27 = (2Z,+).
27 < 7.[

3. QX = (Qxa')aRX = (RX7')
Q<R

4. Sy = {alle Permutationen von vier Elementen}

U ={(1330); (o3m)> (5112)- (a159)}
|U| =4; es ist U < Sy.

0.2.9 Lemma: Untergruppenkriterium

Sei G = (G, o) eine Gruppe und H C G eine nicht-leere Teilmenge.
Dann gilt:
H<G&gohleH Vg heH

Beweis: =: Voraussetzung: H < G

Behauptung: goh™' € H VYg,he€ H

Beweis: H ist Untergruppe, d.h. mit h € H auch h~! € H.
Mit g€ H, h"' € H,da H < G ist auch go h™! € H.

«<: Voraussetzung: goh™' € H Vg,h € H

Behauptung: H < G

Beweis: Gruppenaxiome testen:

1. H#(
2. (H,o) ist Halbgruppe

4Schreibweise: H < G := H ist Untergruppe von G

10



a) H x H — H Abgeschlossenheit

b) Assoziativitét
3. deec H
4. Vhe H,3h '€ H

Beweis siehe Serie 2 Aufgabe 1. O

0.2.10 Definition: zyklische Untergruppe

Sei G = (G, o) eine Gruppe.
Fine Untergruppe U < G heifit zyklisch, falls ein g € G mit

U={..,9%¢ ¢ =g =g . }={g"|mei}={s"}

Man schreibt auch U = (g). Man nennt g den Erzeuger oder Generator von U = (g).

Beispiel
1. G=(Z,+)=(1).
(denn: Non=1+...4+1).
1
n-ma.

2. Vgl. Serie 1, Aufg. 4:
Di>bmit b® =e
bzw. die Drehung um 27”
Dy > () ={° =e, bt =0,0%,.... 0"} [ ()| =n
D, > (a) ={a® =e,a! =a},|{a)| =2

0.2.11 Definition: Ordnung eines Elementes

Sei G = (G, o) eine Gruppe und g € G . Die kleinste, positive, natiirliche Zahl n € N mit
g" = e heifit die Ordnung von ¢ (in G) und wird mit ordg(g) bezeichnet. Wenn klar
ist, auf welche Gruppe wir uns beziehen, schreiben wir kurz ord(g) anstelle von ordg(g).
Gibt es kein n € N mit ¢g" = e, so setzen wir

ordg(g) = ord(g) := o0
Beispiele

1. 1€ (Z,+):ordz(1) =0

2. D,, 5 b (wie oben) ordp, (b) =n
D,, 5 a (wie oben) ordp, (a) =2

11



Bemerkung Sei G = (G, 0) eine Gruppe und g € G mit ordg(g) = n < oc.
Betrachte (¢) = {e = ¢°, g =¢', 9%, ...,9" '}
Wir stellen fest:

|{g) | = n = orda(g).

0.2.12 Definition: Homomorphismus, Isomorphismus

Seien G = (G, o) und H = (H,op) zwei Gruppen.
Eine Abbildung f : G — H heifit Homomorphismus, falls fiir alle g1,g2 € G die
Gleichheit

f(g1 06 92) = f(g1) om f(g2)

besteht. (Strukturtreue von f).
Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.

Bemerkung Sei f: G — H ein Isomorphismus.
Wir sagen “G und H sind zueinander isomorphe Gruppen”. (in Zeichen G = H), oder:
die Gruppen G, H sind strukturgleich.

Beispiel G = D3 (3te Diedergruppe) = {a' o b™ | € {0,1},m € {0,1,2}},
wobei a = Spiegelung eines Dreiecks an der Vertikale
und b = Drehung eines Dreiecks um 360/3 = 120 Grad
H = S5 (symmetrische Gruppe mit 3 Elementen)
Behauptung: D3 = Ss
Beweis: Definiere Abbildung
f:D3— S3

Sei g € D3. g lasst das Dreieck ABC invariant, vertauscht dabei die Ecken. Nummeriere
die Ecken A=1, B=2, C=3.

123
Zum Beispiel g =b: 123 — 312 = <231>
Priife: f ist bijektiv. U

0.2.13 Definition: Kern, Bild

Seien G = (G,0q) und H = (H,op) Gruppen und f : G — H ein Homomorphismus.
Dann heif3t

ker(f):{g€G|f(9):€H}E]

der Kern von f und
im(f)={h e H|3geG: f(g)=h}

das Bild von f.

Sey = neutrales Element von H

12



Bemerkung Sei f: G — H ein Homomorphismus.

1. f ist surjektiv < im(f) = H

2. f ist injektiv < ker(f) = {ec )]

Beweis
1. Verwende die Definition von Surjektivitét.

2. (Beachte Serie 2, Aufgabe 3).
= GemiB Aufg. 3 gilt: f(eq) = e, also eg € ker(f), {eq} C ker(f).
Wenn {eg} C ker(f), dann Jg # eq € ker(f).
Dann hitten wir f(eq) = f(9) = em. Das widerspricht der Injektivitéit von f.
Somit kann {eq} C ker(f) nicht gelten.
Also gilt die Gleichheit: ker(f) = {eg}.
< Sei aber ker(f) = {eg}.
Wir miissen zeigen: f ist injektiv.
Seien g1,92 € G mit f(g1) = f(g2), Zeige: g1 = g2
Wir haben f(g1) = f(g2) — multipliziere von links mit f(g2)~
= f(g2)""om flg1) = f(92)~" o f(92) = en
Aus Ubungsaufgabe 3b) folgt: f(g2)™' = f(g5 ")
= fl95") o f(g1) = em

-1
= =
it d (92 oG g1) = en

= 92" oa g1 € ker(f) = {ec}

= gy Log g1 = eq — multipliziere von links mit go

= (9206 (95") 0 01) = 206 €9 = g2

g1 = €a oG g1 = g2 = g1 = go.

f ist also injektiv. O

1

0.2.14 Lemma: ker(f) ist Untergruppe von G, im(f) ist Untergruppe von H

Seien G = (G, o) und H = (H,op) Gruppen und f : G — H ein Homomorphismus.
Dann gilt

1. ker(f) ist Untergruppe von G, d.h. ker(f) < G.

2. im(f) ist Untergruppe von H, d.h. im(f) < H

Beweis Siehe Serie 2, Aufgabe 3, insbesondere 3c), 3d)

8¢ = neutrales Element von G

13



Beispiel Sein € N,n > 0. Sei
R,=40,1,...,n—1} #0

Abbildung @ auf R,:

Seien a,b € R, a® b := R,(a+b)
Rest der Summe nach Division durch n
Damit
Rp X Rp — Ry
(a,b) —a®b

Diese Struktur ist assoziativ: (a ®b) @ c=a® (b P c)
Ry(Ry(a+0b)+c) = Ruy(a+ Ru(b+c))

0 ist neutrales Element.

Jedes Element besitzt ein Inverses.

= (R, ®) ist eine abelsche Gruppe.

Beispiel (G,oq) = (Z,+),(H, o) = (Rn,®)
Definiere f : Z — R,
a— Ry(a)
Behauptung: f ist Homomorphismus, d.h.
fla+) = f(a) @ f(b), d.h.
Ru(a+b) = Rn(Rn(a) + Rn(b))
im(f) = Ry, d.h. f ist surjektiv
ker(f)={a€Z|a=k-nkeZ}=nZ
d.h. f ist nicht injektiv.
0.2.15 Definition: Aquivalenzrelation
Sei G eine Menge. Eine (biniire) Relation ~ auf G heiBt Aquivalenzrelation, falls gilt:
1. g~g Vg€ G (Reflexivitit)
2. g1~g2=92~g1 Vgi,92 € G (Symmetrie)

3. 91~92,92~93= g1~ g3 Vg1,92,93 € G (Transitivitit)
Beispiel Die Gleichheit “=” von Elementen der Menge G ist eine Aquivalenzrelation.

0.2.16 Definition Aquivalenzklasse, Reprisentant

Sei G eine Menge mit einer Aquivalenzrelation ~. Ist ¢ € G, so nennen wir die Menge
M, ={h € G |h~ g} die Aquivalenzklasse zu g.
Jedes h € M, nennen wir Représentant von M,; speziell ist g Représentant von M,.

14



0.2.17 Lemma: disjunkte Zerlegung in Aquivalenzklassen

Sei G eine Menge mit einer Aquivalenzrelation ~. Dann gilt:
1. Zwei Aquivalenzklassen sind entweder identisch oder disjunkt.

2. Die Aquivalenzrelation ~ induziert eine disjunkte Zerlegung von G in Aquivalenz-
klassen.

Beweis

1. Seien g1, g2 € G und My, N My, # 0.
Zu zeigen: My, = Mg,
Mg, 0 Mg, # 0 = 3g € My, N My, Sh IINI R g I G

Transitivitat
SeihEMgl ch~g.
Wegen g1 ~ go folgt mit Transitivitét: h ~ go = h € My, = My, C My,.
Symmetrisch dazu: Mg, C My, = My, = M,,.

2. Sei g1 € G und M,, die zugehorige Aquivalenzklasse. Dann gilt:
Entweder G = My,
Oder G # My, d.h. G\ M, # 0.
Im ersten Fall sind wir fertig.
Im zweiten Fall: Sei g2 € G \ M, . Dann gilt:
Entweder G = My, U Mg, (disjunkt nach (1))
Oder G # My, U M,,, d.h. G\ My, U M,, # 0.
Im ersten Fall sind wir fertig.
Im zweiten Fall: Sei g3 € G\ Mgy, U My,. Dann gilt:
Entweder G = My, U My, U My, (disjunkt nach (1))
Oder eben nicht.
Im letzteren Fall fahre entsprechend fort. O

Beispiel konkrete Anwendung in der Gruppentheorie
Sei G = (G, o) Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Definiere

glwgzDg'gfIO%EH

Behauptung: Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf G.
Beispiel: Seien G =Z,neN,n>0.a~b:=n|(a—0b) a,be ZEI

o reflexiv: n|(a —a), dan|(a—a) =0

e symmetrisch: n|(a—b) =3k €Z:a—b=nk=b—a=n-(—-k)=n|(b—a)

"(n teilt (a — b)), n|(a —b), dh. 3k €Z:a-b=n-k, siche 0.3.9

15



e transitiv: n|(a — b) A n|(b — ¢)
= 3dk1, ks €Z:a—b=nki ANb—c=nko
=(a—b)+(b—c)=a—c=n(k + k2)
=an~c

Aquivalenzklassen Fiir 0 € Z ist My = {a € Z | a ~ 0}
={a €Z]|nl|a}

={a€Z|Ike€Z:a=nk}

= {a € Z | a = n-faches}

= nZ

n=1My=7%

n>1My=nZ CZ

Z\My=Z\nZ#0

My={a€Z|a~1}

—{aeZ|nl(a—1)}

={a€Z|3ke€Z:a—-1=nk}

={acZ|3kecZ:a=nk+1}

—{aGZ\Rn(a)—l}Z— My U M, U.7.
~ —
Rn(a)=0 Rp(a)=1

n=24%7= Mo U M1

“gerade” “ungerade”

n > 2 Bild mit Zahlengerade und Zahlen in My und Mj. Fehlende Zahlen.
My={a€Z|a~2}={Ac€Z|Ry(a)=2}

n=37Z=M; UMyUDMs;
Allgemein Z = My UMy U ...UM, _,
zuriick zu den Gruppen
0.2.18 Definition: Relation ~
Seien G = (G, o) eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Definiere
gL~ge g log € H Vgi,90€ G

0.2.19 Lemma: ~ ist Aquivalenzrelation

Die Relation ~ der vorhergehenden Definition ist eine Aquivalenzrelation.

8R,.(a) := Rest von a nach Division durch n = {0,...,n — 1}

16



Beweis

o Reflexivitét:
Zu zeigen: g€ H = g ~ g.

Wir haben: g ' og € H.
e—
e

Wegen e € H, folgt g—!

oge€ H,alsog~g.
e Symmetrie:
Zu zeigen: gl,ggEGmitgflogQEHégz_logl eH
Wir haben: gl_1 ogpp e H
-1 -1 -1 —1y—1
= €ceH = € H= g~ gi.
2o (91" °292) o 92 ©lo) 92 ~ g1
o Transitivitét:
Zu zeigen: Fiir g1, 92,93 € G mit g1 ~ g2, g2 ~ g3, also gy "o gs € H
muss gelten: g2_1 ogs € H= g ~ g3, also 91_1 ogs € H.
Wir haben: gflogQ GH,gglogg € H

= (97" oga)o(gy ogs) € H
verkniipft

= g 'o(gogyt)ogs € H

Assoz.

:>gl_log3€H. O

0.2.20 Definition: Linksnebenklassen

Beobachte die Aquivalenzrelation zu g € G.
My,={NeG|N~g}
={neG|g~n}
={heG|gtohcH}
={heG|gloh=heH}
={WeG|h=goheH}

=goH

Die Aquivalenzklassen M, in dieser speziellen Schreibweise sind von der Form:
Mg=goH (g9€G)

und heiBen Linksnebenklassen von H zu g. [
Nach dem Vorhergehenden zerfillt G disjunkt in Linksnebenklassen von H.

G=J(goH)
gel
wobei I C G ein vollstindiges Reprisentantensystem der Linksnebenklassen von G nach
H ist.

9Der Begriff hat sich einmal von rechts nach links vertauscht: siche
Algebra-Buch von v.d.Waerden: “Moderne Algebra”(1920)
und von Lang: “Algebra” (aktuell)
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Beispiel (G,o) = (Z,+),(H,0) = (nZ,+)
Was bedeutet gfl ogs € H,(g1,92 € Z)?
Es bedeutet: —g1 + g2 € nZ < n | (g2 — g1)

Z = \J(g+nZ)
gel
n—1 n—1
Esist =R, ={0,...n—1}und Z = | (j + nZ) = U(nZ+j).
i=0 kommutativ ;—

0.2.21 Definition/Schreibweise: Menge der Linksnebenklassen

Seien G = (G, o) eine Gruppe und H < G eine Untergruppe von G.
Wir bezeichnen die Menge der Linksnebenklassen g o H, (g € I) mit G/H. In Formeln:

G/H :={goH|gel}

Beispiel “Menge der Linksnebenklasssen zu H”
Z/nZ ={(j+nZ)|je{0,. .. ,n—1}} "EV R, ={0,....,n—1}

0.2.22 Lemma: Gleiche Machtigkeit der Nebenklassen

Sei G = (G, 0) eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann besitzen alle Links-
nebenklassen g o H € G/H die gleiche Michtigkeit, sie haben also gleichviele Elemente
und stehen somit alle in Bijektion zueinander.

Beweis Seien g; 0 H,go 0o H € G/H.
Zu zeigen: Es gibt eine Bijektion von gy o H auf go o H.
Definiere ¢ : g1 o H — g2 o H durch die Zuordnung;:

groh—gaoh,(heH)
Zeige: @ ist bijektiv.

e ¢ surjektiv: Sei go o h € go 0 H gegeben.
Gesucht: b/ € g1 o H mit p(h') = g2 0 h.
Wihle b/ = g o h; dann folgt:

o(h') =p(groh)=g20h

e ¢ injektiv: Seien g1 o h, g1 oh€gyoH,(h,h € H) mit
p(groh) =p(gioh) 3 3 3
:>g20h2920h:>(g;lo(gg)oh):(gglo(gQ)oh):>h:h:>gloh:gloh

O

YnZ+j={a€Z| Ru(a) =j}
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0.2.23 Lemma: (Satz von Lagrange)

Seien G = (@G, o) eine endliche Gruppe (d.h. |G| < co) und H < G eine Untergruppe.
Dann gilt: Die Ordnung |H| von H ist ein Teiler der Gruppenordnung |G| von Gj in

Zeichen
|H| | |G|

Beweis Zerlege G in Linksnebenklassen nach H
G=J(goH)
gel
Es ist |I| < oo, also zum Beispiel I = {g1,...,9n}
G=gioHUgoHU...Ug,0oH

= |G| =|gioH|+[g20 H|+ ...+ |gno H| =37, |gj o H
Nach dem vorigen Lemma gilt:

l9io H| = |gj o H| Vi,je{l,....n}

= |G|l =n-[g10H|
Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass g; = e unser erster Représentant ist.
=>n]H]:>|H\HG] (|

0.2.24 Definition: Index von H in G

Sei G = (G, o) eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

Die Ordnung von G/H (die Anzahl der Linksnebenklassen von H) wird als Index von
H in G bezeichnet. Man schreibt dafiir (G : H).

In Formeln:

Gl =(G: H) - |H|

Beispiel (G,o) = (Z,+)
H =nZ
(Z:nZ)=n

Bemerkung (“Rechtsnebenklassen”)

Sei G = (G, o) unsere Gruppe, H < G
eine Untergruppe. Betrachte

R _
g1~ g grogr € H(gi,g2 € G)

Dies definiert eine Aquivalenzrelation.
Aquivalenzklasse von g € Gist Hog={hog|h € H}.
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H o g heifit Rechtsnebenklasse von H zu g.

H\G = {H o g | H o g = Rechtsnebenklasse zu H}

G= U Hogl["!
geH\G

Bemerkung Ist G = (G, o) kommutativ,
so stimmen natiirlich Links- und Rechtsnebenklassen von H zu g {iberein:

goH={goh|heH}={hog|hcH}=Hoyg
Bemerkung Es besteht eine Bijektion

¢ :G/H — H\G

gegeben durch die Zuordnung
goHw— Hog

(priife zum Beispiel Injektivitidt & Surjektivitdt von ¢, oder beachte, dass eine Umkehr-
abbildung von 1 durch die Zuordnung H o g — g o H gegeben ist)

= |G/H| = |G : H| = [H\G]|

0.2.25 Definition: Normalteiler

Sei G = (G, 0) eine Gruppe. Eine Untergruppe N < G heifit Normalteiler, falls fiir
alle g € G die Gleichheit
goN=Nog

besteht, d.h.
goN={gon|neN}=Nog={nog|neNJ

Bemerkung goN =Nog Vge G

s goNog 'l=N Vged

s goNog ! CNAgoNog ! DN VYgeG
sSgonogleNnegoNog!t VgeG VneN

Voraussetzung gonog ' € N Yge G VneN

Behauptung: n € goNog™' Vge G

Beweis: Wenn ich mit g die ganze Gruppe G durchlaufe, so durchlduft g~
G, d.h. die Inversenabbildung

1 auch ganz

G—Gg—g!
ist bijektiv.

114 durchliuft ein vollstéindiges Reprisentantensystem der Rechtsnebenklassen von H.
2Dies gilt fiir Mengen und nicht fiir jedes einzelne Element.
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Damit kann die Voraussetzung wie folgt reformuliert werden:
g lonoge N VYgeG,¥neN

d.h. Vg € G,Vn € N gilt:
g lonog=neN VgedG Vne N — multipliziere links mit g~

n'=goglonogogl=gonogl€goNog™" Vged&

! und rechts mit g

Die Definition ist dquivalent damit, zu zeigen:

gonog teN VYgeG,VneN

Beispiel S: — 123 123 123 123 123 123
P 5T 123/7\231)7\312/)7\132)7\321 /7 \213)’
S—— Y~ Y Y Y Y~

st T T3 T4 5 6
Az = {my, ma, m3} = (m2)
(nebenbei [S3| = 6,|As| = 3, (93 : A3) = § =2).

Behauptung: As ist Normalteiler von Sj3.

Beweis: Zu zeigen: mj 0 A3 = Azomj, (j=1,...,6)
zum Beispiel j = 1,2, 3 gilt: mj 0 A3 = A3 = Az o,
w40 Az = {mgom, mg0my, mgom3} = {my, w5, 76}
A3 O Ty = {71’1 O Ty, T O Ty, T3 O 7T4} = {71’4,71‘6,7'('5}
=m0 A3 =Azomy #Ag

Ebenso: 75 0 A3 = Agoms und 7g 0 A3 = Az o mg
= Aj ist Normalteiler in Sj3.

Sg/Ag = {Ag, Ty O Ag}

Schreibweise Ist N Normalteiler in G, so schreiben wir dafiir kurz

NG

Bemerkung Sei G = (G, 0) Gruppe und
N < G Normalteiler. Dann gilt
G/N = N\G

goN=Nog

0.2.26 Bemerkug/Definition: Faktorgruppe

Seien G = (G, o) eine Gruppe und N < G ein Normalteiler. Dann wird durch

(groN)e(g20N):=(g109g2)oN,(g1,92 € G)
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eine Verkniipfung definiert.
Behauptung:

1. e ist wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten g, go der
(Links-) Nebenklassen.

2. (G/N,e) ist eine Gruppe.

Beweis

1. Seien g1, ¢} bzw. ga, g5 Vertreter der Linksnebenklasse g1 o N bzw. g o N.
Dh.¢f €gioN < ¢g) =giony,(n €N)
gh€groN & gh=gaong, (ng € N)[F
Zu zeigen (g1 0g2) o N = (gj ogh) o N
Berechne:

(91095) o N

((gromn1)o(g2ong))o N

=((gron10g2)onz)o N

={(g10n10g2) o (nyon) |nEN}|E|

(gronioga)o N

= (g10(g20m})oN)

=g10ga0(njoN)

=g1og20N

2. Die Verkniipfung e ist assoziativ:
((groN)e(g2oN))e(gsoN)=((grogz)oN)e(gs0N)=((grog2)og3)oN =
(g10(g92093))oN =(g1oN)e((92093)0oN) = (g10N)e((g20N)e(g30N))
N = eo N ist neutrales Element in G/N # 0:

Ne(goN)=(eog)oN =goN

Zu jedem go N € G/N gibt es ein Inverses g~' o N:

(goN)e(g'oN)=(gog ')oN=ecoN=N

Damit ist (G/N, e) eine Gruppe. O

Die Gruppe (G/N, e) heifit Faktorgruppe von G/N.

0.2.27 Lemma: kanonische Projektion

Sei G = (G, o) eine Gruppe und N < G ein Normalteiler in G. Dann wird durch die
Zuordnung 7 : G — G /N mit 7(g) :=go N Vg € G ein surjektiver Homomorphismus
definiert. 7 heifit natiirliche oder kanonische Projektion.

Bg~giegitogi=meN
MUnterbehauptung: {nzon|n€ N} = N
Zu zeigen: durchlduft n ganz N, so durchlduft ny on ganz N
Zu zeigen: N — N,n +— ng on ist bijektiv
Injektiv: no on = ng on’ = n’ = n — Kiirzen von ns
Surjektiv: Sei n’ € N beliebig; mit n =mn;* on’ € N folgt noon =nzo (nyton') =n'.
lsNﬂG:ggoN:NogzﬁggonogglEN VneNégglonogzeN Vn e N
Speziell fiir n = nq: g;lonl oga=nt €EN=njogs=gaonj
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Beweis 7(g1092) =(g1092)oN = (g1oN)e(g20N) =m(g1) em(g2). Die Surjektivitéit
folgt, weil es zu jedem go N € G/N ein g € G mit 7(g) = go N gibt. O

Bemerkung Fiir die kanonische Projektion 7 : G — G/N gilt
ker(m) ={g € G|n(g)=N}={9eG|goN=N}=N

0.2.28 Lemma: ker(f) <G
Seien G, H Gruppen und f : G — H ein Homomorphismus. Dann gilt:
ker(f) 9G

Beweis siche Serie 3, Aufgabe 3b)

Beispiele

1. G =(Z,+),N = (nZ,+),(n € Nyn > 1): N JG und es ist G/N = Z/nZ =
{nZ,nZ+1,...,nZ+ (n—1)} und
(nZ+a)e (nZ+b) =nZ+ (a+b) =nZ+ Rnp(a+0)

2. G=953,N = A3 =((123)): A3 <53, (S3: A3) =2 und es ist
S3/As = {As, (23)As} = ((23)A3) = Z/2Z
0.2.29 Homomorphiesatz fiir Gruppen

Seien G, H Gruppen und f : G — H ein Homomorphismus.
Dann gibt es einen injektiven Homomorphismus f : G/ ker(f) — H mit der Eigenschaft

For=f

f injektiy
G/ker(f)" 2 g
Beweis
1. Definition von f : G/ker(f) — H: Die Abbildung

flgoker(f)):=f(g) Vge@&

besitzt automatisch die obige Eigenschaft. Sie ist unabhingig von der Wahl des
Reprisentanten der Nebenklasse und damit wohldefiniert, denn zu jedem ¢’ €
goker(f) gibt es n € ker(f) mit ¢’ = g on und es folgt

flg' oker(f)) = f(g') = flgon) = f(g) o f(n) = f(g) o e = f(g)
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3. f ist injektiv: Fiir g1, g2 € G sind #dquivalent:
f(g1 oker(f)) = f(g2 o ker(f))
< f(g1) = f(92)
se=flg) " o flg2) = flgr" 0g2)
<:>gl_1 o gy € ker(f)
& g2 € g1 o ker(f)
< g1 oker(f) = go o ker(f)

Zusatz: Ist iiberdies f surjektiv, so ist f ein Isomorphismus, d.h.

G/ker(f)= H

Beweis davon f ist bereits als injektiver Homomorphismus nachgewiesen, es bleibt die
Surjektivitdt zu zeigen
Zu zeigen: Sei h € H, dann gibt es ein g o ker(f) € G/ ker(f) mit

flgoker(f))=h

Da f surjektiv ist, gibt es ein g € G mit f(g) = h. Mit goker(f) € G/ker(f) berechnen
wir: f(g oker(f)) = f(g) = h. Dies beweist die Surjektivitit. O

Beispiel Seien G = (Z,+),H = (R, ®).
f:Z—Ry,

a— Rp(a)

Das ist ein surjektiver Homomorphismus.
Wir zeigen:
ker(f) ={a € Z|Rn(a) =0} =nZ

Aus dem Homomorphiesatz folgt: Z/nZ = R,,.

0.3 Ringe und Korper
0.3.1 Definition: Ring

Eine nicht-leere Menge R mit einer additiven Verkniipfung + und einer multiplikativen
Verkniipfung - heifit ein Ring, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:
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1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe (wir bezeichnen das neutrale Element bzgl +
durch 0 und nennen es Nullelement).

2. (R,-) ist eine Halbgruppe, (also ist (R,+,-) im allgemeinen weder kommutativ,
noch besitzt es ein neutrales Element beziiglich -)

3. Fiir a, b, c € R gelten die Distributivgesetze:
ea-(b+c)=(a-b)+(a-c)
e (b+c)-a=(b-a)+ (c-a)
Da - stédrker bindet als +, schreiben wir auch:
ea-(b+c)=a-b+a-c
o (b+c)-a=b-a+c-a
Beispiele

1. R=(R,+,") gegeben durch
7 = (Z,+,-) ist ein Ring, da (Z,+) abelsche Gruppe und (Z,-) Halbgruppe ist.
Bekanntlich gelten die Distributivgesetze.

2. Rp=1{0,1,...,n—1}.
@ Addition auf R,,: (R, ®) ist abelsche Gruppe.
©® Multiplikation auf R,, definiert durch: a ©b = R,,(a-b) € Ry, (a,b € R,). Diese
Multiplikation ist assoziativ.
= (Rn,®,®) ist ein Ring. (priife noch Distributivitét!)

3. R=(2Z,+,-) # 1 ist ein (kommutativer) Ring ohne Einselement.

Bemerkungen

1. Ein Ring R = (R, +, ) heift kommutativ, falls fiir alle a,b € R gilt
a-b=b-a
d.h. die Halbgruppe (R, -) ist kommutativ.

2. Falls ein neutrales Element bzgl. - in R = (R, +, -) existiert, so nennen wir dieses
Einselement und bezeichnen es durch 1.

Nebenbemerkung In dieser Vorlesung soll jeweils 0 # 1 gelten, d.h. ein Ring R =
(R, +, ) mit Einselement besitzt mindestens zwei Elemente.
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Bezeichnungsweisen Sei R = (R, +,-) ein Ring.
1. Wenn a € R, so bedeutet —a € R das additiv Inverse, d.h. a + (—a) = 0.

2. Wenn a € R und ein multiplikativ Inverses besitzt, [1;6] so schreiben wir dieses
als a1 oder % Also gilt atla=a-at=1.

3. Seien a,b € R, so heif3t
a—b:=a+(-b)

die Differenz von a und b.

0.3.2 Lemma: Rechenregeln in Ringen

Es sei R = (R, +, ) ein beliebiger Ring.
Dann gelten fiir a, b, ¢ folgende Rechenregeln:

1.a-0=0-a=0

4. a-(b—c)=a-b—a-c
5. (b—c¢)ra=b-a—c-a

Beweis Serie 4, Aufgabe 3

0.3.3 Definition: rechter/linker Nullteiler

Ein Element a # 0 eines Ringes R = (R, +, -) heifit linker Nullteiler von R, wenn ein
be R,b# 0, existiert, so dass a - b = 0 ist.

Entsprechend definiert man rechte Nullteiler.

Wenn a sowohl rechter als auch linker Nullteiler ist, so nennt man a Nullteiler von R.
Ein Ring R = (R, +, -) ohne Nullteiler heit nullteilerfrei.

Beispiele

1. Der Ring (Z, +, -) ist nullteilerfrei.

2. R=Rs={0,1,...,5} 22,3#0.
2® 3 =0. d.h. 2,3 sind Nullteiler in Rg.

0.3.4 Definition: Integritdtsbereich

Ein kommutativer, nullteilerfreier Ring R = (R, +, ) heifit Integritéitsbereich.

16Vorausgesetzt: Ring mit Einselement
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Beispiele
1. R =7 ist Integritétsbereich.
2. R=(Q,+,"), R=(R,+,-), R = (C,+,-) sind alles Integritéitsbereiche.
[MzcQcRcC.
0.3.5 Definition: (Rechts-/Links-)Inverses

Sei R = (R,+,-) ein Ring mit Einselement 1. Sei weiter a € R. Ein b € R heift
Rechtsinverses von a, falls a - b = 1. Entsprechend wird Linksinverses definiert.
Ist das Rechtsinverse gleich dem Linksinversen, so spricht man vom Inversen.

0.3.6 Definition: Einheit
Ist a € R und besitzt a ein Inverses (in R), so heifit a eine Einheit in R.
Bezeichnung Ist R = (R, +,-) ein Ring mit 1, so wird mit R* die Menge der Einheiten
bezeichnet.
Beispiel

1. R=7Z:7* ={+1,-1}

2. R=Q:Q*=Q\{0}
R=R:R* =R\ {0}
R=C:C*=C\{0}

3. R=Rg: RS ={1,5}

0.3.7 Bemerkung / Definition: Einheitengruppe

Die Menge der Einheiten R* eines Rings R = (R, +, -) mit Einselement 1 ist eine (mul-
tiplikative) Gruppe.
Sie wird die Einheitengruppe von R genannt. @

0.3.8 Definition: Schiefkorper, Kérper

Sei R = (R,+, ") ein Ring mit Einselement.

Falls R* = R\ {0} gilt, d.h. alle a € R,a # 0, besitzen ein multiplikativ Inverses, dann
wird R = (R,+,-) ein Schiefkdrper genannt. Ein kommutativer Schiefkorper heifit
Korper.

YHier stand vorher statt C noch einmal Z. Nachpriifen.
187u Aufgabe 5: Z/mZ < Ry und (Z/mZ)* « R
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Beispiele

1. Q,R,C sind Korper.

@0 1 ©|0 1
2. Re={0,1}mit 0[O0 1 0[]0 O
111 0 10 1

ist ein Korper.

Einschub Korper mit endlich vielen Elementen !7
Wir kennen die Korper Q, R, C.

Vorbemerkung Kandidaten sind R,, fiir gewisse n € N,n > 0. zum Beispiel
e R, ist ein Korper
e Rg ist kein Korper

“Falls ein Ring Nullteiler hat, so kann er kein Koérper sein:”

2,3 sind Nullteiler von Rg =203 =0 (%)

Wire Rg ein Korper, so besie insbesondere 2 ein multiplikativ Inverses a(= 271) in
Re, d.h.a®2=1.

Multipliziere (*) von links mit a:

(@©2)©3=a00=3=0

Das ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Nullelements, R ist also kein Korper.

0.3.9 Definition: Teilbarkeit in Z, (groBter) gemeinsamer Teiler

1. Seien a,b € Z,b# 0
b teilt a, in Zeichen (bla) > 3dc€Z:a=b-c

2. Fira,be Z,d #0
d heiBt gemeinsamer Teiler von a,b :< d|a und d|b

3. Seien a,b € Z nicht beide Null
d € N heifit groflter gemeinsamer Teiler von a,b <

e d ist gemeinsamer Teiler von a,b

e Vn € N:nla,n|b= n|d

Schreibweise (a,b) = ggT(a,b) = groBter gemeinsamer Teiler von a, b.
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0.3.10 Berechnung des ggT iiber Primfaktorzerlegung:
7 ca = 11 p%
a€Z (a#0):a Lp

wobei «,, € N, fiir fast alle p ist a;, = 0.

a=44:a=+2% 11!
b=16:b=2%*.110
= (a,b) =22 =4

Allgemein: a = + II p®, b= + I pPr, (a,b) = + II p™ir{arfe}
p€eP peP peP

0.3.11 Euklidischer Algorithmus
Seien a,b € Z,b # 0. Fortgesetzte Division mit Rest fithrt zu folgendem Schema:
(-1). a=qb+ri 0<r; <|b

0. b=qgor1+13 0<ro<mr

1.y =q3ro+1r3 0<rs3<mrg

2.rg=qur3+1ry 0<r7ry<rs3

(Il—2). Tn—2 =(qnTn—1+7mn 01y <rTpg
(n-1). 7p—1 = qnt17n + 0 (7, ist der letzte, von Null verschiedene Rest.)

Dann gilt:
rn = (a,b)

Dann finden sich x,y € Z, so dass:
(a,b)=rpn=2x-a+y-b

Achtung: x,y sind dabei nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel a=44,b=15
44 =2-16+12
16=1-12+4+4

12=3-[4]+0

n=2ry=(44,16) =4

Berechnung von x und y:
4=16-1-12=16—-1-(44—-2-16)=(—1)-44+3-16
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Beweis Zu zeigen: r, = (a,b), d.h. r,, ist gemeinsamer Teiler und 7, ist maximal damit.

I(n-1). rplrn—1

(n-2). rp|rn—2 H

2. p|re
1. rplr
0. o]
-1. rpla

II. Sei t ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a, b.
77" t]rn

-1. t|’l“1 m

0. t|’l“2
1. t‘?“g

n-3. t|rp—1

n-2. t|ry,

zuriick zum Ausgangsproblem

1. Betrachte R,, = (R, ®,®) fiir n € P, d.h. n = nyjng, wobei n; # 1, (i = 1, 2).
Behauptung: R, ist kein Korper.
Beweis: ny ist Nullteiler von R,,, denn n; ®ng2 =0 (in R,).

2. Satz: Sei p € P. Dann ist der Ring R, = (Rp, ®, ®) ein Korper.
Beweis: R, =Ry \ {0}
< jedes von Null verschiedene a € R, besitzt ein multiplikativ Inverses in R,,.
ac{l,2,....p—1} =R, \ {0} = (a,p) =1
Nach dem vorhergehenden Satz folgt (mit b=1p): Ir,y €Z:x-a+y-p=1
= Ry(1) = Ryw-a+y-p) = Ryla-a) = Ry(x) ©Oa
= Ry(x)®a=1
= R, ist ein Korper. O

197‘n—2 = @nTn—-1+7Tn = gnQn+1Tn + Tn = Tn(l + QnQn+1)

Nta=a=a -t
th=b=1b -t
a=qb+r =
r1=aq +b=t(q" — qb)
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Beispiel p=7.
R? = {07 17 2a 3a 45 55 6}
1,2,3,4,5,6 besitzen ein multiplikativ Inverses in R7 (bzgl. ®).

Euklidischer Algorithmus:

Beachte zum Beispiel 2 € R7, (2,7) =1
=>dr,yeZ:2x+7y=1

zum Beispiel wihle x =4,y =—-1:2-447-(-1)=1
=204=1

= 4 € Ry ist multiplikativ Inverses von w € Ry

0.3.12 Definition: Unterring

Sei (R, +,-) ein beliebiger Ring.
Eine Teilmenge U C R heiit Unterring von R, falls U mit den von R induzierten
Strukturen (Addition, Multiplikation) selbst wieder ein Ring ist. In Zeichen

U<R

Bemerkung U < R < (U, +|y,|v) ist ein Ring, d.h.
1. (U,+|y) ist abelsche Gruppe: (U, +|y) ist Untergruppe von (R, +)
2. (U,|y) ist Halbgruppe.

3. (ergibt sich schon aus R) Es gelten die Distributivgesetze.

Beispiel
1. R=(Z,+,")
U= 3%Z,+,")
U ist Unterring von R
2. R = (Qa +7 )
U= (Z,+,")
U<LR

0.3.13 Definition: (Ring-) Homomorphismus

Seien R = (R, +g,-g) und S = (S, +g,-s) Ringe.
Eine Abbildung f : R — S heifit Ringhomomorphismus von R nach S, falls fiir
r1,r2 € R gilt:

f(ri4+rre) = f(r1) +s f(r2) (Strukturtreue bzgl. Addition)

f(r1-gre) = f(r1) -s f(re) (Strukturtreue bzgl. Multiplikation)
Ist f bijektiv, so heift f Ringisomorphismus. In Zeichen: R = S @

21Bei Ringen mit Einselement 1 ist zusitzlich wichtig, dass f(1) = 1.
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0.3.14 Definition: Kern, Bild

Seien R = (R, +R,-r) und S = (S, +g5,-s) Ringe und f : R — S ein Ringhomomorphis-
mus.
Dann heifit die Menge

ker(f) ={r e R| f(r) = 05}
der Kern von f (ker(f) C R).

Weiter heifit die Menge
im(f)={seS|3IreR: f(r)=s}

das Bild von f (im(f) C 5).

Beispiele

1. R=7,5=Q, f:7Z — Q, gegeben durch a — ¢
f ist Ringhomomorphismus, da:
a,b,€ Z: ﬂa+w—a% %+§
a,b,eZ: fla-b) = “T =
ker(f) ={a€Z| f

)

im(f) =z [ Z—>1m( )
2. R=(Z,+,"), S=Rn,®,0), f Z — Ry, gegeben durch a — Ry, (a).

Schon erkannt: f(a+b) = f(a) ® f(b) fir a,b € Z

Rn(a+b) = Rn(Rn(a) + Ru (D).

Ebenso verifiziert man: f(a-b) = f(a) - f(b) fiir a,b € Z.

(d.h. Ry(a-b) = Ry(Rn(a) - Ru(b))).

= f ist Ringhomomorphismus.

im(f) = Ry, d.h. f ist surjektiv.

ker(f) =nZ

0.3.15 Lemma: ker(f) ist Unterring von R, im(f) ist Unterring von S

Seien R, S Ringe und f : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann ist ker(f) ein Unterring von R und im(f) ein Unterring von S.

Beweis (Skizze) Wir zeigen: ker(f) ist Unterring von R.
1. Zunéchst ist per Definitionem: ker(f) C R.

2. (ker(f), +xer(s)) < (R, +), d-h. ist Untergruppe.
Dies wissen wir bereits aus der Gruppentheorie! (Ubungsaufgabe).

220g = Nullelement in S
Bwir konnen das auch “identifizieren” und sagen im(f) = Z
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3. (ker(f), ker(f)) ist Halbgruppe:
zz: die Abgeschlossenheit, d.h.

r1,T2 € ker(f) =>Tr1-r9 € ker(f).

Dazu beachten wir: f(r1) =0 = f(r2)

= f(r1-r72) = f(r1) -s f(r2) = 05 -5 05 = Os.
= 711 - 19 € ker(f) = Abgeschlossenheit

4. Distributivitédt wird von R geerbt.
Ab jetzt: Seien die betrachteten Ringe immer kommutativ.

0.3.16 Definition: Ideal

Seien R = (R, +, ) ein kommutativer Ring und a C R eine Teilmenge.

Die Teilmenge a heifit Ideal von R, falls gilt:
1. (a,+) < (R,+), d.h. a ist eine Untergruppe von R.

2. R-a=a=a-R, dh.
r-aca YreRVacea und a-r€a VreRVaca

Bemerkung Ein Ideal a in R ist insbesondere ein Unterring in R.

Beispiel

1. R=7Z,a=nZ ist Ideal.
Es ist (nZ,+) < (Z,+) Untergruppe, weiter zu zeigen: r € Z,a € nZ = r-a € n.
Beweis:: r € Z,a en-Z =r-a € nZ.
a-r=r-a=r(n-v)En-Z=n-7ist Ideal von Z € Z

2. Sei R = (R,+, ) beliebiger kommutativer Ring.
Firallero e Rseia=rg- R={ro-r|r € R}
Behauptung: a ist Ideal in R
Beweis:

a) (a,+) < (R,+) Untergruppenkriterium
r1,m2 € R,y =rorl, v, € R
ri—re=ro-rTi—ro-rh=ro-(rp—rh) €a

b) a=ro-1(a€a),r€R
=a-r=r9-7 -r=ro(r-7)€a
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Bemerkung

1. R=(R,+,-) kommutativer Ring und a = r¢ - R, (ro € R, fixiert)
Ideale dieser Form heiflen Hauptideale. Man schreibt sie auch in der Form

a = (ro)
2. Sei R = Z, zunéchst

bla i< (b) 2 (a)

Sei R beliebiger kommutativer Ring; und a,b C R Ideale.
Definiere b|a :<> b O a = algebraische Zahlentheorie.

3. Seien f: R — S ein Homomorphismus von Ringen.
Behauptung: ker(f) ist ein Ideal in R.
Beweis:

a) (ker(f),+) < (R,+) ist eine Untergruppe (s. Gruppentheorie)

b) zu zeigen:
r € R;t € ker(f)
=r-t=t-r¢€ker(f)
Dies ist richtig, da:
t € ker(f) = f(t) = 0s.
Somit folgt:
frrt)=f(r)s f(t)=f(r)-s0s=0g
=r-t=t-r¢€ker(f)
= ker(f) ist Ideal in R.
0.3.17 Definition: Faktorgruppe (R/a,+)

Seien R = (R, +,-) ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal.
Insbesondere wissen wir nach Definition, dass (a,+) < (R, +), also—da abelsche Grup-
pen vorliegen—ist (a,+) < (R, +).
Wir kénnen nun—bzgl +—die Faktorgruppe
(R/a,+)
bilden. Die additive Struktur + auf R/a ist dabei wie folgt gegeben:
(7“1 +a) +(r2+a) = (7’1 +T2)+ﬂ,(7‘1,’l“2 S R)
0.3.18 Definition einer multiplikativen Stuktur auf (R/a,+)
(ri+a)-(r2+a)=(r1-r2) +a,(r,r €R)
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Beweis

1. Wohldefiniertheit, d.h. Unabhéngigkeit von der Wahl der Représentanten rq,79 €
R, iiber welche das Produkt definiert wurde (vgl. Serie 5, Aufgabe 3).

2. Ist (R/a,+,-) ein Ring?

Beachte G kommutative Gruppe, U < G Untergruppe = U I G
gouogtelU VgeGVuelU & goglou=uelU
Wir haben (aufgrund der Kommutativitidt der Addition), dass (a,+) < (R, +).
Betrachte die Faktorgruppe E]

(R/a,+)

Die Addition + auf R/a ist gegeben durch
(rm+a)+(ro+a):=(r1+r)+a (r,r €R)

Damit wird (R/a,+) zu einer abelschen Gruppe.
Wunsch:  Fiihre auf R/a noch eine Multiplikation ein!
Kandidat fiir Multiplikation (r1+a)-(ro4a):=(r1-r2)+a=ry-ro+a (ri,r2 € R)

Vorsicht Diese Definition hédngt von der Wahl der Représentanten 1,72 der Neben-
klassen r1 o a,r2 o a ab. Zur Wohldefiniertheit ist also die Unabhéngigkeit von der Wahl
der Reprisentanten zu priifen, dazu wird wesentlich die Idealeigenschaft (2) gebraucht
(siehe Aufgabe 3, Serie 5).

(R/a,+,-) hat folgende Eigenschaften:

1. (R/a,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0+ a = 0).
2. (R/a,-) ist eine abelsche Halbgruppe. E]

3. Es gelten die Distributivgesetze.
Zum Beispiel seien r1,7r2,73 € R
(ri+a)-((ro+a)+ (rs+a))

= (ri4a)-((re+mr3)+a)

Def.+
= (e (r2+ms)) +a

= (ri-r2+ri-r3)+a
Distrib.R
b ((r1-m2) +a)+ ((r1-73) +a)

D:f (r1+a)‘(r2+a)+(r1+a)-(r3+a)

Ebenso beweist man Rechtsdistributivitét.

*bei G = (G,0) ist G/U = (G/U, o) def
*Die Assoziativitit und Kommutativitit der Multiplikation auf R/a wird von der Multiplikation auf R
geerbt.
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0.3.19 Definition: Faktorring (R/a,+,")

Seien R = (R, +,-) ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal.
Dann nennen wir

(R/aa +, )

den Faktorring von R nach (dem Ideal) a, kurz R modulo a.

Beispiel R =7Z,a=nZ = (n),(n € N,n>0)
Wir haben den Faktorring

R/a=7/nZ ={0,1,...,n—1}

0=nZ

1=1+4+nZ

Seien @, b € Z/n’Z,
a+b=a+b=R,(a+D)
G-b=a-b=R,(a-b)

Bemerkung: Kanonischer Ringhomomorphismus R = (R, +,:) kommutativer Ring,
a C R Ideal. Definiere folgende Abbildung:

m:R— R/a
r—r4+a
Behauptung: 7 ist Ringhomomorphismus, also
1. w(ry 4+ re) = w(ry) + w(r2)

2. w(ry-ro) =7(r1) - w(r2)

Beweis:
1. = — —
7T(T1 —i—?”g) Def. (Tl —I-Tg) ta Def. 4+ in R/a (Tl + a) + (TQ + Cl) Def. riickwiérts 7T(7”1) +7T(T2)
2. w(ry-ma) = (ri-rm)+a = (ri+a)-(re+a) = mw(ry)-m(re) O

Def. w Def. - _in R/a Def. riizkwérts

0.3.20 Homomorphiesatz fiir Ringe

Seien R, S kommutative Ringe und f : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann existiert ein injektiver Ringhomomorphismus

f:R/ker(f) — S

mit der Eigenschaft

fr+ker(f))=f(r) VreR
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R/ ker(f)f injektt g

Beweis Vergessen Sie zunéchst die multiplikative Struktur.

Dann besteht nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen (ndmlich (R,+),(S,+),f :
(R,+) — (S,+)) ein injektiver Gruppenhomomorphismus:

fi(R/ker(f),+) — (S, +)
Das einzige, was zu priifen bleibt, ist die Multiplikativitit von f, d.h.

— [

F(r1 +ker(f)) - (r2 + ker(f))) = f(r1 +ker(f)) - f(r2 + kex(f))

F((r1 +ker(£)) - (ra+ker(f) = F(r-ra+ker(f)) = _ f(r-r) -

Def. von f Multiplikat?zitéit von f

flri) - flra) = f(ri+ker(f)) - f(ra +ker(f)) O

Def. von f

Zusatz Seien R, S kommutative Ringe und f : R — S ein surjektiver Ringhomomor-
phismus, dann ist

fiR/ker(f) — S

ein Ringisomorphismus, in Zeichen

R/ker(f) =S

Beispiel
1. R=72,5=TRn, [ :Z — Ry, gegeben durch a — R, (a) ist Ringhomomorphismus,
surjektiv.
ker(f) = nZ.

Homomorphiesatz fiir Ringe (Zusatz):
Z|nZ =Ry,

Speziell: n = p = Primzahl: R, ist Korper.
= 7Z/pZ ist Korper.
Bemerkung: F,, = Z/pZ ist Kérper mit p Elementen. @

261, da Korper = field
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2. Sei K Korper.
KIX] = {3, a; X7 = apn X" + a1 X"+ X +ag | an,... a0 € K,a, #
0,n € N} U {0} Polynome n-ten Grades.
f € K[X]: deg(f) = Grad von f

Beispiel: f(X) = a3X? + axX? + a1 X +ap

g(X) =02 X2 +b1.X + b

(f +9)(X) = asX?® + (a2 + b2) X* + (a1 + b1) X + (a0 + bo)
FX) =T a; X7, g(X) = 33 bp X"

(F - 9)(X) = T%" (g ai - i) X'

siehe Serie 5, Aufgabe 1: (K[X], +, ) Ring, kommutativ, mit 1.

Homomorphiesatz:
R=K[X],S=K, f: K[X] — K, gegeben durch 1 ;a;X* — ag surjektiv.
ker(f) ={f € K[X]| f(X) = X - g(X),g € K[X]} = X - K[X] = (X)

Hier endet das nullte Kapitel der Vorlesung.
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