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Bitte beachten:
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Serie 1 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Eine Abbildung f : X → Y heißt injektiv, wenn aus f(x1) = f(x2) folgt, dass x1 = x2

ist. Die Abbildung heißt surjektiv, wenn für jedes y ∈ Y ein x ∈ X existiert, so dass
f(x) = y ist. Eine Abbildung, die sowohl surjektiv als auch injektiv ist, heißt bijektiv.

a) Finden Sie eine bijektive Abbildung f : N → 2N (dabei sei 2N die Menge der geraden
natürlichen Zahlen).

b) Finden Sie eine bijektive Abbildung g : N → Z.

c) Finden Sie eine bijektive Abbildung von R \ {0} → R.

d) Finden Sie eine surjektive Abbildung von R in den Kreis S1 := {(x, y) ∈ R
2 | x2 +

y2 = 1}.

e) Gibt es eine injektive Abbildung f : R → S1 ?

Aufgabe 2 (6 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass es in einer Gruppe genau ein neutrales Element gibt.

b) Beweisen Sie für eine Gruppe (G, ◦) die folgenden Identitäten (a, b ∈ G):

(a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1 , (a−1)−1 = a.

Aufgabe 3 (10 Punkte) (symmetrische Gruppe)

Sei [n] := {1, 2, . . . , n} die Menge der ersten n natürlichen Zahlen. Mit Sn bezeichnen wir
die Menge aller bijektiven Abbildungen von [n] nach [n].



a) Zeigen Sie, dass Sn (mit der Verknüpfung von Abbildungen als Gruppenoperation)
eine Gruppe ist (wir bezeichnen sie auch als die symmetrische Gruppe).

b) Wieviele Elemente hat Sn?

c) Zeigen Sie: Für n ≥ 3 ist Sn nicht kommutativ.

d) Finden Sie alle Untergruppen von S3.

Aufgabe 4 (10 Punkte) (Diedergruppe)

a) Zeigen Sie, dass die Menge Dn aller ebenen Bewegungen (d.h. Drehungen, Spiegelun-
gen und deren Kombinationen), die ein regelmäßiges n-Eck auf sich selbst abbilden,
eine Gruppe ist (“n-te Diedergruppe”).

b) Sei a ∈ Dn eine Spiegelung und b ∈ Dn eine Drehung um 2π

n
. Zeigen Sie:

a2 = e , bn = e , a ◦ b ◦ a = b−1.

c) Zeigen Sie: Jedes Element aus Dn ist eindeutig als Produkt al ◦ bm mit l ∈ {0, 1},
m ∈ {0, 1, . . . , n − 1} darstellbar.

d) Bestimmen Sie die Ordnung von Dn.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Finden Sie alle Gruppen der Ordnung vier.


