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Kapitel 0
Gruppen, Ringe, Korper

Dieses Kapitel befindet sich noch in Arbeit.
Bemerkung.

Die hier vorliegenden Notizen zur Vorlesung , Lineare Algebra und Analytische Geometrie
[ sind als Unterstiitzung beim Nacharbeiten des Vorlesungsstoffes zu sehen. Sie erheben
nicht den Anspruch auf Vollstéandigkeit, d.h. es gibt durchaus Inhalte, die in der Vorlesung
behandelt wurden, sich aber in den Notizen nicht wiederfinden. Ebenso kann Fehlerfreiheit
nicht garantiert werden.



KAPITEL 0. GRUPPEN, RINGE, KORPER



Kapitel 1

Vektorraume

1.1 Definition

Definition. Es sei K ein Korper. Eine nichtleere Menge V' zusammen mit einer Addition
v,w— v+w (v,weV)
und einer Multiplikation mit Skalaren
Mo — Ao (ANeKveV)

heiit Vektorraum tber K oder K-Vektorraum, falls gilt:
(1) V ist bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe.
(2) Fiir alle A\, p € K und v,w € V bestehen die Axiome:

(@) A+p)-v=Xv+pu-v,
(v—i—w)—/\ v+ A w,

(b) A
(c) (A ) A-(p- ),
(d)1-v

Bemerkung. Das Symbol 0 bezeichnet im folgenden sowohl das Nullelement von K als
auch das neutrale Element der abelschen Gruppe V.

Lemma. Es gilt:

(i) Das neutrale Element 0 ist eindeutig bestimmit.

(i) 0-o=0 (veV).
(ili) Das Inverse —v zu v € V ist eindeutig bestimmdt.
(=) -v=—A-v) NeK,veV).

V) Ao (=v)==(A-v) ANeK,veV).

) 0
)
(iv)
) A
(vi) Aus A-v=0(\Ne€ K,veV) folgt \=0 oder v =0.

7
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Beweis.

(i) Seien 0,0* zwei neutrale Elemente. Es folgt 0 + 0* = 0 und 0* + 0 = 0*, somit
0"=0"+0=0+4+0"=0.

(i) Setze w:=0-v € V. Esfolgtw:(J-v:(0+0)-v(2:a)0-v—|—0-v:w—l—w, also
w+ (—w) =w+w+ (—w), somit 0 =w+ (w+ (—w)) =w~+0=w bzw. 0-v = 0.

(ili) Seien —wv,v* Inverse zu v € V. Es folgt v 4+ (—v) = 0 = v + v*, also v* = v* +0 =
v+ (v+ (—v)) = (W +v)+ (—v) =0+ (—v) = —v.
Beachte: Die Eindeutigkeit des Inversen hat zur Folge, daf§ die Gleichung v + x =
w (v,w € Vgegeben; x € Vgesucht) eine eindeutige Losung hat, ndmlich x =
w + (—v). Wir bezeichnen den Vektor w + (—v) durch w — v und nennen ihn Diffe-
renzvektor.

(iv) Nach Eigenschaft (ii) und mit (2a) folgt 0 =0-v = A+ (=A))-v =X v+ (=)) - v,
somit ist (—\)-v Inverses zu \-v; nach Eigenschaft (iii) ist dieses eindeutig bestimmt,
also —(A-v) = (=A) - v.
Beachte: Speziell fiir A = 1 haben wir —(1-v) = (—1) - v, also (—=1) - v = —v.

(v) Wie Eigenschaft (ii) beweist man A -0 = 0 (A € K); damit und mit (2b) folgt:
0=XA-0=X-(v+(—v)) =A-v+ X (—v). Somit ist A-(—v) Inverses zu A - v, nach
Eigenschaft (iii) ist dieses eindeutig bestimmt, also —(A-v) = A - (—v).

(vi) Sei A # 0, also existiert A" € K. Mit (2¢) und (2d) folgt v = 1-v = (A7')\) -v =
Aho(No) =Xt 0=0.

1.2 Beispiele

(i) Der Vektorraum R”: Wir betrachten die Menge

&1
R" = : &,..,&n€R
€n
der sogenannten Spaltenvektoren.
&1 m
Die Addition der Spaltenvektoren S, : € R" wird komponentenweise
&n Tin
erklért, d.h.:

&1 m &1+m
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0 &1 &1
Mit dem Nullvektor : und dem zu : additiv Inversen —| : =
0 €n &n
—&
: wird R™ zu einer abelschen Gruppe.
_gn
&
Die Multiplikation eines Spaltenvektors © | mit einem Skalar A € R wird eben-
&n
falls komponentenweise erklért, d.h.
&1 A&y
A = :
&n A&

Es ist leicht zu iiberpriifen, dal die Axiome (2a)-(2d) erfiillt sind. Damit wird R™ zu
einem R-Vektorraum, dem Vektorraum der Spaltenvektoren (mit n Komponenten)
bzw. Vektorraum der n-Tupel.

Geometrische Darstellung.

§2 &3
R? R2

&
&1
Bemerkung. Anstelle der Spaltenvektoren : konnten auch Zeilenvektoren
&n
(&1, ..., &) betrachtet und analog ein Vektorraum von Zeilenvektoren definiert wer-

den. Unter dem R" soll in dieser Vorlesung in der Regel der Vektorraum der Spalten-
vektoren betrachtet werden; sollte einmal der Vektorraum der Zeilenvektoren eine
Rolle spielen, so werden wir diesen speziell bezeichnen.
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Betrachte m lineare Gleichungen mit n Unbekannten &, ... | &, der Form:

a1 + apéy + -+ aé, =0
a1 + by + -+ g, =0

(5).

Hierbei sind die Koeffizienten ay; € R (k= 1,...,m; j = 1,...,n). Das lineare
Gleichungssystem (S) wird homogenes lineares Gleichungssystem genannt, da rech-
ter Hand nur Nullen vorkommen; ist dies nicht der Fall, so spricht man von einem
inhomogenen linearen Gleichungssystem. Wir betrachten nun die Lésungsmenge

&1 &
Vo= : o | erfiillt (S5)
&n &n
Man verifiziert leicht:
&1 m &1+m A1
Sind | : |, : € V, so sind auch : , : eV (AeR).
&n M En + M An

Damit ist auf V' eine Addition und eine Multiplikation mit Skalaren definiert. Es ist
nicht schwierig, zu zeigen, daf§ V' die Axiome eines Vektorraumes erfiillt.

V:={f: R — Restetig}. Sind f,g € V und A € R, so setzt man

(f+9)(t) = [f{t)+g(t) (t€R),

(A-N)@) = Af(t) (t€R).
Aus der Analysis iibernehmen wir: Sind f, g stetige Funktionen auf R, so sind die
Funktionen f+ ¢ und Af stetig auf R. Damit haben wir auf der Menge V' eine Addi-

tion und eine Multiplikation mit Skalaren definiert. Man iiberpriift ohne Miihe, dafl
V' damit zu einem Vektorraum wird, dem Vektorraum der auf stetigen Funktionen.

Vi={p: R— R|IeN:plt)=aqt®+...+ait+ap;aq,...,aq € R}. Ein
Element p € V' heiit Polynom vom Grad d, falls ay # 0 ist.

Wie in Beispiel (iii) 1a8t sich auf V' eine Addition und eine Multiplikation mit Ska-
laren erkliaren. Sind ndmlich p,q € V und A € R und

p(t) = agt®+ ... +ait+ag

qt) = Bat'+...+ Pt + o
(P+a)(t) = (aa+ Bt + ...+ (a1 + Bu)t + (a0 + fo)
A-p)t) = Aag)t?+ ...+ Aot + (Aag).

Wiederum iiberpriift man miihelos, daf§ V' ein Vektorraum ist, der Vektorraum der
Polynome (in einer Variablen tber den reellen Zahlen).

so gilt
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1.3 Unterriaume

Fiir das folgende sei ein K-Vektorraum V festgelegt. Wir definieren:

Definition. Eine nichtleere Teilmenge U C V heif3t ein linearer Unterraum oder Teilraum
von V, falls gilt:

B)v,welU = v+wel,
HreK,velU = wel.
Lemma. Jeder Unterraum U eines K - Vektorraumes V' ist selbst wieder ein K - Vektorraum.

Beweis. Mit Hilfe von (3) wird auf U eine additive Struktur definiert; diese ist assoziativ
und kommutativ, da sie ja von einer assoziativen und kommutativen Struktur auf V'
induziert ist.

Ist v € U, so folgt mit (4) (setze A = —1) —v = (=1)v € U, d.h. mit v € U ist auch das
Inverse —v € U.

Da weiter U nichtleer ist, existiert mindestens ein v € U und damit auch —v € U; also
folgt mit (3), daBB 0 = v + (—v) € U ist. Damit ist U eine abelsche Gruppe.

Die durch (4) festgelegte Multiplikation mit Skalaren erfiillt automatisch die Axiome (2a)-
(2d), weil sie es ja sogar auf V tut. Damit ist U ein K-Vektorraum. O

Lemma. FEs seien Uy, Uy Unterrdume von V. Dann ist der Durchschnitt Uy N"Usy ebenfalls
emn Unterraum von V.

Beweis: Wir haben fiir U; N U, die Axiome (3),(4) zu bestétigen. Es seien also v,w €
Uy NU; und A € K. Da insbesondere v, w € U, ist, folgt mit (3) bzw. (4), daB v +w € U,
bzw. Av € Uj. Analog schlieft man v + w € U bzw. Av € Us,. Insgesamt ergibt sich
v+w e U NU; bzw. v € Uy NUs. U

Beispiele.

(i) Seien V = R™ der R-Vektorraum aller n-Tupel und U der R-Vektorraum aller n-
Tupel, welche ein gegebenes lineares homogenes Gleichungssystem (m Gleichungen,
n Unbekannte) 16sen.
Dann ist U ein Teilraum von V.

(ii) Sei V der R-Vektorraum der auf stetigen Funktionen und U der R-Vektorraum der
Polynome.
Dann ist U ein Unterraum von V.

(iii) Geometrisch:
- Unterriume von R?: {0}, Geraden durch 0, R?.
- Unterriume von R3: {0}, Geraden durch 0, Ebenen durch 0, R3.
Durchschnitt:
- Schnitt zweier Geraden durch {0} in R?.
- Schnitt zweier Ebenen durch {0} in R?.
- Schnitt einer Geraden durch {0} mit einer Ebene durch {0} in R?.
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Definition. Es seien Uy, U; Unterrdume von V. Dann heifit die Menge
U1+U2 = {U1+U2|U1 c Ul, U € U2}

die Summe der Unterrdume Uy, Us.

Beispiel. Es sei V = R? und

& 0
U1: 0 §16R ,UQI fg ngR
0 0
Dann folgt
&1 0 S
U +U; = 0 |+ & £, €R = 1 &, €R
0 0 0

Lemma. Es seien Uy, Uy Unterrdume von V. Dann ist thre Summe Uy + Uy ebenfalls ein
Unterraum von V.

Beweis. Wir haben fiir U; + U, die Axiome (3),(4) zu bestatigen. Es seien also v,w €
Uy + Us, d.h. es existieren vy, w; € U; und vq, wy € Us mit der Eigenschaft

V=1 + Vg, W= Wy + Ws.
Mit Hilfe der Assoziativitdt und der Kommutativitit der Addition folgt nun
v+w = (v1 +vg) 4+ (wy +wy) = (v1 +wy) + (va +wy) € Uy + Us.
Ist weiter A € K, so folgt mit (2b)
A= ANy +v9) = vy + Avy € Uy + Us.

Damit sind die Axiome (3) und (4) nachgewiesen. O

Definition. Es seien vy, ..., v, endlich viele Vektoren eines Vektorraumes V. Ein Vektor
v € {)\101+...+)\nvn|/\1,...,)\n GK}

heifit Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.
Weiter wird die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v, durch (vq,...,v,) be-
zeichnet, d.h.

(U1, .. o) ={ v+ .o+ Ao | A, €K

Lemma. Mit den vorhergehenden Bezeichnungen gilt: Die Menge (vq, ..., v,) aller Line-
arkombinationen ist der kleinste Unterraum von V', der die Vektoren vy, ..., v, enthdlt.

Beweis. Ubungsaufgabe. U
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Definition. Ist M C V eine beliebige (nicht notwendigerweise) endliche Teilmenge von
Vektoren, so heifit v € V' Linearkombination von M, falls v eine Linearkombination endlich
vieler Vektoren aus M ist. Weiter setzen wir

(M) ={veV|Ju,...,ou € M;N,.... M €K :v=XNv1+ ...+ \ug}

Wiederum erkennt man (M) als Unterraum von V. Man bezeichnet (vq, ..., v,) bzw. (M)
als die lineare Hiille oder den linearen Span von vy, ..., v, bzw. M oder auch den durch
vy, ...,0, bzw. M erzeugten linearen Unterraum von V.

1.4 Lineare Abhingigkeit

Definition. Endlich viele Vektoren xy,...,z, von V heiflen linear unabhdingig, falls nur
die triviale Linearkombination den Nullvektor darstellt, d.h. falls aus Ayx1+...+\,z, =0
stets Ay = ... = A\, = 0 folgt. Andernfalls heiflen die Vektoren linear abhdingig.
Beispiele.

(i) Die beiden Vektoren ( g ),( i ) € R? sind linear unabhéingig, denn wir haben:

(3)(3)=(0)= a0 =
6A+24p = 0 (I)=3-(I)

6A+14p = 0 (II")=2-(II)
Es ergibt sich g =0 und A = 0.

— 10p=0 (I)-(II")

1 4 7
(i) Die drei Vektoren | 2 |,[ 5 |,| 8 | € R? sind linear abhiingig, denn es gilt:
3 6 9
1 4 7 0
Dl 2 ) +2f 5 )+ 8 ]=]{o0
3 6 9 0

Definition. Eine Teilmenge M C V heifit linear unabhdingig, falls je endlich viele Vektoren
aus M linear unabhéngig sind. Andernfalls heifit die Menge M linear abhdingig.

Lemma. Es sgz’ M C V eine Teilmenge, welche aus mindestens zwei Vektoren besteht.
Dann gilt die Aquivalenz:

M CV linear abhingig <= dxr € M;xq,...,x, € Mverschieden;
ri#Fx(j=1,...,n):

.f:Z)\jl'j()\l,...,)\nEK).
j=1
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Beweis. («<=) : Seien also x € M, x1,...,x, € M verschieden und z; # z(j =1,...,n)
mit der Eigenschaft x = > 77| A\jz; (Ar,..., Ay € K). Somit ist -2 — Az —... =A@, =0
eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors, d.h. M ist linear abhéngig.

(=) : Essei M C V linear abhéingig, also existieren xg, x1,...,x, € M, Ao, A1,..., Ay € K
(nicht alle gleich Null) mit > A\jz; = 0.

0.B.d.A. darf \g # 0 angenommen werden. Da die Vektoren xq, z1,...,x, samtlich ver-
schieden sind, folgt mit z = x und X; = NN G=1,...,n):

dz € M; xy,...,x, € Mverschieden; z; #x (j=1,...,n):

x:Z)\;xj (AL, ..., N\, € K).
=1

1.5 Basen

Definition. Eine Teilmenge B C V' heifit eine Basis von V| falls B linear unabhéngig ist
und V = (B) gilt.

Lemma. Es sei V ein K-Vektorraum und B C V. Dann gilt:
(i) B ist genau dann eine Basis, wenn B ein minimales Erzeugendensystem ist.

(ii) B ist genau dann eine Basis, wenn B eine mazimale Menge linear unabhdngiger
Vektoren ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung. Als erstes wichtiges Resultat der linearen Algebra wird die Existenz einer
Basis eines Vektorraumes gezeigt. Werden keine Voraussetzungen an V' gestellt, so muf3
fiir den Beweis das sogenannte ,,Lemma von Zorn“ aus der Mengenlehre herangezogen
werden. Dieses soll im folgenden prézise formuliert, aber nicht bewiesen werden.

Definition. Eine Teilordnung (oder partielle Ordnung) auf einer Menge 90 ist eine Rela-
tion m < m/, die zwischen gewissen Elementen bestehen kann und fiir entsprechende m,
m/, m” € 9 folgende Axiome erfiillt:

(i) Es gilt m < m.
(i) Ist m < m/ und m’ <m”, so ist m < m”.
(iii) Ist m < m’ und m’ < m, so ist m = m/.
Eine Teilordnung heif3t Totalordnung oder Ordnung von 9N, falls zusétzlich gilt:

(iv) Fiir alle m, m’ € 9 gilt m < m’ oder m’ < m.
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Definition. Es sei 91 eine teilweise geordnete Menge. Eine Teilmenge & C 91 heif3t Kette,
falls R total geordnet ist.

Definition. Es sei 9 eine teilweise geordnete Menge und 2 C 9 eine Teilmenge. Ein
Element m € 9 heifit obere Schranke von 2, wenn fiir alle a € 2 die Beziehung a < m
gilt.

Definition. Es sei 91 eine teilweise geordnete Menge. Ein Element my € 9N heifit ma-
zimales Element, wenn M kein grofleres Element besitzt, d.h. es gibt kein m € 91 mit
mo < m aufler mq selbst.

Lemma von Zorn. Es sei 9 eine teilweise geordnete Menge. Falls jede Kette & C 9N
eine obere Schranke besitzt, so hat 9 ein maximales Element.

Beweis. Wir wollen den Beweis des Zorn’schen Lemmas hier nicht fithren. Wir verweisen
auf das Lehrbuch ,,Algebra® von B. van der Waerden, Band 1, Kapitel 9, § 69. OJ

Satz. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis.

Beweis. Wir betrachten die Menge 91, deren Elemente die linear unabhéngigen Teilmen-
gen von V sind. Mit Hilfe der Inklusion von Mengen 148t sich auf 91 eine Teilordnung
erklaren: Sind namlich M;, My € 91, so bedeutet M; < Ms, daf3 die Inklusion M; C M,
besteht.

Es sei nun & C 9 eine Kette. Wir wollen eine obere Schranke zu £ konstruieren. Dazu

setzen wir
M= |JK,
KeRr

d.h. M ist die Vereinigung aller Elemente von K. Wir haben zunéchst M € 91 zu zeigen.
Dazu gilt es nachzuweisen, daf§ je endlich viele Vektoren vy, ..., v, € M linear unabhéngig
sind. Wir konnen annehmen, daf§ v; € K; mit K; € & (j = 1,...,n) gilt. Da R total
geordnet ist, findet sich ein Index jo € {1,...,n} derart, dal vy,...,v, € Kj, gilt. We-
gen K, € & C 9 ist die Menge K, linear unabhéngig; somit sind auch die Vektoren
v, ...,V € Kj; linear unabhéngig. Damit haben wir M € 9. Offensichtlich gilt fiir alle
K € R die Beziehung K < M, d.h. M ist in der Tat eine obere Schranke von K.

Nach dem Zorn’schen Lemma besitzt 9 ein maximales Element M,. Konstruktionsgemafl
ist My eine maximale, linear unabhéngige Teilmenge von V. Nach dem Lemma zu Beginn
dieses Abschnitts bildet M, somit eine Basis von V. U

Lemma. Es sei V' ein K-Vektorraum mit endlicher Basis B = {by,...,b,}, und b € V
besitze die Darstellung
b= Z ,Ltjbj.
j=1

Falls ein k € {1,...,n} mit ux # 0 existiert, so ist auch die Menge

B/ = {bl, ceey bk—la b, bk;—i—l; ey bn}
eine Basis von V.
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Beweis. O.B.d.A. kann k = 1 angenommen werden; wir haben also B = {b, by, ...,b,} als
Basis von V' nachzuweisen.

Erzeugtheit: Es ist V = (B) und (B') C (B). Da b = uiby + pabs + ... + pnby (11 # 0),
d.h. by = pytb — py by — ... — py by gilt, folgt by € (B'), also (B) C (B') und somit
die Gleichheit (B') = (B) = V.

Lineare Unabhéngigkeit: Man gehe aus von der Relation

Ab 4+ Xoby + ...+ A\pb, =0
mit unbestimmten Skalaren A, Ao, ..., \,. Darin ersetzt man b = Z?Zl ;b5 und erhalt
A(p1by + pobe + . oo+ pinby) + Aoba + ..+ Ayb, =0,
d.h.

Da die Vektoren {by,...,b,} linear unabhéngig sind, folgt aus der letzten Relation

/\/,leo, )\2—1—/\,u2:0,,/\n—|—/\,un:0

Wegen p; # 0, folgt A = 0 und somit auch Ay = ... =\, = 0, d.h. die Menge B’ ist somit
auch linear unabhéngig. O

Satz (Austauschsatz von Steinitz). Es sei V' ein K-Vektorraum mit endlicher Basis
B = {b,...,b,}. Weiter seien cy,...,cy linear unabhingige Vektoren von V. Dann gilt
k <n, und bei geeigneter Numerierung der Vektoren by, ..., b, ist auch

B :={c,...,ce,bpi1,.--,bn}

eine Basis von V.

Beweis. Wir fiihren eine vollstdndige Induktion iiber k& durch:

Induktionsverankerung: Ist & = 1, so ist ¢; € V nicht der Nullvektor, da c¢; sonst line-
ar abhéngig wére. Deshalb besteht die nichttriviale Linearkombination ¢; = 2?21 fibj;
0.B.d.A. kann p; # 0 angenommen werden. Nach dem vorhergehenden Lemma ist dann

Bl = {Cl;bg,...,bn}

eine Basis von V; insbesondere gilt n > 1.
Induktionsvoraussetzung: Ist £ > 2 und sind c¢y,...,cx_1 € V linear unabhéngig, so ist

auch
B" = {Cl, .. .,C]gfl;bk, .. ,bn}

eine Basis von V; insbesondere gilt n > k& — 1.
Induktionsschritt: Seien & > 2 und c¢q,...,c; € V linear unabhéngig. Nach geeigneter
Umnumerierung ergibt sich aus der Induktionsvoraussetzung, dafl

B = {Cl,...,Ckfl;bk,...,bn}
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eine Basis von V ist. Es folgt insbesondere n > k — 1. Ware n = k — 1, so wére ¢ von
den Vektoren cq, ..., ci_1 linear abhéngig, im Widerspruch zur Voraussetzung; also gilt

n>k—1<«—= n>k.
Da nun B” eine Basis von V ist, gilt speziell
Ck = p1C1 + .o+ pp—1Cp—1 + b + .+ pinby

mit gewissen Skalaren p,...,u,. Da aber ¢ nicht als Linearkombination der Vekto-
ren ci,...,cy—1 dargestellt werden kann, existiert mindestens ein p; # 0 mit Index
j € {k,....,n}; 0.B.d.A. kann j = k angenommen werden. Mit Hilfe des vorhergehenden
Lemmas kann nun aber b, gegen ¢ ausgetauscht werden, und wir erhalten

B ={ci,...,cu;bps1,- .., 00}

als Basis von V. O

Nachtrag zum Austauschsatz von Steinitz. Es sei V' ein K-Vektorraum mit nicht
notwendigerweise endlicher Basis B. Weiter seien cq, . .., ¢; linear unabhéngige Vektoren
von V. Da sich die endlich vielen Vektoren cy, ..., ¢, durch endlich viele Basisvektoren aus
B linear kombinieren lassen, ergibt sich aus dem Austauschsatz von Steinitz sofort, daf
die endlich vielen Vektoren cy,...,c; gegen k Basisvektoren von B ausgetauscht werden
konnen und damit eine neue Basis B’ von V' gewonnen werden kann, welche c,..., ¢
enthilt. Ist insbesondere B unendlich, so ist auch B’ unendlich.

1.6 Dimension

Definition. Es sei V ein K-Vektorraum und B eine Basis von V. Dann ist die Dimension
dimgV von V definiert durch

#B , falls B endliche

dimgV = { oo , falls B unendliche

Menge ist.

Bemerkung. Der Dimensionsbegriff hédngt gemifl obiger Definition von der Wahl einer
Basis B in V' ab. Wir werden im folgenden zeigen, dafy der Dimensionsbegriff wohldefiniert,
d.h. unabhéngig von der Wahl einer Basis ist.

Satz. Die Dimension dimgV eines K-Vektorraumes V' ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig
von der Wahl einer Basis in V.

Beweis. Es sei zunéchst V' ein K-Vektorraum und B eine unendliche Basis von V. Aus
dem Nachtrag zum Austauschsatz von Steinitz folgt dann, dafl jede andere Basis von V'
ebenfalls unendlich sein mufl (da wir die Vektoren einer angenommen endlichen Basis
C mit endlich vielen Vektoren von B austauschen konnen, womit wir eine neue Basis
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B’ erhalten, welche C als echte Teilmenge enthilt, womit C keine Basis sein kann, im
Widerspruch zur Annahme). Damit ist dimgV = oo wohldefiniert.

Es sei nun V ein K-Vektorraum mit endlicher Basis B, C sei eine weitere endliche Basis
von V. Damit setzen wir

n:=#B, r:=+#C.
Nach dem Austauschsatz von Steinitz, angewandt auf die Basis B und die linear un-

abhéngige Menge C, folgt die Ungleichung

r<n.

Ebenso ergibt sich aus dem Austauschsatz, angewandt auf die Basis C und die linear
unabhéngige Menge B,

n<r,
also die Gleichheit
#B = #C .
Somit ist dimgV auch in diesem Fall wohldefiniert. O

Beispiel. Sei V' = R". Dann bilden die Vektoren

1 0

0 :

€1 = . yeeesCn = )
! : 0
0 1

eine Basis von V. Somit gilt dimgV = n.

Lemma. Es sei V ein K-Vektorraum und dimgV = n.

(i) Ist B eine linear unabhdingige Menge von Vektoren aus V', so besteht die Aquivalenz:
B ist Basis von V. <= #B =n.

(ii) Ist U C V ein Unterraum, so gilt dimxU < n; weiter besteht die Aquivalenz:
dimgU =n < U =V.

Beweis.

(i) (=) : Da dimgV = n vorausgesetzt ist, gilt fiir jede Basis von V, insbesondere fiir
B, die Gleichheit #B = n.
(«<=) : Es sei C eine beliebige Basis von V; es gilt nach Voraussetzung #C = n. Nach
dem Austauschsatz kénnen nun die n Vektoren von C gegen die n Vektoren von B
ausgetauscht werden, ohne die Basiseigenschaft zu verletzen, d.h. B ist eine Basis
von V.
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(ii) Wir setzen k := dimgU und nehmen k& > n an. Dann existieren insbesondere k
linear unabhéngige Vektoren cy,...,c; € U C V. Es folgt dimgV > k > n, ein
Widerspruch.

(=) : Ist k = dimgU = n, so bilden die n Basisvektoren {cy,...,c,} von U nach
dem Austauschsatz auch eine Basis von V, d.h. U = (¢1,...,¢,) = V.
(<) : Gilt U=V, soist dimgU = dimgV. O

Satz (Dimensionssatz). Es seien V ein K-Vektorraum und S,T C V lineare Un-
terrdume. Dann gilt die Dimensionsformel

Beweis. Gilt dimgS = oo oder dimgT = oo, so gilt die behauptete Gleichheit trivialer-
weise. Wir nehmen deshalb dimgS < oo und dimg T’ < oo an. Dann setzen wir R := SNT
und wéhlen weiter die Bezeichnungen:

S=Basis von S5, dimgS = #S§ = s,
T=Basis von T, dimgT = #7T =1,
R=Basis von R, dimgxR = #R =r.

Es sei R = {by,...,b.}. Es ist R sowohl eine linear unabhingige Menge von Vektoren in
S als auch in 7. Nach dem Austauschsatz kénnen wir S bzw. 7 in der folgenden Form
wéhlen:

S = {b,...,b;¢r41,. ., Cs )y
T = {bla---abr;errla---adt}'

Wir beweisen, dafl die Menge
{bla .. .’br;CTrJrl, .. .,Cs;errl, .. -adt}

eine Basis von S + T bildet.
Erzeugtheit: Trivialerweise besteht die Inklusion

(b1, bpsCrgny ey Codpgn, o dy) CS+T.

Ist nun umgekehrt © € S + T, so existieren zunéchst y € S, z € T mit x =y + 2. Fir y
bzw. z bestehen dann die Darstellungen

y o= Y abi+ Y %0
j=1

j=r+1

T t
zZ = Zﬁjbj"— Z 5jdj,
j=1

Jj=r+1
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also zusammengenommen

r S t
r=ytz=Y (a+8)b+ Y ue+ Y &

j=1 j=r+1 j=r+1
Somit gilt
€ <b1, e ,br;cr+1, e ,Cs;dr+1’ .. .,dt>,

also
S+ T =(by,....by;Cra1,- s Cs;dpst1,...,ds).

Lineare Unabhéngigkeit: Mit zunéchst unbestimmten Skalaren [3i,..., 5. Vri1, .-

Opi1,---,0; werde angesetzt

Zﬁjb + Z%cj—k Zéd =0

j=r+1 j=r+1

oder dquivalent dazu

t
Zﬁjb + Z Vi€ = Z 5jdj =T

Jj=r+1 Jj=r+1

< Vs

Aufgrund der Darstellung linker Hand von z folgt x € S; aufgrund der Darstellung rechter
Hand von x ergibt sich z € T'. Somit gilt x € R = S NT und es existieren daher Skalare

A, ..., A € K mit der Eigenschaft

Z(Sd_Z)\b <:>Z>\b+25d_0

j=r+1 j=r+1

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Menge 7 = {by,...,b,;d,11, ..., ds} folgt

M=...=\ =01 =...=0,=0.

Somit folgt x = 0, also auch

Zﬁjb + Z v¢; = 0.

j=r+1

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Menge S = {by,...,b,; 11, ..., Cs} folgt

bi=..=0=%n=...=7%=0

Damit ist der Basisnachweis abgeschlossen. Wir finden

dimg(S+T)=r+(s—r)+(t—r)=s+t—r=dimgS + dimgT — dimgR,
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d.h. wie behauptet

Beispiele.
(i) V = R3, S sei eine Ebene durch {0} und T eine Gerade durch {0}, wobei T' ¢ S.
Es gilt also SNT = {0} und somit
dimp(S + T) = dimgS + dimpT — dimg(SNT) =2+ 1—0 = 3,
also S+ T = R3.
(ii) Voraussetzungen wie oben, aber jetzt T C S. Also ist SNT =T es folgt
dimg(S +7T) = dimg S + dimg7T — dimg(SNT)=2+1-1=2,

und daher S+7 = 5.

1.7 Koordinaten

Es seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B = {b;,...,b,} eine geordnete Basis
von V.

Definition. Die Koordinaten eines Vektors x € V (bzgl. B) sind gegeben durch das

b
n-Tupel : € K", bestimmt durch die Gleichung z = Z?Zl B;b;.

Bn

Bemerkung. Die Koordinaten von = € V (bzgl. einer festen Basis B) sind eindeutig
bestimmt, denn wéren

B 4!
. : € K"
B Tn

Koordinaten von z, so hiatte man

D Bibi=> b= > (B — )b =0,
j=1 j=1 j=1

also
Bj—vj:(J(:)ﬂj:vj (jzl,,n)

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von B.
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Beispiele.
0
(i) V =R3 ( 0 (Standardbasis).
1
4 4
Der Vektor x = [ 3 | besitzt somit die Koordinaten | 3 | bzgl. B, da ja gilt
7 7
1 0 0
= O | +3 1 |+7] 0
0 0 1
1 0 0
(i) V=R3 B= L, 1], |1 (dies ist eine Basis).
0 0 1
4 4
Der Vektor x = [ 3 | besitzt somit die Koordinaten | —8 | bzgl. B, da ja gilt
7 7
0 0
= -8l 1 |+7]| 1
7 O 0 1
Bemerkung. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B = {by,...,b,} eine
geordnete Basis von V. Die wohldefinierte Zuordnung
ﬁl n
Vorr— | @ | €K™ (x=) gy
Bn =

definiert eine Abbildung f:V — K™.

Ubungsaufgabe. Man zeige, daB die Abbildung f injektiv und surjektiv, d.h. bijektiv,
ist.



Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Definitionen

Im folgenden seien K ein Korper und V', W Vektorrdume iiber K.

Definition. Eine Abbildung f : V' — W, gegeben durch die Zuordnung z +— f(z) (x €
V'), heift lineare Abbildung, falls gilt:

(1) fle+y)=f@)+fy) (@yeV)
(2) f(Ax)=Af(x) ANe K,zeV).

Bemerkung. Aus der vorhergehenden Definition folgert man sofort, daf§ die Linearitét
einer Abbildung f : V — W &quivalent ist zu

B) fAx +py) = Af(z) +pfly) \peKix,yeV),

oder allgemeiner zu

(4) f (Z/\]ZEJ> = Z/\]f(l']) ()\17---7/\71 S K;ZL’l,...,IL'n S V)
j=1 j=1

Beispiele.
(i) V sei n-dimensional und B = {by,...,b,} sei eine geordnete Basis von V. Die
5
Koordinatenabbildung f : V' — K", gegeben durch die Zuordnung x +— :
Bn

mit z = ) (3;b;, ist eine lineare Abbildung, denn wir haben fiir z,y € V,
j=1

=Y Bibi,y=> b,
p j=1

23
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und A € K: . .
r4y =Y (B +)bj, Ae =Y _(AB))b;,
j=1 i=1
also
Br+m B T
flx+y) = : = |+ | =f@)+fy),
Bn + Yn B Yn
By B
fQx) = =A== M (),
AB, B

(ii) Seien V =R% W = R? und f : R? — R? definiert durch
f(( &1 )) . ( SECS )
&2 ' 26 +38% )

Esist f eine lineare Abbildung, denn wir haben fiir ( ? ) ( ) cR’und e R:
2

(&) () =r((Erm)) = (s mrserm)
f

S~

w&1 + 4 s 4 e ) _ < 7T§1+€§2)+<7T7}1+6772>

261 + 38 2m1 + 312

281 + 2my + 3 + 31
< ?l)) ‘f<<nz>>’
D) - /(08)- () (1)
& Ao 2061 + 3XE 281 + 3&
-((2))

Geometrische Deutung: Die Gerade durch {0} mit der Richtung ( ? ) wird abge-
2
&1 + €y )

(0

bildet auf die Gerade durch {0} mit der Richtung ( 2, + 3¢
1 2

(iii) Die identische Abbildung f : V' — V, gegeben durch die Zuordnung = — x
(x € V), ist linear. Sie wird Identitit genannt und mit id bezeichnet.

(iv) Die Abbildung f : V. — W, gegeben durch die Zuordnung =z — Oy (x € V,
Ow=Nullvektor von W), ist linear. Sie wird Nullabbildung genannt und mit 0 be-
zeichnet.
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Lemma. Es seien f:V — W eine lineare Abbildung, 0y der Nullvektor von V' und Oy,
der Nullvektor von W. Dann gilt:

(i) f(Ov)=Ow.
(i) f(=z)=—f(z) (z V)
Bewezs.
(i) Mit der Regel (2) der Definition einer linearen Abbildung haben wir

FO0v) = £0-0v) 20 (0y) = O

(ii) Wiederum mit Hilfe von (2) erhalten wir

f(=2) = f((=1)2) Z (<1)f(2) = —f (). 0

Definition. Es sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ist f injektiv bzw. surjektiv, so
sprechen wir von einer injektiven bzw. surjektiven, linearen Abbildung. Ist f bijektiv, so
sprechen wir von einem Isomorphismus.

Lemma. FEs seien V' ein n-dimensionaler K - Vektorraum mit einer Basis B = {by,...,b,},
W ein beliebiger K -Vektorraum und w, ..., w, beliebige Vektoren in W. Dann existiert
genau eine lineare Abbildung f 'V — W mit der Eigenschaft

fb)=w; (j=1,...,n).

Beweis. Wir haben die Eindeutigkeit und die Existenz von f zu zeigen.
Eindeutigkeit: Ist f : V' — W eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft f(b;) =
w; (j =1,...,n), so haben wir zu zeigen, da8 damit die Zuordnung = +— f(z) eindeutig
bestimmt ist. Ist ndmlich
xr = Z Ajbj
j=1

(mit eindeutig bestimmten Skalaren Aq,...,\,), so folgt in der Tat

flx)=Ff (Z )‘jbj> = Z)\jf(bj) = Z)‘jwja

also ist f(x) eindeutig bestimmt.
Existenz: Wir definieren eine Abbidung f : V — W durch die Zuordnung

r = Z )\jbj [ a— f(l') = Z )\jwj.
j=1 j=1
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Offensichtlich erfiillt diese Abbildung die Eigenschaft f(b;) = w; (j =1,...,n). Es bleibt
die Linearitdt von f nachzuweisen. Dazu seien x = Z?Zl Aibj, y = Z?Zl w;b; € V und
A € K wegen

n

Aoy = (AN + )b

j=1
ergibt sich dann

n

FOw A+ py) =Y O\ + pg)w; = X Nwj +p Y pjw; = A () + pf (),
j=1 j=1

j=1
also die Linearitédt von f. O
Definition. Es seien V', W K-Vektorrdume und f : V — W eine lineare Abbildung.
(i) Die Menge
ker(f) :={veV|]f(v) =0}

heifit der Kern der linearen Abbildung f; anstelle von ker(f) wird auch Kern(f)
geschrieben.

(ii) Die Menge
im(f):=f(V)={weW|FveV:w=f(v)}

heifit das Bild der linearen Abbildung f; anstelle von im(f) wird auch Bild(f) ge-
schrieben.

Lemma. Es seien V., W K-Vektorrdaume und f : V — W eine lineare Abbildung. Dann
qgilt:
(i) Esist ker(f) CV ein Unterraum von V.

(ii) Es istim(f) € W ein Unterraum von W.

Beweis.

(i) Es seien z,y € ker(f), d.h. f(x) = f(y) = 0, und A\,u € K. Dann haben wir
Az + py € ker(f) zu zeigen. Dies ergibt sich aber sofort aufgrund der Linearitét von
f, namlich

fOz +py) = Af(z) + pf(y) =0,
also
Ax + py € ker(f).
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(ii) Es seien 2/,y" € im(f), d.h. es existieren z,y € V mit 2’ = f(z),y’ = f(y), und
A, 0 € K. Dann haben wir zu zeigen: Az’ + py’ € im(f). Dazu betrachten wir den
Vektor Az + py € V; fiir dessen Bild unter der linearen Abbildung f berechnen wir

fOz 4+ py) = M(z) + nfly) = A"+ py',
d.h. Az + py ist ein Urbild von Az’ + py’. Somit gilt

A’ + py' € im(f).
0

Definition. Es seien V', W K-Vektorrdume und f : V' — W eine lineare Abbildung.
Der Rang der linearen Abbildung f ist gegeben durch

rg(f) := dimg (im(f)).

Proposition. Es seien V, W K-Vektorraume, W endlich dimensional und f:V — W
eine lineare Abbildung. Dann bestehen die Aussagen:

(i) f surjektiv <= rg(f) = dimgW.

(ii) f injektiv <= dimg(ker(f)) = 0.

Beweis.

(i) (=) : Die Abbildung f sei surjektiv, also gilt im(f) = f(V) = W und somit
rg(f) = dimg (im(f)) = dimgW.
(<) : Es ist im(f) = f(V) € W ein Unterraum. Aufgrund der Gleichheit
dimg (im(f)) = rg(f) = dimgW folgt nun im(f) = f(V) = W, also ist f sur-
jektiv.

(ii) (=) : Da f injektiv ist, gilt ker(f) = {v € V| f(v) = 0} = {0}, also dim g (ker(f)) =
0.
(<) : Ist dimg(ker(f)) = 0, so gilt ker(f) = {0}, d.h. {v € V| f(v) = 0} = {0}.

Somit besteht fiir beliebige z,y € V' die Aquivalenz

f@)=fly) e f@—y)=0cr-—y=0cz=y.

Also ist finjektiv. O

Satz. Es seien V', W endlich dimensionale K -Vektorriume und f : V — W eine lineare
Abbildung. Dann gilt die Formel

dimg (ker(f)) +rg(f) = dimgV.
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Beweis. Wir setzen dimg (ker(f)) = r und dimg V' = n; da ker(f) C V ein Unterraum ist,
gilt r < n.Esseinun B’ = {by,...,b.} eine Basis von ker(f). Mit Hilfe des Austauschsatzes
von Steinitz kann B’ zu einer Basis

B={b,....b.;b11,...,b,}
von V' ergénzt werden. Wir behaupten jetzt, dafl die Menge

F={f(brsn)s- - J(ba)}

eine Basis von im(f) = f(V') bildet.
Erzeugtheit: Offensichtlich gilt die Inklusion (f(b+1), ..., f(bn)) € im(f). Sei andererseits
' € im(f), d.h. es existiert x € V' mit der Elgenschaft 2’ = f(x). Mit der Darstellung

Tr = i ﬁjbj
j=1
erhalten wir
¥=flx)=7f (Z ﬁjb]) = Zﬁjf(bj) = Z B f(b;)
j=1 j=1 j=r+l

Somit haben wir im(f) C (f(by41), ..., f(bn)), also im(f) = (f(br11),-- -, f(bn))-

Lineare Unabhéngigkeit: Mit unbestimmten Skalaren \,.1,..., A, setzen wir an:

)‘r+1f(br+1> + ...+ )\nf(bn) =

also
f ( > /\jbj> = ) Nfy) =
Jj=r+1 j=r+1
Somit folgt

> by € ker(f)

j=r+1
also existieren eindeutig bestimmte Skalare pq, ..., u, € K mit der Eigenschaft
Z Ajb; = Zujb = by + .+ by — Apiabrr — oo — Apby = 0.

j=r+1
Da B = {by,...,b,} eine Basis von V ist, folgt sofort
,ulz...:,ur:(], )\T+1:---:)\n:0,

also sind die Vektoren f(b,y1),..., f(b,) linear unabhéngig, und somit ist F eine Basis
von im(f). Es folgt schlieBlich

dimg (ker(f)) +rg(f) =7+ (n—1r) =n = dimgV. O
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Beispiel. Es seien V = R3, W = R3 und f : R® — R? eine lineare Abbildung, gegeben
durch die Vorschrift

&1 §1+ &+ 83
f &2 = &i+& -8
&3 &3

Das Bild im(f) von f wird erzeugt durch die Bilder f(e;), f(es), f(e3) der drei Standard-

basisvektoren eq, e, e3 von R3; damit gilt also

und wir erhalten
dimg (im(f)) = 2.

Nach dem vorhergehenden Satz ergibt sich daraus
dimg (ker(f)) = 1.

Insbesondere stellen wir fest, dal der Losungsraum des linearen homogenen Gleichungs-
systems

SG+&+E6 =0
S +&E—86 =
&3
1-dimensional ist.

Corollar. Es seien V, W endlich dimensionale K - Vektorrdume. Dann besteht die Aqui-
valenz:
df:V — W Isomorphismus <= dimgV = dimgW.

Beweis. (=): Es sei f : V — W ein Isomorphismus. Damit folgt
dimg (ker(f)) =0, dimg(im(f)) =rg(f) = dimxW.
Aus dem vorhergehenden Satz ergibt sich dann
dimg W = dimg (ker(f)) +rg(f) = dimgV.

(<=): Es werde jetzt umgekehrt dimgV = dimg W = n vorausgesetzt. Es seien dann B =
{b1,...,b,} eine Basis von V und C = {¢y,...,c,} eine Basis von . Nach dem Lemma
iber die Konstruktion linearer Abbildungen existiert (genau) eine lineare Abbildung f :
V — W mit der Eigenschaft
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Da f die Basis B von V' auf die Basis C von W abbildet, ist f surjektiv, d.h. es ist
rg(f) = dimg (im(f)) = dimgW = n.
Aus dem vorhergehenden Satz folgt dann
dimp (ker(f)) + 1g(f) = dimp (ker(f)) + n = dimgV =,
also
dimg (ker(f)) = 0.

Somit ist f auch injektiv, also ein Isomorphismus. 0

Bemerkung. Das Corollar ist eine Verallgemeinerung der bereits bekannten Tatsache,
daB ein n-dimensionaler K-Vektorraum vermoge der Koordinatenabbildung isomorph zum
K™ ist.

2.2 Operationen mit linearen Abbildungen
Definition. Fiir K-Vektorrdume V', W definieren wir:

L(V,W) = {f|f:V — W, linear },
L(V) == L(V,V).

Proposition. Mit den vorhergehenden Bezeichnungen gilt: L(V, W) ist ein K - Vektorraum.

Beweis. Wir definieren zuerst eine Addition und Skalarmultiplikation fiir die Elemente
von L(V, W).

Addition: Sind f, g € L(V, W), so ist die Summe f + g definiert als die Abbildung, welche
gegeben ist durch die Vorschrift

(f +9)(x) = f(z) + g(x) (x € V).

Man priift nach (Ubungsaufgabe), daf diese Abbildung linear ist, also in der Tat f + g €
L(V, W) gilt.

Skalarmultiplikation: Sind A € K und f € L(V, W), so ist die Multiplikation von f mit
dem Skalar A\ definiert als die Abbildung, welche gegeben ist durch die Vorschrift

(Af)(@) == Af(z) (z € V).

Wiederum priift man nach (Ubungsaufgabe), dafl diese Abbildung linear ist, also in der
Tat Af € L(V, W) gilt.

Die Nullabbildung 0 : V' — W spielt die Rolle des neutralen Elements von L(V, W) bzgl.
der Addition. Ist weiter f € L(V, W), so ist die additiv-inverse Abbildung — f von f gege-
ben durch (—f)(z) = —f(z) (x € V). Da man schlielich alle iibrigen Vektorraumaxiome
fiir L(V, W) leicht nachpriift (Ubungsaufgabe), folgt die Behauptung. O
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Lemma. Es seien Vi, Vs, V3 K-Vektorrdume und
L(Vi, Vo) x LV, V) = {(f, 9)f € L(V1,V2), g € L(V3, Vi) -
Dann besteht die Abbildung
L(V1,V2) x L(Va, V3) — L(W1, V),
gegeben durch die Zuordnung (Komposition von Abbildungen)
(f,9)—gof.

Beweis. Es ist einfach zu zeigen, daf§ mit f : V; — V4 linear und ¢ : Vo, — V3 linear
auch die komponierte Abbildung g o f : Vi — V3 linear ist. Dazu seien z,y € V; und
A, i € K; wir erhalten:

(go iz +py) = g(f(Ax+ py))
= g(Af(@)+nfy))
= Ag(f(z)) + pa(f(y))
= Mgo f)(x)+ulgo f)y).

Definition. Fiir einen K-Vektorraum V setzen wir

GL(V) :={f € L(V)| f Isomorphismus }.

Proposition. GL(V') ist eine Gruppe bzgl. der Komposition von Abbildungen, die soge-
nannte lineare Gruppe von V.

Beweis. Sind f,g € GL(V), so gilt nach dem vorhergehenden Lemma go f € L(V); da
mit f, g auch g o f bijektiv ist, folgt g o f € GL(V'). Damit liefert die Komposition eine
assoziative Struktur auf GL(V).

Die identische Abbildung id ist in GL(V') und spielt die Rolle des neutralen Elements
von GL(V') bzgl. der Komposition. Ist schlieBlich f € GL(V), so besitzt f aufgrund der
Bijektivitit eine Umkehrabbildung f~!; fiir diese gilt f~'o f = fo f~! =id.

Wir zeigen, da8 f~! auch linear ist. Dazu seien 2/,9' € V und \, u € K; dann existieren
eindeutig bestimmte x,y € V mit der Eigenschaft

o' = f(x)
y' = fy)
Damit ergibt sich
FRO +uy) = O @) + pf(y) = O+ py) = (o )M + py)
= id(\ 4 py) = Ae +py = M) + uf ),
also gilt f~1 € GL(V). O
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2.3 Matrizen linearer Abbildungen

Es seien V, W endlich dimensionale K-Vektorrdume, B = {by,...,b,} eine geordnete
Basis von V' (d.h. dimgV = n) und C = {c,..., ¢y} eine geordnete Basis von W (d.h.
dimgW =m). Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so werden durch diese folgender-
maflen eindeutig bestimmte Skalare oy, ; (K =1,...,m;j =1,...,n) definiert:

Fb)) = anjer (G=1,...,n).
k=1

Wir ordnen diese Skalare in einem rechteckigen Schema an, d.h. wir setzen

Q11 o O1gp
A= . . = (i) 1<k<m .
: : ( k,J) =i

Omi1  Opn

Definition. A heiflt die der linearen Abbildung f: V — W zugeordnete m x n-Matrix
bzgl. der Basen B, C. Die Skalare

(Qkas. oy apn) (k=1,...,m)
bilden die Zeilen (Zeilenvektoren) von A. Die Skalare

a4
(j=1,...,n)
O j
bilden die Spalten (Spaltenvektoren) von A.
Lemma. FEs seien V., W endlich dimensionale K-Vektorriume, B = {by,...,b,} eine
geordnete Basis von V', C = {c1,...,cn} eine geordnete Basis von W und f :V — W

eine lineare Abbildung mit zugehériger m x n-Matriz A = (ay ;) bzgl. B, C (d.h. f(b;) =
2 ket CgCh).

b
Besitzt x € V' bzgl. B die Koordinaten : |, so hat f(x) € W bzgl. C die Koordinaten
B
> i1
> i1 Q3
g1
Beweis. Es seien : die Koordinaten von f(z) bzgl. C, d.h. es gilt
Ym

f(@) =) me
k=1
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Andererseits berechnen wir
fl@)=f (Z ﬁj%) =Y Bifb) =D 8> awjcr= (Z ak,jﬁj) Chs
=1 =1 j=1 k=1 k=1 \j=1
also .
Ve = Zakﬂﬂj (/{3 = 1,...,m).
Jj=1 ]

Definition. Die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren einer Matrix A heift
der Spaltenrang von A. Wir bezeichnen diesen mit rgg(A).

Die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren einer Matrix A heifit der Zeilenrang
von A. Wir bezeichnen diesen mit rg,(A).

Satz 1. FEs seien V., W endlich dimensionale K-Vektorrdume, B = {by,...,b,} eine
geordnete Basis von V', C = {c1,...,cn} eine geordnete Basis von W und f :'V — W
eine lineare Abbildung mit zugehériger m x n-Matriz A = (ay ;) bzgl. B, C (d.h. f(b;) =
Yoy g jcx ). Dann gilt die Gleichheit

rg(f) = rgs(A).

Beweis. Die Gleichungen
f(b;) = Zak,jck (j=1,...,n)
k=1

besagen, daf} die Spaltenvektoren

die Koordinaten von f(b;) bzgl. C sind. Damit induziert die Koordinatenabbildung W =,
K™ durch Einschrankung auf das Bild im(f) von f eine lineare, injektive Abbildung

im(f)=<f(b1),---,f(bn)>—>< S R >

Oém,l am,n

Da diese Abbildung konstruktionsgeméfl auch surjektiv ist, ergibt sich also der Isomor-
phismus
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Somit ergibt sich

rg(f)zdimK<im<f>>=dimK< 2 U >:rg5<A>.

Oém,l Oém,n

Beispiel. Wir gehen aus von der 3 x 4-Matrix

1 7 2
31,08 1].[5
4 1 9

6 1 7 2
—4 4 1 9
Somit ergibt sich
rgs(4) = 3.

Bestimmung von rg,(A): Wir iiberpriifen die drei Zeilenvektoren auf lineare Unabhéngig-
keit. Dazu setzen wir mit zunéchst unbestimmten Skalaren A, p, v an:

A(1,7,2,6) + 1(3,8,5,6) + v(4,1,9, —4) = (0,0,0,0).

Wir erhalten das Gleichungssystem

A+3u+4v = 0 (I)

A+8u+ v = 0 (II)

oA+ 5u+9v = 0 (II)

6A+6u—4v = 0 (IV).
Gleichung (I) liefert

A= —=3p — 4v;
eingesetzt in (II), (III) folgt
7(=3pu—4v)+8u+ v =0 13u+27v= 10,

2(—3p —4v) +5u+ 9 =0 — w— v=>0.
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Somit ergibt sich die Losung
p=v=0 und A=0,

also

Elementare Umformungen. Wir gehen aus von der m x n-Matrix

Q11 0 Q1
A = (O ;) 1<k< =
( k,J) @jgf
Om1 0 Opn
Damit haben wir die Spaltenvektoren
Q1,j
Gw=|  |G=1..n
Om,j
und die Zeilenvektoren
dk = (am,...,ak,n) (k = 1,...,m).

Die drei elementaren Spaltenumformungen von A lauten wie folgt:

(S1) Vertauschen zweier verschiedener Spalten a;,a; (7,7’ =1,...,n;j # j').

(S2) Multiplikation einer Spalte a; (j = 1,...,n) mit einem Skalar A # 0.

(S3) Addition einer Spalte a; zu einer anderen Spalte a; (j, 7' =1,...,n;75 # 7).
Die drei elementaren Zeilenumformungen von A lauten wie folgt:

(Z1) Vertauschen zweier verschiedener Zeilen ay, ay (k, k' =1,...,m;k # k).
(Z2) Multiplikation einer Zeile ax (k = 1,...,m) mit einem Skalar \ # 0.
(Z3) Addition einer Zeile a; zu einer anderen Zeile ay (k, k' =1,...,m;k # k).

Proposition. Es bezeichne A = (ay;)1<k<m eine m x n-Matriz. Dann dndern sich der
1<j<n

Spaltenrang rgg(A) und der Zeilenrangrg,(A) von A bei elementaren Umformungen nicht.

Beweis.

(i) Die Invarianz des Spaltenranges rgg(A) bei elementaren Umformungen:
Wir beginnen mit den elementaren Spaltenumformungen. Definitionsgeméafl gilt

rgS(A> = dimK<a17 SR an>‘



KAPITEL 2. LINEARE ABBILDUNGEN

Aufgrund der drei Gleichungen

(1,...,a5,...,¢p,...,0n) = (Q1,...,Qj,...,Cj,...,0Cp)
(7 =1 on 5 # 7)),
(ay,....a;,...,an) = (a1,...,Aaj,...,a5,)
(J=1,...,n;A#0),
@y, ..., ..., a5, ..., 0,) = (Q1,...,05,...,05 +aj,...,0p)
(G =1 n5#75)

ergibt sich sofort die Invarianz des Spaltenranges rgg(A) bei den elementaren Um-
formungen (S1), (S2), (S3).

Wir kommen zu den elementaren Zeilenumformungen. Die Koordinaten der Spalten-
vektoren ay, ..., a, bzgl. der Standardbasis B = {ej,...,e,} des K™ sind gegeben
durch

Q11 a1 n
k1 Oon
Y * 9
Qg 1 778"
Qm.1 Om.n

Durch Vertauschen der beiden Standardbasisvektoren ey, ep (k&' = 1,...,m;k #
k') erhalten wir eine neue Basis B'; bzgl. B’ haben die Spaltenvektoren ay, ..., a,
die neuen Koordinaten

Q11 a1 n
Qg 1 A/ n
/ /
al g s s aTL g
(67751 Ofon
A1 Omon

Dieser Prozef} entspricht ersichtlich der elementaren Umformung (Z1); damit folgt
rgg(A) = dimg(ay, ..., a,) = dimg(a}, ..., a,),
d.h. der Spaltenrang rgg(A) bleibt invariant bei der elementaren Umformung (Z1).

Ersetzen wir den k-ten Standardbasisvektor ej, durch A~ 'ey (k=1,...,m; X #0),
so erhalten wir ebenfalls eine neue Basis B'; bzgl. B’ haben die Spaltenvektoren
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ai,...,a, die neuen Koordinaten
a1 A1
=1 A =1 A
a; = Qg1 | seees @y = Q.
am,l am,n

Dieser Prozef entspricht ersichtlich der elementaren Umformung (Z2); damit folgt

rgo(A) = dimg(ay, ..., a,) = dimg(a}, ..., a),

d.h. der Spaltenrang rgg(A) bleibt invariant bei der elementaren Umformung (Z2).
Ersetzen wir schliefllich den k-ten Standardbasisvektor e durch e, — ex (k, k' =
1,...,m;k # k'), so erhalten wir ebenfalls eine neue Basis B'; bzgl. B’ haben die

Spaltenvektoren aq, ..., a, die neuen Koordinaten
11 a1 p
Ok 1 O on
/ /
al g s 7aTL g
Qg1+ Qg1 Akt + Qg
Qm.1 am,n

Dieser Prozef entspricht ersichtlich der elementaren Umformung (Z3); damit folgt

rge(A) = dimg(ay, ..., a,) = dimg(a}, ..., a,),

d.h. der Spaltenrang rgg(A) bleibt invariant bei der elementaren Umformung (Z3).

(ii) Die Invarianz des Zeilenranges rg,(A) bei elementaren Umformungen:
Wir beginnen hier mit den elementaren Zeilenumformungen. Analog zu (i) erkennt
man leicht, dal der Zeilenrang rg,(A) bei den elementaren Umformungen (Z1), (22),
(Z3) invariant bleibt. Danach betrachten wir die elementaren Spaltenumformungen.
Analog zu (i) erkennt man auch hier, dafl der Zeilenrang rg,(A) bei den elementaren
Umformungen (S1), (S2), (S3) invariant bleibt. O

Satz 2. FEs seien V., W endlich dimensionale K-Vektorrdume, B = {by,...,b,} eine
geordnete Basis von V', C = {c1,...,cn} eine geordnete Basis von W und f :V — W
eine lineare Abbildung mit zugehoriger m x n-Matriz A = (o, ;) bzgl. B,C (d.h. f(b;) =
> agjcx ). Dann gilt die Gleichheit

rg(f) = rgg(A) = rg4(A).
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Beispiel. Bevor wir zum Beweis von Satz 2 kommen, zeigen wir anhand eines Beispiels,
wie die elementaren Umformungen es erleichtern, den Spalten- und den Zeilenrang einer
Matrix zu berechnen: Mit Hilfe der elementaren Spaltenumformungen (S1), (S2), (S3) und
der elementaren Zeilenumformungen (Z1), (22), (Z3) a8t sich die Matrix

O = W O
(OOl B N
Y = W O
~ W = N
W N = 0o

in die Form

A =

o O O =
o O = O
O = OO
_ o O O
o O O O

bringen. Damit erhélt man sofort
rgg(A) =1g5(A) =4, rg4(A) =1g4(A) =4.

Beweis. Die erstere Gleichheit
rg(f) = rgS(A)

wurde bereits in Satz 1 bewiesen. Es bleibt also noch die zweite Gleichheit

rgg(A) = rgz(A)

zu beweisen. Wie im vorhergehenden Beispiel 148t sich auch im allgemeinen Fall die Matrix
A = (aj;)1<k<m mit Hilfe der elementaren Umformungen (Z1), (22), (Z3) und (S1) wie

1<j<n
folgt umformen:

/ / / / /
L ofy o3 ap, 0,1 a1 n
/ / / /
0 1 g, Qo Qgriq Qon
0 O 1
A = ) '
/ ! I
0 O 0 L og, ol
O 0
O 0

hierbei ist der Index r eine gewisse natiirliche Zahl mit der Eigenschaft 1 < r < min(m,n).
Unter Verwendung der elementaren Spaltenumformungen (S2), (S3) kann nun die Matrix
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A’ weiter umgeformt werden zu

1 00 0
, o 10 0
A=l 0
0 oo 0

Mit Hilfe der vorhergehenden Proposition folgt somit
rgg(A) = rgg(A') = rgs(A") = r =1g,(A") = rg,(A) =1g,(4). O

Definition. Der Rang rg(A) einer Matriz A= (o j)1<v<m wird definiert durch

1<j<n

rg(A) = rgg(A) = rgz(A).

2.4 Operationen mit Matrizen
Definition. Fiir natiirliche Zahlen m, n definieren wir:

Mmm(K) = {A‘ A= <ak’j)11§<};§:’ O 5 c K},
M, (K) = M,.(K).

Proposition. Mit den vorhergehenden Bezeichnungen gilt: M, ,,(K) ist ein K - Vektorraum
der Dimension m - n.

Beweis. Wir definieren zuerst eine Addition und Skalarmultiplikation fiir die Elemente

von M, ,(K).

Addition: Sind A = (o) 1<k<m, B = (Okj)1<k<m € My, ,(K), so ist die Summe A + B
1<j<n

1<j<n

definiert durch die Matrix
A+ B = (an; + Brg)1ghsm:

offensichtlich gilt A+ B € M,, ,,(K).
Skalarmultiplikation: Sind A € K und A = (o)) 1<k € M. (K), so ist die Multiplika-
1<j<n

tion von A mit dem Skalar A definiert durch die Matrix
A = (/\ : ak,j) 11?;?:,

offensichtlich gilt AA € M,,, ,(K).
Die Nullmatrix 0 = (0)1<x<m spielt die Rolle des neutralen Elements von M,, ,(K) bzgl.

1<j<n
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der Addition. Ist weiter A = (ay, ]>1<k<m € M,,,(K), so ist die additiv-inverse Matrix

—A von A gegeben durch —A = (—ay, J>1<k<m. Da man alle {ibrigen Vektorraumaxiome
1<j<n

leicht nachpriift, stellt man M,, ,(K) als K-Vektorraum fest.

SchlieBlich zeigt man leicht, dafl die Matrizen Ej ; € M,, ,,(K) mit einer 1 an der (k, j)-ten
Stelle (1 < k <m,1 < j < n) und sonst lauter Nullen eine Basis von M,, ,(K) bilden.
Somit folgt

dimg (M, n(K)) = m - n. 0

Folgerung. Es seien V., W endlich dimensionale K -Vektorrdaume, B = {by,...,b,} eine
geordnete Basis von V und C = {cq,...,cn} eine geordnete Basis von W. Dann induziert
die Abbildung

o L(V,W) — M, (K),

gegeben durch die Zuordnung
f— A= (o) 1<r<m (Matrix von f bzgl. B, C),
1<j<n
einen Isomorphismus von K-Vektorriumen

L(V, W) 2 M,,.(K).

Beweis. Linearitét von o: Seien f,g € L(V, W) und A, u € K. Weiter seien
o(f) = A= (ar)rgren € Myn(K)  (dh. f(b; Za,”ck

p(9) = B = (Bij)igeem € Minu(K)  (dh. g(b Zﬁk JCk)-
Da nun

(Af =+ ng)(bj) = Af(bs) + ng(b;) = AZ% i+ MZ@: ik = Z Aau,j + 1Bk,;)ck
k=1

gilt, folgt
P+ pg) = (Ao + 1fij)iskem = AA+ B = Ap(f) + pe(g)-

Injektivitédt von ¢: Sei f € L(V, W) mit ¢(f) =0, d.h. f(b;) =0 fur j =1,...,n. Damit

folgt f(x) =0 fiir alle z € V', d.h. f ist die Nullabbildung. Somit ist ¢ injektiv.

Surjektivitét von ¢: Es sei A = (aj;)1<k<m € M, (K) eine beliebige Matrix. Durch die
1<j<n

Zuordung

bj — Zamck (j=1,...,n)
k=1
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wird nach dem Lemma zur Konstruktion linearer Abbildungen eine (eindeutig bestimmte)
lineare Abbildung f € L(V, W) mit der Eigenschaft

fb)) =D anjen (j=1,...,n)
k=1

definiert. Fiir diese lineare Abbildung f gilt konstruktionsgeméf ¢(f) = A. Somit ist ¢
auch surjektiv. O

Matrixmultiplikation. Es seien Vi, V5, V3 endlich dimensionale K-Vektorrdaume mit den
geordneten Basen B; = {bgl), ce bq(ll)}, By = {bf), ce bg)}, B3 = {bf’), ey bﬁg)} (resp.).
Nach dem Lemma iiber die Komposition linearer Abbildungen besteht die Abbildung

L(‘/la ‘/2) X L(‘/Qa ‘/3> - L(‘/la %)7
gegeben durch die Zuordnung

(f,g)—gof.
Sind nun f die Matrix A = (Oék7j)1§<k§m bzgl. By, By und g die Matrix B = (f1x) 1<
1<j<n 1

<r
<k<m

bzgl. By, B3 zugeordnet, d.h. es bestehen die Formeln
B = S b (=1
fb;7) ariby” (G =1,...,n),
k=1

g?) = > sub? (k=1,...,m),
=1

so berechnen wir jetzt die der Komposition g o f bzgl. By, B3 zugeordnete Matrix C' =
(71.5) . Wir haben

1<Ii<r
1<j<n

(go D) =g(f(8")) = g(zak,jb;”) =Y arg(0)
k=1 k=1

= Z O 5 Z ﬁhkbl(g) = Z <Z ﬁl,kak,j> bl(3)7
k=1 k=1

=1 =1 _
also

C = (Vl,j)lléléz €M, (K), n;= Zﬁl,k%,y
== k=1

Definition. Das Produkt B - A € M,.,,(K) der Matrix B = (0,x) 1<i<r € M, ,,(K) mit
1<k<m

der Matrix A = (OékJ)l%kém € My, ,(K) ist definiert durch die Matrix C' = (v;) <1<

1<j<n 1<j<n

wobel

P)/l,j:Zﬁl,kO‘k,j (lzl,...,T’;j:L...,n)
k=1
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gilt. Ausgeschrieben hat man also die folgende Situation:

51,1 T ﬁl,m 11 0 Qip
B-A = : :
Br,l T ﬁr,m Om,1 " Qmp
(51,1041,1 +...+ ﬁl,mam,l) e (ﬁl,lal,n +.. .+ ﬁl,mam,n)
(ﬁr,lQl,l +...+ ﬁr,QO,l) te (ﬁr,lal,n +...+ ﬁr,mam,n)

Man beachte hierbei insbesondere die Reihenfolge!

Beispiele.
341
(i)B:(;‘;?),A: 48 7
6 5 1
341
14 3 37 51 32
B'A_(és 7 1)' é i I)(58 93 58)'

(ii) Seien A = (o j)1<k<m € My, (K) und = = (&)1<j<n € M, 1(K). Dann ist das
1<j<n ==
Produkt A -2z € M,,1(K) gegeben durch

Qi1 o Qg & ar1é + -+ R,

Om1  Opn fn O‘m,lgl +- + am,nfn

(iii) Sind A, B € M,,(K), so gilt im allgemeinen A - B # B - A, d.h. die Matrixmultipli-
kation ist im allgemeinen nicht kommutativ.

(iv) Sind A € M, »(K),B € M,,,(K),C € M, 4(K), so besteht die Gleichheit
(A-B)-C=A-(B-C) € My, (K),

d.h. die Matrixmultiplikation ist assoziativ (Ubungsaufgabe).

Bemerkung. Die Matrixmultiplikation 18t sich auch deuten als Abbildung

My (K) X My, o (K) — M, (K),

gegeben durch die Zuordnung
(B,A) — B - A.
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Beriicksichtigen wir (mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen) die Isomorphismen

L(Vi,V2) = My, (K),
L(V2,V3) = M, n(K),
L(V1,V3) = M., (K),

so erhalten wir das folgende Diagramm

L(V, Va) x L(V1,Va) — L(Vi, %)
~| =
My (K) X My (K) — M, ,(K)

Unter dem Isomorphismus linker Hand entspricht dem Abbildungspaar (g, f) das Matrix-
paar (B, A); unter dem Isomorphismus rechter Hand entspricht die Komposition ¢ o f
dem Matrixprodukt B - A.

Von besonderem Interesse ist der Fall V. =V; = V5 = V5 (d.h. n = m = r). Dann besteht
das folgende Diagramm

L(V) x L(V) —  L(V)
| =
M, (K) x M,(K) — M,(K)

Definition. Fiir eine natiirliche Zahl n setzen wir

GL,(K) = {A € M,(K)| rg(A) = n}.

Proposition. GL,(K) ist eine Gruppe bzgl. der Matrizmultiplikation, die sogenannte
lineare Gruppe vom Grad n.

Beweis. Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, B = {by, ..., b,} eine geordnete
Basis von V und ¢ : L(V) — M,,(K) der Isomorphismus, gegeben durch die Zuordnung

f — A= (Oékd)léijézl = Matrix von f bzgl. B.
Nach dem Vorhergehenden wissen wir weiter, dal vermoge ¢ der Komposition von Ab-
bildungen das Produkt von Matrizen (in der gleichen Reihenfolge) entspricht.
Seien nun A, B € GL,(K). Dann existieren f,g € L(V) mit der Eigenschaft o(f) =
A, p(g) = B. Wegen rg(A) = rg(B) = n folgt mit Satz 2 die Gleichheit rg(f) = rg(g) = n,
d.h. f, g sind bijektive lineare Abbildungen. Damit ist auch deren Komposition f o g eine
bijektive lineare Abbildung, also gilt

rg(A- B) =rg(fog)=n,

d.h. A- B € GL,,(K). Damit ist die Menge GL,,(K) unter der Matrixmultiplikation abge-
schlossen; da die Matrixmultiplikation assoziativ ist, definiert diese somit eine assoziative
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Struktur auf der Menge GL,,(K).
Das neutrale Element bzgl. der Matrixmultiplikation ist offensichtlich gegeben durch die

Einheitsmatrix
1 0

E = (k) = ;

1<kj<n —
0 1

hierbei bedeutet ¢y ; das Kronecker-Symbol. Sei schliellich A € GL,,(K) und f € GL(V)
mit der Eigenschaft o(f) = A. Aus Abschnitt 2.2 wissen wir bereits, da§ zu f € GL(V)
die Umkehrabbildung f~! € GL(V) existiert; fiir diese gilt f~'o f = fo f~! = id. Damit
setzen wir

A= o(f ) € GLu(K)

und nennen A~! die zu A inverse Matrix; hierbei beachte man, dafi rg(A™) = rg(f~') =n
gilt. Wie gewiinscht ergibt sich aus der Konstruktion die Gleichheit

AT'A=AAT = F,
also spielt in der Tat A~! die Rolle des zu A inversen Elements. Damit folgt die Behaup-
tung. 0

Folgerung. Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und B = {by,...,b,}
eine geordnete Basis von V. Dann induziert die Finschrdinkung des Isomorphismus ¢ :

L(V) — M, (K) auf GL(V) einen Gruppen-Isomorphismus
¢ GL(V) — GL,(K)
(©'(f) = A= (o )i<kj<n=Matriz von f bzgl. B), d.h.

O'(fog)=¢(f) ¢'(9).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition. Eine (quadratische) Matrix A € M,,(K) mit der Eigenschaft rg(A) = n wird
reguldr genannt. Eine (quadratische) Matrix A € M,,(K) mit der Eigenschaft rg(A) < n
wird singuldr genannt.

Bemerkung. Die Gruppe GL,, (K) besteht aus allen reguldren n x n-Matrizen. Die Menge
M, (K) \ GL,(K) besteht aus allen singuléren n x n-Matrizen.

Beispiel. Eine Diagonalmatrix
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ist genau dann regular, wenn \; # 0,...,\, # 0 gilt. In diesem Fall berechnet sich die
Inverse A~ von A zu

0 P
Im allgemeinen ist es uns aber an dieser Stelle noch nicht mdglich, die Inverse einer
reguléren Matrix anzugeben.

2.5 Basiswechsel (Basistransformationsmatrizen)

Wir beginnen mit der folgenden Definition:

Definition. Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, B = {by,...,b,} und
B = {b},...,b,} geordnete Basen von V. Die quadratische Matrix

S = (0kj)1<kj<n € Man(K),

definiert durch .
b; = Zakdbk (j = 1, .. .,TL),
k=1

heifit die Basistransformationsmatriz von B nach B'.

Bemerkung. Die Basistransformationsmatrix S von B nach B’ ist regulir, d.h. S €
GL,(K) (insbesondere existiert also die Inverse S™' € GL,(K) mit der Eigenschaft
S718 =SSt =F).

Unter dem Isomorphismus ¢ : L(V) — M, (K) entspricht der Matrix S die lincare
Abbildung f:V — V mit der Eigenschaft

Satz. FEs sei V' ein endlich dimensionaler K -Vektorraum, B = {by,...,b,}, B' ={b},..., 0.}
seien geordnete Basen von V und S = (0k;)1<k,j<n € GLn(K) die Basistransformations-

b

matriz von B nach B'. Besitzt x beziiglich B die Koordinaten : und beziiglich B’
Bn
B A B
die Koordinaten : , so qult: : =51 :

g, g, 5,
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Beweis. Wir haben .
b; == Zak’jbk (j = 1, . .,n).
k=1

Daraus ergibt sich

n

Y =3 (S -
= —1

n

( Ok,j - 5;) by = Zﬁkbka
1 k=1

j=1 k=1 \j=
also N
ﬁkzzgk,]ﬁ; (k:]-?"'vn)?
j=1

und somit

b1 B B B

: =5. : bzw : =91 : )

s 8, 8, 8, -

Satz. Es seien V, W endlich dimensionale K-Vektorriume, B = {by,...,b,},

B = {b),...,U,} geordnete Basen von V und C = {c1,...,cn}, C' = {c,...,c,} ge-
ordnete Basen von W. S = (0kj)1<kj<n € GLn(K) bzw. T = (71, )1<1r<m € GLy(K)
seien die Basistransformationsmatrizen von B nach B' bzw. von C nach C'. Schilieflich
seien A = (0417;{)1%%: € My n(K) bzw. A" = () ) 1<r<m € My (K), die Matrizen von f

<k< I/ 1<
bzgl. B,C bzw. B',C'. Dann gilt die Formel
A =T71AS.
Beweis. Finerseits gilt fiir j =1,... n:
FB) =D anie =) o) mea =) (Z W;J> .
r=1 r=1 =1 =1 r=1

Andererseits folgt fir j =1,...,n:

) =f (Z ak,jbk> =Y onif (o) =Y ony Y =) (Z O”v’“““) “a
k=1 k=1 k=1 =1

=1 k=1

Ein Vergleich liefert
TA = AS < A" =T 'AS.



Kapitel 3

Lineare GGleichungssysteme

3.1 Die Problemstellung

Ein System von Gleichungen der Form

a8+ o b = B
: L),

O‘m,lgl +-- + Oém,ngn = ﬁm
kurz

Y =Bk =1,...,m),
j=1

mit vorgegebenen ay; € K (k=1,....m;j =1,...,n), By € K, (k =1,...,m) und
Unbekannten &; (j = 1,...,n) heifit lineares Gleichungssystem. Unsere Aufgabe besteht

darin, alle moglichen Werte fiir &, ..., &, zu finden, die das lineare Gleichungssystem (.5)

erfiillen.

Indem wir die Matrix A = (aj;)1<k<m € M, ,,(K), den Spaltenvektor b = (By)1<k<m €
1<j<n -

K™ und den Spaltenvektor der Unbekannten = = (£;)1<j<, einfiihren, schreibt sich (.S)
matriziell kurz als die Gleichung
Az =b.

So betrachtet, besteht unsere Aufgabe darin, alle Vektoren = € K™ zu finden, so daf3 die
Gleichung Az = b erfiillt ist. Es stellen sich folgende grundsétzliche Probleme:

(a) FEzistenzproblem: Unter welchen Bedingungen besitzt (S) tiberhaupt Losungen?

(b) Ldsungsmannigfaltigkeit: (S) besitze mindestens eine Losung: Unter welchen Bedin-
gungen gibt es genau eine Losung? Wie sieht die Struktur der Lésungsmenge im
allgemeinen aus?

(¢) Losungsverfahren: Wie kann man die Losungen von () praktisch berechnen?

47
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3.2 Zum Existenzproblem

Wir behalten die Bezeichnungen des vorhergehenden Abschnitts bei. Mit Hilfe der Zuord-
nung

r+— Az (x € K")

wird eine lineare Abbildung
f:K"— K™

definiert. Die Matrix von f bzgl. den Standardbasen des K™ bzw. K™ ist dann gerade
gegeben durch die Matrix A € M,, ,,(K), denn wir haben fiir j =1,...,n

Qi 4 m
fle;) =Ae; = : = g Qg j ek -
Qm,j k=t
Definition. Die Matrix
Q11 o Q1
A= : : € M, (K)
Am1 ' Qmnp

heilt Koeffizientenmatriz von (S). Die Matrix

Q11 o Q1 I3}
Aerw. = S Mmerl(K)

Om1  Opp ﬁm

heiit erweiterte Koeffizientenmatriz von (S).

Satz. Das lineare Gleichungssystem (S) ist genau dann losbar, wenn

rg(A) = rg(Aerw.)
gilt.

Beweis. Wir definieren die Spaltenvektoren

a5 B
aj == : eK™"(j=1,...,n), b:= : e K™
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Mit dieser Definition und den vorhergehenden Vorbereitungen finden wir folgende Reihe
von Aquivalenzen

(S)losbar <= dJx e K": Az =50

< dJzeK": f(x)=0

< beim(f)

— be(f(er),-.., flen))

<~ beay,...,a,)

<~ (ay,...,a,) = {ai,...,a,,b)

— 1g(A) =rg(Aew.)-
Dies beweist die Behauptung. O
Beispiel. Ist m < n und gilt rg(A) = m, so besitzt (S) eine Losung: Aufgrund der
Voraussetzung spannen namlich die n (> m) Spaltenvektoren ay,...,a, von A den K™
auf. Damit spannen dann aber auch die (n + 1) Spaltenvektoren aq, ..., a,,b den K™ auf,
also gilt

rg(A) = rg(Aew.) = m.
Die Behauptung ergibt sich somit mit Hilfe des vorhergehenden Satzes.

3.3 Zur Losungsmannigfaltigkeit

Zur Behandlung dieser Problemstellung betrachten wir zunéchst die speziellen linearen
Gleichungssysteme mit g, = ... = 3,, = 0, d.h.

Ofl,lgl + -+ Ofl,ngn =0
: t (So)
am,lgl + -+ am,ngn =0

Definition. Ein lineares Gleichungssystem vom Typ (Sp) heiBt homogenes lineares Glei-
chungssystem. Ein lineares Gleichungssystem, das nicht vom Typ (Sy) ist, heif3t inhomo-
genes lineares Gleichungssystem.

Bemerkung. Im homogenen Fall gilt offensichtlich immer die Gleichheit rg(A) = rg(Aerw.),
also besitzen homogene lineare Gleichungssysteme immer mindestens eine Losung; dies
ist die triviale Losung & = ... =&, =0.

Satz. Sei
Ly :={x € K"| Ax = 0},

d.h. Lo ist die Menge aller Lisungen des homogenen linearen Gleichungssystems (Sp).
Dann st Lo € K™ ein Unterraum der Dimension

dimg Ly = n —rg(A).



50 KAPITEL 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Beweis. Die Matrix A € M, ,(K) gibt, wie bereits ausgefithrt, Anla8 zu der linearen
Abbildung f: K™ — K™, definiert durch f(z) = Az. Somit haben wir

Lo={r e K" Az =0} = {x € K"| f(z) = 0} = ker(f).

Damit ist Ly bereits als Unterraum von K™ nachgewiesen. Fiir dessen Dimension erhalten
wir nach dem Dimensionssatz

dimg Lo = dimg (ker(f)) = dimg (K") — rg(f) = n —rg(A). -
Beispiel. Ist m > n und gilt rg(A) = n, so besitzt (Sp) nur die triviale Losung: Dies folgt
sofort aus dem vorhergehenden Satz, ndmlich der Formel dimg Ly = n —rg(A) = 0.
Besitzt (Sp) umgekehrt nur die triviale Losung, so folgt wiederum mit Hilfe des vorherge-
henden Satzes die Gleichung rg(A) = n (und damit insbesondere auch m > n).
Im Spezialfall m = n, d.h. A € M,,(K), hat also (Sp) genau dann nur die triviale Losung,
wenn A reguldr ist. Dies konnten wir auch wie folgt beweisen: Genau dann, wenn A re-
gulér ist, d.h. A € GL,(K) gilt, existiert die zu A inverse Matrix A~! € GL,(K) (diese
erfiillt A7'A = AA™! = E = Einheitsmatrix); aus der Gleichung Az = 0 erhalten wir
durch Linksmultiplikation mit A~! die Gleichung

r=(A"A)r=A"(Az)=A""-0=0.

Wir kommen nun zum allgemeinen Fall zuriick. Wir gehen aus vom linearen Gleichungs-

System
Az =1 (9)

mit A € M,,,,(K), b € K™ und setzen voraus, dafl (S) mindestens eine Losung z* € K"
besitzt (d.h. es gilt rg(A) = rg(Aeqw.)). Indem wir den Spaltenvektor b € K™ durch den
Nullvektor 0 € K™ ersetzen, erhalten wir aus (S) das homogene lineare Gleichungssystem

Ar = 07 (SO>

welches wir das (S) zugeordnete homogene lineare Gleichungssystem nennen.

Satz. Sei
L:={x € K"| Az = b},

d.h. L ist die Menge aller Losungen des linearen Gleichungssystems (S). Weiter sei L # ()
vorausgesetzt, also existiert x* € L, welches im folgenden fiziert sei. Dann gult

L={zeK"\v=2"+y,y € Lo},

d.h. die Menge aller Losungen von (S) erhdlt man aus einer (speziellen) Lisung x* von
(S) durch Addition samtlicher Losungen von (Sy).

Beweis. Voraussetzungsgeméaf3 gilt Az* = b, und fiir y € Ly gilt Ay = 0; somit folgt
Al +y)= A"+ Ay =b+0 =1,
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d.h. 2* +y € L, also gilt
{re K"z =a"4+y,ye Lo} C L.
Sei nun umgekehrt € L, d.h. Az = b. Dann setze man: y := x — z*; es folgt
Ay=Alx —2")=Azx —Az* =b—-b=0,
d.h. y € Lo und =z = 2* + y, also gilt
LC{xe K'zv=a"+y,y € Lo}

Somit besteht die behauptete Gleichheit. O

Corollar. Es seien m = n, A € M,,(K) und rg(A) = n, d.h. A € GL,(K). Dann besitzt
(S) genau eine Lisung.

Beweis. Aus rg(A) = n folgt unmittelbar auch rg(Aeqy.) = n; damit ist (5) 16sbar. Aus den
beiden vorhergehenden Sétzen folgt, dal wegen rg(A) = n die Losung von (S) eindeutig
bestimmt ist. O

Bemerkung. Die Aussage des vorhergehenden Corollar kann auch wie folgt bewiesen
werden: Zu A € GL,,(K) existiert die inverse Matrix A~! € GL,(K). Damit erhilt man
aus der Gleichung Az = b durch Linksmultiplikation mit A~! die Gleichung

v=(AT"A)r = A (Ar) = A7,

also eine eindeutig bestimmte Ldsung.

3.4 Losungsverfahren I

Das Hauptlosungsverfahren linearer Gleichungssysteme ist der im folgenden dargestellte
Gauf$’sche Algorithmus. Wir gehen also aus vom linearen Gleichungssystem

Az =b, (5)

das vollstandig zu 16sen ist. Natiirlich miiite man sich zunéchst {iberlegen, dal mindes-
tens eine Losung existiert; dies ergibt sich aber im Zuge der folgenden Uberlegungen
automatisch. Wir schreiben die erweiterte Koeffizientenmatrix Ae.. in der Form

Q11 0 Q1 ﬁl

Om1  Opn ﬁm

auf, wobei wir den Spaltenvektor b durch einen senkrechten Strich abtrennen.

Lemma 1. Anwendung der elementaren Zeilenumformungen (Z1) - (Z3) auf die erwei-
terte Koeffizientenmatriz Aer. dndert die Lisungsmenge von (S) nicht.



52 KAPITEL 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Beweis. Die Aussage des Lemmas ist offensichtlich klar bei den elementaren Zeilenum-
formungen (Z1) und (Z2). Da bei der elementaren Zeilenumformung (Z3) eine Gleichung
lediglich durch eine dquivalente Gleichung ersetzt wird, ist die Behauptung auch in diesem

Fall klar. O

Lemma 2. Anwendung der elementaren Spaltenumformung (S1) auf die erweiterte Koef-
fizientenmatriz Aery., welche den Vektor b nicht beinhaltet, dndert die Losungsmenge von
(S) nur dahingehend, daf§ eine Vertauschung der &1, ..., &, bewirkt wird.

Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich klar. 0

Nach dem bereits bekannten Vorgehen konnen wir durch Anwendung der elementaren
Zeilenumformungen (Z1) - (Z3) und elementarer Spaltenumformungen (S1), welche den
Vektor b nicht beinhalten, erreichen, daf§ die erweiterte Koeffizientenmatrix A, zu einer
Matrix AL, der folgenden Art umgeformt werden kann:

/ /
s X @

/ /
al,l P .o al 1n 1
/ / / / /
0 Q9o Qg Qgpiq "0 Qgy 2
/ / / /
0 e 0 ar,r ar,r+1 T ar,n ﬁr
/
0 0 | 8.
/
0 e 0o | g
wobei o ; #0(j = 1,...,7) gilt. Bei weiterer Anwendung der elementaren Zeilenumfor-

mungen (Z2), (Z3) kann die Matrix Ag.. sogar in die folgende, noch einfachere Gestalt
gebracht werden:

ay; 0 0 A,y 0 A, 1
0 ahy 0/2,r+1 O/Q,n :
0 : :
0 0 a;’,r Oé;",r-‘,-l Oé;",n , 7,"
0 0 r+1
0 0o | B

Aus dem linearen Gleichungssystem (S) erhalten wir somit das folgende, im wesentli-
chen dquivalente, lineare Gleichungssystem (S’); dabei bedeuten im folgenden &, ..., ¢,
eine Vertauschung der &1, . . ., &, die aufgrund der insgesamt vorgenommenen elementaren
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Spaltenumformungen (S1) bewirkt wurde:

o1& +ai, 1§t LG = 5
0/2,255 + 0/2,7’—&-1&7,’—1—1 +o+ 0/2,715;1 = [

Oé;“,rg;’ + O‘L,r+1€7/~+1 T+ Oé;,ng;z = 3 (S/)
0 = 67/1—1—1
0 =g,
Mit Hilfe des soeben gewonnenen linearen Gleichungssystems (S’) erhalten wir folgende
Erkenntnisse:

(i) (S) losbar <= (S') losbar <= 3., =0,...,8,, =0.

(ii) Falls (i) erfiillt ist, erhalten wir folgende spezielle Losung =™ € K™ von (5):

1% ﬁi 5/* ﬁ;« 5/* 0 5/* 0
1 — o 0. — +1 — o e — .
06/171 ) 'S r 04‘77‘ ) r ) 'S n

Nach entsprechendem Vertauschen erhalten wir daraus sofort eine spezielle Losung
x* € K™ von (9).

(ili) Indem wir den Spaltenvektor b € K™ durch den Nullvektor 0 € K™ ersetzen, erhal-
ten wir aus dem linearen Gleichungssystem (.S) das zugeordnete homogene lineare
Gleichungssystem (Sp). Entsprechend erhalten wir aus dem zu (S) dquivalenten li-
nearen Gleichungssystem (S’) das homogene lineare Gleichungssystem

0/1,151 + all,r—i—l&/*—f—l +...+ O/l,n&/’b =0
/ / / / / /
a2,2§2 + a2,r+1§r+l +...+ a2,n§n =0

(So)-
Of;,rﬂ + Oé;",r+1£1/"+1 +...+ a;,nfa =0

Eine Basis des (n — r)-dimensionalen Losungsraumes des homogenen linearen Glei-
chungssystems (.S)) ist nun gegeben durch die folgenden (n — r) Spaltenvektoren
y P e Kn(p=1,...,n—r):

/ /
_al,r+p/a1,1
/ /
T g p/ Q9
/ /
_ar,r-l—p/ar,r
1(p)

y = O

1 — (r+p) — teZeile
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Wir fassen die gewonnenen Resultate im nachfolgenden Satz zusammen.

Satz(Gauf3’scher Algorithmus). Das lineare Gleichungssystem
Ax =b (5)

mit Koeffizientenmatric A € M,, ,(K) und Spaltenvektor b € K™ sei vorgelegt. Dann ist
die Menge
L={xe K" Az = b}

aller Losungen von (S) bis auf eine Vertauschung der Koordinaten (bewirkt durch die
Anwendung elementarer Spaltenumformungen (S1), siehe unten) gegeben durch die Menge

e / / / / 3\
-,/ -,/
/ ! / ! 1,r+1 1,1 1,n 1,1
&1 3 51/041,1 ] )
. . / / / /
/ / ﬁ/ /Oé/ _ar,r—&—l/&r,r _Oér,n/Oér,r
Colest =T 1 oA A 0
r+1 r+1 0 .
: : : : 0
& & 0 '
n n
\ 0 1 )
mit A1y, An—r € K. Hierbei sind (y, ;)1<k<m, (Bp)1<k<m die Bintrige der erweiterten
) 1<j<n - =

Koeffizientenmatriz AL, , welche aus der erweiterten Koeffizientenmatrix Aep. durch die

Anwendung elementarer Zeilenumformungen (Z1) - (Z3) und elementarer Spaltenumfor-
mungen (S1) (welche den Spaltenvektor b € K™ nicht beinhalten) hervorgeht und die
spezielle, in der vorhergehenden Diskussion gegebene Form mit 3., = ... = 3/, = 0
besitzt.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den vorhergehenden Uberlegungen.
O

3.5 Determinanten

Wir erinnern an die folgende Definition.

Definition. Eine bijektive Selbstabbildung 7 der Menge {1,...,n} heifit eine Permu-

tation der Elemente 1,...,n. Eine Permutation 7 ist bestimmt durch die Angabe des
Zahlenschemas
1 2 ...
(1) w(2) -+ 7w(n) )
Die Menge aller Permutationen der Elemente 1,... n sei mit S,, bezeichnet.

Lemma. Die Menge S, ist eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung von Abbildungen, die so-
genannte symmetrische Gruppe zu n Elementen.

Beweis. Diese wurde bereits in Kapitel 0 bewiesen. 0]
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Definition. Eine Permutation 7 € S,,, durch die zwei Elemente vertauscht werden und alle
iibrigen festgehalten werden, heifit Transposition. Ist 7 gegeben durch das Zahlenschema

1 k’g k?l n)(1§k1<k2§n>’

so wird dafiir auch kurz (kq, ko) geschrieben.

Lemma. Es gelten die beiden folgenden Aussagen:
(i) Jede Permutation m € S, lafst sich als Produkt von Transpositionen darstellen.

(ii) Die Anzahl der Transpositionen, durch welche eine Permutation m € S, als Produkt
dargestellt werden kann, ist entweder immer gerade oder immer ungerade.

Beweis.

(i) Die Permutation 7 € S,,, ™ # id, sei gegeben durch das Zahlenschema

dabel sei die natiirliche Zahl k, 1 < k < n, dadurch festgelegt, dal 7(j) = j fiir

] = ,k — 1 und w(k) # k gilt. Wir multiplizieren nun 7 von links mit der
Transp081t10n 71 = (k,m(k)). Wir erhalten die Permutation 7 = 107 € S,, gegeben
durch " L N
1 ... k=1 +1 ... n
(k, m(k)) o ( 1 k=1 7(k) wk+1) ... 7(n) )
(1 ... k=1 %k k+1 ... n
A\l ... k=1 k wn(k+1) ... w(n) )’

Durch analoge Behandlung von 7, erhalten wir nach maximal [ = n — k Schritten
[ Transpositionen, so dafl
Tpo...oTpom =id
gilt. Damit folgt wie behauptet
7T:T1_10...O7'l_1:7'10...07'1.

(ii)) Wir beginnen den zweiten Teil des Beweises mit einer Hilfsiiberlegung. Mit den
Unbestimmten Xy, ..., X,, definieren wir das Produkt

P(X1,.... X)) = (Xi—Xa) (X1 —X3)-...- (X1 —
(XQ—Xg)(XQ—

X,) -
X,) -

~(Xn,'1 —X,).
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Ist m € S, so ergibt sich durch Einsetzen von X; =1, Xo =2, ..., X,, = n, bzw.
X, =7(1), Xo =7(2),..., X,, = 7(n), die Gleichung

P(r(1),7(2),...,m(n)) = ¢, - P(1,2,...,n)
mit einem eindeutig bestimmten Vorzeichen
cr € {+1,—-1}.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis: Ist 7 € 5, eine Transposition, so iiberlegt
man leicht, dafl ¢, = —1 gilt. Sind weiter 7,7’ Transpositionen, so zeigt man ebenso
leicht, daf ¢,o.r = +1, d.h.

Crort = C+Crt

gilt. Wir nehmen nun an, die Permutation = € S,, werde als Produkt von [ bzw. I’
Transpositionen dargestellt, d.h.

T=70...07 bzw. T =71 0...07T).
Nach dem eben Festgestellten folgt
(-1 =cr = (-1)",
d.h. [,!’ sind somit beide zugleich gerade oder ungerade. 0

Mit dem obigen Lemma ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition. Es sei m € S,, durch [ Transpositionen dargestellt. Dann heifit

sgn (1) := (=1)!

das Signum von w. Gilt sgn(m) = +1, so heiit 7 eine gerade Permutation; ist sgn(m) = —1,
so heifit m eine ungerade Permutation.

Beispiel. Die Permutation m € S5 sei gegeben durch das Zahlenschema
1 2 3 45
25 314)°

Eine Darstellung von 7 als Produkt von Transpositionen ist

7= (1,4)(1,5)(1,2).
Somit folgt sgn(w) = (—1)% = —1, also ist 7 eine ungerade Permutation. Wir kommen
nun zur Definition der Determinante.

Definition. Es sei A = (aj;)1<k,j<n € M, (K) eine quadratische Matrix. Die Determi-
nante von A ist definiert durch

Q11 o Qqp

det(A) = : : = Z SEN(T) A1 r(1) * - - - * Qo)

Oén,l e an,n TESR
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Beispiel. Fiir n = 2 ist Sy = {id, (1,2)}; dabei ist id eine gerade Permutation und (1, 2)
eine ungerade Permutation. Die Determinante von

A= ( Q11 12 > € My (K)

Qo1 Q29
ist somit gegeben durch

Q11 012
Qo1 022

det(A) =

= (‘1‘1)041,1042,2 + (—1)041,2042,1 = 011029 — (1 2002 1.

Definition. Es sei A = (o j)1<kj<n € M, (K) eine quadratische Matrix. Dann heifit die
Matrix ‘A, die aus A durch Spiegelung der Eintrige an der Diagonalen entsteht, d.h.

Q11 0 Qpa

A= (ajr)i<jeen = : : :

Q1 0 Opp
die zu A transponierte Matriz.

Lemma. Es sei A = (o ;)1<kj<n € M, (K) eine quadratische Matriz. Dann gilt

det(A) = det(*A).

Beweis. Aufgrund der Definition der Determinante und der Transponierten einer Matrix
folgt sofort

det(*A) = Z SEN(T) Qr(1),1 * - - - * A(n) -
TES,
Damit erhalten wir

det(A) = Z SgN (7)1 r(1) * - - - * Or(n)

TESR
= Z Sgn(ﬂ‘)oﬁﬂ-—l(l),l Tt Qp=1(p)n-
TI'ESn

Beachten wir weiter sgn(r) = sgn(7~!) und die Tatsache, daf§ die Zuordnung 7 + 7!

eine Bijektion von S, auf sich bewirkt und somit mit 7 auch 7=! ganz S,, durchliuft, so
folgt andererseits

det(A) = Z s (T ) r—1(1)1 - At ()
n—1les,
Indem wir schlieSlich anstelle von 7= wieder 7 schreiben, erhalten wir

det(A) = Z SEN(T)Ur(1),1 * -+ - * Om(n)n = det(*A).
TESH ]

Proposition. Es sei A = (o, j)1<kj<n € M, (K) eine quadratische Matriz. Dann gelten
die folgenden Aussagen:
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(i)

(i)

(iii)
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Geht die Matriz A" € M,,(K) aus der Matriz A durch die elementare Zeilenumfor-
mung (Z1), bzw. die elementare Spaltenumformung (S1), hervor, so gilt

det(A") = —det(A).

Besitzt die Matrixz A insbesondere zwei gleiche Zeilen, bzw. zwei gleiche Spalten, so
qgilt
det(A) = 0.

Geht die Matriz A" € M,,(K) aus der Matriz A durch die elementare Zeilenumfor-
mung (Z2), bzw. die elementare Spaltenumformung (S2), durch Multiplikation mit
einem Skalar \ # 0 hervor, so gilt

det(A’) = Mdet(A).

Insbesondere gilt damit

det(AA) = \"det(A).

Geht die Matriz A" € M,,(K) aus der Matriz A durch die elementare Zeilenumfor-
mung (Z3), bzw. die elementare Spaltenumformung (S3), hervor, so gilt

det(A’) = det(A).

Beweis. Aus dem vorhergehenden Lemma folgt, dafl es geniigt, die Behauptungen (i) - (iii)
fiir die elementaren Zeilenumformungen zu beweisen.

(1)

Mit einer geeigneten Transposition 7 € .S,, konnen wir schreiben:

A= (Oék,j)lgk,jgm A= (aT(k) )1<k j<n-

Da mit 7 auch 7 o 7 ganz S,, durchlauft, folgt somit

det(A') = Y sgn(m)ar ) - - Vi

TI'ESn
= Z SEN(T) A1, (mor)(1) * - - - * Ol (mor)(n)-
TOTES)
Beachten wir nun sgn(m) = —sgn(m o 7) und schreiben wir anstelle von 7o 7 wieder
7, so folgt
det(A") = Z SEN(T) X 7(1) * - - - * Uy = —det(A).
7T€Sn

Sind in der Matrix A insbesondere zwei Zeilen gleich und ist A’ die Matrix die aus
A durch Vertauschen dieser beiden Zeilen entstanden ist, so gilt einerseits

det(A") = —det(A);



3.5. DETERMINANTEN 29

andererseits folgt wegen A" = A
det(A) = —det(A),

also det(A) = 0, falls die Charakteristik von K ungleich zwei ist. Da die Glei-
chung det(A) = 0 eine polynomiale Relation darstellt, die bei Vorhandensein zweier
gleicher Zeilen erfiillt werden muf, besteht diese Gleichheit auch im Fall der Cha-
rakteristik zwei.

(ii) Dies ergibt sich unmittelbar aus der Determinantendefinition. Insbesondere erhalten
wir

det(AA) = sen(m)(Aaraq) - (Adae(m)

TI'ESn

=\ Z SgN (7)1 r(1) * - - - * Oor(n)

TESR

= A"det(A).

iii) Die Matrix A" = (o}, ;)1<kj<n € My, gehe aus der Matrix ervor, indem die

iii) Die Matrix A’ ki)i<kj<n € My (K) geh der Matrix A h indem di
k-te Zeile von A durch die Summe der k-ten plus der k'-ten Zeile von A (k, k' €
{1,...,n}; k # k') ersetzt werde. Es ergibt sich

det(A') = ) sgn(m)ai ) o Qhrgy - Ohnir)
- Z SN (7)1 x(1) -+ (Qr(l) T Qhrin(k) * - -+ * V()
- Z SEO(T) Q1 (1) * -+ - Qhm(k) -+ - * V() +
D Sen(M)a() - Q) - Qn()-

Die erstere Summe ist nun gleich det(A), die letztere Summe ist die Determinante
einer Matrix mit gleicher k-ter und k’-ter Zeile, also nach (i) gleich Null. Somit folgt
wie behauptet

det(A") = det(A). O
Bemerkung. Der Beweis von (iii) zeigt sogar, daf sich die Determinante einer Matrix

nicht &ndert, wenn eine Zeile bzw. eine Spalte ersetzt wird durch die Summe dieser Zeile
bzw. dieser Spalte und einer Linearkombination der {ibrigen Zeilen bzw. Spalten.

Lemma. FEs sei A = (ag;)i1<kj<n € My (K) eine obere Dreiecksmatriz, d.h.

(515 B aqp
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Dann gilt
det(A) =0aq1-... Q.

Beweis. Es ist
det(A) = Z sgn () (1) * - - - O n(n)-
TESy
Ist nun 7 € S,, 7 # id, so existiert ein k € {1,...,n} mit k& > w(k); das zugehorige
Qkr(k) 1St dann Null. Somit liefert in obiger Summe hochstens 7 = id einen von Null

verschiedenen Beitrag, d.h.
det(A) =011 ... Opnp. ]

Beispiel. Berechnung von det(A) fiir die Matrix

1 3 7
A=1 2 8 4
3 21
Die vorhergehenden Uberlegungen fiihren zu
1 3 7 1 3 7 1 3 7
det(A) = |2 8 4|=|0 2 —-10(=2-]0 1 —5
3 21 0 -7 —20 0 -7 —20
13 7
= 2-/01 =5 |=2-1-1-(=55)=—110.
0 0 =55

Satz. Es sei A = (ouj)1<k<n € M, (K) eine quadratische Matriz. Dann besteht die

Aquivalenz
A requlir <= det(A) # 0.

Beweis. Mit Hilfe elementarer Zeilen- und Spaltenumformungen kann A umgeformt wer-

den zu
!

/ / /
04171 ........ OZLT, a17r+1 A O[Ln
/ / / /
0 Qoo =+ Qo Qg 0 O,
r_ / / PR /
A= 0 T 0 ar,r Ctr,rJrl Oér,n
0 0
0 0
mit o 1,...,al . # 0. Fiir die Determinante von A’ ergibt sich mit Hilfe der vorhergehen-

den Proposition die Beziehung

det(A) = C - det(A),
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wobei C' ein von Null verschiedener Skalar ist, der sich mit Hilfe der benutzten elementaren
Zeilen- und Spaltenumformungen berechnet. Das vorhergehende Lemma liefert dann die
Formel

det(A) =C-af;-. .-y, -0-...-0.

r,r
Die bereits bekannte Aquivalenz
Aregulir <= r =n
fithrt somit unmittelbar zur behaupteten Aquivalenz

Aregulir <= det(A) # 0.

Bemerkung. Die Aussage des vorhergehenden Satzes kann auch in der Form
Asingulér <= det(A) =0

wiedergegeben werden.

Definition. Es sei A = (o j)1<k,j<n € M, (K) eine quadratische Matrix. Die quadratische
Matrix Ay ; € M,_1(K), die aus A durch Streichen der k-ten Zeile und j-ten Spalte
hervorgeht, heiflt das algebraische Komplement des Matrizelements oy, ;. Weiter heifit die
GroBe

My ;= (=1)*"det(A ;)

die Adjunkte oder der Minor von oy, ;.

Satz (Entwicklungssatz von Laplace). Es sei A = (o, j)1<kj<n € My (K) eine qua-
dratische Matrix. Dann besteht die Formel ,Entwicklung nach der k-ten Zeile von A*
(k=1,...,n)

det(A) = Z Oék7j(—1>k+jdet(z4k7j)
7=1

n
= E Qg j M ;.
=1

Analog besteht die Formel ,Entwicklung nach der j-ten Spalte von A“ (7 =1,...,n)

det(A) = > g (—1)"det(Ay)
k=1

n
= E Qg j M ;.
k=1

Beweis. Aufgrund der Invarianz der Determinantenbildung gegeniiber Transposition geniigt
es, die Entwicklung der Determinante von A nach einer Zeile zu betrachten. Fiir die-
se Betrachtung geniigt es ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, die Entwicklung der



62 KAPITEL 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Determinante von A nach der n-ten Zeile zu untersuchen. Aufgrund der Leibnizschen
Determinantendefinition erhalten wir in diesem Fall zunachst

det(A) = Z sgn () (1) * - - - O n(n)

TESy

= Qni Z SEN(T) 1 r(1) "+ -+ Qn—tm(n—1) T - F

TESn
w(n)=1

Qnon Z Sgn(ﬂ-)alﬂr(l) Cee Q1 w(n—1)-

TESn
m(n)=n

Wir bezeichnen den j-ten Summanden (j = 1,...,n) in obiger Summe mit Sj, d.h.

Sj = om g sgn ()t (1) * -+ " Op—1m(n—1)-
TESn
m(n)=j

Fiir j = n wird in der S, definierenden Summe iiber alle 7 € S, mit 7(n) = n summiert;
diese Permutationen entsprechen aber gerade den Permutationen 7’ € S,,_;. Also folgt

Sy = Qnn Z sgn (7)o p(1) + - Ot (ne1)

' E€Sn—1

= (=1)""apndet(A,,) = annMy .

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu: Hierbei wird fiir festes j € {1,...,n} iiber
alle Permutationen 7 € S,, mit 7(n) = j summiert, d.h. iiber alle Permutationen der Form

<7r(11) w(22) . w?n_—ll) ?)

Komponieren wir die zur Diskussion stehenden 7’s von links sukzessive mit den (n — j)

Transpositionen 7 = (j,j7 + 1),...,7—; = (n — 1,n), so erhalten wir Permutationen 7
der Form
T = Tp_jO...0T 0T
. 1 2 ... n—1 n
= (n—l,n)o...o(j,j+1)o(W(l) 2 . wn—1) j)

B 1 2 ... n—1 n
o ¥ % ... % n )’

d.h. es gilt 7(n) = n; diese Permutationen entsprechen nun aber gerade wieder den Per-
mutationen 7’ € S,_1. Somit ergibt sich

S; = an, Z (=1)"sgn(m )i n1) -+ Ut m(n—1)

' eSp—1

= (—1)n+j06n7jd€t(z4n7j) = Oéijn’j.



3.5. DETERMINANTEN 63

Zusammengenommen folgt
det(A) = Z g] = Z an,jMn,ja
j=1 j=1
wie behauptet. [

Corollar. Es sei A = (a;)1<kj<n € Mn(K) eine quadratische Matriz. Dann bestehen
die Formeln

Zai’ij’j = 51‘,19' det(A) (i,kzl,...,n),

Zakﬂ'Mk’j = 51‘,]" det(A) (Z,]: 1,...,n).

Beweis. Es geniigt wiederum, nur die erste der beiden Formeln zu beweisen. Im Fall i = k&
folgt die Richtigkeit der Formel unmittelbar aus dem Entwicklungssatz von Laplace. Im
Fall ¢ # k ist die linke Seite der behaupteten Formel, d.h.

n
E a; ;Mg
=1

nach dem Entwicklungssatz gleich der Determinante derjenigen Matrix A’, die aus A durch
Ersetzen der k-ten Zeile durch die i-te Zeile entsteht. Da nun die Matrix A’ zwei gleiche
Zeilen besitzt, folgt

Z Ozz"ij’j = det(A’) =0.

j=1

Insgesamt erhalten wir wie behauptet
Z OJZ'J'M]CJ = (51'7]g : det(A)
j=1

firi,k=1,...,n. O

Satz (Berechnung der Inversen). Es sei A = (o j)i1<ij<n € GL,(K) eine regulire
Matriz. Dann ist ihre Inverse A" € GL,(K) gegeben durch

A7t =det(A)' B,

wobei B = (M ;)1<jk<n € My (K) die Matriz bestehend aus den Minoren von oy (1 <
Jy k< n) ist.
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Beweis. Mit Hilfe der ersten Formel des vorhergehenden Corollar ergibt sich fiir den (i, k)-
ten Eintrag der Produktmatrix A - ‘B

Z Oéi,ij,j = (5i,kdet(A),

J=1

also

A-det(A)''B = E.

Mit Hilfe der zweiten Formel des Corollar folgt in analoger Weise
det(A)"''BA=FE.

Somit folgt wie behauptet

Satz (Cramersche Regel). Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

a11& o+ R = B
: :(9),
am,lgl + -+ am,ngn = ﬁn

mit quadratischer Koeffizientenmatriv A = (o j)1<kj<n € Mu(K), welche det(A) # 0
erfiillt. Dann besitzt (S) genau eine Losung *(&1,...,&,) € K™ gegeben durch

1 ar o P o

7 et det(A)

Qp1 o ﬁn s Opp

dabei steht rechter Hand die Determinante der Matriz, die aus A entsteht, indem der j-te
Spaltenvektor von A durch den Spaltenvektor (Bi)1<k<n € K™ ersetzt wird.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung det(A) # 0 ist A reguldr, d.h. A € GL,,(K). Damit
wissen wir, daf das lineare Gleichungssystem (S) eindeutig losbar ist und die Inverse
Al € GL,(K) existiert. Die eindeutige Losung ist nach dem vorhergehenden Satz mit
B = (M, x)1<jk<n gegeben durch

S I B
=AY [ =det(A)7HB] s ]
&n B B

also

— det(A Z My ;B = det(A) ™Y~ By
k=1

firj=1,...,n. O



Kapitel 4

Diagonalisierbarkeit und
Normalformen linearer Abbildungen

4.1 Problemstellung

In diesem Kapitel fixieren wir einen beliebigen Korper K und einen n-dimensionalen
Vektorraum V' iiber K. Wir erinnern an die Bezeichnung

L(V)={f:V — V, linear};

eine lineare Abbildung f € L(V) nennen wir einen Endomorphismus von V.
Ist nun f € L(V) gegeben, so 1aBt sich f beziiglich einer Basis B = {by,...,b,} von V
durch die Matrix

A = (aj)1<kj<n € Mn(K)

beschreiben; hierbei gilt
Fb) = an; by
k=1

Die Beschreibung von f durch die Matrix A hangt ersichtlich von der Wahl der geordneten
Basis B ab. Bekanntlich steht die Menge der geordneten Basen von V' in Bijektion zur
Menge GL,(K). Es stellt sich somit folgende Frage: Sei f € L(V) beliebig vorgegeben.
Existiert dann eine Basis B = {by, ...,b,} von V derart, dass die Matrix A € M,,(K) von
f beziiglich B eine moglichst einfache Gestalt, z.B. Diagonalform, besitzt, d.h.

A1 0
0 An

mit gewissen Ay, ..., \, € K7
Wir werden im folgenden sehen, dafl die obige Frage in dieser Allgemeinheit nicht bejaht

65
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werden kann. Dennoch werden wir einerseits diejenigen Endomorphismen von V' aussortie-
ren, die sich durch Diagonalmatrizen beschreiben lassen und andererseits fiir alle f € L(V)
eine Normalform, die Jordansche Normalform, finden.

Geometrische Deutung: Falls f € L(V') beziiglich einer Basis B durch eine Diagonalmatrix
A = diag (Aq, ..., A\n) beschrieben werden kann, so heifit dies fiir den j-ten Basisvektor
bj € B .

f(bj) = Aj - by,

d.h. f ist eine Streckung in Richtung b; mit dem Streckungsfaktor \; (j =1,...,n).

4.2 Eigenwerte, Eigenvektoren
Wir beginnen mit der folgenden
Definition. Ein Vektor x € V,x # 0, heiBt Eigenvektor von f € L(V), falls A € K mit

fl@)=A-x
existiert. Der Skalar A € K heifit der Eigenwert zum FEigenvektor x € V.
Analog lassen sich Eigenvektor und Eigenwert einer Matrix A € M,,(K) definieren.

3 &1 0
Definition. Ein Spaltenvektor : e K", : 1 1,
&n &n 0
heifit Eigenvektor von A € M,,(K), falls A € K mit
& &1
A . —= )\ .
&n &n
&
existiert. Der Skalar A € K heifit der Eigenwert zum Eigenvektor : e K™
&n

Bemerkung. Die letztere Definition ist natiirlich ein Spezialfall der ersteren und héangt
mit dieser wie folgt zusammen: wir fixieren eine Basis B von V und beschreiben f € L(V)
durch die Matrix A € M,,(K) beziiglich B. Mit Hilfe der Koordinatenbildung r beziiglich
B erhalten wir dann das folgende kommutative Diagramm:
K
V——— K"

o)

/ A

V —— K"
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Anhand dieses Diagramms erkennen wir, wie Eigenvektoren von f vermoge der Koordina-
tenabbildung x in Eigenvektoren von A iibergefithrt werden. Wir bemerken allerdings, dass
dieser Prozef nicht kanonisch ist, da er von der Wahl der Basis B abhéngt. Bei der Wahl
einer anderen Basis B, welche vermoge der Basistransformationsmatrix S € GL,, (K) aus
B hervorgeht, wird A € M,,(K) durch A’ = S"1-A-S € M, (K) ersetzt.

Definition. Es sei A € M, (K) und ¢ eine Unbestimmte (Variable). Dann heifit das
Polynom n-ten Grades

pa(t) :=det(A—t-F)
das charakteristische Polynom von A; hierbei ist E' € M,,(K) die Einheitsmatrix.

Proposition. Es seien A € M,,(K) und ps € K[t] das charakteristische Polynom von A.
Dann besteht die Aquivalenz

A Eigenwert von A <= pu(A) = 0.

Beweis. Wir greifen auf die Definition von Eigenwert und Eigenvektor zuriick: Die Glei-
chung

&1 &1 &1 0
A- : =\ : bzw. (A—\-E) - : =1 :
&n &n &n 0
&
hat genau dann eine nicht-triviale Losung : € K™, wenn die Matrix (A — A - E)
&n

singulér ist. Nach der Determinantentheorie ist dies genau dann der Fall, wenn
det(A—X-E)=0

ist, d.h. wenn A eine Nullstelle des Polynoms p4 ist. 0

Bemerkung. (i) In den Ubungen wird der Multiplikationssatz fiir Determinanten bewie-
sen, d.h. sind A, B € M,,(K), so gilt

det(A- B) = det(A) - det(B).
Ist A € GL,(K), so schlieft man daraus sofort
det(A™") = det(A4)™".
Damit erkennt man das folgende: Sind A € M, (K),S € GL,(K) und A" := S71-A. S,

so gilt
det(A’) = det(S™' - A-S) =det(S™) - det(A) - det(S)

= det(S) " - det(A) - det(S) = det(A).
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(ii) Das in (i) Festgestellte findet nun die folgende Anwendung: Seien f € L(V),B eine
Basis von V und A die Matrix von f beziiglich B. Ist B’ eine weitere Basis von V' und
S € GL,(K) die Basistransformationsmatrix von B nach B’, so gilt fiir die Matrix A" von
f beziiglich B

A=851.4.9

Ist nun p4 das charakteristische Polynom zu A und p4 das charakteristische Polynom zu
A’ so erkennen wir mit Hilfe von (i)

pA/(t) = det A/—t‘E)
= det(S1-A-S—t-S71-FE-S)

(

(
et(STHA—t-E)-S)

(

(

I
o

= det(S)™'-det(A—t-E)-det(S)
= det(A—t-F)
= pA(t).

Somit stellen wir fest, daf§ das charakteristische Polynom unabhéngig von der Matrix ist,
mit welcher f € L(V') beschrieben wird. Wir kénnen mithin kiinftig auch vom charakte-
ristischen Polynom py von f € L(V') sprechen, indem wir

ps(t) = palt)

setzen, wobei A die Matrix von f zu irgendeiner Basis von V ist.

Bemerkung. Ist f € L(V) und p; sein charakteristisches Polynom, so kann die Frage
nach der Existenz von Eigenwerten bzw. Eigenvektoren gestellt werden. Da V' als n-
dimensional vorausgesetzt wurde, ist py € K[t| ein Polynom vom Grad n. Somit wissen
wir, dafl hochstens n Eigenwerte existieren konnen. Andererseits ist a priori nicht gesichert,
daB iiberhaupt ein Eigenwert von f, d.h. eine Nullstelle von py in K existiert. Dies belegen
die nachfolgenden Beispiele.

Grundsétzlich ist in diesem Zusammenhang der Begriff des algebraisch abgeschlossenen
Korpers von Bedeutung:

Definition. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom p € K|[t]
von positivem Grad eine Nullstelle in K besitzt.

Mit Hilfe der Division mit Rest zeigt man dann, dass fiir einen algebraisch abgeschlossenen
Korper ein Polynom vom Grad n mit Vielfachheiten gezdhlt genau n Nullstellen hat. Z.B.
ist K = C ein algebraisch abgeschlossener Korper; dies ist der Inhalt des sogenannten
Fundamentalsatzes der Algebra, der hier aber nicht bewiesen werden soll.

Ist also K ein algebraisch abgeschlossener Koérper, so besitzt das charakteristische Po-
lynom p; (mit Vielfachheiten gezéhlt) genau n Nullstellen, und mithin besitzt f (mit
Vielfachheiten gezihlt) genau n Eigenwerte.
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Beispiele.

4 1

(1) Sei A = (:2 _1) € My(R). Dann erhalten wir dazu das charakteristische Poly-

nom

pA(t):det(A—t.E):’_4_t 1 '

—2 1t
(A+t)(1+t)+2=t"+5t+6=(t+2)(t+3).
Somit erhalten wir die beiden Eigenwerte
A =2 = -3

Wir bestimmen nun die Eigenvektoren zu A; = —2. Wir haben dazu das folgende
homogene lineare Gleichungssystem nicht-trivial zu losen:

(5 0) () = ()

(2 4)-=26 ) E) - 6

(20) (&) - 0(0)
(5).

)

P11

=26 +& =
«
2¢

&) _

&2
. o 1\ . . 1 I

mit o € K, a # 0. Damit ist ( Eigenvektor der Matrix ( _1> mit Eigenwert

2
—2. Wir bestatigen dies mit Hilfe einer Probe

()0-()-=0

Entsprechend erkennt man (?) = (Z) mit o € K,a # 0, als Eigenvektor zum
2

Eigenwert —3.

sing cos¢
tische Polynom

Sei A = (C.OS ¢ —sin ¢) mit ¢ € (0,27), ¢ # 7. Wir erhalten fiir das charakteris-

_ |cos¢p—t —sing
palt) = sing  cos¢p—t

= (cos¢—t)2+sin?¢ =12 —2tcosp + (cos? ¢+ sin? ¢)
= 2 —2tcosgp + 1.
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Damit erhalten wir fiir die Eigenwerte

Mg =cos¢t/cos?¢p— 1.

Wegen cos? ¢ # 1, folgt cos?¢ — 1 < 0, also folgt ;o & R. Somit besitzt die
Drehmatrix A keine Eigenwerte in R, also auch keine Eigenvektoren, was geometrisch
natiirlich unmittelbar klar ist.

4.3 Diagonalisierbarkeit

Wir erinnern an die Verabredung: K ist ein beliebiger Kérper und V' ein n-dimensionaler
Vektorraum iiber K. Damit definieren wir

Definition. Es seien f € L(V) und A € K ein Eigenwert von f, d.h. A ist eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p; € K[t]; bekanntlich ist dann (¢ — A) ein Teiler von
ps(t). Der maximale, ganzzahlige Exponent oy € N mit der Eigenschaft

(T = A)™ | ps(t)
heiflt die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts .
Bemerkung. Sind f € L(V) und z € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A, so gilt

flz)=X-z<=(f—A-id) -z = 0;
dies ist wiederum gleichbedeutend zu

x € ker(f — A -id).

Definition. Es seien f € L(V) und A € K ein Eigenwert von f, d.h. A ist eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p; € K[t]. Dann nennen wir den Unterraum

Ey:=ker(f—X-id) CV
den Figenraum von f zum FEigenwert A. Wir nennen dessen Dimension
ﬁ)\ = dlmK E,\

die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .

Bemerkung. Der Eigenraum F) besteht aus sdmtlichen Eigenvektoren von f zum FEi-
genwert A. Nach der Theorie der linearen homogenen Gleichungssysteme erhalten wir fiir
die geometrische Vielfachheit von A

Br=n—rg(f —A-id),
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Beispiel. Es sei V =R3 und f € L(V) gegeben durch die Matrix

A=

S O N
S N =
N O O

Es folgt
ps(t) = pa(t) = (t = 2)%,
d.h. f besitzt nur den Eigenwert A = 2. Fiir diesen berechnen wir weiter

Oé,\I3,ﬁ)\I3—I'g = 2.

o OO
o O =
o OO

Lemma. Seien f € L(V) und A € K ein FEigenwert von f. Dann bestehen zwischen
algebraischer und geometrischer Vielfachheit die Ungleichungen

1 < By < ap.

Beweis. Die Ungleichung 3, > 1 folgt unmittelbar aus der Definition des Eigenwerts. Sei
nun {by, ..., bg, } eine Basis des Eigenraums E,; wir ergénzen diese zu einer Basis B von
V. Die Matrix A von f beziiglich B hat die Form

0 A’
mit A" € M,,_s, (K). Nach den Rechenregeln fiir Determinanten ergibt sich dann
ps(t) = pa(t) = (t =N - pa(t),
d.h. wir haben die Teilbarkeitsbeziehung
(t =N ps(1).
Da o), maximal mit dieser Eigenschaft definiert wurde, folgt
Br < .

U
Definition. Ein Endomorphismus f € L(V') heifit diagonalisierbar, falls V' eine Basis von
Eigenvektoren besitzt.
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Bemerkung. Seien f € L(V) und A € M,,(K) die Matrix von f beziiglich irgendeiner
Basis B. Ist f diagonalisierbar, so konnen wir speziell eine Basis B’ bestehend aus Eigen-
vektoren von f wihlen. Bezeichnet A" € M,,(K) die Matrix von f beziiglich B, so folgt
mit der Basistransformationsmatrix S € GL,(K) von B nach 5’

A 0
A =85"1.4.5= ,
0 An
d.h. A’ ist eine Diagonalmatrix; hierbei sind Aq, ..., A\, € K die Eigenwerte von f.

Definition. Eine Matrix A € M,,(K) heifit diagonalisierbar, falls eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) existiert, so dal S~ - A - S eine Diagonalmatrix ist.

Lemma. Fs sei f € L(V) ein Endomorphismus. Eigenvektoren zu paarweise verschiede-
nen Figenwerten von f sind linear unabhdngig.

Beweis. Es seien vy, ...,v,, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten
A1y ooy A von f. Zum Beweis der Behauptung fithren wir eine vollsténdige Induktion iiber
m. Ist m = 1, so ist die Behauptung wegen v; # 0 klar. Die Behauptung sei also fiir (m—1)
Eigenvektoren bewiesen. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die Linearkombination

a1V + oy vty Uy, =0

mit zunéchst unbestimmten Skalaren ay, ..., a,,. Nach Anwendung von f auf diese Rela-
tion, bzw. Multiplikation dieser Relation mit A; folgt:

Oél)\l"Ul—l-Oéz)\Q'U2—|—...—|—Oém)\m'vm:0,

bzw.
041)\1'1)1—|—O[2A1'Ug—f-...—f—O[m)\l'Um:O.

Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt
ag(Ag — A1) - va + oo + (A — A1) - vy = 0.
Da s, ..., A\, von A verschieden sind, folgt nach der Induktionsvoraussetzung
g = ... = q,, = 0.

Damit erhalten wir ay - v; = 0, woraus a; = 0 folgt, was die lineare Unabhéngigkeit von
V1, ..., Uy beweist. O

Satz. Es sei f € L(V). Dann besteht die Aquivalenz:

[ diagonalisierbar <= ps(t) = £t — X)) - .- (t = \)*7,
Oéj:ﬁj (jzl,,T‘)

Hierbei haben wir fiir ay;, By, abkiirzungshalber o, 3; (j = 1,...,7) geschrieben.
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Beweis. = : Sei also f diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis B von V' bestehend
aus Eigenvektoren; seien Ay, ..., A, die dazugehorigen, paarweise verschiedenen Eigenwerte.
Indem wir die Matrix von f beziiglich B bilden, erhalten wir fiir das charakteristische
Polynom von f sofort

p(t) = £t — A o (E— A)O

wobei «; die algebraische Vielfachheit zu A\; (7 = 1,...,7) bedeutet. Zum Eigenwert \;
von f existieren definitonsgeméfl 3; linear unabhingige Eigenvektoren. Nach dem vorher-
gehenden Lemma gibt es somit maximal

ﬁl ++ﬁr

linear unabhéngige Eigenvektoren zu f. Da f diagonalisierbar ist, muf}
Pi+..+06=n

gelten. Da andererseits 3; < «; gilt, ist obige Gleichheit nur moglich, falls

Oéjzﬁj (jzl,...,T‘)
gilt.
<= Die Umkehrung ist nach dem Vorhergehenden klar. 0

Corollar. FEs sei f € L(V') ein Endomorphismus mit n = dimg V' paarweise verschiedenen
FEigenwerten. Dann ist f diagonalisierbar.

Beweis. Voraussetzungsgeméf ist das charakteristische Polynom von f gegeben durch
prt) =t —=A) - (= Ap),

wobei Ay, ..., A, die n paarweise verschiedenen Eigenwerte von f sind, d.h. die algebraische
Vielfachheit a; von A; ist Eins. Aufgrund der Ungleichungen

l=a; 20,21
folgt sofort
Oéj:ﬁjzl (jzl,,r)
Nach dem vorhergehenden Satz ist f somit diagonalisierbar. U

Bemerkung. Wir erinnern an den Begriff der direkten Summe: Dazu seien Uy, U, C V
zwei Unterrdume und U = U; + Us,. Diese Summe heif3t direkt, falls jeder Vektor u € U
in genau einer Weise als Summe

U = U + Us

mit uy € Uy, uy € Uy dargestellt werden kann. Wir schreiben dann

U:Ul@UQ
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und sagen, dal U direkte Summe von Uy, Us ist.

Satz. Es sei f € L(V). Dann besteht die Aquivalenz:

f diagonalisierbar <— V = EBE,\],,

j=1
wobei A\, ..., N, die paarweise verschiedenen Figenwerte von f sind.

Beweis. = : Da f diagonalisierbar ist, zerfallt das charakteristische Polynom nach dem
vorhergehenden Satz in Linearfaktoren

pr(t) = £t =)™ - (E—A),
und es gilt
a; = ﬁj (j = 1, ...,7”‘).

Indem wir Basen von F), ..., E/\, vereinigen, erhalten wir

ﬁl ++6r

linear unabhéngige Vektoren von V. Wegen
ﬁl—i—...—l—ﬁT:al—l—...—l—ar:n

folgt somit
V=> E.
j=1

Ist nun v € V, so gilt also
V=V + ...+ U

mit v; € Ey, (j=1,...,7). Ist
v=0]4 ...+,

eine weitere Darstellung von v mit v € Ey; (j = 1,...,7), so folgt
(v —v)) + ... + (v, —v).) = 0.

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten folgt somit

/ /
V] =V, .., U = U,

also

oy,
j=1

<= : Gilt umgekehrt V' = @ E); mit r paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A,
]
so besitzt V' insbesondere eine Basis von Eigenvektoren; somit ist f diagonalisierbar. [J
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Beispiel. Es sei

0 -1 1
A=|-3 =2 3| € Ms(R).
—2 -2 3

Entscheide, ob A diagonalisierbar ist und bestimme gegebenenfalls S € GL,(R), so da8
S—t. A. S diagonal ist. Es ist

-1 1
palt) =|-3 —2-¢ 3
2 -2 3t
2t 3 11 11
=0 3—t+3L4 3—J_2L2—t3'

=(—t)((t+2)(t—3)+6)+3(t—3+2)—2(-3+t+2)
=—tt*—t)+3(t—1)—2(t—1)
=+ 4+t—1=—(t—-1)>*(t+1).

Es fOlgt /\1 = 1, o] = 2, )\2 = —]_, Qg = 1.
A1 = 1: Betrachte

-1 -1 1 & 0
-3 -3 3 &1 =10
-2 -2 2 &3 0
Es folgt
dimFE), =3 —1g(A—\-E)=3-1=2,
also

pr=2=a.
Ay = —1 : Betrachte

1 -1 1 & 0
-3 -1 3 &1 =10
-2 =2 4 &3 0
Es folgt
dimFE), =3 —r1g(A— XNy - E)=3-2=1,
also
Ba=1= as.
Damit ist A diagonalisierbar. Zur Bestimmung von S betrachten wir das Gleichungssystem
=& — &+ 8 =0,
welches zur Basis
1 0
0,11
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von E), fithrt. Weiter betrachten wir das Gleichungssystem

&G — & + & =0 B
=36 — &L+ 3G = 0 <~ 2 —%{ i 6553 _ 8
=26 — 2% + 46 =0 2 ’ ’

welches zur Basis

von F), fiihrt. Damit setzen wir

und berechnen

1 -1 1
St=-1-3 -1 3
1 1 -1
Damit folgt:
A = S5 A8
1 1 -1 1 0 -1 1 1 0 1
= 3 -3 -1 3 -3 -2 3 01 3
1 1 -1 -2 -2 3 1 1 2
1 1 -1 1 1 0 —1
= 3 -3 -1 3 01 -3
1 1 -1 1 1 -2
1 20 O 1 0 0
=5 02 0)J=1|010
0 0 -2 00 —1
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4.4 Minimalpolynome

Wir erinnern daran, dafl eine Teilmenge a eines kommutativen Rings R Ideal genannt
wird, falls a beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe ist und R-a = a- R C a gilt;
speziell konnen wir von einem Ideal a des Polynomrings K|[t] sprechen. Ein Ideal a C R
heiffit Hauptideal, falls p € a existiert, so dal a = (p) ist, d.h. alle Elemente von a sind
Vielfache von p.

Proposition. Jedes Ideal a C K|[t] ist ein Hauptideal.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir a # (0) annehmen. Wir setzen dann
d:=min{é|3f € a,f #0,deg f =5}

und wahlen p € a mit deg p = d. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus erhalten wir fiir
ein beliebiges a € a
a=p-q+r

mit ¢, € K[t] und r = 0 oder degr < degp. Wire nun r # 0, so wire
r=a—p-qgea

ein von Null verschiedenes Element des Ideals a, dessen Grad echt kleiner als deg p wére.
Dies ist aber aufgrund der Wahl von p nicht moglich, also gilt » = 0 und somit a = p - q.
Dies beweist a = (p). O

Bemerkung. Ist a C K[t], a # 0, so konnen wir das erzeugende Polynom p im Beweis der
vorhergehenden Proposition mit einem beliebigen Skalar ungleich Null multiplizieren und
erhalten wieder ein erzeugendes Element des Ideals. Damit konnen wir erreichen, dafl der
hochste Koeffizient von p Eins ist; wir nennen p normiert. Damit ist p eindeutig bestimmt.

Definition. Es sei a C K]Jt],a # 0, ein Ideal. Dann heifit das normierte Polynom m,
welches a erzeugt, das Minimalpolynom von a.

Beispiel. Es sei f € L(V) ein Endomorphismus; dann sind auch f/ = fo...o f (j-mal)
Endomorphismen von V. Ist speziell p € K[t],

p(t) =aq-t*+ ... +ay -t +ao,
so konnen wir anstelle von ¢ den Endomorphismus f einsetzen und erhalten
p(f)=aq- fi4 ... 4+ar-f+ag-id € L(V);
unter Umsténden kann dies der triviale Endomorphismus 0 € L(V') sein. Wir setzen
ay = {p € K[t][p(f) =0 € L(V)}.

Man verifiziert sofort, dal a; ein Ideal ist. Wir bezeichnen das nach dem Vorhergehenden
existierende Minimalpolynom von a; durch m; € K[t]. Dies ist das normierte Polynom
kleinsten Grades mit m(f) =0 L(V).
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Definition. Sei f € L(V') und a; wie zuvor. Wir nennen my € K[t] das Minimalpolynom
von f.

Bemerkung. Ist A € M, (K), so kann man speziell auch vom Ideal a, und seinem
Minimalpolynom m,4 sprechen. Aufgrund der intrinsischen Konstruktion ist klar, dass
mit S € GL,(K) die Gleichheit a4 = ag-145 und somit

ma(t) = mg-145(t)
gilt. Dies 1483t sich aber auch direkt nachrechnen.
Satz. (Cayley-Hamilton). Seien f € L(V) und py € K|t] das charakteristische Polynom
von f. Dann gilt ps(f) =0 € L(V).
Bemerkung. Mit den obigen Bezeichnungen haben wir: ps € ay, also my | py.

Beweis. Nach Wahl einer Basis B von V wird der Endomorphismus f € L(V) durch
die Matrix A € M, (K) dargestellt. Die Behauptung des Satzes von Cayley-Hamilton
iibersetzt sich dann wie folgt in die matrizielle Sprache: Ist A € M, (K) und ps € K]Jt]
das charakteristische Polynom von A, so gilt pa(A) =0 € M, (K).

Um den Satz zu beweisen, geniigt es, die letztere Behauptung zu beweisen. Dazu betrach-
ten wir die Matrix

B(t):= YA —t-E) € M,(K[t]);

die Eintrége von B(t) auBerhalb der Diagonalen sind Elemente von K, in der Diagonalen
stehen lineare Polynome. Weiter gilt

det B(t) = det(A —t- E) = pa(t).

Wir ersetzen nun die Unbestimmte ¢ durch die Matrix A und jeden Eintrag oy ; durch
ay, ;- E; damit erhalten wir

- E—A ong - B
aj- E :
B(A) = € M,,(K[A]).
: pn1- B
ay, - B apn-BE—A

Mit Hilfe der Standardbasis {es, ..., e, } von K™ berechnen wir nun leicht

€1 0[17161—1461 + Qg 1€2 + ... + QO 1€n 0
BA)-| | = : —

e aq €1 + apes + ... 4+ e, — Aey, 0

Es sei nun B(t) € M, (K[t]) die Matrix der Minoren von (A — ¢ - E). Gemi Corollar,
Seite 61, erhalten wir dann

“A—t-E)-B(t)=det B(t) - E,
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d.h. B
B(t)- B(t) = pa(t) - E.
€1
Einsetzen von A anstelle von ¢ und Multiplikation mit | : | liefert unter Beriicksichtigung
€n
der vorhergehenden Rechnungen
pa(A) e1 N e 0
pa(A)) \en en 0
d.h.
pa(A) e =0
fir j = 1,...,n. Damit folgt
pa(A) =0¢€ M, (K),
wie behauptet. O
Beispiel. Sei
0 1

0
mit d — 1 Einsen oberhalb der Hauptdiagonalen, 1 < d < n. Man priift leicht nach:
pa(t) =£t", ma(t) =t
Extremfalle:
d=1 — pA(t) = imA(t)”,
d=n = pa(t) =LEma(t).

Satz. Seien f € L(V) und py € K|t], bzw. my € K|t| das charakteristische, bzw. das
Minimalpolynom von f. Dann gilt:

(i) my [ py.

(i) py [ mf.

Beweis. (i) Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Cayley-Hamilton.

(ii)) Wir nehmen an, dafl K algebraisch abgeschlossen ist; dies ist keine Einschrankung,
da man andernfalls den Korper K in einen algebraisch abgeschlossenen Koérper einbetten
kann und dann iiber diesem Korper argumentiert (Basiswechsel). Somit haben wir

Ppt) = £ (E— M) e (E— A
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mit paarweise verschiedenen Aq, ..., A,.. Aufgrund von (i) gilt
my(t) =t —=A)" - (E= X))
mit
0<~v <a; (j=1,..,r).

Wir haben v; > 1 (j =1, ..., r) nachzuweisen. Im Gegenteil dazu nehmen wir z.B. y; = 0
an. Es sei dann v; € E), \ {0} ein Eigenvektor zu \;. Einerseits gilt dann wegen m(f) =0
die Beziehung

my(f)-v1=0.
Andererseits gilt fir j =2,...,r
(f = Aj-id) - o1 = (A = Aj) - o1 € By, \ {0},

also auch
(f = Aj-id)* - vy € By, \ {0}
fir k=1,2,3,.... Dies beweist sofort

my(f)-vr=(f = A -1d)? - (f = A - 0d)7 0y £ 0,
ein Widerspruch. Somit gilt v; > 1 fiir j = 1, ...,r, und es folgt daraus
pf ‘ m? 0

Definition. Ein Endomorphismus f € L(V') heifit nilpotent, falls eine Basis B von V
existiert, so dafl die Matrix A € M,,(K) von f beziiglich B die Form

0 *
A=

hat.

Bemerkung. Man entnimmt dieser Definition sofort:

ppt) = =£1",
me(t) = t¢ (1<d<n).

Insbesondere stellen wir also fest, dass
fF=0ecL(V)

fiir k > d gilt.
Wir bemerken, dafl auch die Umkehrung davon gilt, d.h. ist f € L(V') und existiert £ € N
mit f* =0, so ist f nilpotent.
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4.5 Die Jordansche Normalform

Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit n = dimg V.

Definition. Es seien f € L(V) und A € K ein Eigenwert von f mit der algebraischen
Vielfachheit o. Dann nennen wir

Hy = {veV[(f-A-id)* =0}
= ker(f —A\-id)®
den Hauptraum von [ zum Eigenwert X.

Satz 1. Es sei f € L(V), und das charakteristische Polynom von f zerfalle in Linearfak-
toren
pr(t) = £t =)™ - (E=A)™.

Dann gilt:
(i) f(Hy,) C Hy,, dimg Hy, =a; (j=1,...,7).

(ii) V = @ H,,.
j=1
(i) f = fp+ fn, wobei fp € L(V) diagonalisierbar, fx € L(V') nilpotent und fpo fn =

fN O fD ZSt

Beachte. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist die Voraussetzung des Satzes automa-
tisch erfiillt.

Bemerkung. Der vorhergehende Satz iibersetzt sich wie folgt in die Sprache der Matrizen:
Ist Ae M, (K)und pa(t) = £(t — A)™ - ... - (£ — A\)?7, so existiert S € GL,(K) mit

MEL+ Ny 0
A=8"1A.5= ;
0 NE,. + N,
wobei
Aj *
NE;+ N; = € M,, (K)
0 A

fir j = 1, ..., 7. Insbesondere gilt A’ = D+ N, wobei D € M,,(K) diagonal und N € M,,(K)
nilpotent ist.

Dem Beweis des Satzes schicken wir das folgende Lemma voraus.

Lemma. Seien f € L(V),\ € K ein Eigenwert von f mit algebraischer Vielfachheit o
und g := f — X-id € L(V). Wir setzen

d := min{j| ker(¢’) = ker(¢’*")},
und U := ker(g%), W := im(g?). Dann gilt:
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(i) d =min{jlim(¢g?) = im(g7*")}.
(ii

)

) g(U) CUgW)C W, dh UW sind g-invariante Unterrdume von V.
(iii) (g|p)? =0, (g|lw) ist ein Isomorphismus.
)

)

(iv mg\U( )= .
(V) V=Ua®W, dimgU=a>d, dimgW =n — a.
Beweis. (i) Mit Hilfe der Aquivalenzen
ker(g7) = ker(¢g' ™) <=
dimg (ker(¢”)) = dimg (ker(¢’ 1)) <
dimg (im(g’)) = dimg (im(¢g? 1)) <
im(g’) = im(g’ ")
ergibt sich sofort die erste Behauptung.
(ii) Sei u € U, d.h. g%(u) = 0. Dann gilt ¢%(g(u)) = ¢*™(u) = g(g%(u)) = 0, d.h. g(u) € U.
Damit folgt g(U) C U.
Sei w € W, d.h. w = ¢g%(v) fiir ein v € V. Dann gilt g(w) = g(g%(v)) = ¢*(v) €
im(g¢™) = W. Damit folgt g(W) C W.
(iii) Wir haben
(g|U)d = (g|ker(gd))d = gd|ker(gd) = 0.
Die lineare Abbildung

glw : W =im(g%) — im(g|w) = im(¢**") = W

ist surjektiv, also auch injektiv. Somit ist g|y ein Isomorphismus.
(iv) Nach (iii) gilt (g|y)? = 0. Wir nehmen nun (g|y)¢~! = 0 an. Dann folgt

ker(g?) = U C ker(g™") C ker(g%),
d.h. ker(g?!) = ker(g?), im Widerspruch zur Definition von d. Damit ist d minimal mit

(glv)* =0, also myy, (t) = t*.
(v) Wir zeigen zunéchst U N W = {0}. Dazu sei v € UNW, d.h.

g'(v) =0, v=yg"(w) (weV).

Zusammengenommen ergibt sich
g*(w) =0,

d.h. w € ker(g??) = ker(g?). Damit folgt

v=g%w)=0.
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Damit ergibt sich U N W = {0}. Da nun andererseits
dimg U + dimg W = dimg (ker(g?)) + dimg (im(g?)) = n

gilt, folgt V. =U & W.
Es sei p, € K|t] das charakteristische Polynom von g. Wegen p,(t — \) = py(t) hat p, die
Nullstelle ¢ = 0 mit Vielfachheit «, d.h.

pg(t) =t Q(t)

mit ¢ € K[t],q(0) # 0. Aufgrund der g-Invarianz von U, W und wegen V = U @ W gilt
andererseits

Pg(t) = Pyl () - Pg (1);

Da g|w ein Isomorphismus ist, gilt pgy,, (0) # 0. Damit folgt

Pgly (t) = +t%,

woraus dimy U = « und somit auch dimg W = n — « folgt. Die Ungleichung o > d folgt
sofort aus (iv). O

Bemerkung. Mit den Bezeichnungen des Lemma, insbesondere (v), folgt U = H, und
(f — A -1id)|m, ist nilpotent.

Beweis von Satz 1. Es sei also f € L(V), und das charakteristische Polynom von f zerfalle
in Linearfaktoren

pr(t) = £ — A)™ - (E— A)™

Zum Beweis von (i), (ii) fithren wir einen Induktionsbeweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung
offensichtlich richtig; wir nehmen also an, daf8 (i), (ii) fiir Vektorrdume der Dimension
kleiner als n gelten. Mit den Bezeichnungen des vorhergehenden Lemma betrachten wir
nun

g=f—X\-ideL(V)

und

3
I

ker(g9) = ker(g*') = Hy,,
W = im(g?).

Nach dem Lemma gilt
V =H, &W,

wobei sowohl H), als auch W g-invariante und damit auch f-invariante Unterrdume von
V' sind; weiter gilt
dim K H A — (7.

Aufgrund der f-Invarianz von H,, und W folgt sofort

P (8) = £ — Xa)*% -- (E = A)™
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Damit konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf f|y € L(W) anwenden. Es ergeben
sich sofort (i), (ii).
Um (iii) zu beweisen, argumentieren wir in matrizieller Sprache. Aufgrund der Zerlegung

V == éH/\j
j=1

mit dimg Hy, = a; und wegen der f-Invarianz von H,, existiert eine Basis B von V, so

daBl f beziiglich B durch die Matrix

Ay 0
A= € M, (K)
0 A,

mit A; € My, (K) (j =1,...,7) dargestellt wird. Nach dem vorhergehenden Lemma gilt
dabei
(Aj — N - E;)% =0€ M,,(K)

fiir gentigend grofies d;, d.h.
Nj = Aj — )‘j . Ej

ist nilpotent (j = 1,...,7). Mit Hilfe eines geeigneten Basiswechsels in H), konnen wir
ohne Einschrankung
0 *

N; = € My, (K)
0 0
erreichen (j =1, ...,7). Dies zeigt die Existenz von S € GL,,(K) mit
ME+ N
ST A8 = ,
ME, + N,

wobel

)\jEj—f—Nj: GMO(J.(K)
0 Aj
gilt. Daraus entnehmen wir insbesondere die Zerlegung

S1.A.8S=D+ N,

wobei D diagonal und N nilpotent ist. Direktes Nachrechnen zeigt nun D - N = N - D.
Dies beweist (iii). O
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Zur Formulierung der Jordanschen Normalform werden wir abschlieffend in H); eine geeig-
nete Basis konstruieren, so dafl die zugehorige Matrix IV; eine moglichst einfache Gestalt
hat.

Definition. Zu k£ € N definieren wir die Jordanmatriz

0 1 0
1
0 0

Es gilt JF = 0.

Satz 2. Es seien U ein K -Vektorraum, g € L(U) nilpotent und d := min{j|g’ = 0}. Dann
existieren eindeutig bestimmte sy, ...,sq4 € N mit

d-sg+(d—1)-s4-1+...+1-5=dimg U
und eine Basis B von U, so daf$ die Matrix B von g beziiglich B gegeben ist durch
Jy 0
' }sq4 — mal

Ja

i

}s; — mal

0 Ji
Beweis. Mit U; :=ker(¢?) (j =0,1,2,...) erhalten wir die echt aufsteigende Kette
{0} =UCU, C ... QU1 CU;=U.

Wir stellen nun fest:

(a)
g Uj—1) = {ueUlglu) €U}
= {uecUlg ' (g(u) =g’ (u) = 0}
— Uj.

Dies zeigt insbesondere

9(U;) = g(g™ (U;j-1)) S Ujs;

dies ist im allgemeinen eine echte Inklusion.
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(b) Ist W C U ein Unterraum mit W N U; = {0} fiir ein j, so ist g|y injektiv, denn
wegen ker(g) = Uy C U; gilt ker(g|lw) = W Nker(g) C W NU; = {0}.

Wir bilden nun die Zerlegung
U=Us=Us1®Wy (dh.Uzy nWy={0}).

Nach (a) gilt
9(Ug—1) C Ug_a, g(Wy) C Ugs;

weiter folgt mit (a)

Ua—2 N g(Wa) = {0},
denn ist v € Ug_o N g(Wy), d.h. v = g(w) mit w € Wy, so folgt wegen g(w) = v € Uy_»
die Beziehung w € g~ (Uy_o) = Uy_1, also w € Uy N Wy = {0}.

Indem wir weiter zerlegen
Up1=Us 2 ®@Wy 1 (dh. UgoNWyy ={0}),

folgt nach dem Vorhergehenden g(W;) C W,_;. Iterativ erhalten wir folgende Zerlegungen
von U:

Uq
!
Uii @ Wy
! !
Udfz EB Wdfl EB Wd
! ! l
! ! l
U, & Wo & W3 & ... & Wy
! ! l 1

Uy @ Wi @& Wy, @ ... & Weu & Wy,
wobei die Pfeile die Wirkung von g zeigen. Also besteht die Zerlegung

U=W1&..06 Wy,
wobei die Einschréankungen von g auf
Wy — Wy 1 — ... — W
nach (b) alle injektiv sind. Beginnend mit W, bauen wir nun wie folgt eine Basis U auf:

d d
{wl® . wdy

{g(w(”), ..., g(w{D); WiV, wli D}

_ d _ d _ d— _ d—
(g7 (wi®), oy g (wD); g 2wV, g2 (WD) sl wl) Y
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hierbei steht in der ersten Zeile eine Basis von Wy, in der zweiten Zeile eine Basis von
Wy_1, ..., in der letzten Zeile eine Basis von W;. Die geordnete Basis B von U erhalten wir
nun, indem wir im vorhergehenden Schema in jeder Spalte von unten nach oben laufen
und die Spalten von links nach rechts lesen. Die Matrix B von g beziiglich B hat nun
ersichtlich die behauptete Form. U

Jordansche Normalform. Fs sei f € L(V), und das charakteristische Polynom von f
zerfalle in Linearfaktoren

pr(t) = £(t — A)™ - - (E = A)™

Dann existiert eine Basis B von V', so daf$ die Matriz A € M,,(K) von f beziiglich B die
folgende Form hat:

MEL+ Ny
A=
MEr + N,
mit )\jEj + Nj € Maj (K) und
Ja; 0
}sg) — mal
Ja;
Ji
- }s — mal |
0 J1
wobei d; - séi) +(dj—1)- 35;271 +..+1- 3(1j) = «; nach Satz 2 bestimmt werden. Es ist d,
die Vielfachheit von \; im Minimalpolynom my von f. O
Beispiel. Es sei
3 4 3
A=|-1 0 —1] €M3z(R).
1 2 3

Man berechnet sofort
pa(t) = —(t —2)*.
Mit B := A —2- E € M3(R) berechnet man sofort
B+#0,B*+#0,B% =0,

d.h.
ma(t) = (t —2)°
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Mit den Bezeichnungen des vorhergehenden Satzes haben wir

UO = {0}7

1
U, = ker(B):< -1 >,
1

1 0
U, = ker(B2):< —1],(-1 >
1 1

Wir haben die Zerlegungen

R = Uy @ W5
= U W Wy
- UOEB Wl@ WQ@ Wg.

0
W3 = < 0 >a
1

3
W2 - B(W3)2< —1 >,
1

Damit wahlen wir

Damit setzen wir

2 3 0 L [~1 =30
S=1-2 -1 0], S_l_’Z 2 2 0
2 1 1 0 4 4

und erhalten

2 1
A=5"1.4.9=(0 2
00

die Jordansche Normalform von A.



Kapitel 5

Euklidische und unitare
Vektorraume

5.1 Skalarprodukte

In diesem Kapitel werden wir zwischen den Grundkoérpern X' = R und K = C zu unter-
scheiden haben.

5.1.1 Der Fall K =R

Es sei V' ein R-Vektorraum; unter dem kartesischen Produkt V x V ist die Menge
{(z,y)|x € V,y € V} zu verstehen.

Definition. Eine Abbildung (-,-) : V x V — R, d.h. (z,y) — (x,y) (z,y € V) heifit
ein Skalarprodukt auf V, falls die drei folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) (-,-) ist bilinear, also linear in beiden Argumenten, d.h.

(Mx1+ X2, y) = (w1, y) + Aa(T2, ),
(T, payr + pay2) = 1) + palr, ya),
fiir alle x, x1, 22, v, y1,y2 € V und alle Ay, Ao, puq, 2 € R.

(i) (-,-) ist symmetrisch, d.h.
(z,y) = (y, )
fiir alle xz,y € V.
(iii) (-,-) ist positiv definit, d.h.
(x,xz) >0

fiir alle x € V,x # 0.

89
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Bemerkung. Es kénnen auch Skalarprodukte (-,-) fiir Vektorrdume V' iiber beliebigen
Korpern definiert werden. Dann wird allerdings nur die Bilinearitdt und die Symmetrie
gefordert, weil die positive Definitheit im allgemeinen keinen Sinn macht. Wir wollen uns
hier aber nicht mit dieser allgemeineren Situation beschéftigen.

Definition. Ein R-Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt (-,-) heifit ein euklidischer
Vektorraum.

Beispiel. Es sei V' = R". Dann wird durch

n 51 Uit
(@)= G ymitz=| : |, y=| :
i=1 én s

ein Skalarprodukt definiert (Ubungsaufgabe). Wir nennen es das Standardskalarprodukt
des R™.

5.1.2 Der Fall K =C

Es sei V' ein C-Vektorraum; wiederum sei unter V' x V' das kartesische Produkt {(z,y)|x €
V,y € V} verstanden.

Definition. Eine Abbildung (-,-) : V. x V — C, d.h. (z,y) — (x,y) (z,y € V) heifit
Skalarprodukt auf V', falls die drei folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) (-,-) ist linear im ersten und antilinear im zweiten Argument, d.h.

(Mx1+ Ao, y) = Az, y) + Aa(@2, ),
<l’, H1Y1 + M2y2> = m<x7 y1> +m<$7y2>7

fiir alle x, 21, 22, y,y1,y2 € V und alle Ay, Ao, p1q, o € C.
(i) (-,-) ist hermitesch, d.h.

fiir alle z,y € V.

(iii) (-,-) ist positiv definit, d.h.
(x,xz) >0

fir alle x € V,z #£ 0.

Bemerkung. Man zeigt leicht, daf§ die Linearitdt von (-, -) im ersten Argument zusammen
mit der Hermitizitat die Antilinearitdt im zweiten Argument impliziert; dementsprechend
miifite in (i) nur die Linearitidt von (-,-) gefordert werden.

Aufgrund der Hermitizitét folgt fiir 2 € V die Gleichung (z,z) = (z,z), d.h. (z,z) € R;
dementsprechend ist die Eigenschaft (iii) iberhaupt erst sinnvoll.
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Definition. Ein C-Vektorraum V mit einem Skalarprodukt (-, -) heifit ein unitirer Vek-
torraum.

Beispiel. Es sei V = C". Dann wird durch
n 51 T
(wy)=) & mqmite=|: | y=|:
=1 &n T
ein Skalarprodukt definiert. Wir nennen es das Standardskalarprodukt des C".

Lemma (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Es sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer
Vektorraum. Dann besteht fiir zwei Vektoren x,y € V die Ungleichung

(2, 9) > < (z,z) - (y,9),

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Ist y = 0, so ist die Behauptung sofort wegen (z,y) = 0 und (y, y) = 0 klar. Daher
konnen wir im folgenden y # 0 und somit auch (y,y) > 0 annehmen. Fiir einen beliebigen
Skalar A € R bzw. A € C, folgt dann aufgrund der Definition des Skalarprodukts

0 < (x—Ay,x—\y)
= (z,2) — My, z) — Mz, y) + Ay, y)

= (z,z) = Mz, y) — Mz, y) + Ay, ).

>

Wiéhlt man nun speziell A = (x,y)/(y, y), so ergibt sich die Ungleichung

(@.y)? (2y)? @y

) = Wy Wy ) =
= (z,2)(y,y) — [z, y)> > 0
= [z, y)> < (z,2)(y,y).

Dies liefert den ersten Teil der Behauptung.
Zum Beweis des zweiten Teils beachtet man, dafl in den obigen Ungleichungen genau dann
das Gleicheitszeichen steht, wenn

(x = Ay,x — Ay) =0
gilt; dies ist aber gleichbedeutend mit
r— Ay =0<+= 2=y,

d.h. z und y sind linear abhéngig. 0
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Definition. Seien V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum und z € V. Die nichtne-
gative Zahl
|z :== (2, z)

heilt die Linge oder die Norm oder der Betrag des Vektors x.

Lemma. Es sei V' ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Dann besitzt die Norm
folgende drei Figenschaften:

(i) || - || st positiv definit, d.h.

|z|| >0V eV, |jz|| =0 <= 2 =0.

(ii) || - || ist homogen, d.h.

|Az|| = |A] - [|z|| Yz € V', YA € R, bzw. VA € C.

(iii) || - || erfillt die Dreiecksungleichung, d.h.

[z +yll < llzll+llyll Vo,y eV,

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Definition des Skalar-
produkts. Eigenschaft (iii) folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, namlich

lz+yl*> = (@+y,z+y)
= (z,2) + (z,y) + (z,y) + (1, 9)
%> + 2Re((z,y)) + |ly|?

]1* + 2[¢z, )| + [ly[I*

IN I

IN

(1 + 2l ly]l + [ly[I*

([l + Ty l)*.

Bemerkung. Seien V' ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und z,y € V. Der
Abstand oder die Distanz d(x,y) von x nach y ist dann definiert durch

d(z,y) = llz =yl
Der Abstand bzw. die Distanz erfiillt ebenfalls die Eigenschaften der positiven Definitheit

und der Homogenitéat sowie die Dreiecksungleichung.

Definition. Es sei V' ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Ein Vektor 2 € V heifit
normiert, wenn ||x| =1 gilt.
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Bemerkung. (Darstellung von Skalarprodukten durch Matrizen)
Es sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Basis B = {by,...,b,}. Sind
zyy€eVound z =37 §by, y =D 1 neby, so ergibt sich

n n n T
(x,y} = <Z€ijaznkbk> = Z g]nk<bjabk> = (glaafn)A )
j=1 k=1 jk=1 T
wobei die Matrix A € M,,(R) gegeben ist durch die Skalarprodukte
A = ((bj, be))1<jih<n
Die Matrix A heifit Gramsche Matriz; sie ist offensichtlich symmetrisch.
Entsprechend folgt fiir einen unitéren Vektorraum V' mit Basis B = {by,...,b,}
Ui
<$’y>:(€17a§n)A )
n

wobei die Matrix A € M,,(R) wiederum gegeben ist durch die Skalarprodukte
A = ((bj, be))1<jih<n-

Die Matrix A wird wieder Gramsche Matriz genannt. Im Gegensatz zum euklidischen Fall
gilt aber

((bj, bi) )1<jesn = ((Dk, bj) )1<jpsn <= A = "4;
A heifit nun hermitesch.

Bemerkung. (Verhalten der Gramschen Matrix unter Basistransformation)

Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Basen B = {by,...,b,}, B =
{04,...,0,} und Gramschen Matrizen A = ((bj, bi))1<jr<n, A = ((b],0,.))1<t,m<n. Mit

der Basistransformationsmatrix S = (0;,)1<ji<n von B nach B', d.h.
n
b=> oub; (I=1,...,n)
=1

folgt dann

b, b)) = <Z ajibis Y Uk,mbk>
j=1 k=1

= Z .1(bj, br)Ohm

jk=1

= thz,j@j, bk) Ok

J,k=1
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Somit erhalten wir die Transformationsformel
A=1!S.A.8.

Analog finden wir fiir einen n-dimensionalen unitdren Vektorraum V mit Basen B =
{by,...,b,}, B = {by,..., b}, Gramschen Matrizen A, A" und Basistransformationsma-
trix S von B nach B’ die Transformationsformel

A=1'S.4.8.

5.2 Winkelmessung und Orthogonalitét

Es sei zunéchst V' ein euklidischer Vektorraum. Sind z,y € V', x,y # 0, so gilt aufgrund
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[z y)| < lzll -yl = -1 < < +1.
1] - {lyll

Damit wird die folgende Definition sinnvoll.

Definition. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Der Zwischenwinkel v, 0 < v < 7,
zwischen x,y € V, x,y # 0, ist gegeben durch

_ {zy)
SO = Ll Tl

Dies motiviert die folgende, allgemeinere Definition.

Definition. Es sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Dann heiflen zwei Vek-
toren x,y € V senkrecht oder orthogonal zueinander, in Zeichen x L y, falls (z,y) = 0
gilt.

Definition. Es sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Eine nichtleere Menge
{z1,...,2m} von Vektoren 0 # z; € V (j = 1,...,m), die paarweise zueinander orthogo-
nal sind, heifit ein Orthogonalsystem; sind die Vektoren iiberdies normiert, so spricht man
von einem Orthonormalsystem.

Bildet die Basis B von V' ein Orthogonalsystem bzw. ein Orthonormalsystem so spricht
man von einer Orthogonalbasis bzw. von einer Orthonormalbasis.

Lemma. Seien V' ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum und {x1,...,x,} C V ein
Orthogonalsystem. Dann sind die Vektoren xq, ..., x,, linear unabhdingig.

Beweis. Es sei

i )\jxj =0.
j=1
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Skalarmultiplikation mit dem Vektor xy (k =1,...,m), liefert dann

0= <Z )\jxj,:ck> = Z)\j<xj,xk> = e (Tp, T)-
=1 =1

Wegen zy, # 0 ist (zy, zg) # 0, also folgt A, =0 fiir k =1,...,m. O

Satz (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Es sei V' ein n-dimen-
stonaler euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis.

Beweis. Es sei B = {by,...,b,} eine beliebige Basis von V. Zuerst setzen wir
1
€1 = —bl-
104
Damit gilt |le1]| = 1, d.h. ey ist ein normierter Vektor. Mit einem unbestimmten Skalar A

setzen wir weiter
6/2 = bg — )\61.

Wir bestimmen nun A derart, daf8 (e}, e;) = 0 ist, d.h. mit Hilfe der Gleichung
0= (ey,e1) = (by — ey, e1) = (ba, e1) — Mex, e1) = (bz, e1) — A,

also
A= <b2, 61).

Damit erhalten wir
6/2 =by — <bz, €1>€1;

da by, by linear unabhéngig voneinander sind, ist e, # 0. Indem wir e}, normieren, d.h.

1 /
€y = ——¢€
/ 2
e

setzen, erhalten wir einen zu e; orthogonalen, normierten Vektor es.
Induktiv konstruieren wir auf diese Weise ein Orthonormalsystem {ey,..., e, }, wobei
1 < m < n gilt. Den néchsten Basisvektor e,,,; konstruieren wir wie zuvor durch den
Ansatz

€;n+1 = berl — )\161 — ... )\mem,
dabei werden die Skalare A;,..., A, derart bestimmt, daf8 e/ ., auf den Vektoren des
Orthonormalsystems {e1, ..., e, } senkrecht steht. Dies fiihrt zu

<e;n+17€1> =0 = A\ = (bpt1,€1),

<6;n+1, €m> =0 = )‘m = <bm+1a em>a

also

€;n+1 = bm+1 — <bm+1, 61)61 — ... — <bm+1, €m>€m.
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Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von by, ..., by, ist €], # 0. Indem wir schliellich
ey,41 normieren, d.h.
L
Cmt1 = e 1
" el ™"
setzen, erhalten wir einen zu ey, ..., e, orthogonalen, normierten Vektor e,, 1.
Nach n Schritten erhélt man endlich die gesuchte Orthonormalbasis {ey, ..., e,}. 0

5.3 Orthogonale und unitire Abbildungen

Im folgenden sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum.

Definition. Eine lineare Abbildung f € L(V) heifit orthogonal bzw. unitdr, falls fiir alle
x,y € V die Gleichheit

(f(2), f(y)) = (z,y)
gilt.
Definition.

(i) Fiir einen euklidischen Vektorraum V' setzen wir
O(V)={f € L(V) | f orthogonal}.

(ii) Fiir einen unitdren Vektorraum V' setzen wir

U(V) = {f € L(V) | f unitéir}.

Bemerkung. Ist f € O(V) bzw. f € U(V), so ist f offensichtlich eine lingen- und win-
keltreue Abbildung. Umgekehrt definiert eine ldngen- und winkeltreue lineare Abbildung
eine orthogonale bzw. unitdre Abbildung. Aufgrund der Relation

1
(. y) = 5w +yll* = ll=” = ylI*)

geniigt es im letzteren Fall, nur die Langentreue zu fordern.

Orthogonale bzw. unitdre Abbildungen sind wegen
f@)=0=[lf@)| =0= [zl =0=2 =0

immer injektiv.

Lemma.

(i) Ist V' ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum, so gilt O(V) C GL(V),
d.h. jede orthogonale Abbildung ist insbesondere bijektiv. Die Menge O(V') ist eine
Untergruppe von GL(V).

(ii) Ist V ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum, so gilt U(V) C GL(V), d.h.
jede unitire Abbildung ist insbesondere bijektiv. Die Menge U(V') ist eine Unter-
gruppe von GL(V).
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Beweis.

(i) Da f € O(V) injektiv ist, folgt aufgrund der endlichen Dimension von V' auch die
Surjektivitdt von f, also f € GL(V).
Offensichtlich ist id € O(V), und mit f,g € O(V) ist auch fog € O(V). Fiir die
Inverse f~! von f € O(V) berechnen wir schlieflich

(z,y) = (F(f7H (@), F(F7H ) = (FH (@), 7 (w))
fir alle z,y € V, d.h. f~! € O(V). Damit ist O(V) als Untergruppe von GL(V)

nachgewiesen.

(ii) Der Beweis im unitdren Fall verlduft analog zu (i). O

Definition.

(i) Ist V ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum, so nennen wir O(V) die
orthogonale Gruppe von V.

(ii) Ist V ein endlich dimensionaler unitéarer Vektorraum, so nennen wir U(V') die unitdre
Gruppe von V.

Definition.

(i) Eine Matrix S € M, (R) heifit orthogonal, falls S- 'S = E gilt; dquivalent dazu ist
die Bedingung S—! = S. Wir setzen

O,(R)={S € M,(R) | S orthogonal}.

(ii) Eine Matrix S € M,(C) heift unitdr, falls S- 'S = E gilt; dquivalent dazu ist die
Bedingung S~! = tS. Wir setzen

Un(C) = {S € M,(C) | S unitéir}.

Lemma.

(i) Die Menge O, (R) ist eine Untergruppe von GL,(R). Fine Matriz S € M, (R) ist
genau dann orthogonal, wenn thre Zeilen- oder Spaltenvektoren eine Orthonormal-
basis des R™ beziiglich des Standardskalarprodukts bilden.

(ii) Die Menge U,(C) ist eine Untergruppe von GL,(C). Eine Matriz S € M, (C) ist
genau dann unitdr, wenn thre Zeilen oder Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis
des C" beziiglich des Standardskalarprodukts bilden.
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Bewezs.
(i) Esist £ € O,(R) und mit 5,7 € O,(R) folgt
(ST)- Y(ST)=S8-T-'T-S=S-E-'S=5-'S=E,
also S+ T € O,(R). Schliefllich folgt fiir S € O,(R)
S hH=15.9=85-'S=E,

d.h. S71 € O,(R). Damit ist O,(R) eine Untergruppe von GL,(R). Der zweite Teil
der Behauptung folgt unmittelbar aus der Orthogonalitatsdefinition einer Matrix.

(ii) Der Beweis im unitéren Fall verlduft analog zu (i). O

Definition.
(i) On(R) heifit die orthogonale Gruppe (auf R™).
(ii) U,(C) heiBt die unitire Gruppe (auf C™).

Proposition.

(i) Es seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis B =
{b1,...,0,} und f € O(V) mit Matriz S € (01)1<1,j<n € M, (R) beziiglich B . Dann
gilt S € O,(R). Desweiteren induziert die Zuordnung f — S einen Isomorphismus

~

O(V) = O,(R).

(ii) Es seien V' ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum mit Orthonormalbasis B =
{b1,...,0,} und f € U(V) mit Matriz S = (01)1<15<n € Mn(C) beziiglich B. Dann
gilt S € U,,(C). Desweiteren induziert die Zuordnung f —— S einen Isomorphismus

~

U(V) = U,(C).

Beweis.

i i - K i y v =y ey
(i) Mit dem Kronecker-Symbol 6; j, erhalten wir fir j,k=1,...,n

dj1 = (bj, bi) = (f(b;), f(by)) = <Z oL b, > Ok bm> =Y ook =Y 'ojrou
=1 m=1 =1 =1

also
tS.8=F <«— S.!'S=F.
Somit folgt S € O(R).
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Die durch die Zuordnung f +—— S definierte Abbildung von O(V)) nach O,(R)
ist nach dem vorhergehenden wohldefiniert und offensichtlich injektiv. Durch die
Vorgabe von S = (07,)1<1,j<n € On(R) wird eine lineare Abbildung f mit

f(by) = Zal,j by
=1

definiert. Die vorhergehende Rechnung zeigt

(f(b;), f(br)) = ajr = (bj, br),

woraus f € O(V) folgt. Dies beweist

~

O(V) = O,(R).

(ii) Der Beweis im unitédren Fall verlduft analog zu (i). O

5.4 Selbstadjungierte Abbildungen

Im folgenden sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum.

Definition. Eine lineare Abbildung f € L(V') heifit selbstadjungiert, falls fiir alle z,y € V
die Gleichheit

(f(x),y) = (z, [(y))
gilt.

Definition. Fiir einen euklidischen bzw. unitaren Vektorraum V setzen wir

S(V):={f € L(V)| f selbstadjungiert }.

Definition.
(i) Eine Matrix A € M, (R) heifit symmetrisch, falls A = *A gilt. Wir setzen

Sym,(R) = {A € M,,(R) | A symmetrisch}.

(ii) Eine Matrix A € M,,(C) heifit hermitesch, falls A = 'A gilt. Wir setzen

Herm,,(C) = {A € M,,(C) | A hermitesch}.
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Proposition.

(i) Es seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis B =
{b1,...,0,} und f € S(V) mit Matriz A = (o, j)1<jk<n € Mp(R) beziiglich B. Dann
ist A € Sym, (R). Desweiteren induziert die Zuordnung f — A eine Bijektion

bijektiv
R —

S(V) Sym,,(R).

(ii) Es seien V' ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum mit Orthonormalbasis B =
{b1,...,0,} und f € S(V) mit Matriz A = (ou,j)1<jk<n € My (C) beziiglich B. Dann
ist A € Herm,(C). Desweiteren induziert die Zuordnung f — A eine Bijektion

bijektiv
—_—

S(V) Herm,,(C).

Beweis.
(i) Mit
f(b;) = Zak,jbk (j=1,...n)
k=1

folgt einerseits

(f(bj), br) = <Z bk, bz> = Zak,j<bk> b) = Z Uk, jOk1 = QU j.
k=1 k=1 k=1

Andererseits berechnen wir unter Benutzung der Selbstadjungiertheit von f

(F(0),b) = (by, f(B) = (bj, > crabr) = > awalby b)) = Y ks 60 = .
k=1 k=1 k=1

Ein Vergleich liefert
;= 05

fir j,l=1,...,n, also

A="A.

Damit erhalten wir durch die Zuordnung f —— A eine wohldefinierte Abbildung
von S(V') nach Sym,(R), welche offensichtlich bijektiv ist. Durch die Vorgabe von
A = (agj)i<jk<n € Sym,(R) wird eine lineare Abbildung mit

Fb) = b
k=1

definiert. Die vorhergehende Rechnung zeigt insbesondere

<f<b]>7bl> = <bj7 f(bl>>
fir 5,1 =1,...,n, woraus f € S(V) folgt. Dies beweist die behauptete Bijektivitat.
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(ii) Der Beweis im unitédren Fall verlauft analog zu (ii). O

Satz.

(i) Es seien V' ein unitdirer Vektorraum und f € S(V') eine selbstadjungierte Abbildung.
Dann sind alle Eigenwerte von f reell.

(ii) Es seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f € S(V') eine selbst-
adjungierte Abbildung. Dann besitzt f (mit Vielfachheiten gezdhlt) n reelle Eigen-
werte, d.h. das charakteristische Polynom py von f zerfdllt iber R in Linearfaktoren.

Beweis.

(i) Mit einem Eigenwert z von f zum Eigenwert A berechnen wir sofort
Az, @) = Az, 7) = (f(2),2) = (2, f(2)) = (z,Az) = X (2, 2).
Da x # 0 ist, ist (z,z) # 0, und somit ergibt sich die Gleichheit
A=A,
d.h. A € R, wie behauptet.

(ii) Wir wollen den Beweis auf (i) zuriickfithren. Dazu benttigen wir die Konstruktion
der Skalarerweiterung fiir V' von R nach C. Fiir den n-dimensionalen Vektorraum
V fixieren wir folgende Daten:

e B={by,...,b,} sei eine Orthonormalbasis von V.
o Sindz,y € V, 2 =3"7,&bj, y =" 1;b;, so ergibt sich fiir das Skalarpro-
dukt von V .
j=1

d.h. (-, -) ist durch das Standardskalarprodukt gegeben.

o Ist f € S(V) eine selbstadjungierte Abbildung von V', so ist dieser die symme-
trische Matrix A = (o j)1<jk<n € Sym, (R) zugeordnet; diese ist charakteri-
siert, durch

Fb) = o (j=1,....,n).
k=1

Wir kommen nun zur angekiindigten Skalarerweiterung fiir V' von R nach C. Dazu
definieren wir mit Hilfe der vorhergehenden Daten:

o Vo = {Z;;l Ebi | & € C}. Dies ist ein n-dimensionaler komplexer Vektor-

raum mit Basis B. Fasst man Vg als reellen Vektorraum auf, so ist dieser
2n-dimensional und enthélt V' als n-dimensionalen Unterraum.
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o Firz,y € Vo, v =377, §;bj,y = > i 1;b;, definieren wir auf Vo durch

<x7y>C = Zgj "1
j=1

ein Skalarprodukt. Schréanken wir (-,-)q auf V x V' C Vi X Vi ein, so erhalten
wir ersichtlich das Skalarprodukt (-, -).

o Mit A= (o )i<jk<n € Sym,(R) erhalten wir durch

Fb) = b
k=1

eine lineare Abbildung fc : Vo — V. Da nun auch A € Herm,,(C) gilt, folgt
aufgrund der Bijektion zwischen §(V¢) und Herm,,(C), da fc selbstadjungiert
ist.

Wir kénnen nun (ii) beweisen. Nach (i) wissen wir, da§ das charakteristische Poly-
nom py, von fc lauter reelle Nullstellen hat. Aufgrund der Gleichheit

Pio(t) = det(A —1 - E) = p;(1)

kann nun auch das charakteristische Polynom p; von f nur reelle Nullstellen haben.
Dies beweist die Behauptung. U

Corollar. Es sei A € Sym,,(R) bzw. A € Herm,,(C). Dann sind simtliche Nullstellen von
pa € Rt] bzw. ps € C|t] reell. O

Satz.
(i) Es sei A € Sym,(R). Dann existiert S € O,(R) mit

A
St .A.S= ,
An
wobei Ay, ..., \, die n (mit Vielfachheiten gezihlt) reellen Eigenwerte von A sind.

(ii) PEs sei A € Herm,,(C). Dann ezistiert S € U,(C) mit

A
SThA-S = ,
An

wobei Ay, ..., N\, die n (mit Vielfachheiten gezihlt) reellen Figenwerte von A sind.
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Beweis.

(i) Wir fithren eine vollsténdige Induktion nach n durch:
Fir n = 1 ist die Behauptung klar. Fiir n > 2 koénnen wir also in der Induk-
tionsvoraussetzung annehmen, daf zu A’ € Sym,_,(R) eine orthogonale Matrix

S/ € Onfl(R> mit

n—1

Al
S/—l . A/ . Sl —
A1

existiert, wobei A|,..., A, die (n — 1) reellen Eigenwerte von A’ sind.

Wir kommen nun zum Induktionsschritt. Wir betrachten den euklidischen Vektor-
raum V' = R" versehen mit dem Standardskalarprodukt und der Standardorthonor-
malbasis € = {ey,...,e,}. Zu A € Sym,,(R) betrachten wir die lineare Abbildung
f € L(V) gegeben durch die Zuordnung

r—A-x (xeV=R");

konstruktionsgeméf wird f bzgl. £ durch die Matrix A € Sym,(R) dargestellt.
Aufgrund der Bijektion zwischen S(V') und Sym,, (R) ist f selbstadjungiert. Es sei
nun by € V = R" Eigenvektor von f zum Eigenwert \;; da f selbstadjungiert ist,
ist A\ € R. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, daf3 b; normiert ist. Nach
dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt kénnen wir den Vektor b; zu
einer Orthonormalbasis B = {b1, ba, ..., b,} von V = R"™ ergénzen. Damit definieren
wir die orthogonale Matrix

Sl = (b17 .- abn) S On(R)7

Sy ist die Basistransformation von £ nach B. Beziiglich B wird die lineare Abbildung
f durch die Matrix

A =81 A8
dargestellt. Aufgrund der Gleichheit

PA = (ST ALS) = 1S TAL (ST =S5 AL S = A

ist A} symmetrisch, d.h. A; € Sym,(R). Da b; Eigenvektor von f mit Eigenwert \;
ist, folgt aufgrund der Symmetrie von A
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mit Ay € Sym,,_;(R). Nach Induktionvoraussetzung existiert Sy € O,_1(R) mit

Ao
Syt Ay Sy =
An
mit den (n — 1) reellen Eigenwerten A, ..., A, von A,. Wir betrachten nun die
Matrix
10 --- 0
0
S:=5" . )
: 52
0

da O,(R) eine Gruppe ist, folgt sofort S € O, (R). Damit erhalten wir

Sl.A4.9 = 0 .87 4.9, .
I B ' S
2 . 2
0 0
10 0 A0 -0 10 0
0 0 0
B Syt ‘ : Ay | S
0 0 0
A0 0 A1
0 A2
B S5 A5, B ’
0 An

wie behauptet.

(ii) Der Beweis verlduft analog zu (i). d



Kapitel 6

Affine Geometrie

6.1 Operation einer Gruppe auf einer Menge

Wir beginnen dieses Kapitel mit der folgenden, abstrakten

Definition. Es seien G eine Gruppe (mit der Verkniipfung o und neutralem Element e)
und M eine Menge. Eine Abbildung

Gx M — M,
gegeben durch die Zuordnung
(gm)—gem (g€ G,me M)

wird Wirkung oder Operation der Gruppe G auf der Menge M genannt, falls die beiden
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

() (grog2)em=gie(g20m) (g1,92 € Gym e M),
(i) eem=m (me M).
Beispiele.
(a) Sei G = S, die symmetrische Gruppe und M = {1,...,n}. Dann wird durch
(m, ) = w(j) (7€ Su;jed{l,...,n})
eine Operation von S, auf {1,...,n} gegeben.

(b) Sei G = V ein K-Vektorraum (bzw. die dem K-Vektorraum zugrunde liegende
abelsche Gruppe) und M = V. Dann wird durch

(x,v) —v+a(z,veV)

eine Operation von V auf sich selbst gegeben.

105
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(c) Sei G = SOy(R) die spezielle orthogonale Gruppe und M = R?. Dann wird durch
cosp —singp & E1cosp — &singp
. = .
sinp  cosp J\& E1singp 4+ & cosp

S} e Rz (€059 TSIP) (g (R)
& sinp  cosp
eine Operation von SO, (R) auf R? gegeben.

(d) Sei G = GL(V) die allgemeine lineare Gruppe und M = V ein K-Vektorraum. Dann
wird durch

(f;x) = f(z) (feGLV),zeV)
eine Operation von GL(V') auf V' gegeben.
(e) Sei G = (R, +) die additive Gruppe von R und M = S! der Einheitskreis, d.h.
St={zeC]| |z| =1}.

Dann wird durch

(,Q) = ¢ ¢ (a€R,CeSY
eine Operation von (R, +) auf S* gegeben.

el G = ie multiplikative Gruppe von C un = C. Dann wird durc
(f) Sei G =C* d Itiplik Grupp Cund M =C.D d durch
(z,w) — z-w (2 € C,w € C)

eine Operation von C* auf C gegeben.

Definition. Eine Gruppe G wirke auf der Menge M. Ist m € M, so wird die Teilmenge
Gem={gem|ge G}

die Bahn von m unter G genannt.

In den vorhergehenden Beispielen (a), (b), (e) tiberzeugt man sich leicht, dafl die Bahn
eines einzigen Elements die gesamte zugrunde liegende Menge ausmacht. Dies fiihrt zur
folgenden Definition.

Definition. Eine Gruppe G wirke auf der Menge M. Diese Wirkung heif$t transitiv, wenn
fiir alle m,m’ € M ein g € G mit der Eigenschaft

m'=gem
existiert. Die Wirkung heifit einfach transitiv, falls das Gruppenelement g eindeutig be-
stimmt ist.

Beispiele. Wir {iberpriifen die vorhergehenden Beispiele auf Transitivitat bzw. einfache
Transitivitét:
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(a) S, wirkt transitiv auf {1,...,n}.
(b) V wirkt einfach transitiv auf sich selbst.
(c) SO5(R) wirkt nicht transitiv auf R?.
(d) GL(V) wirkt nicht transitiv auf V.
(e) (R,+) wirkt transitiv auf S

(f) C* wirkt nicht transitiv auf C.

Lemma. Eine Gruppe G wirke auf der Menge M.
(i) Ist die Wirkung transitiv, so gilt fiir jedes m € M die Gleichheit M = G o m.

(ii) Ist die Wirkung einfach transitiv, so besteht eine Bijektion zwischen M und G.

Beweis.

(i) Es sei m ein beliebiges Element von M. Fiir m’ € M existiert aufgrund der tran-
sitiven Wirkung von G ein ¢ € G mit m’ = g e m, d.h. m’ € G e m. Dies zeigt
M=Gem.

(ii) Wir fixieren ein m € M. Damit definieren wir eine Abbildung
vermoge der Zuordnung g — gem. Aufgrund der transitiven Wirkung ist ¢ surjektiv.

Aufgrund der Einfachheit ist die Abbildung auch injektiv, was die Bijektivitdt von
1) beweist. 0

Definition. Eine Gruppe G wirke auf der Menge M, und es sei m € M. Die Menge
Gmn={9€G|lgem=m}

heifit der Stabilisator von m in G.

Lemma. Fine Gruppe G wirke auf der Menge M. Der Stabilisator G,, von m € M st
eine Untergruppe von G.

Beweis. Ubungsaufgabe U
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6.2 Affine Raume

Wir wenden nun das Konzept der einfach transitiven Wirkung einer Gruppe auf Vek-
torrdume an. Dazu sei V' ein Vektorraum iiber K. Wir bezeichnen die V' zugrunde liegende
abelsche Gruppe ebenfalls mit V.

Definition. Eine Menge M, auf der der K-Vektorraum V' einfach transitiv operiert, heifit
ein affiner Raum (mit zugehorigem K-Vektorraum V).

Bemerkung. Das Beispiel (b) im vorhergehenden Abschnitt zeigt die Existenz eines
affinen Raumes mit zugehorigem K-Vektorraum V.

Lemma. Sind M, M’ affine Rdaume mit zugehorigem K-Vektorraum V', so besteht eine
Bijektion zwischen M und M’.

Beweis. Nach dem ersten Lemma in Abschnitt 6.1 sind sowohl M als auch M’ bijektiv zu
V, also besteht auch eine Bijektion zwischen M und M’. O

Bezeichnungen. Wir bezeichnen den bis auf Bijektivitit eindeutig bestimmten affinen
Raum mit zugehorigem K-Vektorraum V' durch A (V). Die Elemente von A (V') nennen
wir Punkte und bezeichnen sie durch O, P, @, R, ... Die einfach transitive Wirkung e von
V auf A(V) bezeichnen wir durch ein + - Zeichen (nicht zu verwechseln mit der Addition
von Vektoren), d.h.

reP:=P+x (xeV,PecA(V)).

Wir verstehen darunter, dafi der Punkt P + x € A(V) erhalten wird durch ,,Anheften
des Vektors x € V an den Punkt P € A(V)”. Ist @ = P+ 2 € A(V), so nennen
wir den eindeutig bestimmten Vektor x € V| mit Hilfe dessen ) aus P hervorgeht, den
Verbindungsvektor von P nach () und schreiben dafiir

©=PQ.
Indem wir schliefllich einen Punkt O € A(V) fixieren, stellt sich die Bijektion
v=1o:V — A(V)

dar durch
z— P=0+zx.

Die Umkehrabbildung
p=vo:AV) —V

ist dann gegeben durch die Zuordnung
P 073 .

Wir beachten, dal die Bijektion ¢ = (o nicht kanonisch ist, da sie von der Wahl des
Punktes O abhéngt.
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Bemerkung. Wir betrachten jetzt den Spezialfall V' = K™. In diesem Falle schreiben wir
A"(K)=A(K").
Die Elemente von K™, d.h. die Vektoren, bezeichnen wir als n-Tupel

&
r=\|:]1e€K"
&n
und verstehen darunter den entsprechenden Ortsvektor im K. Die Elemente von A" (K) =
A(K™), d.h. die Punkte, bezeichnen wir ebenfalls als n-Tupel mit dem Index ,aff“, d.h.

m
P=: € A"(K)
Tn aff
1
und verstehen darunter den durch den Ortsvektor = = | festgelegten Punkt von
T

A"™(K). Die einfach transitive Operation von K™ auf A™(K) ist damit wie folgt gegeben:

&1 m ™+ &
N I = :
gn n aff T+ én aff
0
Mit O = | : € A"(K) erhalten wir die Bijektion
0

aff
vo: AM(K) — K",

gegeben durch die Zuordnung

aff

Lemma. Es seien A(V') der affine Raum mit zugehdrigem K -Vektorraum Vund A, B,C €
A (V). Dann gilt

AC = AB + BC .

Beweis. Wir haben definitionsgeméfl
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B=A+uz, x:A—E,
C =DB+y, yzl?C,
C=A+z, z:fTC'.

« B

Aufgrund der Operation von V auf A(V) folgt damit
C=B+y=A+z)+y=A+(z+vy).
Aufgrund der einfachen Transitivitdt der Operation folgt somit
Aom ety =AB 1 BC.

Dies beweist die Behauptung. U

Definition. Die Dimension dimx A (V') eines affinen Raumes A (V) mit zugehorigem K-
Vektorraum V ist definiert durch

Beispiel. Fiir den affinen Raum A (V) = A™(K) erhalten wir

dimg A" (K) = n.

6.3 Affine Unterraume

In diesem Abschnitt sei A(V) ein fixierter affiner Raum mit zugehorigem K-Vektorraum
V.

Definition. Eine nicht-leere Teilmenge N C A(V) heifit affiner Unterraum von A(V),
falls ein Punkt P € N und ein Unterraum W C V existieren, so daf3

N={QeAV)|Q=P+z,x € W}

gilt.

Lemma. FEs seien A(V) ein affiner Raum und N C A(V) ein affiner Unterraum. Dann
ist N ein affiner Raum.
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Beweis. Definitionsgeméaf existieren ein Punkt P € N und ein Unterraum W C V mit
der Eigenschaft
N={QeA(V)|Q=P+z,x € W}

Wir behaupten, dafl W einfach transitiv auf N operiert: Fiir einen beliebigen Punkt
Q€ N,dh. Q=P+ x mit x € W, und einen beliebigen Vektor y € W setzen wir

yeQ:=Q+yecAV).

Wegen Q+y=(P+x)+y=P+(r+y)und z+y € W ist y e Q € N. Damit erhalten
wir eine Operation von W auf N. Da diese Operation die Einschrankung der Operation
von V auf A(V) ist, ist die Operation e einfach transitiv. Damit erhalten wir

N = A(W),

und NN ist somit ein affiner Raum. U

Bemerkung. Mit den Bezeichnungen des vorhergehenden Lemma haben wir
N=AW)={Q e A(V)|Q=P+z,x € W}

wir konnen dafiir auch kurz

N=AW)=P+W

schreiben. Wir stellen fest, da3 die Definition des affinen Unterraums N nicht von der
Wahl des Punktes P € N abhéingt. Ist ndmlich P’ € N ein anderer Punkt, so haben wir

N=AW)=P+W = (P+PP)+W =P + (P'P+W).

Da PP € N =A(W) ist, ist P’Pe€ W, also P'P +W = W, und wir erhalten
N=AW)=P+W.

Definition. Es seien A(V) ein affiner Raum mit zugehorigem K-Vektorraum V' und

A(W) ein affiner Unterraum von A(V), d.h. W ist ein Unterraum von V; fiir einen

beliebigen Punkt P € A(W) gilt dann A(W) = P + W. Wir nennen P einen Aufpunkt
von A (W) und den Unterraum W die Richtung des affinen Unterraums A(W).

Definition. Es seien A(V) ein affiner Raum mit zugehorigem K-Vektorraum V' und
A (W) ein affiner Unterraum von A(V), d.h. W ist ein Unterraum von V.

o Gilt dimgA(W) =0, so nennen wir A(W) einen (affinen) Punkt von A(V).
o Gilt dimgA(W) =1, so nennen wir A(W) eine (affine) Gerade von A(V).

o Gilt dimgA(W) = 2, so nennen wir A(W) eine (affine) Ebene von A(V).
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e Gilt codimgA(W) = dimg(V/W) = 1, so nennen wir A(W) eine (affine) Hyper-
ebene von A(V).

Beispiel. Es seien Py, P, € A(V) zweil verschiedene Punkte. Mit dem 1-dimensionalen
Unterraum

W= <PTP2> cV

definieren wir die Gerade .
A(W) =P, + (P P)

in A(V). Diese enthélt P;, Py; wir nennen sie die Gerade durch Py, P.

Definition. Es seien A(W;), A(W3) affine Unterrdume des affinen Raums A (V). Dann
wird der kleinste affine Raum, der A(W7) und A(Ws) enthdalt, mit A(W;, Ws) bezeichnet.

Beispiel. Es seien P, P, € A(V) zwei Punkte; P;, P, sind selbst affine Unterrdume von
A (V). Wir bezeichnen (durch leichten Mibrauch der Bezeichnungen) mit A(Py, P») den
kleinsten affinen Raum, der P, und P, enthélt. Gilt P, = P,, so haben wir

A(P, Py) ={P}.

Gilt P, # P5, so haben wir
d.h. A(Py, P,) ist die Gerade durch Py, Ps.

Satz. Es seien A(W1), A(W3) affine Unterrdume eines endlich dimensionalen affinen
Raums A(V'). Dann bestehen die Dimensionsformeln.:

(i) Gilt A(Wy) N A(Ws) # 0, so ist
dimg AWy, W) = dimg A(W1) + dimg A (Wa) — dimg (W, 1 Wa).
(i) Gilt A(Wy) N A(Wy) =0, so ist
dimg A (W, Ws) = dimg A(W7) + dimg A(Ws) + 1 — dimg (W N Wa).

Wir schicken dem Beweis des Satzes zwel Hilfssatze voraus.

Hilfssatz 1. Es mdgen die Voraussetzungen des Satzes gelten. Weiter seien Py € A(Wh)
und Py € A(Ws). Dann gilt

AWy, Wy) = P+ ((PLP2) + Wy + Wh).

Beweis. Zunachst haben wir die offensichtlichen Inklusionen

AW, Wa) 2 A(Wy) = P+ Wh,
A(Wl,WQ) 2 A(Wg) = P2+W2.
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Da A (Wy, W3) ein affiner Raum ist, mu mit Py, P, € A(Wy, W3) auch die Gerade durch
P, Py, dh.

A(Pl,P2)2P1+<P1P2>,

in A(Wy, Ws) enthalten sein (ist Py = P», so degeneriert diese Gerade zu einem Punkt).
Zusammengenommen erhalten wir die Inklusion

AWy, W) O Py + ((PLPe) + Wh + Wa).

Aufgrund der Minimalitét von A(Wy, W5) mufl sogar die Gleichheit gelten, d.h.

AWy, Wy) = P+ ((PLP2) + Wy + Wh). -

Hilfssatz 2. Es mdgen die Vorausselzungen des Satzes gelten. Weiter seien Py € A(W7)
und Py € A(Ws). Dann besteht die Aquivalenz

AW) NA(W,) £ 0 < PPye Wy + W,

Beweis. (=): Ist A(W1)NA(W2) # 0, so existiert Q € A(W1)NA(W3), d.h. Q € A(W)
und @ € A(Ws;). Damit folgt

PTQGWM 62732 € Wy,

also

PP =PQ+ QP e W + W,
(«<=): Es sei umgekehrt PP, € Wy + Wy, d.h. es existieren z; € Wy, zo € Wy mit
P1P2 =T + X9.
Damit setzen wir @ := P; + x; € A(W)). Fiir den Punkt @ stellen wir andererseits fest

Q = Pita =P+ (21 + (22— 22))
= P+ (21 +22) — 22) =P1+(PTP2 —3)
= P+ (—1'2) S A(Wg)

Somit haben wir

A(Wy) N A(Ws) £ 0.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes.
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Bewezs.
(i) Aufgrund der beiden vorhergehenden Hilfssédtze stellen wir mit P, € A(W;) und
PQ € A(Wg) fest:
A(Wl,W2> :P1+(<P1P2> —|—W1—|—W2) :P1+(W1+W2>

Aufgrund der Definition der Dimension affiner Raume folgt mit Hilfe des Dimen-
sionssatzes fiir Unterrdume

dlmKA(Wl, Wg) = dlmK(W1 + Wg) = dimle -+ dlmKW2 — dlmK(W1 N Wg)

(ii)) Wiederum stellen wir mit Hilfe der beiden vorhergehenden Hilfssétze mit P, €
A(Wy) und P, € A(WWs) fest:

A(Wl, WQ) — P1 + (<P1P2> + W1 + Wz),

wobei P}z g Wy + Wy ist, d.h. P}Eg ist linear unabhéngig von Wi + W5. Wiederum
folgt nun mit Hilfe des Dimensionssatzes fiir Unterrdume
= lelKW1 -+ dimKWQ — dlmK(W1 N Wg) +1

UJ

6.4 Parallelismus
Wir fixieren einen affinen Raum A (V') mit zugehorigem K-Vektorraum V.

Definition.

(i) Zwei affine Unterrdume A(W;),A(Wy) C A(V) heilen parallel, in Zeichen
A (W) || A(Ws), falls sie die gleiche Richtung haben, d.h. falls W, = W, gilt.

(ii) Zwei affine Unterrdume A (W7), A(Ws2) C A(V) heiBen schwach parallel, in Zeichen
A(Wh) < A(Wy), falls Wy € Wy und Wy # Wy gilt.

Satz. Es seien A(Wh), A(W3) affine Unterrdume von A(V'). Dann gilt:

(i) Sind A(W1) und A(Ws) parallel, so gilt entweder A(W;) = A(Ws) oder A(W7) N

(ii) Sind A(Wy) und A(Ws) schwach parallel, so gilt entweder A(W1) C A(Wa), A(W;) #
A(Wg) oder A(Wl) N A(WQ) = @
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Beweis.

(i) Es gelte A(W7) || A(W2) und A(W7) N A(Ws,) # (. Dann existiert P € A(W;) N
A (Ws). Fiir diesen Punkt gilt

A(Wl) - P+ Wh A(Wg) = P + WQ.
Aufgrund der Gleichheit W, = W, folgt jetzt

A(Wr) = A(Ws).

(ii) Ubungsaufgabe. d
Satz.

(i) Es seien A(W) ein affiner Unterraum von A(V) und P € A(V') ein Punkt. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter affiner Unterraum N C A(V) mit den beiden
FEigenschaften

N[ A(W), P e N.

(ii) Es seien A(W;) < A(Wy) schwach parallele Unterrdume von A(V). Dann existiert
ein affiner Unterraum N C A(Ws), N # A(W3) mit der Eigenschaft

N[ A(WY).

Beweis.

(i) Der gesuchte affine Unterraum N C A(V') ist gegeben durch N = P+ W; dafir gilt
namlich

N A(W), P € N.
N ist damit eindeutig festgelegt.

(ii) Ubungsaufgabe. d

6.5 Affine Basen, affine Koordinaten

Wir fixieren einen affinen Raum A (V') mit zugehorigem K-Vektorraum V.

Definition.

(i) (n + 1) Punkte Py, P, ..., P, € A(V) heiflen affin unabhdingig, falls die n Verbin-
dungsvektoren

PPy ... PP,eV

linear unabhéngig sind.
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(ii) Bilden die Vektoren {P}l, ...,P}n} eine (geordnete) Basis von V', so wird die
Menge
P:{Po,Pl,...,Pn}

eine (geordnete) affine Basis von A(V') genannt.

Definition. Es sei P = {Fy, Py, ..., P} eine (geordnete) affine Basis von A(V). Ist P €
A(V), so heiflen die n eindeutig bestimmten Skalare £, ...,&, € K mit der Eigenschaft

PyP= ij' PyP;
j=1

die affinen Koordinaten von P beziiglich der affinen Basis P. Wir notieren diese in der
Form

S|
: € A"(K).
&n) oa
Beispiel. Die (n + 1) Punkte
N :
PO_ aPI_ . ; aPn: GAH(K)
0 :
off 0 aff 1 aff

bilden eine affine Basis von A"(K), da die Verbindungsvektoren

RoPy, .., BoP€ K"
eine Basis des K™ (Standardbasis) bilden. Wir nennen die Menge
P = {P07P17"'7Pn}

die affine Standardbasis des A™(K).
Beispiel. Die drei Punkte

0 1 1
PO:(O) 7P1=(1> 7P2=(2> EAz(R)
aff aff aff

bilden eine affine Basis von A?(R), da die Verbindungsvektoren

Pﬁlz G) 7P}2= (;) € R?
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linear unabhéngig sind.

Die affinen Koordinaten des Punktes P = (5

8) € A?(R) beziiglich der affinen Basis
aff

P ={PFy, P, P,} sind gegeben durch (3) , da die Beziehung
aff

@DZQ'P}1+3'P0732<:> (g) :2'(})-1—3-(;)

gilt.

6.6 Affine Abbildungen

Es seien A(V) bzw. A(W) affine Rdume mit den zugehorigen K-Vektorraumen V' bzw.
w.

Vorbemerkung. Es seien
fAWV)— A(W)

eine beliebige Abbildung (zwischen den A (V) und A (W) zugrunde liegenden Mengen)
und P € A(V) ein beliebiger Punkt. Mit Hilfe der Zuordnung

PQ — FP)Q (QeA(V)

wird durch die Daten f, P eine Abbildung
f—I;: V—W

definiert, d.h. f—p) (P?)) = f(P)f(Q). Man beachte, dafl f—p) eine Abbildung zwischen den
V und W zugrunde liegenden Mengen ist und somit in der Regel nicht von der Linearitét

von fp gesprochen werden kann.
Indem wir an die bijektiven Abbildungen ¢p : A(V) — V, @¢p) : A(W) — W erinnern,

—

konnen wir die Definition der Abbildung fp durch die Kommutativitit des folgenden
Diagramms ausdriicken:

AWV) ——V Q PG
f 7» d.h.
AW) —1° F@Q) — FPF(Q)
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Nach dieser Vorbemerkung sind wir in der Lage, affine Abbildungen zu definieren.

Definition. Eine Abbildung f : A(V) — A(W) zwischen den affinen Rdumen A (V)
und A(W) heiit eine affine Abbildung, falls ein Punkt P € A(V) existiert, so dafl die

Abbildung fp: V — W, gegeben durch

Ir (PQ)= J(P)I(@)  (QeAV)),
(siche Vorbemerkung) linear ist.

Lemma. Die Definition einer affinen Abbildung f : A(V) — A(W) ist unabhingig von
dem in der Definition ausgezeichneten Punkt P € A(V).

Beweis. Wir haben zu zeigen, dafl fiir einen beliebigen Vektor z € V' das Bild f—I; (x) e W
unabhéngig von P ist. Dazu sei @ € A(V) ein beliebig gewéhlter Punkt. Indem wir R :=
Q+z € A(V) betrachten, erhalten wir zwei Punkte @, R € A(V) mit Verbindungsvektor

—

QR = x. Aufgrund der Beziechung
PR=PQ + QR
haben wir . .
r=PR — PQ .

—

Mit Hilfe der vorausgesetzten Linearitéit von fp erhalten wir somit

fr (@) = fp (PR — PQ) =fr (PR)— fr (PQ) = f(P)f(R) — f(P)F(Q).
Wegen

FP)f(R) = [(P)f(Q)+ f(Q)f(R)
folgt somit
N
fr(x) = f(Q)f(R).
Damit ist die behauptete Unabhéngigkeit von ]?p (z) von P nachgewiesen. U
Bemerkung. Ist f: A(V) — A(W) eine affine Abbildung, so ist es nach dem vorher-

gehenden Lemma gerechtfertigt, die durch f induzierte lineare Abbildung fpe L(V, W)
einfach durch f € L(V,W) zu bezeichnen. Zur Definition von f halten wir die beiden
dquivalenten, charakterisierenden Gleichungen

—

f(PQ) = f(P)f(Q) < f(Q)=f(P)+ [(PQ)
fest; hierbei sind P,Q € A(V).

Bezeichnungen. Es seien A(V) bzw. A(W) affine Rdume mit den zugehorigen K-
Vektorrdumen V' bzw. WW. Damit setzen wir

AV, W) = {f: A(V) — A(W) | f affin },
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A(V) = AV, V),
GA(V) :={f € A(V)] f bijektiv }.
Bemerkung. Die Menge GA (V') der bijektiven affinen Selbstabbildungen von A (V') bil-

det ersichtlich eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen. Wir nennen
GA(V) die affine Gruppe zum K-Vektorraum V.

Lemma. Seien f € A(V,W) und A(V') ein affiner Unterraum von A(V'). Dann ist das

—

Bild f(A(V")) ein affiner Unterraum von A(W) mit der Richtung f(V').
Beweis. DefinitionsgeméaB existiert ein Punkt P € A(V') mit der Eigenschaft
AV)=P+ V",

Weiter induziert die affine Abbildung f € A(V, W) eine lineare Abbildung f e L(V,IW)
derart, dafl

—

FA(V)) = f(P+ V) = f(P)+ f(V')
gilt. Damit ergibt sich die Behauptung. U

Bemerkung. Ist speziell f € GA(V), so werden mittels f Geraden, Ebenen etc. von
A (V) in ebensolche iiberfiihrt.

Wir wollen zunéchst zwei wichtige Klassen von Beispielen affiner Abbildungen diskutieren.

Translationen.

Ein Vektor v € V sei festgehalten. Damit definieren wir durch
fo(P):=P+4+v (PeA(V))

eine Abbildung von A (V') in sich.
Lemma 1. Mit den vorhergehenden Bezeichnungen gilt f, € GA(V).

Beweis. Die Abbildung f, ist offensichtlich eine Bijektion. Es bleibt somit die Affinitét
von f, nachzuweisen. Fiir zwei Punkte P, Q) € A(V) haben wir definitionsgemaf3

£Q) = £.(P)+ F(P)f(Q)
— (P+v)+ fo (PQ)
— Q+(QP+v+ f(PQ)).

Da andererseits auch
I U(Q) =Q+v
gilt, erhalten wir die Gleichung

v=QP +v + L(PQ),
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d.h. o -
fo(PQ) = - QP = PQ.

Somit ist die durch ﬁ induzierte Abbildung ﬁ} : V' — V die identische Abbildung, also
insbesondere linear. Dies zeigt f, € GA(V). O

Definition. Wir setzen
TV):={feGA(V)|FveV:f=f1}

Die Elemente von T(V') werden Translationen um den Vektor v genannt.

Lemma 2. Die Menge T(V') der Translationen bildet eine Untergruppe von GA(V'). Wei-
ter gilt .
T(V) ={f e GA(V)| f = idv}.

Beweis. Ubungsaufgabe. U
Bemerkung. Wir haben einen surjektiven Homomorphismus

hi: GA(V) — GL(V)
und einen injektiven Homomorphismus

ho : T(V) — GA(V),
und wir stellen mit obigem Lemma 2 fest

im(hg) = ker(hy).
Diesen Sachverhalt driickt man kurz durch das Diagramm
0— T(V) — GA(V) — GL(V) — 0

aus und nennt dies eine kurze ezakte Sequenz von Gruppen; GA(V') wird dabei eine zentrale
Gruppenerweiterung von GL(V') durch T(V') genannt. Dies besagt, dafl die Elemente von
GA(V) als Paare (f,v) (f € GL(V),v € T(V)) zu betrachten sind; die Komposition
zweier solcher Paare erfolgt dabei nicht komponentenweise, sondern in komplizierterer
Weise.

Zentrische Streckungen.

In Verallgemeinerung der vorhergehenden Charakterisierung der Translationen definieren
wir die Menge .

D(V):={feGA(V)|I e K: f=Xidy}.
Da fbijektiv sein muf, gilt A # 0.

Lemma 1. Die Menge D(V') bildet eine Untergruppe von GA(V'), welche die Translatio-
nen T(V) als Untergruppe enthilt.
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Beweis. Ubungsaufgabe U
Definition. Wir nennen die Elemente von D(V') die Dilatationen von A(V').

Lemma 2. Es sei f € D(V)\T(V), d.h. f = X -idy mit X\ # 1. Dann existiert ein Punkt
Z e A(V) mit
f(P)=Z+\X-ZP

fir alle P € A(V); Z ist dabei eindeutig bestimmdt.
Beweis. Zunichst stellen wir fest, dafl der gesuchte Punkt Z € A(V) ein Fixpunkt der
affinen Abbildung f ist, d.h. f(Z) = Z erfiillt. Haben wir umgekehrt einen Fixpunkt Z
von f gefunden, so ergibt sich die behauptete Formel fir f(P) (P € A(V)) wie folgt: Aus

P=27+7P
erhalten wir sofort unter Anwendung von f

f(P)=f(Z)+ f(ZP)=Z+\- ZP.

Wir haben also einen Fixpunkt Z von f zu finden und dessen Eindeutigkeit nachzuweisen.
Dazu setzen wir mit beliebigem O € A (V)

e

1
7 = . )
O + T Of(0)
Damit berechnen wir

12) = 10)+7 (- 05(0)

= 0+0f(0)+ 1% - Of(0)
= 0+ 0/(0)=2

d.h. Z ist in der Tat Fixpunkt von f. Fiir einen beliebigen weiteren Fixpunkt Z’ von f
erhalten wir zunéchst

—

1(0)7' = O)[(Z) = fl0Z) = - 07,
Aus der Gleichung

Of(0)+ f(O)Z' =0Z'
ergibt sich weiter

07 —0f(0)=-0Z,
d.h.

T

— 1
7' = ——. :
O T Of(0)
Damit folgt

—_ 1 _
Z’:O+OZ’:O+ﬁ~Of(O):Z,
was die Eindeutigkeit von Z zeigt. O

Definition. Ist f € D(V)\T(V) mit dem Fixpunkt Z € A(V) und f = A-idy, so nennen
wir f zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckungsfaktor \.
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6.7 Matrizielle Darstellung affiner Abbildungen

Es seien A (V) ein n-dimensionaler affiner Raum mit affiner Basis P = { Py, Py, ..., P,} und
A (W) ein m-dimensionaler affiner Raum mit affiner Basis Q = {Qo, Q1, ..., @, }. Weiter
sei f e A(V,IW), dh. f: A(V) — A(W) eine affine Abbildung; wie bisher bezeichne
f : V. — W die durch f induzierte lineare Abbildung. Beziiglich der Basen

—_— —
B={RP,, . b} vou V, C=1{QoQr, - Qo@n} von W
wird f € L(V,W) durch die Matrix

A= (akj)k} 1,...m € Mm,n(K>

j=1,...,n

dargestellt, wobei die Eintrige oy, ; € K eindeutig durch

J(RP, Epm%@kwﬂwm

k=1

bestimmt sind.

Fiir einen beliebigen Punkt P € A(V) mit den affinen Koordinaten &, ..., &, beziiglich
P sollen nun die affinen Koordinaten ny, ..., n, von f(P) € A(W) beziiglich Q berechnet
werden. Dazu benotigen wir neben A € M,, ,,(K) noch die affinen Koordinaten 7750), ey )

von f(F,) beziiglich Q, d.h. es ist

Quf(Po) = 1" - Qs

k=1
Mit Hilfe von
—_— " —_—
j=1
erhalten wir aufgrund der Affinitét von f
—_—

f(P) = f(P)+ f(P)f(P)
— f(P)+ [ (BP)

= QO"‘QOJC(PO)"*']?(Z”%&]"PO—P;)
i=
= Qo Qi+ & F(RE)
k=1 =1
- Qo+2ﬂéo)'m+25jzlak,j'm}

= Q0+Z<77k 3 any £]>-m.

J=1
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Damit sind die affinen Koordinaten 7y, ..., n,,, von f(P) beziiglich Q gegeben durch
nk:n,(go)—I—Zak,j-fj (k=1,...,m).
j=1

Dieses Resultat 1d8t sich wie folgt in matrizieller Form wiedergeben: Indem wir die Matrix

1 o .. 0
77;0) Q11 ... Oqn
Aw=|". | € My 11 (K)
7’]%)) Qm1 - Qg

einfithren, lassen sich die affinen Koordinaten 7y, ..., n,, von f(P) beziiglich Q in Termen
der affinen Koordinaten &, ..., &, von P beziiglich P und der Matrix A.g € My, 11 041 (K)
in der folgenden Art berechnen

1 1 o ... 0 1
T _ ’I]go) 0[171 . Qqn 51
T, 77,(2) QU1 o Qg n

Definition. Unter Beriicksichtigung der vorhergehenden Bezeichnungen nennen wir A4 €
Mint1.n41(K) die Matriz der affinen Abbildung f € A(V, W) beziiglich der affinen Basen
P, O.

6.8 Der Hauptsatz der affinen Geometrie

Zunéachst sei A(V) ein affiner Raum {iber einem beliebigen Korper K.

Definiton. Drei Punkte P, Q, R € A(V) heiflen kollinear, falls eine affine Gerade A (W) C
A(V) mit P,Q, R € A(W) existiert.

Lemma. Ist f € GA(V) und sind P,Q, R € A(V) kollinear, so sind auch die Bildpunkte
1(P), 1(Q), f(R) kollincar.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine affine Gerade A(W) C A(V) mit P,Q, R €
A(W). Da nun die bijektive, affine Abbildung f Geraden auf Geraden abbildet, ist das

Bild f(A(W)) ebenfalls eine affine Gerade; diese enthilt f(P), f(Q), f(R). Somit sind die
Bildpunkte f(P), f(Q), f(R) kollinear. O

Bevor wir den Hauptsatz formulieren und beweisen kénnen, betrachten wir den folgenden
Hilfssatz. Es sei 0 : R — R eine bijektive Abbildung, welche additiv und multiplikativ
ist, d.h.

o(z +y)=o(x)+a(y),
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o(z-y)=o(x)- a(y)
fir alle z, y € R erfiillt. Dann ist o die identische Abbildung, d.h. o(x) = z fiir alle z € R.

Beweis. Aus der Additivitat folgt sofort o(0) = 0. Wegen ¢(0) = 0, also (1) # 0, folgt
aus der Multiplikativitéat sofort o(1) = 1. Aus der Additivitat folgt somit

on)=n

fiir alle n € IN. Wegen ¢(0) = 0 folgt aus der Additivitat weiter o(—x) = —o(z) fiir alle
r € R, also haben wir
on)=n
fir alle n € Z. Es sei nun r € Q, d.h. r = p/q mit p,q € Z,q # 0. Nach dem Vorherge-
henden folgt
p=op)=o(r-q) =o(r)-olg) =o(r)-q
d.h.
o(r)=plg=r
fiir alle r € Q.
Wire o stetig, so wére der Beweis zu Ende. Da wir dies aber nicht wissen, gehen wir wie

folgt vor. Wir zeigen zunéchst, dal ¢ monoton wachsend ist. Ist ndmlich = > 0, so findet
sich y € R mit x = y?, also haben wir

o(z) =o(y*) = o(y)* > 0.
>

Ist also a > b, d.h. a — b > 0, so ist auch o(a — b) > 0, und wir haben

0<o(a—0b)=0(a)—oa(b),

d.h.
o(a) > o(b).

Es sei schliefilich x € R beliebig. Wir konnen = durch monotone, rationale Zahlenfolgen

00 1\ o0 s ;
{rn}22, von unten bzw. {7/ }°°, von oben approximieren (z.B. durch Folgen von Dezi-

malbriichen), d.h. wir haben die Ungleichungen

< <rpp <<z < << <.
Nach Anwendung von o erhalten wir
< <ty <o <ox) <<y <71 <

also ergibt sich die Abschéitzung
lo(z) —x| < |7, —
fiir alle n € N. Lassen wir n gegen unendlich gehen, so finden wir

o(x) =z,
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wie behauptet. [

Hauptsatz. Es seien K = R und A(V) ein reeller affiner Raum der Dimension n > 2. Ist
dann f : A(V) — A(V) eine bijektive Abbildung, die je drei kollineare Punkte P, Q, R
von A (V) in drei kollineare Punkte f(P), f(Q), f(R) abbildet, so gilt f € GA(V).

Beweis. Im nachfolgenden Beweis, den wir in mehrere Schritte unterteilen, fixieren wir
einen affinen Punkt O. Die gegebene bijektive Abbildung f : A(V) — A(V) induziert
eine Abbildung f : V — V, so daf} das folgende kommutative Diagramm besteht:

A(V) =V

f F
¥Pf(0)

A(V) =~V

Mit anderen Worten haben wir fiir P € A(V)

Wir beachten, dafl f konstruktionsgeméf eine bijektive Abbildung von V auf V' ist. Ande-
rerseits wissen wir aber nicht, ob f linear ist - dies ist ja im folgenden gerade zu beweisen.

Schritt 1. Sind A, B,C € A(V) affin unabhéngig, so sind auch f(A), f(B), f(C) € A(V)
affin unabhéangig.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann sind f(A), f(B), f(C) affin abhéngig und
liegen somit auf einer affinen Geraden A(W); wegen der affinen Unabhéngigkeit von
A, B, C und der Injektivitiat von f sind die Bilder f(A), f(B), f(C) paarweise verschieden.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dal A(V') gleich der durch
A, B, C aufgespannten affinen Ebene A(A, B, () ist. Es sei dann P € A(V) = A(A, B,C)
ein beliebiger Punkt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafl
die affine Gerade von P nach A die affine Gerade von B nach C' im Punkte P’ schneidet.

Da f(B), f(C) € A(W) gilt und B, C, P’ kollinear sind, folgt f(P’) € A(W); da nun auch
f(A), f(P) € A(W) gilt und A, P’, P kollinear sind, folgt f(P) € A(W). Da P € A(V)
beliebig gewihlt war, folgt f(A(V)) C A(W). Dies ist aber ein Widerspruch, da f die
affine Ebene A (V') bijektiv auf sich selbst abbildet.
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Schritt 2. Ist A(W) eine affine Gerade in A(V'), so ist auch f(A(W)) eine affine Gerade
in A(V).

Beweis. Es seien A, B zwei verschiedene Punkte auf A(W), d.h. A(W) = A(A, B) ist
die affine Gerade durch A, B. Wir setzen N := A(f(A), f(B)), die affine Gerade durch
f(A), f(B). Da f injektiv ist, sind die beiden Punkte f(A), f(B) verschieden; somit ist
N in der Tat eine affine Gerade. Wir behaupten nun

f(A(W)) = N.

Aufgrund der Kollinearitétseigenschaft von f folgt sofort die Inklusion f(A(W)) C N. Sei
umgekehrt C” € N. Wegen der Surjektivitit von f gibt es einen Punkt C' € A(V) mit C’" =
f(C). Ware C € A(A, B), so wiren die drei Punkte A, B, C affin unabhéngig. Nach Schritt
1 wéren dann aber auch f(A), f(B), f(C) affin unabhéngig, was C' € A(f(A), f(B))
widerspricht.

Schritt 3. Sind A (W), A(W’) parallele Geraden in A(V'), so sind auch f(A(W)), f(A(W'))
parallele Geraden in A(V).

Beweis. Ubungsaufgabe. (Hinweis: Man kann ohne Einschrankung A (W) # A(W’) an-

nehmen. Man betrachte dann die durch A(W), A(W’) erzeugte affine Ebene und deren
Bild unter f. Schlieflich verwende man die Schritte 1 und 2.)

Schritt 4. f: V — V ist additiv, d.h. f(z +y) = f(z) + f(y) fiir alle 2,y € V.

Beweis. Es seien x,y € V beliebig vorgelegt. Wir nehmen zunéchst an, daf§ x,y linear
unabhéngig sind; der Fall, dal z,y linear abhéngig sind, wird aus Schritt 5 folgen. Auf-
grund der zu Beginn des Beweises gemachten Voraussetzungen gibt es eindeutig bestimmte
Punkte A, B € A(V) mit der Eigenschaft

©=0Ay=0B.

Wir betrachten nun das durch die drei Punkte O, A, B erzeugte Parallelogramm und die

_ —  —  —

durch die vier Seiten OB, AC, O A, BC' definierten Geraden A (W7) || A(W/), A(Ws) || A(W3),

respektive.

5/ € Ay

A(W) A(W,)

Nach Schritt 2 sind die Bilder
FIAWN)), FA(WY), f(A(W)), fA(W3))
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wieder Geraden; nach Schritt 3 gilt

FAWD)) [ f(AWT)), fAW2)) || f(A(WS)).

Somit ergibt sich das folgende Bild:

FA(WY)

Mit Hilfe von
r+y=0A+0B=0C
folgt schliefllich

— —

fla+ty) = f(
= f{
Schritt 5. f: V — V ist homogen, d.h. f(A-z) = X- f(z) fiir alle z € V, A € R.

Beweis. Es sei © € V,x # 0. Wir betrachten die affine Gerade N C A(V') mit Aufpunkt
O und Richtung (), d.h.

00) = 1(0)f(C) = F(O)(4] + [(0)[(B)
0A) + f1

N =0+ ().
Nach Schritt 2 ist das Bild f(N) € A(V) von N wieder eine affine Gerade; sie hat

—

Aufpunkt f(O) und Richtung f({(z)), d.h.

—

f(N) = f(O) + f({z)).

Esseinun P € N, d.h. es gibt ein A € R mit P = O+ \-x. Fiir den Bildpunkt f(P) € f(NV)
haben wir dann

f(P) = f(O) + f(A-2) = f(O)+ X - flx)

mit einem X' € R, das durch die Vorgabe von A € R eindeutig bestimmt ist. Mit Hilfe
der wohldefinierten Zuordnung A\ — )\ erhalten wir somit eine Abbildung

c:R— R,
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die bijektiv ist, da f und mithin auch f bijektiv ist.
Wir zeigen nun, dafl o additiv und multiplikativ ist; nach dem vorausgeschickten Hilfssatz
ist dann o die identische Abbildung von R, und wir haben

— —

S -z) = A f(x)

fir alle x € V, A € R.
Da n = dimg A(V) > 2 ist, existiert ein von z linear unabhéingiger Vektor y. Mit y
kénnen wir die Summe

ANx+p-xz=AN+p -z (A\peR)

wie folgt mit Hilfe von Parallelen konstruieren:

Aox

\ J

o/ wx Ax+pex=(A+p)-x

Wendet man nun f auf diese Skizze an, so ergibt sich wie im Beweis der Addivitat mit
Hilfe der Schritte 2 und 3 ein analoges Bild, d.h. wir haben:

ﬂ?vx)

)

|

A0 Aux FOerp)x)

Damit erhalten wir die Aquivalenzen

FOv-2)+ flp-2) = (A +p) - 2) <=

— — —

X fla)+ 4 fla) = O+ ) - fla) =
(N + (1) = o(A+ ),

was die Addivitat von o beweist.

Wiederum mit y kénnen wir das Produkt
A(p-z)=A-p)-z (ApeR)

wie folgt mit Hilfe von Parallelen konstruieren:
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Y
Y

0 «x Ax e ()

Wendet man jetzt f auf diese Skizze an, so ergibt sich mit Hilfe der Schritte 2 und 3 ein
analoges Bild, d.h. wir haben:

\)

o) f foen N\ Fia))
NP WA = ()

Aus dem Strahlensatz folgern wir
A-p) =Ny = oA p)=0c(A)- op),
was die Multiplikativitdt von o zeigt.

Wir tragen abschliefend noch den Addivitéitsbeweis von f nach, falls y linear abhéngig
von z ist, d.h. y = A -2z mit A € R gilt. Wir haben

fety)=fle+Xr o) =f(A1+A)-2)=0+A) - flx) =

— — — — — —

f@)+ A flz) = fla) + F(A-2) = f2) + f(y).

Damit haben wir die Linearitit von f und somit die Affinitdt von f vollstindig bewiesen.

0
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Kapitel 7

Projektive Geometrie

7.1 Einfithrung

Ausgangspunkt der projektiven Geometrie ist der Wunsch nach einer prézisen Definition
des ,,unendlich fernen Punktes®, wie er z.B. in der Kunst im Rahmen der Perspektivenlehre
auftritt. Wir suchen nach einem Raum, der einerseits den uns vertrauten affinen Raum
umfafit, der andererseits aber auch die sogenannten , unendlich fernen Punkte® enthélt.
Falls ein solcher Raum existiert, so sollen zwei in der eingebetteten affinen Ebene liegende
parallele Geraden im umfassenden Raum genau einen Schnittpunkt haben (wie es das
entsprechende perspektivische Bild verspricht). Der in der affinen Geometrie diskutierte
Begriff des Parallelismus soll also entfallen.

Die Losung dieser Problemstellung wird durch die projektive Geometrie gegeben, in die
wir nun anhand der entsprechenden 2-dimensionalen reellen Problemstellung einfiihren
wollen. Dazu gehen wir aus vom R-Vektorraum V = R? und der affinen Ebene

&1
E= 3 GV‘§17§2€R7§3:1 )

€3

d.h. wir haben das Bild auf Seite Neben der E zugrunde liegenden Menge, die wir
ebenfalls mit E bezeichnen, betrachten wir die Menge

G = {G CV|G=Gerade durch 0, G Z (£, &)-Ebene}
= {G C V| G = 1-dimensionaler Unterraum, G ¢ (1, &s)-Ebene}.

Wir erkennen damit die Bijektion

gegeben durch die Zuordnung

—

P— G:=(0OP) (P€E);

131
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&34 G
4

~

die Umkehrabbildung ist dabei gegeben durch
G—P:=ENG (Geg).

Vom mengentheoretischen Standpunkt aus kénnen wir also die Mengen E und G mitein-
ander identifizieren, was wir fortan tun.

Die affine Struktur von E wird nach dem Hauptsatz der affinen Geometrie im wesentlichen
durch die Menge der affinen Geraden in E charakterisiert. Wir wollen diese Struktur auf
G ibertragen. Dazu setzen wir

€ ={FE CV | E = Ebene durch 0, E # (£, &)-Ebene}.
Damit erhalten wir die Bijektion
{G C E | G = affine Gerade} LR £,
gegeben durch die Zuordnung
—_— —
G— E:=(0P,0Q) (P,QeG;P+#Q);
die entsprechende Umbkehrabbildung ist gegeben durch
E—G:=ENE (E€f).

Damit haben wir die affine Struktur von E auf die Menge G iibertragen. Bei diesen
Betrachtungen ist allerdings die umstédndliche Bedingung

G ¢ (&1,&)-Ebene



7.2. DER PROJEKTIVE RAUM 133

an die Elemente G von G storend. Indem wir diese Bedingung einfach vergessen, ver-
grofern wir die Menge G und erhalten damit den G = E umfassenden Raum

G ={G Cc V| G = 1-dimensionaler Unterraum}.

Dies ist die gesuchte reelle projektive Ebene, die wir mit P (V') bezeichnen. Die Struktur
von P(V) wird charakterisiert durch die Menge der ,,Geraden*

&€ = {E C V| E = 2-dimensionaler Unterraum}.

Die Elemente von G, welche durch die 1-dimensionalen Unterriume der (£,&)-Ebene
gegeben sind, nennen wir die ,,unendlich fernen Punkte“ der affinen Ebene E = G. Damit
erkennen wir zum Schluf} dieser Einfiihrung das folgende: Sind G, Gy C E zwei parallele
Geraden, denen die beiden , Geraden“ E;, E5 € & entsprechen, so ist der Durchschnitt
E; N E5 eine Gerade der (&1, &)-Ebene und definiert damit ein Element von G, also einen
,unendlich fernen Punkt®.

7.2 Der projektive Raum

Der einfithrende Abschnitt legt die folgende Definition nahe.

Definiton. Es sei V' ein K-Vektorraum. Der projektive Raum P(V') zum K-Vektorraum
V' ist gegeben durch

P(V)={G Cc V | G = 1-dimensionaler Unterraum }

Ist dimg V =n > 1, so setzen wir

dimgP(V):=n—1
und nennen dies die Dimension von P(V'). Speziell fiur V = K™ n > 1, setzen wir

P"(K) :=P(K™).
Bemerkung. Indem wir

P(V)={(z) |z €V~ {0} }
schreiben, erhalten wir die surjektive Abbildung
v VN {0} — P(V),

gegeben durch
mv(z) = (x) (r eV ~{0}).

Sind z,y € V . {0}, so erkennen wir sofort die Aquivalenz

mv(z)=my(y) = 3INeK :y=X\ 1.
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Aus diesem Grund konnen wir auch schreiben
P(V)=(V~{0})/K".

Bezeichnungen. Es sei P(V') der projektive Raum zum K-Vektorraum V. Die Elemente
von P(V) nennen wir (projektive) Punkte und bezeichnen sie durch P,Q, R, ... Ist P €
P(V), so gilt P = (), wobei der Vektor z € V ~ {0} bis auf Streckung (mit einem von
Null verschiedenen Skalar) eindeutig bestimmt ist.

7.3 Projektive Unterrdume

Es sei P(V) ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V.

Definition. Eine Teilmenge N C P (V') heifit ein projektiver Unterraum von P(V), falls
ein Unterraum W C V derart existiert, da N = P (W) gilt.

Beispiel. Es sei V = R3 und W C V ein 2-dimensionaler Unterraum, d.h. eine Ebene
durch 0 € V. Dann ist P(W) C P(V) eine (projektive) Gerade der projektiven Ebene
P?(R) = P(V). Man vergleiche hierzu wiederum den einleitenden ersten Abschnitt zu
diesem Kapitel.

Definition. Es seien P(V') ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V und P(W), W C
V, ein projektiver Unterraum.

o Gilt dimgP(W) = —1 (d.h. dimgW = 0), so ist P(W) = 0.

)
o Gilt dimgP(W) = 0 (d.h. dimgW = 1), so nennen wir P(WW) einen (projektiven)
)

Punkt von P(V

o Gilt dimgP(W) = 1 (d.h. dimgW = 2), so nennen wir P(W) eine (projektive)
Gerade von P(V).

o Gilt dimgP(W) = 2 (d.h. dimgW = 3), so nennen wir P(W) eine (projektive)
Ebene von P(V).

o Gilt codimgP (W) = dimg(V/W) = 1, so nennen wir P(W) eine (projektive) Hy-
perebene von P(V).

Definition. Es seien P(W;), P(W3) projektive Unterrdume eines projektiven Raumes
P(V) zum K-Vektorraum V. Dann wird der kleinste projektive Raum, der P (W) und
P(W3) enthalt, mit P(W;, Ws) bezeichnet.

Satz. Es seien P(W;), P(W3) projektive Unterrdume eines endlich dimensionalen projek-
tiven Raums P(V'). Dann besteht die Dimensionsformel:
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Dem Beweis schicken wir zwei Hilfssatze voraus.

Hilfssatz 1. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt die Gleichheit

P(Wy, W) = P(Wy + Wa).

Beuweis. DefinitionsgemiB bestehen die Aquivalenzen

<£L‘> S P(Wl, Wg) <— €W~ {0} oder x € Wy {0}
<~ ZL’G(Wl—f-Wg)\{O}
— (x) € P(W; + Wy),

d.h.
P(Wy, W) = P(W; + Wh).
O
Hilfssatz 2. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt die Gleichheit
Beweis. Definitionsgemif bestehen die Aquivalenzen
() e PW)NP(Wy) <= =z €W~ {0} und z € Wy~ {0}

— xeW Ny~ {0}

<~ <l’> S P(Wl N Wg),
d.h.

Wir kehren nun zum Beweis des Satzes zuriick: Durch Anwendung der beiden Hilfssétze,
des Dimensionssatzes fiir Unterrdume und der Definition der Dimension projektiver Rdume
ergibt sich

dimgP(W, Wa) = dimgP (W, + Wa) = dimg (W, + W) — 1
= dimgW; + dimg Wy — dimg (W7 N W,) — 1
— dimgW; — 1+ dimgWa — 1 — (dimg (W3 0 Wa) — 1)
= dimgP (W) + dimgP(Ws) — dimgP (W N Wa)
= dimgP (W) + dimgP(Ws) — dimg (P (W) N P(Ws)),

wie behauptet. O

Corollar. Es sei P(V) ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V mit dimgP (V) =
n > 0. Dann bestehen die drei folgenden Aussagen:
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(i) Sind P(W1),P(Wsy) zwei projektive Unterrdume von P(V) mit der Eigenschaft

(ii) Es seien P(W) C P(V) eine projektive Hyperebene und P € P (V') ein projektiver
Punkt mit P ¢ P(W'). Dann schneidet jede projektive Gerade durch P die projektive
Hyperebene P(W) in genau einem projektiven Punkt.

(iii) In P(V') haben n Hyperebenen mindestens einen projektiven Punkt gemeinsam.

Bewets.
(i) Aufgrund der Ungleichungen
dimgP(W1) + dimgP(Ws) > n, dimgP (W, W) < dimgP(V) =n

folgt mit Hilfe des vorhergehenden Satzes

dimg (P(Wy) NP(Wy)) = dimgP (W) + dimgP(Ws) — dimgP(Wy, W)
Z n — dlmKP(Wl, Wg) Z 0,

d.h.
P(W.) NP (Wy) # 0.

(ii) Es sei P( ) C V, eine projektive Gerade durch P. Wegen P ¢ P(WW) gilt P(E) €

P(W), d.h. E ¢ W; aus Dimensionsgriinden gilt dann W 4+ E = V. Somit folgt
PW,E)=P(W + E)=P(V).
Mit Hilfe des vorhergehenden Satzes ergibt sich schlieflich

dimg(P(W)NP(E)) = dimgP(W)+ dimgP(E) — dimgP(W, E)
(n—1)+1-n=0,

d.h. der Durchschnitt P(W) N P(FE) besteht aus genau einem Punkt.

(iii) Es seien P(W),...,P(W,) C P(V) n projektive Hyperebenen; abkiirzungshalber
setzen wir

PW)=PWy)n...0nP(W,_1).
Mit Hilfe des vorhergehenden Satzes erhalten wir
dimg(P(Wy)N...nP(W,)) = dimg(P(W)NP(W,)) =

dimgP(W)+ (n—1) —n = dimg(P(Wy)Nn...nP(W,_1)) — L.
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Nach (n — 2)-maliger Iteration ergibt sich damit

dimg(P(W1) N...AP(W,)) > dimg(P(W)) NP(W)) — (n —2) =
m—1)+n—-1)—n—(n—-2) =0,

d.h.
PWy)N...0nP(W,) #0.

7.4 Projektive Basen, homogene Koordinaten

Es sei P(V) ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V.

Definition. (n+1) Punkte Py = (xo), ..., P, = (z,,) € P(V) heilen projektiv unabhingig,
falls die (n 4 1) Vektoren

oy, Ly €V
linear unabhéngig sind. Gilt dimgP (V) = n, d.h. dimgV = n + 1, so werden (n + 2)
Punkte P = {P,...,P,1} € P(V) eine projektive Basis von P(V') genannt, falls je
(n+ 1) dieser Punkte projektiv unabhéngig sind.

Lemma. FEs sei P(V') ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V mit projektiver Basis
P =A{Fy,...,P.1}. Dann gibt es (n+2) Vektoren vy, ..., v,41 € V mit den Figenschaften

a) P,=(v;) (j=0,...,n+1),

(
(b

{vo, ..., Up} ist Basis von V|

(C Vot ...+ U, = Un+1,

) P
)
)
(d) Erfullen die Vektoren wo, ..., w,41 € V ebenfalls (a) - (c), so existiert A € K* mit
i=Av; (1=0,...,n+1).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt dimgP (V') = n und somit dimgV =n+ 1. Es sei P; =
(x;) mit z; € V. {0} (j =0,...,n+ 1). Da insbesondere die Vektoren xy, ..., z, linear
unabhéngig sind, bilden diese eine Basis von V. Damit finden sich eindeutig bestimmte

Skalare po, ..., u, € K mit
Tpt1 = Z,U] Zj.

Nun gilt aber p; # 0 fiir j = 0,...,n, da andernfalls die Bedingung, dafl je (n + 1) der
(n+2) Vektoren x, ..., z,11 € V linear unabhéngig sind, verletzt wire. Damit liegen die
Vektoren

Vo 1= oL, -y Up i= UnTp, Upil ‘= Tpi1

alle in V'~ {0} und wir stellen dazu fest:
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(a) Pj=(v;) (1=0,...,n+1),

(b) {wvo,...,v,} ist Basis von V,

() vo+ ...+ vy = Upy1-
Es bleibt also noch die Eigenschaft (d) nachzuweisen. Dazu seien wy, ..., w,+1 € V Vek-
toren, die ebenfalls (a) - (c) erfiillen. Aus (a) folgt dann wegen P; = (v;) = (w;) die
Gleichung w; = A - v; mit \; € K* (j =0,...,n+1). Aus (c) ergibt sich weiter

Wo+ ...+ Wy, = Wpy1 < /\01)0 + ...+ /\nvn = )\n+1vn+1
<~ ()\0 - )\nJrl)/UO + ..+ ()\n — )\n+1)vn =0.

Aus (b) folgt schlielich
Aj:/\n—i—l =: A (ij,,n)

und somit
w;=Mv; (j=0,...,n+1).
O
Bemerkung. Ist P(V) ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V mit projektiver
Basis P = {F,...,Py,i1}, so existieren nach dem vorhergehenden Lemma Vektoren
Vo, - .-, Unt1 € V, welche insbesondere den folgenden Eigenschaften

(a) Pj=(v;) (j=0,....,n+1),
(b) {vo,...,v,} ist Basis von V,
() vo+ ...+ vy =Upi1

geniigen; dabei sind diese Vektoren bis auf Multiplikation mit einem Skalar A\ € K*
eindeutig festgelegt.

Ist nun P € P(V) ein beliebiger Punkt mit P = (x),x € V \. {0} (dabei ist « nur bis auf
Multiplikation mit einem Skalar ungleich Null eindeutig festgelegt), so finden sich Skalare

50, ,gn € K mit
T = ij " ;.
j=0

Da sowohl z als auch die Vektoren vy, ..., v, nur bis auf Multiplikation mit einem Skalar
ungleich Null eindeutig gegeben sind, sind auch die Grolen &, ...,&, € K nur bis auf
Multiplikation mit einem Skalar ungleich Null eindeutig bestimmt.

Definition. Mit den vorhergehenden Bezeichnungen nennen wir die (bis auf Multipli-
kation mit einem Skalar ungleich Null eindeutig bestimmten) Skalare &, ..., &, die homo-
genen Koordinaten von P € P(V') beziiglich der projektiven Basis P = { Py, ..., Ppi1}. Wir
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notieren die homogenen Koordinaten von P € P(V) in der Form [¢ : ... : &,] und beach-
ten, daf§ damit ein Punkt in P"(K) definiert wird. Mit Hilfe der homogenen Koordinaten
erhalten wir also eine bijektive Abbildung

P(V) — P*(K)

gegeben durch die Zuordnung
P — [fo et gn]

7.5 Projektive Abbildungen

Es sei P(V) bzw. P(W) ein projektiver Raum zum K-Vektorraum V bzw. W und 7y :
V~A{0} — P(V) bzw. my : W~ {0} — P(W) die entsprechende Projektionsabbildung.

Ist f € L(V, W) eine lineare Abbildung, so kénnte man sich durch die Zuordnung
(x) = (f(z)) ((z) € P(V), dh. zeV ~{0})

eine Abbildung f : P(V) — P (W) erklirt denken. Dabei ist allerdings zu bedenken, daf
(f(x)) nur dann ein Element von P(W) definiert, wenn f(z) € W ~ {0}, d.h. = & ker(f)

ist. Diese Einschrédnkung an = € V'~ {0} kénnen wir ausschliefen, wenn wir annehmen,
daB f € L(V, W) injektiv ist; dann gilt fiir alle z € V' \ {0} jeweils auch f(z) € W~ {0}.
Definition. Eine Abbildung f : P(V) — P(W) heifit eine projektive Abbildung, falls

eine injektive lineare Abbildung f : V — W existiert, so daf fiir alle P = (x) € P(V)
die Gleichung

f(P) = (f(z))
besteht. Um auf die Alohéingigkeit der projektiven Abbildung f von f hinzuweisen, schrei-
ben wir kurz f = P(f).

Bemerkung. Die vorhergehende Definition besitzt die folgende, dquivalente Fassung:
Eine Abbildung f : P(V) — P (W) heift eine projektive Abbildung, falls eine injektive
lineare Abbildung f : V — W existiert, so dal das folgende Diagramm kommutiert:

Va{0} ——~ P(V) z (@)
7 f
W{0} —— P(W) fl@) —— (f(a))

Bemerkung. Wird die Injektivitatsvoraussetzung an f fallengelassen, so erhélt man mit

—

f =P(f) die Abbildung
i P(V) N Pker(f)) — P(W).
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Der Definitionsbereich von f muB also von P(V) zu P(V) ~ P (ker(f)) eingeschriinkt wer-
den; die Menge der Punkte in P(ker(f)) wird die Menge der Basispunkte von f genannt.

Bezeichnungen. Es scien P(V) und P(WW) projektive Rdume. Damit setzen wir

(W
PV, W) = {f:P(V) — P(W)]| [ projektiv},
P(V) = PV, V),
PGL(V) = {f€P(V)| f bijektiv}
= {feP(V)|feGL(V)}

Lemma. Die Menge PGL(V') bildet eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbil-
dungen.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition. Die Gruppe PGL(V') wird die projektive lineare Gruppe zum K -Vektorraum
V' genannt. Die Elemente von PGL(V) werden auch Homographien genannt.

Satz. Es seien P = {Fy,..., Py} und P’ = {F},..., P, } projektive Basen des n-di-
mensionalen projektiven Raumes P(V'). Dann ezistiert genau eine Homographie f €
PGL(V) mit der Eigenschaft

P =f(P) (j=0,...,n+1).

Beweis. Wir beweisen zunichst die Existenz der gesuchten Homographie. Dazu wéhlen
wir Vektoren
Vs ooy Up1 €V 00,y Uy €V

mit den Eigenschaften
(a) Pj=(v;) (j=0,....,n+1), Pi=(vj) (j=0,...,n+1),
(b) {wvo,...,v,} Basis von V, {v(,...,v,} Basis von V,
(€) vo+ ...+ Uy =Vpg1; UG+ ... +V, =04

Diese Vektoren existieren nach dem Lemma iiber projektive Basen. Nach der linearen
Algebra existiert eine lineare Abbildung f € GL(V') mit der Eigenschaft

flw))=v; (j=0,...,n).
Die Linearitét von f zeigt sofort, dafl auch

f(vn-i-l) - U:H-l

—

gilt. Mit f = P(f) erhalten wir jetzt die gesuchte Homographie, welche

f(P) ={flv))=W)) =P (j=0,....n+1)
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erfillt.

Wir kommen nun zum Beweis der Eindeutigkeit. Dazu gehen wir aus von einer beliebigen
Homographie g = P(g), welche P; = g(P;) (j =0,...,n + 1) erfiillt, und vergleichen diese

—

mit der im Existenzbeweis konstruierten Homographie f = P(f ). Wegen g(P;) = P}, d.h.
g((v;)) = (v}), existieren Skalare \; € K* mit der Eigenschaft

gj) =Xj-v; (j=0,.,n+1).

Durch Einsetzen von (c) in die Relation §(v,41) = Apt1 - Uny ergibt sich dann

§=0 §=0

=0 =0
Aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v/, ergibt sich dann sofort
AOI)\lz...I)\n:)\nJrl.

Damit folgt g = A\g - f, woraus wir

erhalten. 0

7.6 Matrizielle Darstellung projektiver Abbildungen

Wir beginnen mit der folgenden

Proposition. Es seien P(V),P(W) projektive Rdume zu den K-Vektorrdaumen V, W
und f,g € L(V,W) injektive lineare Abbildungen mit der FEigenschaft P(f) = P(g) €
P(V,W). Dann existiert A € K* mit g = \- f.

Beweis. Fiir () € P(V), d.h. € V ~ {0}, bestehen die Gleichheiten

—

P(f)((x)) =P(§)((2)) <= (fl2))=(d())
— = A=) e K" :§z) = \z) - f(z).

Wir werden zeigen, dafl die Funktion A\(x) konstant ist. Dazu fixieren wir 2o € V'~ {0}
und setzen A\ := A(xp). Aufgrund der Linearitdt von f, g folgt zunéchst

)\(,u : .%'0) = )\(‘To) = )\0
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fir alle p € K*. Ist dimgV = 1, so sind wir fertig. Andernfalls sei z € V ~ {0} ein beliebi-
ger, von x( linear unabhéngiger Vektor. Dann betrachten wir die dquivalenten Gleichungen
G@wo+x) = Aao + ) - flwo+2) < §lwo) + d(x)
= Mao +2) - fw0) + Mo +2) - ()
= Ao flwo) + @) - flw)
= Mao +2) - f(wo) + Mzo + 2) - f(2)
= ()\0— xo—l—x) f 0)
+(A(x) = Mzo +2)) - flz) =

—

Da nun aufgrund der Injektivitit von f mit o, z auch f(o), f(z) linear unabhéngig sind,
folgt
AMz) = Mz + ) = Ao

Damit ist die Proposition bewiesen. 0

Wir kommen nun zur matriziellen Beschreibung projektiver Abbildungen. Dazu seien
P (V) ein n-dimensionaler projektiver Raum mit projektiver Basis P = { P, ..., P41} und
P (W )ein m-dimensionaler projektiver Raum mit projektiver Basis Q = {Qo, ..., Qmi1}-
Damit existieren Vektoren

Voy vy Upgpr € Vmit Py = (v;) (j=0,...,n+1),
B ={vg,...,v,} Basis vonV,

n
Un41 = E Vj 3
Jj=0

Wo, .., Wy € Wmit Q; = (w;) (j=0,...,m+1),

C ={wo,...,wy,} Basis von W,
m

Wm+1 = E wy.
=0

Ist nun f € P(V, W) eine projektive Abbildung von P(V) nach P(W), so gilt f = P(f) mit
einer injektiven linearen Abbildung f € L(V,W). Nach der vorhergehenden Proposition
ist f durch f bis auf Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Skalar eindeutig
bestimmt. Es sei nun

die Matrix von f beziiglich B, C; aufgrund der getroffenen Wahlen ist die Matrix A nur
bis auf Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Skalar bestimmt.

Definition. Unter Beriicksichtigung der vorhergehenden Bezeichnungen nennen wir

Aproj := A modulo Multiplikation mit K*
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die Matriz der projektiven Abbildung f : P(V) — P(W) beziiglich der projektiven Basen
P, Q.

Bemerkung. Sind [¢ : ... : &,] die homogenen Koordinaten von P € P (V) beziiglich P,
so erhilt man die homogenen Koordinaten [ : ... : ] von f(P) € P(W) beziiglich Q
durch
Mo €o
=40
T &n

Wir schlielen dieses Kapitel mit der Formulierung des Hauptsatzes der projektiven Geo-
metrie, den wir aber nicht beweisen wollen.

Hauptsatz der projektiven Geometrie. Es seien K = R und P(V) ein projektiver
Raum der Dimension n > 2. Ist dann f : P(V) — P(V) eine bijektive Abbildung, die
je drei kollineare Punkte P,Q, R von P(V) in drei kollineare Punkte f(P), f(Q), f(R)
abbildet, so gilt f € PGL(V).
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Kapitel 8

Quadriken

8.1 Quadratische Formen

Im gesamten Kapitel arbeiten wir {iber dem Kérper K = R.

Definition. Es sei A = (a;)jx=1..n € M, (R) eine symmetrische Matrix. Der Ausdruck

Qs &) = (G-, &) A (&, &)
= Z k- &G - &k
k=1
heiflt die quadratische Form zur symmetrischen Matrix A.

Proposition. Es sei Qa(&1,...,&,) die quadratische Form zur symmetrischen Matriz
A € M, (R). Dann ezistieren Koordinaten ny,...,n, derart, daf

Qal&,. &)= ni+...+

gilt, wobei Ay, ..., N\, die Eigenwerte von A sind.

Beweis. Da A € M,,(R) symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix S € O,(R)
(sieche Kapitel 5) mit der Eigenschaft

A1
S A.S = ,
An
wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte von A sind. Mit den neuen Koordinaten
m &1
= tS' :tS't<€17"'7§n>
M &n

folgt nun

145
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QA(fla"'agTL) = (517“'75”) A t(gla'“afn)
= (&,...,&)- S-S -A-S- 'S My, 6
At
= (771a---777n)' 't(nla'“ann)
An
= i+,
wie behauptet. [
Bemerkung. Die vorhergehende Proposition besagt, dafl bei einer quadratischen Form
durch geeignete Koordinatentransformation die gemischten Glieder immer zum Verschwin-
den gebracht werden konnen. Die Proposition zeigt iiberdies, dafl dies sogar durch eine or-
thogonale Koordinatentransformation erreicht werden kann. Natiirlich ist es auch moglich,
dies durch andere reguldre, nicht notwendigerweise orthogonale Koordinatentransforma-
tionen zu erreichen. Der Trdgheitssatz von Sylvester, der hier nicht bewiesen werden soll,
besagt dann, wie man auch immer durch eine reguldre Koordinatentransformation die

gemischten Glieder einer quadratischen Form zum Verschwinden bringt, so sind in der
neu entstehenden quadratischen Form

N R+ N R

die Anzahl der verschwindenden, der positiven und der negativen Koeffizienten immer
gleich.

Bezeichnung. Ist

QA(Sla"'agn): (éhagn)A t(gla"wgn)

die vorgelegte quadratische Form zur symmetrischen Matrix A und gilt fiir " € GL,(R)
A
8" AL S = .
: N

n

d.h. mit *(&,..., &) =19 (&, .., &) besteht die Gleichung

2

QA(Sla"'vgn):)\/l 12++A;L§na

so ordnen wir ab jetzt die Koeffizienten wie folgt an:
N A0, N X <0, Ny N =0
dabei gilt 7 = rg(A).

Definition. Mit den vorhergehenden Bezeichnungen wird das Paar (p,r —p) die Signatur
von A genannt.

Bemerkung. Nach dem Trégheitssatz von Sylvester ist die Signatur wohldefiniert. Indem
wir
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Xy
1
Nyl
T.— g p+1
X
1
1
setzen, erhalten wir
1
1
—1
‘T AT = . ,
-1
0
0

wobei p-mal die 1, (r — p)-mal die —1 und (n — r)-mal die 0 auftritt.

8.2 Quadriken

Wir beginnen mit der folgenden

Definition. Es seien A = (o 1)) k=1,...
R"™ und v € R. Dann heifit die Menge C' C R", gegeben durch

C = {z=",....&) eR" |z Az +2 - '2-b+vy=0}
= {o="(&,. . &) ER"| D au&&G+2) B +v=0},
k=1 j=1
eine Quadrik oder Hyperfliche zweiten Grades des R".
Bemerkung. Indem wir

1 Y b b

, &1 B a1 ... Qin

a= c R" A= € M,.1(R)

gn ﬁn CVn,l s an,n

» € M,,(R) eine symmetrische Matrix, b = (3, . ..

147
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setzen, konnen wir die Quadrik C' in der vorhergehenden Definition auch wie folgt be-
schreiben:

C={r="&,. . .&) eR"| 2 A 2 =0}

Satz (Affine Klassifikation von Quadriken). Mit den vorhergehenden Bezeichnungen
sel

C={x="&,....,6)eR"| 2/ - A2 =0}

eine Quadrik. Weiter sei

r=rg(A), r' =rg(A).
Dann existiert eine affine Koordinatentransformation
(51’ A '75”) — (7717' . ’7/’771)7

gegeben durch eine affine Abbildung f € GA(R"), so dafl C' durch eine der drei folgenden

Normalformen beschrieben wird:

(&) 4.+ —niy—...—n}=0, falls/' =r (0<p<r),
(b) 77%-1—...—1—775—7713“—...—773:1, falls ¥ =r+1 (0<p <),
) M+ 4t =n2y— =2 +2n0 =0, falls ' =r+2 (0<p<r).

Beweis. Geméafl dem Abschnitt 8.1 existiert eine regulédre Matrix 7' € GL,(R) mit der
Eigenschaft

'T-A-T=

0

wobei p-mal die 1, (r — p)-mal die —1 und (n — r)-mal die 0 auftritt. Mit Hilfe von

/ 1 0
Tl = ( O T ) c GLTL+1(R)
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berechnet man leicht

VOB B G e B By e B
1

/
-1
Ap=tT AT = | P

mit gewissen (3, ..., € R. Indem wir nun die neuen Koordinaten

w =T" 2/, dh

t(l,wl, e ,wn) = Tllil . t(l,gl, e ,gn)

einfiithren, erhalten wir die folgende Vereinfachung der definierenden Gleichung von C'

t:L‘/-A/-ZL’, — t:L‘/'tT{_l'tT{'AI-T{-T{_l-ZL’, — tw/_All_w/
= Wit Fw—w . w20+ .+ 20w, +y = 0.

Mit der reguldren Matrix

-0 1

! 1
/. p+1
T2 — .

/

/ 1

149
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berechnet man leicht

0 - 0 0 - 0 By e B

o =2

AL =T, AL T, =

0 —1
o 0

4, 0
mit einem gewissen 7/ € R. Indem wir die neuen Koordinaten

2 =Ty w', dh

LG, G) =Ty - (L w, . wn)

einfithren, erhalten wir die weitere Vereinfachung der definierenden Gleichung von C

tl',-Al-l‘/ — tw'-A'l-w' — tw/‘ tT2/—1_ tT2/'A/1.T2/‘T2/—1_w/ — tZ/_A/Q_Z/
Gt o+ == =28 G+ + 26,6+ = 0.
Wir unterscheiden nun drei Falle:
(@) v =0; 8l ,=...=p0,=0.
(b)) v #0; Bl =...=06,=0.
() Jjef{r+1,...,n}: B;#0.
Ad (a’): Indem wir 7" := T} - Tj € GL,4+1(R) setzen und die Koordinaten

y =2 =T"1.2', dh.
Lomyeemn) =T 116, &)
einfithren, erhalten wir die behauptete Normalform (a) von C, d.h.
M4+ —ng— ... — 0 =0.
Dabei stellen wir leicht r = r’ fest.
Ad (b): Indem wir 7" :=T7 - T, € GL,11(R) setzen, erhalten wir mit den Koordinaten
Z=T"1.2', dh.
M(1,G . G) =T YL &, )
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nach den vorhergehenden Rechnungen die folgende C' definierende Gleichung

Gt G —Gn— =G == (%

Ist v/ < 0, d.h. —" > 0, so erhalten wir mit den neuen Koordinaten

n =G/ G=1,....n)

die behauptete Normalform (b) von C, d.h.

M.+ = — ...l =1

Ist v > 0, so erhalten wir die behauptete Normalform (b) nach Multiplikation von ()
mit —1 und einer analogen Koordinatentransformation. Wir stellen leicht " = r + 1 fest.

Ad (¢’): Indem wir die Koordinaten &, ..., &, gegebenenfalls permutieren, konnen wir
ohne Einschrénkung 3/, , # 0 annehmen. Mit Hilfe elementarer Umformungen 148t sich
erreichen, dafl in der Matrix Aj; der Eintrag 3/, zu 1,9" zu 0 und auch alle iibrigen [3;
zu 0 gemacht werden konnen. Mit anderen Worten findet sich T35 € GL,4;(R) mit der
Eigenschaft

Ag = tTé'Aé'Té:

0 0
Indem wir 7" :=T7 - T3 - T3 € GL,+1(R) setzen, erhalten wir mit den Koordinaten
y i =T"1 2/, dh.
Lomyeyma) =T U1, &, &)
nach den vorhergehenden Rechnungen die folgende C' definierende Gleichung
7]%+...+7712)—7712)+1—...—773+277r+1:O.
Wir stellen leicht ' = r + 2 fest.

In allen drei Féllen entspricht die Matrix 7" € GL,,41(R) der gesuchten affinen Transfor-
mation f € GA(R"). O



152

KAPITEL 8. QUADRIKEN

Klassifikation von nicht-leeren Quadriken im A%(R).

Fall (a) :

Fall (b) :

Fall (c) :

r=0, p=0: 0=0,
r=1, p=1: i =0,
TIQ, p:1 77%_77%:07
r=2 p=2: ni+mnp=0,
r=1, p=1: =1,
T:27 p:]- 77%_77%:17
r=2 p=2: ni+m=1

r=1, p=1: 17%—1—2772:(),

d.h.
d.h.
d.h.
d.h.

d.h.
d.h.
d.h.

d.h.

affine Ebene A%(R).
Doppelgerade.

Geradenpaar mit Schnittpunkt.
Punkt.

paralleles Geradenpaar.
Hyperbel.
Kreis (Ellipse).

Parabel.

Klassifikation von nicht-leeren Quadriken im A3(R).

Fall (a) :

Fall (b) :

Fall (c) :

r=0, p=0: 0
r=1, p=1: n?
r=2 p=1: Uil
r=2 p=2: n -+
r=3, p=2: ni+n—n
r=3, p=3: ni+n+n
r=1, p=1: ni
r=2 p=1: n =13
r=2 p=2: nt 413
r=3, p=1: ni—ni—n
r=3, p=2: ni+n—n
r=3, p=3: M+m+n
r=1, p=1: 17%4—2772
r=2 p=1: n7 —n+ 2
r=2 p=2: 77%+77§+2773

=0,

Y
=1,
Y
Y

Y

=0,
=0,
=0,

d.h.
d.h.
d.h.
d.h.
d.h.
d.h.

d.h.
d.h.
d.h.
d.h.
d.h.
d.h.

d.h. parabolischer Zylinder.
hyperbolisches Paraboloid.
elliptisches Paraboloid.

affiner Raum A3(R).
Doppelebene.

Ebenenpaar mit Schnittgerade.
Gerade.

Kreiskegel.

Punkt.

paralleles Ebenenpaar.
hyperbolischer Zylinder.
Kreiszylinder.
zweischaliges Hyperboloid.
einschaliges Hyperboloid.
Kugel (Ellipsoid).
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