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Aufgabe 7.1 (5 Punkte)

Es sei A C R? die Menge A := {(z,y) € R? ‘ 0<z<2r, 0<y<2r—z},und f: 4 —
R die stetige Funktion f(z,y) := sin(x) + sin(y) — sin(z + y). Bestimmen Sie alle lokalen
Minima und lokalen Maxima der Funktion f. In welchen Punkten liegt ein globales Minu-
mum bzw. globales Maximum vor?

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst f auf dem Inneren von A. (Auf dem Rand sind Extrem-
werte auch ohne kritische Punkte mdéglich!)

Aufgabe 7.2 (3 Punkte)

Sei U C R™ eine offene Teilmenge, f € C?(U,R), v : (—¢,€) — U eine beliebige glatte
Funktion mit y(0) = a und 4/(0) = v € R”, und ¢g := fo~: (—¢,€) — R. Zeigen Sie: Ist a
ein kritischer Punkt von f, dann gilt

g(0)=0 und ¢"(0) = (v,Hf(a)v).

Hier bezeichnet ( , ) das euklidische Skalarprodukt und H f(a) die Hesse-Matrix von f
in a. Insbesondere hiingt ¢”(0) nur von v(0) und +/(0) und sonst nicht vom Pfad ~ ab.

Aufgabe 7.3 (4 + 4 Punkte)

Sei U C R" eine offene Teilmenge und f € C%(U,R). Ein kritischer Punkt a € U von
f heiBt entartet, wenn die Hesse-Matrix H f(a) € R™ "™ nicht invertierbar ist. Fiir einen
gegebenen Vektor v € R™ und € > 0 hinreichend klein betrachten wir nun die Funktion
gv : (—€,€) = R, definiert durch gy (t) := f(a+ tv).

a) Sei a € U ein kritischer Punkt von f, der nicht entartet ist. Beweisen Sie: f hat in a
ein lokales Minimum genau dann, wenn fiir jedes v € R™ die Funktion gy (¢) int =0
ein lokales Minimum hat.

Hinweis: Was wissen Sie tiber die Eigenwerte von H f(a)?

b) Sei f : R? — R die Funktion f(z,y) := y?—3x2y+22* und sei a := (0,0). Zeigen Sie:
Fiir jedes v € R? hat g, (t) in t = 0 ein lokales Minimum, aber f hat in a trotzdem
kein lokales Minimum.

Hinweis: Suchen Sie nach einem glatten Pfad v : (—e¢,e) — U mit v(0) = a, so dass
fov:(—¢€) = R kein lokales Minimum in t = 0 hat. (Was miisste v'(0) angesichts
Aufgabe 7.2 sein?)

Aufgabe 7.4 (5 Punkte)

Finden Sie alle kritischen Punkte der Funktion f : R? — R gegeben durch f(z,y) :=
(x 4+ y)* — 4y, und bestimmen Sie bei jedem kritischen Punkt, ob es sich um ein lokales
Maximum, lokales Minimum oder Sattelpunktﬂ handelt.

'Ein Sattelpunkt ist per Definition ein kritischer Punkt, der weder lokales Maximum noch lokales
Minimum ist.
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Aufgabe 7.5 (5 Punkte)

Eine Teilmenge U C R™ heifit konvez, falls fiir alle x,y € U die Punkte tx + (1 —¢)y fiir
t € [0,1] alle in U liegen. Sei eine konvexe Teilmenge U C R"™ gegeben. Eine Funktion
f U — R heifit dann konvez, wenn fiir alle x,y € U, die Ungleichung

fltx+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —t)f(y) fiir alle t € [0,1]

erfiillt wird. Beweisen Sie: eine C2-Funktion f : i/ — R ist genau dann konvex, wenn die
Hesse-Matrix H f(x) positiv semidefinit fiir alle x € U ist.

Aufgabe 7.6 (4 Punkte)

Beweisen Sie: Ist 4 C R™ eine offene Teilmenge und a € U ein nichtentarteter (s. Aufga-
be 7.3) kritischer Punkt einer Funktion f € C?(U,R), dann gibt es eine Umgebung von a,
in der f keine weiteren kritischen Punkte hat.

Hinweis: Die Hesse-Matrix Hf : U — R™" ist die Jacobi-Matrix des Gradienten V[ :
U —R".

Insgesamt: 30 Punkte

Schriftliche Zusatzaufgabe 7.Z (4 + 3 Punkte)
Sei U C R” eine offene Teilmenge, f € C*(U,R) mit k > 1 und a € U. Fiir m € {0,..., k}
werden wir mit @), : R® — R das Polynom

f(a) q
la|=m
bezeichnen. Das k-te Taylorpolynom von f um den Entwicklungspunkt a ist dann Py (x) =
anzo Qm(x—a). Dies ist (wie wir in der Vorlesung gesehen haben) das eindeutige Polynom

von Grad < k, das die Relation
0“Pp(a) =0%f(a) firalle |of <k

erfilllt. Fiir einen gegebenen Vektor v = (vy,...,v,) € R™ wihlen wir auch € > 0 hinrei-
chend klein und definieren die Funktion gy : (—e€,€) — R durch gy (t) := f(a+ tv).

a) Beweisen Sie, dass gs,m)(O) =mlQn(v) fiir alle m =0, ...,k gilt.
Hinweis 1: Betrachten Sie die dhnliche (aber einfachere) Funktion hy(t) := Py(a+tv).
Hinweis 2: Qy, ist ein homogenes Polynom von Grad m, d.h. Qpn(tx) = t"™Qm(x).

b) Unabhéngig von Teil a), beweisen Sie durch direkte Anwendung der Kettenregel:

m n n am
g‘(, )(t)zz...Z(%if(a—l—tv)vil...vim, m=0,...,k.
m=1 “

. al'lm

i1=1 7

Bemerkung: Durch das Verbinden der zwei Teile dieser Aufgabe mit Aufgabe 6.B(a) er-
halten wir die Relation

Qm(v) = Z 8"‘£!(a)va = %Dmf(a)(v, Cey V).

|a)|=m

Wer nichts gegen Kombinatorik hat, kann diese Relation mit Hilfe von Aufgabe 6.B(a)
auch direkter beweisen, aber ich persénlich finde den hier skizzierten Beweis schoner. Die
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Relation fiihrt zu einer neuen Form der Taylorformel fiir Funktionen f € C*'(i,R),
namlich

k

flath) =3 %Dmf(a)(h,...,h)%—

m=0

m1+1)!Dm+1f(£)(h, ...,h),

wobei wie immer & = a + 6h fiir ein 6 € (0,1). In dieser Form kann die Formel sogar fiir
Funktionen auf beliebigen Banachrdumen verallgemeinert werden.

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen.

Aufgabe 7.A
Finden Sie alle kritischen Punkte der folgenden Funktionen und bestimmen Sie in jedem
Fall, ob es sich um ein lokales Maximum, lokales Minimum oder Sattelpunkt handelt.

a) f:R? = R gegeben durch f(z,y) = %x?’ + 1?4+ 2xy — 62 — 3y + 4
b) ¢g:R? — R gegeben durch g(x,y) = 22 + ¢*
c) h:R3— R gegeben durch h(z,y,2) = 35 — 6z + 2z + 2% — 2xy + 2y + 2yz + 322

Aufgabe 7.B
Es sei f: R? — R? gegeben durch f(x,y) := (cosh(z) cos(y), sinh(z) sin(y)).

a) Seien U := {(z,y) € R* | >0} und U := {(z,y) €U | 0 < y < 27}. Bestimmen
Sie die Mengen V := f(U) C R? und V; := f(U;) C R? (explizit).

b) Zeigen Sie, dass f|y; : U — V kein C'-Diffeomorphismus ist.

c) Zeigen Sie, dass f|y; : U — R? um jeden Punkt von I ein lokaler C*°-Diffeomorphismus
ist.

d) Zeigen Sie, dass fly, : Uy — Vi ein C*°-Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 7.C
Wir betrachten die Punkte des R? durch Kugelkoordinaten, d.h. wir betrachten
F:(0,00) x (=, 7) x (0,7) = R3\ ((—00,0] x {0} x R),
F(r,¢,0) := (rsin(f) cos(¢), r sin(0) sin(¢), r cos(0)) .

a) Beschreiben Sie die geometrische Bedeutung der Koordinaten (r, ¢, 0)

b) Zeigen Sie, dass F' ein Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 7.D

Wir betrachten die Abbildung ¢ : R? — R2, gegeben durch ¢(z,y) := (2¢* + 23,2 + y).
Zeigen Sie, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist, und berechnen Sie die Jacobi-Matrix der
Umkehrabbildung ¢! im Punkt (2, 0).



