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Ubungsblatt 12: Musterlésung zu den Aufgaben 12.1, 12.2, 12.4,
12.A und 12.D

Aufgabe 12.1 (2 + 2 + 3 + 3 + 2 Punkte)
Sei D" C R™ die Einheitskugel und o € (0,00) eine Konstante. Wir betrachten eine

Funktion f : R™ — R gegeben fast iiberall durch f(x) :=

x|
a) Fiir welche o € (0,00) und p € [1, 00] gehort flpn zu LP(D™)?

Losung:

Die Funktion ist freilich nicht fast {iberall beschrénkt in D", gehort also nicht zu L (D).

Fiir den Fall 1 < p < oo verwenden wir die n-dimensionalen Polarkoordinaten (7, 0, ¢1, ..., ¢p—2)
aus Aufgabe 11.A. In diesen Koordinaten hat f die Form f(r,0,¢1,...,¢n—2) = 1/r%, und

die Einheitskugel D" ist durch {r < 1} beschrieben. Durch Anwenden der Transformati-
onsformel wie in Aufgabe 11.A(b) finden wir also eine Konstante C' > 0, so dass

c n—ap !

r )
n—ap 0

r

1 1
1
lfX)|Pdey...de, =C [ ™ —dr=C [ " 17Pdr =
n 0 o 0

wobei wir im letzten Schritt n — ap # 0 angenommen haben. Unter dieser Annahme ist
das Integral genau dann endlich, wenn n—ap > 0, und im Fall n—ap = 0 folgt stattdessen

0

1 1
/n|f(x)|pdx1d$nzc/0 %ZIHT“ = XO.

Schlussfolgerung: die Funktion 1/|x||* gehort genau dann zu LP(D"), wenn

n
p<—.
«

b) Fiir welche a € (0,00) und p € [1,00] gehort flgm\pn zu LP(R™\ D")?

Hinweis: siehe Aufgabe 11.A(D).

Loésung:

Auf R™\ D" ist f beschrénkt, gehort also zu L (R™\ D"). Fiir 1 < p < oo verwenden wir
wieder Polarkoordinaten wie in Teilaufgabe (a), aber diesmal ist der Integrationsbereich
R™\ D™ durch {r > 1} beschrieben, also kommen wir auf die Formel

/ \f(x)|pdx1...d:1;n:C’/ r"_ldr:C’/ pimeP gy = ¢ ,
R7\Dn 1 1

rop n—apreP=n|,

wobei im letzten Schritt wieder n — ap # 0 angenommen wird. Dieses Integral ist also
genau dann endlich, wenn ap —n > 0, und im Fall n — ap = 0 gilt

[ ieopdn . dn=c [T E = o = o
Rn\Dn 1

r

Schlussfolgerung: die Funktion 1/|x||* gehort genau dann zu LP(R™ \ D"), wenn

n
p>—.
«
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Der Vektorraum . (R™) C C*°(R"), genannt Schwartzscher Raum oder der Raum
von schnell fallenden Funktionen, besteht aus allen glatten Funktionen f : R” — R
mit der Eigenschaft, dass die Funktion R® — R : x ~ [|x]|*0%f(x) fiir jedes k& € N und
jeden Multi—indexﬂ « beschrinkt ist. Zeigen Sie:

c) Z(R™) C LP(R™) fiir alle p € [1, 0.

Losung:

Fir f € S (R") ist f glatt und daher beschriankt auf D", also folgt flprn € L*°(D"), und
fiir jeder 1 < p < oo ist das Integral [p, |f[" dm durch sup,cpa [f(x)[P - m(D") < oo
beschrénkt. AuBlerdem ist die Funktion x ~— ||x||*f(x) fiir jedes & € N beschriinkt, also
gibt es fiir jedes k eine Konstante Cy > 0 mit

Ck
|f(x)] < T

Wir wihle k£ > n/p, dann folgt aus dem Resultat von Teilaufgabe (b),

I =0

Lp(R™\D")

Il e me\Dmy < Ck

Insgesamt folgt || f||z»rny < 00, denn fiir 1 < p < oo gilt

gy = [ 1P dm= [ APdmet [ 17 dm = 1y + 1 o <
Rn Dr R \Dn
und fiir p = oo,

11| Loy < max {[| £l oo @n), | ]| oo @mypmy } < 0.
d) Fiir jedes f € . (R"™) und jeden Multi-index o gehoren 0% f und x® f auch zu .7 (R").

Loésung:
Fir f € (R") folgt sofort von der Definition, dass 0%f auch in .(R™) ist, denn fiir
einen beliebigen Multi-index 5 und k € N ist auch

Ix|[*0” (92 f) = ||x||* o+
beschrinkt; hier wird die Summe von zwei Multi-indizes natiirlich durch

a+ﬁ:: (041+617"'705n+/3n)

definiert.

Dass x®f auch in ./ (R") ist, sicht man wie folgt. Sei 5 ein beliebiger Multi-index. Wir
behaupten, dass 9°(x®f) eine endliche lineare Kombination von Termen der Form x79° f
fiir weitere Multi-indizes v und ¢ ist. Im Fall |5| = 1 folgt dies aus der Produktregel: hier
gilt 98 = 0; fiir ein j € {1,...,n}, also

0;(x*f) = (0;x*) f +x%0; f,

1Zur Erinnerung: ein Multi-index auf R"™ ist ein n-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen o =
(a1,...,an). Er bestimmt einen Differentialoperator von Ordnung |a| := a1 + ... + a, durch 9% =

@1 oxn . . . .
oM. 9em = 2 Z1 sowie eine polynomielle Funktion x® : R®™ — R von Grad || durch
1 n 8301 1 axHm
[ ail an
x* =zt .oxnn.
1 n
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. / ..
wobei 0;x% = a;x® fiir

/o
a = (ar,..., 05 1,05 — L ajpn, ..., an).

Fiir ein gegebenes k € N nehmen wir jetzt als Induktionsvoraussetzung an, dass die Be-
hauptung fiir alle Multi-indizes 8 mit |3| < k schon bewiesen ist. Fiir einen Multi-index /3
mit |8 = k+ 1 kénnen wir % = 9;0” schreiben fiir ein j € {1,...,n} und einen weiteren
Multi-index ' mit || = k. Die Ableitung 9% (x®f) ist dann per Annahme eine endliche
lineare Kombination von Termen der Form x?d° f, und wegen der Produktregel gilt das
Gleiche fiir 9%(xf), denn 9% (xf) = 9;0% (x*f) und
0 (X0 f) =X Of +x70 f

fiir

f)/ = (717 ce Yi-1,7 — 17f)/j+17 s 7’}/71)7

§ = ((51, R ;5j—17 6j + 1, 6j+1a e dn)
Somit ist die Behauptung bewiesen.
Um x?f € Z(R") jetzt zu beweisen, wird es wegen der Behauptung reichen, die Be-

schrinktheit von |x||*xY0%f fiir beliebige ¥ € N und Multi-indizes 3,7 zu zeigen. Sei
0 :=|v|, also gilt

XV = o] | = e e < ] = ]
da |z;| < ||x|| fiir jedes j =1,...,n. Es folgt,
[l | < )<+ |07
und das ist wegen der Definition des Raums .’(R") beschréinkt.
e) Die Gauflsche Funktion f(x) := e~clxI* gehort fiir jedes ¢ > 0 zu S (R™).

Bemerkung: Der Raum C§°(R"™) glatter Funktionen mit kompakten Trégern ist auch ent-
halten in . (R™) und liegt dicht in LP(R"™) fiir 1 < p < oo, also folgt, dass .7 (R™) auch
dicht in LP(R™) liegt.

Loésung:

Nur eine kurze Zusammenfassung: man zeigt induktiv bzgl. der Ordnung eines Multi-index
B dass jede Ableitung (‘9’3(6*0”"”2) die Form P/g(x)e*CHx”2 hat, wobei P3 : R" — R eine
polynomielle Funktion von zi,...,z, ist. Insbesondere folgt, dass x*9%f fiir beliebige
Multi-indizes «, 8 eine endliche lineare Kombination von Funktionen der Form x7e~clx|l”
fiir Multi-indizes ~ ist. Diese Funktion ist beschrankt durch

‘Xve—clleQ‘ < |lx||eeclxI?

fiir £ := ||, und dies ist nach dem gewohnlichen Argument mit der Regel von L’Hospital
beschrankt.

Aufgabe 12.2 (3 + 2 + 2 Punkte)
Der Vektorraum Lf (R™) fiir 1 < p < oo besteht aus allen Aquivalenzklassen (bis auf
Gleichheit fast iiberall) messbarer Funktionen f: R" — R, die

1/p
I fll oo (x) := </K [fIP dm) < 00

fir alle kompakten Teilmengen K C R” erfiillen. Im Folgenden sind zwei Konstanten
p,r € [1,00] mit r > p gegeben.
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a) Beweisen Sie: fiir jede kompakte Teilmenge K C R™ existiert eine Konstante ¢ > 0, so
dass || fllze(x) < el fllrx) fiir alle messbaren Funktionen f : K — R. Insbesondere
folgt: LT (R") C LP (R™).

loc loc
Hinweis: Die konstante Funktion 1 ist in LY(K) fiir jedes q € [1, o).
Losung:
Da K C R™ kompakt ist, gilt
m(K) < oo,
denn K ist fiir R > 0 hinreichend grofl enthalten in der Kugel von Radius R, die endliches
Lebesgue-Maf hat. Wir méchten das Integral || f||}, (K) = S5 | fIP dm von oben abschiitzen,

indem wir |f|P als Produkt |f|P-1 betrachten und die Holder-Ungleichung anwenden. Wenn
p <r < oo, dann ist r/p in (1,00) und die L"-Norm von f kann in der Form

oo = ([ 17am) " = ([Lasmrran)” - [( [asrran)” ] "

= AP e

geschrieben werden. Im Fall p < r = oo sagt diese Relation
1A sy = NPl oo

und stimmt immer noch. Sei jetzt ¢ € [1,00) mit % + & = 1. Die Konstante Funktion

g:=1listin LK), da

1
q

90 uqr) = [ 17dm = m(E) < .

also folgt von der Holder-Ungleichung,

Wy = [ AP gtm < NPy Ul = GO - 11 ey

und daher,
£ 1| ze ey < [P fll iy (1)

Kommentar: wenn r < oo gibt es ein alternatives Argument, mit dem man ohne die
Holder-Ungleichung die Inklusion L"(K) C LP(K) beweisen kann. Sei f € L"(K), und
definiere zwei messbare Teilmengen

Kt:={xeK||f(x)|>1} CK,
K ={xeK||f(x)| <1} CK.

Dann gilt |f| <1 auf K~ und |f|P < |f|" auf KT, also

Vs = [ AP dm= [ iame+ [ 15y dm
, . , 2)
§/Kldm+/K+\f| dm < m(K )+/K|f] dm
< m(K) + £y < o0,

also f € LP(K).
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Obwohl dieses Argument einfacher ist, ist die Abschitzung eigentlich ein besseres
Resultat, aus dem folgenden Grund. In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass ein lineares
Funktional ¢ : £ — R auf einem Banachraum E genau dann stetig ist, wenn es eine
Abschétzung der Form |¢(z)| < ¢|z| gibt. Das Gleiche gilt im Allgemeinen fiir lineare
Abbildungen zwischen beliebigen Banachriumen, und wird mit dem gleichen Argument
bewiesen. Die Abschitzung sagt uns also nicht nur, dass L"(K) in LP(K) enthalten
ist, sondern auch, dass die natiirliche Inklusionsabbildung L"(K) < LP(K) stetig ist.
Also letzte Bemerkung sollte betont werden, dass beide Abschitzungen und ohne
die Bedingung m(K) < oo nutzlos wéren; in dieser Diskussion war also nicht wesentlich,
dass K C R™ kompakt ist, aber K musste unbedingt eine Menge von endlichem Maf sein.
Teilaufgabe (c) unten zeigt, dass die Inklusion L"(K) C LP(K) im Allgemeinen falsch ist,
wenn m(K) = oc.

b) Finden Sie ein explizites Beispiel einer Funktion in LP (R™)\ L] (R").
Loésung:
Wir betrachten Funktionen f : R" — R der Form f(x) = 1/||x[|* fiir @ > 0. Nach dem
Resultat von Aufgabe 12.1(a) ist diese Funktion in LP(D") genau dann, wenn a < n/p.
Sei D% die Kugel von Radius R > 0; dann gilt eigentlich das gleiche Resultat fiir LP(D%),
denn fﬂ)g |f|P dm ist jetzt Proportional zum Integral

R
/ prolmar gy
0

das unter genau den selben Bedingungen endlich ist. Da jede kompakte Teilmenge K C R"
in B} enthalten ist fiir R > 0 hinreiche gro8, folgt, dass f dann in LP(K) ist. Andererseits,
falls &« > n/r, dann folgt direkt aus Aufgabe 12.1(a), dass f nicht in L"(D") ist, also kann
f nicht in L (R™) sein. Fazit: die Funktion f(x) = 1/|x||* ist in L (R™)\ LI (R™), falls

loc loc loc

33

<a<

)

SRS

was natiirlich moglich ist, weil r > p.
c¢) Finden Sie ein explizites Beispiel einer Funktion in L"(R™) \ LP(R™).

Losung:

Nach dem Resultat von Aufgabe 12.1(b) ist die Funktion g(x) := 1/[|x||* in L"(R™\ D"),
wenn « > n/r, und gleichzeitig nicht in LP(R™ \ D"), wenn o < n/p. Beide kénnen
gleichzeitig erfiillt werden, da r > p, aber g muss in D" modifiziert werden, denn die
Singularitit in x = 0 verursacht ||g|[zr@®n) 2> ||g]|zr@n) = 0o. Wir definieren also f : R" —

R durch
1 .
f(x) — W fur ”XH 2 ].7
0 fiir x| < 1.

Diese Funktion ist in L"(R™) \ LP(R™) genau dann, wenn

n
—<a<
r

<3
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Aufgabe 12.4 (5 Punkte)
Wir betrachten €2 := (0,1) C R mit dem Lebesgue-Ma$, und bezeichnen mit C§°(£2) den
Raum aller glatten Funktionen f : Q — R mit kompakten Tragern. Weil C§°(€2) fiir alle

€ [1,00) dicht in LP(2) liegt, wissen wir, dass jede f € LP(Q) die Grenzfunktion einer
LP-konvergenten Folge f; € C§°(€2) ist. Zeigen Sie: falls p > 1 und eine Konstante ¢ > 0
mit || f}[|r» < c fiir alle j existiert, dann gilt f = g f. @i. fiir eine stetige Funktion g.
Hinweis: Versuchen Sie, durch die Hélder-Ungleichung zu zeigen, dass f; die Vorausset-
zungen fiir den Satz von Arzela-Ascoli erfiillt.
Loésung;:
Per Annahme sind die Funktionen f; : (0,1) — R glatt mit kompakten Trigern, und es
gilt

LP /
fi—f wd [fillr <c

Wir kénnen diese Funktionen auch auf [0, 1] erweitern, so dass die f; alle noch glatt sind
und in den Endpunkten 0 und 1 verschwinden.

Laut dem Satz iiber die Vollstdndigkeit von LP folgt aus der LP-Konvergenz, dass f; auch
eine Teilfolge hat, die punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Lafl uns jetzt f; mit
dieser Teilfolge ersetzen und 0.B.d.A. annehmen, dass f; — f fast {iberall. Wir behaupten:
f;j hat auf [0, 1] auch eine gleichmdfig konvergente Teilfolge. Weil die f; alle stetig sind,
muss die Grenzfunktion dieser Teilfolge dann eine stetige Funktion g sein. Aber gleichzeitig
konvergiert diese Teilfolge punktweise fast iiberall gegen f, was impliziert, dass f und g fast
iiberall iibereinstimmen. Es bleibt also nur, die Behauptung iiber gleichméfige Konvergenz
zu beweisen.

Die Behauptung wird aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgen, wenn wir zeigen kénnen,
dass die Folge f; gleichméBig beschrénkt und gleichgradig stetig ist. Sei 0 < x <y < 1.
Weil f; auf [0, 1] stetig differenzierbar ist, konnen wir den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung anwenden, und anschliefend die Holder-Ungleichung;:

[fi(y) = fi(e)] =

Yy
/ fj’-(t)dt‘g/ \f]’-]dm: \fj’.y.mm
x [xyy} [xvy}

< Niller (e - 1 Loy

(3)

wobei % + % = 1. Wegen p > 1 wissen wir g < oo, also

1/q X
1 La(fa,y)) = (/[ ] 11 dm) =y —z|'"77,
x,Y

was wegen || fill» < ¢ und (B) jetzt die Abschitzung

1) — (@) <cly—2®, a=1- ; >0

fir alle z,y € [0, 1] impliziert. Diese Bedingung impliziert die gleichgradige Stetigkeit der
Folge f;, denn fiir jedes € > 0, kénnen wir jetzt 6 > 0 mit ¢/ < e wihlen, um die
Implikation

lz—yl<d = |fj(@)=fiy)| <e
gleichzeitig fiir alle j zu erreichen. Die gleichméflige Beschranktheit folgt auch, denn
f3(0) = 0 fur alle j, also folgt fiir beliebiges x € [0, 1],

i (@)] = [f5(x) = £(0)] < e = 0] = clz|* < c.
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Die Voraussetzungen fiir den Satz von Arzela-Ascoli sind somit erfiillt.

Kommentar: Das Resultat in dieser Aufgabe ist mehr oder weniger ein Spezialfall des
sogenannten Sobolevschen Einbettungssatzes, der wichtige Anwendungen in der Theorie
partieller Differentialgleichungen hat. Im diesem Kontext sieht der Satz etwa so aus: fiir
jedes p € [1,00] definiert man eine Norm auf glatten Funktionen f : [0,1] — R durch

I llwie = [1flle + [1f | ze-

Der Banachraum WYP([0,1]) kann als Abschluss von C*([0,1]) bzgl. dieser Norm definiert
werden. Im Allgemeinen miissen Funktionen in W1 ([0, 1]) nicht differenzierbar sein, und
im Fall p = 1 zeigt Aufgabe 12.D, dass sie auch nicht stetig sein miissen. Fiir p > 1 sagt der
Sobolevsche Einbettungssatz, dass alle Elemente in W1P(]0,1]) durch stetige Funktionen
darstellbar sind, und zwar gibt es eine natiirliche stetige Inklusion

wtr(lo,1]) — C([0,1]).

Solche Resultate kénnen verwendet werden, um z.B. zu beweisen, dass alle Losungen be-
stimmter Klassen von partiellen Differentialgleichungen automatisch glatte Funktionen
sind.

Aufgabe 12.A

Geben Sie einen direkten Beweis (ohne Reihen oder absolute Konvergenz), dass alle
Cauchy-Folgen in L*°(u) bzgl. der L>°-Norm konvergieren, und dass sie auch punktweise
fast iiberall konvergieren.

Loésung:
Wir betrachten einen Mafiraum (X,.A, u) mit einer L°°-Cauchy-Folge f, € L*(u). Es
existiert also fiir jedes k € N ein N (k) € N, so dass

1
manN(k) = an_meLoo <%'

Konkreter heifit das, fiir alle k,m,n € N mit m,n > N (k) existiert eine Nullmenge Ef;n C
X, so dass

1
| fr — [l S% auf X\E,’fln

Die Menge
E:= EF .
keENmn>N (k)

ist dann eine abzédhlbare Vereinigung von Nullmengen und daher auch eine Nullmenge,
und die Ungleichung |f,, — fm| < 1/k gilt auf X \ E fiir alle k£ und m,n > N (k). Fiir alle
x € X\ E ist f,(x) daher eine Cauchy-Folge in R, also konvergiert sie, und wir definieren
f:X — R durch

limy, oo fr(x firxe X\ E,
fla) = { Bmnsoe Jnle) I € X
0 fir x € F.

Jetzt konvergiert f, punktweise auf X \ E gegen f, und wir behaupten, dass diese Kon-
vergenz auch gleichmifig ist. Gegeben € > 0, wihlen wir k¥ € N mit 1/k < ¢, dann gilt

|fm(z) — fo(z)| < e fir alle m,n > N(k) und z € X \ E.
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Setzen wir n fest und betrachten den Limes bei m — oo, es folgt

lim | fo(2) — fu(2)| = [f(2) = fa(x)] <€

m— 00

fiir alle n > N(k) und x € X \ E. Da F C X eine Nullmenge ist, folgt
If = fallpe <€ fiiralle n > N(k),

und das beweist die Konvergenz f,, — f in L™ ().

Aufgabe 12.D

Zeigen Sie, dass die Aussage in Aufgabe 12.4 im Fall p = 1 falsch ist.

Losung:

Wir suchen nach einer Folge von glatten Funktionen f; : (0,1) — R mit kompakten
Triagern, die eine Schranke || f]’H 1 < c erfiillen und bzgl. der L'-Norm gegen eine Funk-
tion f : (0,1) — R konvergieren, die nicht fast iiberall mit einer stetigen Funktion
iibereinstimmt. Wir beschreiben zuerst die Ableitungen f. Auf dem Teilintervall [0,1/2]
wéhlen wir f]’ > 0 mit den folgenden Eigenschaften:

e Der Triger von fj/“[o,l /2] ist enthalten in einem Teilintervall mit Lénge 1 /87 um das
Zentrum 1/4.
1/2
° f]/ (t)dt =1.
0

Diese Folge auf [0,1/2] sieht ein bisschen so aus wie eine approximative Einheit: der
Maximumwert von fj’ wird mit j immer grofler, wahrend der Trager kleiner wird. Nun
setzen wir f fort auf [1/2,1] durch die Bedingung

filz) =~ fj(z = 1/2),
und definieren damit f; durch
fie) = [ Ko
0

Per Konstruktion gilt jetzt
1 1/2 1
/ ]fjl(x)| de = f]’(m) dx — fj’(a;) dz = 2,
0 0 1/2

und es gibt eine Folge €; > 0 mit ¢; — 0, so dass f = 0 auf [0,1/4—¢;] und [3/4+¢;, 1], aber
f=1auf [1/4+¢€;,3/4—¢;]. In den Intervallen [1/4 —€;,1/4+¢;] und [3/4 —€;,3/4+ ¢;]
hat f Werte in [0, 1]. Mit diesen Informationen ist leicht zu zeigen, dass f; bzgl. der L!-
Norm gegen f := x[1/4,3/4] konvergiert, d.h. die charakteristische Funktion von [1/4,3/4].
Es gibt keine stetige Funktion g, die fast iiberall mit f {ibereinstimmt, denn wenn das so
wére, dann miisste g auf einer hinreichend kleinen Umgebung von 1/4 nur Werte in einem
kleinen Intervall haben, das nicht gleichzeitig 0 und 1 enthalten kénnte.



